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OZET

KESIRLI OSKULATOR INTEGRAL OPERATORLER VE ONLARIN
KOMUTATORLERININ GENELLESTIRILMIS ORLICZ-MORREY UZAYLARDA
SINIRLILIGI

DENIZ GULTEPE, Stimeyra
Nigde Omer Halisdemir Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigman : Dog. Dr. Ahmet EROGLU
Agustos 2019, 66 sayfa

Kesirli oskiilator integral operatorleri ve onlarin komiitatorlerinin genellestirilmis
Orlicz-Morrey uzaylarinda siirliliginim incelendigi bu tez calismasi, dort bolimden

olugmaktadir. Birinci boliim, tezin giris kismini igermektedir.

Ikinci bdliimde, bu calisma ile ilgili baz1 temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ugtincii bolimde, L Lebesgue uzaylarnin genellestirilmesi olan Orlicz uzaylarim
tanimlamak i¢in kullanilan Young fonksiyonlarinin tanimi verilerek, bazi temel
Ozellikleri incelenmistir. Ayn1 zamanda son boliimiin temelini olusturacak tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

Son boliimde ise, genellestirilmis Orlicz-Morrey uzaylarinda, kesirli oskiilator integral

operatorlerinin ve onlarin komiitatorlerinin sinirlilig incelenmistir.

Anahtar Sozciikler: Orlicz uzay, Genellestirilmis Orlicz-Morrey uzayi, Riesz potansiyeli, Young

fonksiyonu, Kesirli integral operatérii.



SUMMARY

BOUNDEDNESS OF FRACTIONAL OSCILLATORY INTEGRAL OPERATORS
AND THEIR COMMUTATORS ON GENERALIZED ORLICZ-MORREY SPACES

DENIZ GULTEPE, Stimeyra
Nigde Omer Halisdemir University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Dog. Dr. Ahmet Eroglu

August 2019, 66 pages

This thesis, which examines the boundedness of fractional oscillator integral operators
and their commutators in generalized Orlicz-Morrey spaces, consists of four chapters.
The first part contains the introduction part of the thesis.

In the second part, some basic definitions and theorems related to this study are given.

In the third chapter, the definition of Young functions used to define Orlicz spaces

which are generalization of L° Lebesgue spaces are given and some basic properties
are examined. At the same time, definitions and theorems that will form the basis of the
last chapter are given.

In the last chapter, the boundedness of fractional oscillator integral operators and their
commutators is examined in generalized Orlicz-Morrey spaces.

Keywords: Orlicz space, Generalized Orlicz-Morrey space, Riesz potential, Young's function, Fractional
integral operator.
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BOLUM I
GIRIS
Son yillarda fonksiyon uzaylarinin modern teorisi, harmonik analizin klasik

operatorlerinin bir teorisi gelistirilmektedir.

E.M. Stein, A. Calderon, S.L. Sobolev, S.M. Nikolskii, H. Triebel, P.I. Lizorkin,
V.L.Burenkov, V.S. Guliyev gibi diinyaca iinlii matematikg¢iler tarafindan bugiine kadar
bircok calisma yapilmistir. Bu calismalarin kismi tiirevli diferansiyel denklemler
teorisinde, reel ve fonksiyonel analizin birgok konusunda ve matematiksel fizikte
onemli uygulamalar1 vardir. Ayrica ortaya c¢ikan yeni problemlerin ¢oziilebilmesi ve
fonksiyon uzaylarindaki bazi eksikliklerin giderilebilmesi igin yeni tip fonksiyon

uzaylarinin tanimlanmasina ve incelenmesine ihtiya¢ duyulmustur.

0<A<n, 1<p<wo, fel_'gc(R”) ve B(x,r), R" de x merkezli r yaricapl yuvar
olmak iizere

1

1 P
I, =1l e supn[r—k [ o dy] <o
r>0,xeR B(x,r)

olacak bi¢cimdeki tiim fonksiyonlarin siifina Morrey uzay:r denir. Morrey uzaylari,
1938 yilinda C. Morrey tarafindan kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin lokal

davraniglarini arastirmak amaciyla tanimlanmaistir.

W. Orlicz tarafindan tanimlanan Orlicz uzaylari ise L” uzaylarimin bir genellestirilmesi
olarak bilinir. Tlerleyen galigmalarla birlikte Orlicz uzaylar1, harmonik analizin yan1 sira
diferansiyel denklemler, integral denklemler, fonksiyonel analiz gibi matematigin

bir¢cok dalinin temel aract olmustur.

Orlicz uzay

L, (E) = {f :f, E de olgiilebilir ve ||f|| b < 00} ile tanimlanir. Orlicz uzayinin normu

[, = inf {X>0:£¢£@}dx<l}

seklinde verilmektedir.



Harmonik analizin klasik operatorlerinin sinirlilik problemi ile Orlicz uzaylarinda da

calisilmgtir.

Ornegin Hardy-Littlewood maksimal operatdriiniin Orlicz uzaylarinda simirlihig: Kita ve
Cianchi tarafindan gosterilmistir. Ayrica yine Riesz potansiyelinin bu uzaydaki

sinirliligr Trudinger tarafindan ispatlanmistir.

Yine genellestirilmis Orlicz-Morrey uzaylarinda, Riesz potansiyeli ve Kesirli maksimal
operatorlerin smirhiligt V.S. Guliyev ve F. Deringéz (2014,2015) tarafindan
calisilmgtir.

Bu yiiksek lisans tezinde Orlicz uzaylarinin, Genellestirilmis Orlicz-Morrey uzaylarinin
tanimlar1, teoremleri ve temel Ozellikleri verilerek, Genellestirilmis Orlicz-Morrey

uzayinda kesirli oskiilator integral operatorlerin sinirliligi incelendi.



BOLUM II
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Normlu Uzaylar

Tamm 2.1.1: (Norm, Normlu Vektor Uzaylar1)) X, K cismi iizerinde taniml bir

vektor uzayi olsun. Eger

H: X >R, x— || déniisimii V x,y € X ve xe K igin
(Ny) x| =0 ve |x]|=0«< x=0

(N2) loox]| =]

(N3) ||X + y|| < ||X|| +||y|| (Uggen Esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa bu doniisiime X {izerinde norm adi Verilir.(X,”-”) ikilisine de

normlu vektor wuzaylari denir.(X,||~||) normlu uzayr kisaca X ile gosterilir

(Musayev ve Alp, 2000).
Tamim 2.1.2: (Denk Norm) X, K cismi iizerinde tanimli bir vektor uzayi olsun.
v xeX icin c|x], <[x], < C[],

olacak sekilde ¢,C e R pozitif sayilar1 varsa X {izerinde tanimlt ||||1 ve ||||2 normlarina

denk norm denir (Rudin, 1991).

Tammm 2.1.3: (Yakinsakhk, Norma Gore Yakinsaklk) (Xn),(X,”-”) normlu

uzayinda bir dizi ve X, € X olsun. Eger
limfx, x| =0
olursa x, dizisi X, noktasina yakinsaktir denir ve

X, > X, veya limx, =X,

n—oo



seklinde gosterilir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma gore

yakinsakhk denir (Rudin, 1991).

Tamm 2.1.4: (Banach Fonksiyon Normu) (R,u) bir élgii uzay, M*,f:R —[0,00]
tanimli p— Olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi ve p:M”* —)[O, oo] bir fonksiyon olsun.
M™ daki f,g,fn,(n =1,2,3,...) fonksiyonlari, Vo >0 sabiti ve p-—olgilebilir EcR

kiimesi i¢in

(R) p(f)=0ehhyf=0,
(P:) p(af)=ap(f),

(P:) p(f+g)<p(f)+p(9).

(P,) hhy 0<g<f=p(g)<p(f),

(P;) hhy 0<f Tf=p(f,)Tp(f),

(%) (E)<0=plzc) <o

() u(E)<w:Ifdu<CEp(f) (burada C.,0<C; <oo,E Ve p ya bagl fakat f ye baghdegildir.)

ozellikleri saglaniyorsa p ya Banach fonksiyon normu (fonksiyon normu) denir

(Bennett and Sharpley, 1988).

Tamim 2.1.5: (Banach Fonksiyon Uzaylari) (R,M) bir 6l¢ii uzay,, M de R iizerinde
taniml genisletilmis skaler degerli (reel ya da kompleks) p—o6l¢iilebilir fonksiyonlarin

smifi ve p bir fonksiyon normu olsun. Bu durumda p([f|) <o olacak bigimde M deki

f fonksiyonlarmin X = X( p) sinifina Banach fonksiyon uzayi denir.
vf e X i¢in ||f ||X = p(|f|)
seklinde ifade edilir (Bennett and Sharpley, 1988).

Teorem 2.1.6: p bir fonksiyon normu, X=X(p) Banach fonksiyon uzay1 ve ||,
Tanim 3.2.2°deki gibi tanimlanmis olsun. Bu durumda vektor uzay islemleri altinda

(X,”-”X) normlu lineer uzaydir. Sde R {izerinde tanimli p—basit fonksiyonlarin

kiimesi olmak tizere



ScX->M,

icermeleri saglanir.

Ozel olarak, X te f, —f ise sonlu 6lgiilii kiimeler iizerinde f, —>f 6lgiide yakinsaktir

ve f, im bir alt dizisi h.h.y f ye p—noktasal yakinsaktir (Bennett and Sharpley, 1988).

Teorem 2.1.7: X bir Banach fonksiyon uzayi, f, eX(n=l,2,...) ve i”fn”x < o0
n=1

olsun. Bu durumda ian te f € X e yakinsaktir ve ||f||, < i”fn |, gergeklenir. Ozel
n=1

n=1

olarak X tamdir (Bennett and Sharpley, 1988).

['e]

Tamim 2.1.8: (Mutlak Siirekli Norm) X bir Banach fonksiyon uzayi, {En} X in

n=1

Ol¢iilebilir alt kiimelerinin bir dizisi ve f, X uzayinda bir fonksiyon olsun.

Eger h.h.y E, - O olacak bigimde her {En}:zl dizisi i¢in
Jfre, | -0

oluyorsa bu durumda f fonksiyonuna mutlak siirekli norma sahiptir denir (Bennett
and Sharpley, 1988).

Tamim 2.1.9: (Metrik ve Metrik Uzay) X bos olmayan bir ciimle olsun.
d: XxX — R fonksiyonu i¢in

(My) d(x,y)=0=x=Y,
(M2) d(x,y)=d(y,x)(simetriozelligi)ve
(M3) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)(lcgenesitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsa d’ye X ’de bir metrik ve d ile birlikte X ’e metrik uzay denir ve

genellikle (X,d)veyaxd ile gosterilir (Bayraktar, 2006).



Tamm 2.1.10: (R" Oklid Uzay1) X=(X,,...,X,) ve y=(Y,,...Y,), R" de vektdrler

olmak tizere R", n-boyutlu dklidyen uzayr (x,y)= Z:Xiyi i¢c carpimi ile donatilmig

i=1

R", n-boyutlu reel uzayidir (Bayraktar, 2006).

Tanmm 2.1.11: (Cap, simrh kiime, simurh dizi) (X,[|) normlu uzay ve bunun bir alt

kiimesi A olsun.
d(A):=sup{|x-y||:xeA,yeB}=0

sayisina A kiimesinin ¢ap1 denir. Eger bir Ac X kiimesinin ¢ap1 sonlu ise A

kiimesine simirh kiime denir. X iginde (Xn) dizisine karsilik gelen, noktalar kiimesi

ise (x,) smurh dizisi denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamim 2.1.12: (Cauchy Dizisi) (X,||||) normlu uzayi i¢inde (Xn) bir dizi olsun. Ve >0
igin m,n>n_ oldugunda |)x,—X,[|<e& olacak sekilde & sayisina bagli bir n, dogal
say1sl varsa o zaman (Xn) dizisine Cauchy dizisi denir ( Rudin,1991).

Cauchy dizisi ile ilgili asagidaki 6nermeler dogrudur.

(a) Normlu uzaydaki yakinsak her dizi bir Cauch dizisidir.

(b) Normlu uzaydaki her Cauchy dizisi smnirlidir.

(©) (X, ||||) bir normlu uzayinda (Xn) bir Cauchy dizisi x € X noktasina yakinsak bir
(x,, ) alt dizisine sahip ise (x, ) dizisi de X e yakisaktur.

(d) (X,]|) normlu uzaymnda (x, ) ve (y,) Cauchy dizisi ise, (x, +y,) dizisi de bir

Cauchy dizsidir.

Tamm 2.1.13: (Banach Uzaylan) Bir (X,||||) normlu uzay icindeki her Cauchy dizisi

X i¢indeki bir noktaya yakinsiyor ise bu (X,||||) normlu uzayina Banach uzaylar: adi

verilir (Musayev ve Alp, 2000).



Tamm 2.1.14: (Ustten simirh, iist simr, supremum) vVneN igin X, <M olacak
sekilde bir M reel sayis1 varsa (Xn) dizisi iistten simrhdir denir. M sayisina da bu

dizinin bir iist sinir1 adi verilir. Ust sinirlarin en kiigiigiine dizin en Kkiigiik iist simir

veya supremumu denir. sup X, ile gosyerilir (Balci, 1998).

Tanim 2.1.15: (Alttan simirh, alt simir, infimum) VneN icin X, >m olacak sekilde
bir m reel sayisi varsa (X, ) dizisi alttan smirhdir denir, m sayisina da bu dizinin bir

alt simir1 adi verilir. Alt smirlarin en biiyiigline dizinin en biiyiik alt siir1 veya
infimumu denir. infx, ile gosterilir (Balc1,1998). Ayrica infumum ve supremum

ozellikleri asagidaki 6nermede verildi.

Onerme 2.1.16: A herhangi bir lineer nokta kiimesi olsun. infA= a ve supA=b

olmak iizere a ve b sayilarinin 6zellikleri asagidaki gibi saglanir (Balci, 1997).

(1) VX eA icin X >a’ dir. Ciinkii a alt sinirhdir.
(i) ¥6>0 igin

X<a+d (2.1)

olacak sekilde en az bir Xe A vardir. Cilinkii o alt smirlarinin en biiytigiidiir. Eger
A’nin hicbir eleman: i¢in (2.1) baglantis1 saglanmasaydi A kiimesinin biitiin X

elemanlar1 i¢in
Xza+d

olacakti. Bu ise a+9 sayisinin bir alt sinir1 oldugunu ifade eder. Halbuki bu alt sinir,
en biiylik alt smmir olarak kabul edilen a sayisindan daha biiyiiktiir. Bu miimkiin
degildir.

(i) ¥X €A icin X <b dir. Dolayisiyla b bir {ist sinirdir.

(iv) V6>0 igin

X>b-3

olacak sekilde en az bir X € A vardir.



Tammm 2.1.17: (Azalan Fonksiyon, Artmayan Fonksiyon) AcR ve f:A—R bir

fonksiyon olsun. A ’nin bir E alt kiimesinin X; <X, sartin1 saglayan VX,,X, elemanlari
icin f(x,)>f(x,) ise f fonksiyonu E iizerinde azalan fonksiyon denir. Artan

fonksiyon T ile gdsterilir. Eger f(x,)<f(x,) oluyorsa da azalmayan fonksiyon denir

(Balc1, 1997).

Tamm 2.1.18: (Artan Fonksiyon, Azalmayan Fonksiyon) AcR ve f:A—R bir

fonksiyon olsun. A ’nin bir E alt kiimesinin X; <X, sartin1 saglayan VX,,X, elemanlari
icin f(x,)<f(x,) ise f fonksiyonu E iizerinde artan fonksiyon denir. Azalan

fonksiyon | ile gosterilir. Eger f(x,)>f(x,) oluyorsa da artmayan fonksiyon denir

(Balci, 1997).

Tamm 2.1.19: (f* Azalan Yeniden Diizenleme) f fonksiyonunun f~ :[O,oo)—)[O, oo]

yeniden diizenlemesi
f(t):=inf{L>0:0, (1)<t}
seklinde tanimlanir (Bennett and Sharpley, 1988).

Tamm 2.1.20: (Es Olgiilebilir Fonksiyonlar) f € M, (R, p),g eM, (S,U) olmak iizere

f ve gayni dagilim fonksiyonuna sahip ise, yani Vt >0 i¢in

o, (t)=a,(t)

esitligi saglaniyorsa f ve g ye es dlciilebilir fonksiyonlar denir (Bennett and Sharpley,

1988).

Tamm 2.1.21: (Topolojik Vektor Uzayr) X bir topolojik Hausdorff uzayi olsun.

XxX ve CxX topolojik ¢arpim uzaylarindan X uzayina olan

(X,y)>x+y Ve (c,x)—>cx



dontigiimleri siirekli ise bu durumda X uzaymna bir topolojik vektor uzayidir denir.
Burada C, Oklidyen metrigi tarafindan belirlenmis olan alisilmis topolojiye sahiptir
(Adams and Fournier, 2003).

Tamm 2.1.22: (Dual Uzay) Bir X topolojik vektor uzay: tizerindeki biitiin siirekli,
lineer fonksiyonellerin kiimesi X ’in duali olarak adlandiriir ve X ile gosterilir.
Noktasal toplama ve skalerle ¢arpma altinda X  bir vektdr uzayidir.

f,geX, xeX, ceC olmak iizere

(Fra)(x)=f(x)+a(x),  (cF)(x)=cf(x)

tamimlanir (Grafakos, 2008).

Tamm 2.1.23: (X,||) normlu uzay, x e X ve t>0 olmak iizere;
B(x,t)={yeX:|x—y| <t} kiimesi x merkezli t yaricapli agik yuvar
B[x,t]={yeX:|x—y| <t} kiimesi x merkezli t yarigaph kapali yuvar
B(x,t)={yeX:|x—y|=t} kiimesi x merkezli t yarigaph yuvar yiizeyi olarak

tanimlanir (Bayraktar, 2006).

Tamm 2.1.24: (X, ||||) normlu uzay ve A < X olsun. A ’nin elemanlarindan olusan her

bir (Xn) dizisinin yakisadig deger X uzayinin bir elemant ise A kiimesi X uzayinda

yogundur denir (Bayraktar, 2006).

Tanmm 2.1.25: X normlu uzay: sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahipse X normlu

uzayina ayrilabilir uzay denir (Bayraktar, 2006).

2.2 Operator Teorisi

Tamim 2.2.1: (Operator) X ve Y bos olmayan kiimeler ve D < X olsun. D’ nin her

elemanina Y ’ nin bir elemanim karsilik getiren bir kurala D’ den Y ’ ye bir operator

veya doniisiim denir. A operatorinin X’ e karsilik getirdigi eleman A(x) ile

gosterilir. A operatoriiniin XD’ i, A(X)EY ye gotlirdiigiinii belirtmek igin,



A:D—Y gosterimi kullanilir. Bu durumda D ’ye A operatdriiniin tanim kiimesi

denir ve genellikle D(A) ile gosterilir.
R=R(A)={yeY:y=A(x),xeD(A)}

kiimesine A operatoriiniin ~ deger  (veya  goriintii) kiimesi  denir

(Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 2.2.2: (Ozdeslik Operatorii) A:X — X operatorii verilsin. V¥x e Xigin
A(x):x ise A operatdriine ozdeslik operatorii denir. 1, veya | ile gosterilir

(Musayev ve Alp, 2000).

Tanim 2.2.3: (Lineer Operator) X ve Y aym K cismi lizerinde iki lineer uzay ve
A:X —Y operatorii verilsin. Eger D(A), X’ in bir alt uzay1 ve ¥x,yeD(A) ve

Va,BeK igin

A(ax+By)=0aA(X)+BA(y)

ise A operatoriine lineer operator denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamim 2.2.4: (Sabit Operator) A:X — Y bir operatdr ve beY bir eleman olsun.

Eger VvxeX ig¢in A(X) =b ise A operatérine sabit operator adi verilir
(Musayev ve Alp, 2000).

Tamim 2.2.5: (Siirekli) XveY iki normlu uzay ve T: D(T) — Y operatori verilsin.
(@) Ve>0 igin 36 >0 olmak iizere VX € D(T),”X —X0|| <O iken

[Tx=Tx,| <&

(b) X, noktasina yakinsayan V(Xn ) < D(T) dizisi i¢in

limT(x,)=T(X,)

n—oo

10



sartlar1 saglaniyorsa bu durumda T operatorii X, € D(T) noktasinda siireklidir denir.

Eger T:X —Y operatori D(T) ‘nin her noktasinda stirekli ise T operatorii D(T)

tizerinde stireklidir denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 2.2.6: (Smirhilik) X ve Y iki normlu uzay ve D(A)c X olmak iizere

T:D(A)—>Y lineer operatdrii olsun. Eger Vx € D(A) i¢in
[Ax| < Cx]

olacak sekilde bir C reel sayisi varsa, A operatorine smirhdir denir.

Bir A operatoriiniin normu

||A||: sup ”Ax"
XeigA) ||X||

seklinde tanimlanir (Musayev ve Alp, 2000).

Tanim 2.2.7: A: X >Y ve Ec X, FcY olsun.
A(E)={A(x):x E}

kiimesine  E'nin goriintiisii, A‘l(F)={XeX:A(X)eF} kiimesine  F'nin ters

goriintiisii denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tanmm 2.2.8: A:X—>Y ve B:X—>Y operatorleri verilmis olsun. Eger
D(A) = D(B) =D ve VxeD igin A(X) = B(X) ise A ile B operatorleri esittir denir
ve A=B ile gosterilir. Eger D(A)C D(B) ve VX e D(A) i¢in A(X)zB(X) ise A
operatdriine B operatoriiniin  kisitlamas1 (veya B operatdrine A operatoriiniin

genislemesi denirve A=B |D( A ile gosterilir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 2.2.9: XveY normlu uzaylar ve D(T) c X olmak tizere T: D(T) —Y lineer

operatdr olsun. Bu durumda T operatdriiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart T

operatoriiniin sinirli olmasidir (Musayev ve Alp, 2000).

11



Tamm 2.2.10: T:L — L’ ye lineer operator olsun. T altinda L ’nin 6zdes elemanina
doniisen elemanlarin climlesine, T ’nin sifir uzayr veya cekirdegi denir ve Cek T ile

gosterilir. Demek ki,

CekT={xeL:T(x)=0}=T"(60)

diir (Bayraktar, 2006).

Tamm 2.2.11: (Gomme) XveY iki normlu lineer uzay ve X <Y olsun.

D, (1)=R(1)=X,

yani Vx e X igin I(X) =X olacak sekilde Y de en az bir eleman olmaz iizere

I:X>Y
ile verilen operatore birim operatorii denir. Bu operator siirekli ise yani VX € X igin

[l <l

olacak sekilde c¢>0 sabiti var ise X uzayr Y uzayma siirekli gomiiliir denir. |
operatorine X uzayindan Y uzayina bir gomme operatorii denir. Alternatif olarak

bazen X uzaymin Y uzayina bir siirekli (veya sinirli) gdmmesi mevcuttur denir.

I,
=sup
o [f],

[y :

seklinde gosterilen bu sayiya da | ’nin operatdr normu denir. Eger XveY iki normlu

lineer uzay olmak iizere X uzayindan Y uzayina bir siirekli gdmme mevcut ise
X->Y

seklinde gosterilir. Eger

X—>YveY->X

ayni anda oluyorsa

12



Xz=Y
seklinde gosterilir ve eger bu gbmme operatorii kompakt ise de

X—>->Y

seklinde gosterilir (Fucik vd., 2012).

Tanim 2.2.12: (Fonksiyonel) Bir X vektor uzay1 lizerinde tanimlanan skaler degerli bir

fonksiyona fonksiyonel adi verilir. Eger X,y € X ve a,b e C olmak iizere
f (ax+by)=af (x)+bf (y)

ise f lineerdir denir. X bir topolojik vektér uzayir olsun. Eger bir fonksiyonel X

uzayindan C’ye siirekli ise X {izerinde siireklidir denir (Grafakos, 2008).

2.3 Olcii Teorisi

Tamm 2.3.1: (Cebir ve 6-Cebir) X bostan farkli bir kiime ve A < P(x) olsun.

i) I, Xe A
ii) VEe A, ,E°=X\Ee€A

i) vk=12,...n, {E}, _ €A :>0Ek e A

k=1

sartlar1 saglaniyor ise bu durumda A simifina X {izerinde bir cebirdir denir.

vn eN,{En}::le A :>CJEn e A

n=1

sartt alinirsa A cebirine bir o -cebir denir (Royden, 1968).

Teorem 2.3.2: X {izerinde o -cebirlerinin herhangi adetteki kesisimleri yine bir o -
cebridir (Balci, 2012).

Ispat: | bir indis kiimesi olsun. iel igin A; bir o-cebir oldugundan X eA; *dir.

Buradan Xe() A olur. Eger Ee() Aj ise her bir iel igin A bir o-cebri

iel iel

oldugundan E° €A, ’dir. Dolayisiyla E° eﬂ Aydir. Her bir neN i¢in E, eﬂ A

iel iel

13



olsun. Her bir i i¢in E, €A; ve dolaysiyla UEn € A; buradan da [UEnjeﬂ A

n=1 n=1 il

bulunur. Bu ispati tamamlar.

Tamm 2.3.3: (Borel Cebiri) Bir K sinifin1 kapsayan o -cebirlerinin en kii¢ligiine

K’nin iirettigi (veya dogurdugu) o -cebiri denir ve D(K) ile gosterilir. R" deki biitiin
acik (a,b) araliklarinin dogurdugu o -cebirine Borel cebiri denir ve B(R") ile

gosterilir. n=1 olmasi halinde B(Rl) Borel cebiri B(R)’ nin her bir elemanina Borel

kiimesi denir (Royden, 1968).

Tamim 2.3.4: (Olgiilebilir Uzay, Ol¢ii Uzayi, Olgiilebilir Kiime) X, bostan farkli bir

kiime, A cP(X) de X’in bir -cebiri ve p: A — [O,oo) de A iizerinde bir 6l¢ii olsun.
(X, A) ikilisine bir olgiilebilir uzay denir. (X, A ,u) olgiisiine de bir 6l¢ii uzay denir.

A ¢ daki her bir eleman da 6l¢iilebilir kiime olarak adlandirilir (Royden, 1968).

Tamm 2.3.5: (Olcii, Sonlu Olgii, c-sonlu, Olasiik Olgiisii) (X, A) bir dlgiilebilir

uzay olsun. A iizerinde tanimli genisletilmis reel degerli bir p fonksiyonu

i) n()=0
ii) VACA, p(A)20

iif) Her ayrik {An}:;l i¢in “(DAngi“(An)

n=1

Ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona ol¢ii fonksiyonu veya ol¢ii adi verilir.

Eger VAe€A icin ;,L(A) <o oluyorsa p’ye sonlu 6l¢ii denir. X kiimesi her biri sonlu
Olcliye sahip sayilabilir adetteki kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa p 6lciisline

o -sonlu denir. Eger p(X)=1 ise bu élgiiye olasilik dlgiisii ad1 verilir (Royden,1968).

14



Teorem 2.3.6: (X, A, ) bir 6lgili uzayi olsun.

(@) (An) A’daki elemanlarin bir artan dizisi ise

M(OAnj: limp(A, ) (2.2)

dir.

(b) (Bn ), A’daki elemanlarin bir azalan dizisi ve u(Bl) < oo ise
p(ﬂan=|imu<Bn) (2.3)
n=1 nN—o0
dir (Balci, 2012).
Ispat:

(a) Eger bazi n ler igin },L(An ) =+o0 ise (2.2) esitliginin her iki yan1 +oo olur. Her n igin

n(A,) <o oldugunu kabul edelim.
S,=A, ve n>1 i¢cin S, =A\A,_,

bi¢iminde tamimlanan (S, ) dizisi A daki kiimelerin bir ayrik dizisi olur. Ayrica

A, =Lnjsk ve (JA, =CJSn
k=1 n=1

yazilabilir. p bir 6l¢ii oldugundan

M(QAH]:u(anj:gu(sn):runmgu(sn)

+|ImZp +|ImZpA\A 1)
+JH'L'JOZM A,s)=n(A)+lim[u(A,)-u(A)]
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=limp(A,)

bulunur.

(b) T,=B;\B, olsun. (T,), A daki elemanlarimn bir artan dizisidir. Bu diziye teoremin

(a) sikk1 uygulanirsa

n—o

(U - tma(r) = () < tm(u(8,)-w(e,)

=p(B,)—-limp(B,)

n—o0o

bulunur. Diger taraftan

olacagindan
M(UTnjz u(Bl)—u(ﬂ an
n=1 n=1
yazilabilir. Bu deger yukarida yerine konulursa

Mmanﬂmu(Bn)

n=1
esitligi elde edilir.

(A,) bir artan dizi oldugunda

IimA =| |A

ve (B,) bir azalan dizi oldugunda

limB, :(OO]Bn

n—oo
n=1

olacagimni biliyoruz.
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Tamm 2.3.7: (D1s Olgii) X bostan farkli bir kiime olsun. P(X) lizerinde taniml
genisletilmis reel degerli bir 1" fonksiyonu igin

(i) 1 (2)=0

(ii) VE e P(X),p* (E) >0

(ii)AcBc X,p (A)<p’(B)

N—"

(iv)vneNA, € P(X):u*(o jﬁip*(An

n=1

sartlar1 saglanirsa pu* fonksiyonuna X tizerinde bir dis él¢ii denir (Royden, 1968).

Tamim 2.3.8: (Lebesgue Dis Olgiisii, Lebesgue Olgiilebilir) {I,},, R nin smrh ve

acik alt araliklariin bir dizisi ve
T, :{(Ik):AcUIk}
k=1

olsun. P(R) iizerinde

x*(A)=inf{gl(lk):(lk)erA}

seklinde tanimlanan A" bir dis 6lgiidiir. Bu dis dlgiiye Lebesgue dis ol¢iisii ad1 verilir.

Lebesgue dis olciisii R nin her bir alt araligima onun uzunlugunu karsilik getirir.

n-boyutlu R" uzayinda Lebesgue dis olglisiinii tanimlamak igin
I={x:a,<x <b; , i=1..,n}

n-boyutlu kapali araliklarin1 goz oniine alinirsa bu araliklarin hacimleri

bigimindedir. Keyfi bir E < R" kiimesinin Lebesgue dis 6lsglisii

A" (E)=inf {Zw:v(lk): Ec(J1,. I biraralik}

k=1
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ile tanimlanir. VA < R" igin eger

*

A (A)=1"(ANE)+2 (A m(R” - E)) (Caratheodary dl¢iimii)
ise E kiimesine Lebesgue o¢iilebilirdir denir (Royden,1968).

Tamm 2.3.9: (Olciilebilir Fonksiyon) (X,Z) bir ol¢iilebilir uzay ve f: X —R bir

fonksiyon olsun. Eger Vo e R i¢in
f’l(]oc,+oo[):{x eX:f(x)>a} =

oluyorsa f ye élgiilebilir fonksiyon denir. X tizerindeki 6lgiilebilir fonksiyonlarin ailesi

M (X,2) ile gosterilir. Ayrica (X,X) bir dlgiilebilir uzay olmak iizere X deki negatif

olmayan 6lgiilebilir fonksiyonlar kiimesi M* (X, X) ile gosterilir (Bayraktar, 2006).

Tamm 2.3.10: (Karakteristik Fonksiyon) A< R" olsun.

B ILxeA
AT10 x e A

ile tanimlanan 7y, fonksiyonuna A nin karakteristik fonksiyonu denir (Grafakos, 2008).

Tamm 2.3.11: (Basit Fonksiyon) Goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana gelen ¢
fonksiyonuna bir basit fonksiyon adi verilir. Bir reel degerli basit ¢ fonksiyonu

a, eR ve Xe, E, kiimesinin karakteristik fonksiyonu olmak tizere
¢= ZakXEk (2.4)
k=1

bigiminde yazilabilir. Eger ¢ fonksiyonu X {izerinde tanimli ise UEk =X dir. Bu E,

k=1

kiimelerinin segilisi tek olmadigindan ¢ nin (2.4) tipindeki gosterimi tek degildir.

Eger a,,a,,...,a, sayilart ¢ nin X iizerinde aldig1 farkli degerler ve
E, ={xeX:f(x)=a,}
segilirse E, kiimeleri ayrik olur. Bu durumda
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P= Z , Xg,
k=L

gosterimine ¢ fonksiyonunun standart gosterimi adi verilir. X {izerinde tanimli, reel

degerli, A 6l¢iilebilir basit fonksiyonlarin kiimesi S=S(X, A), S deki negatif olmayan

fonksiyonlarmn kiimesi S ile gosterilir (Balci, 2012).

Tamm 2.3.12: (X,A,u) bir 6l¢ii uzayr olsun. a, lar negatif olmayan reel sayilar,

ALA, A, A, ler A yaait ayrik kiimeler olmak iizere

JA, =X

n
k=1
n
¢= Z A XA,
k=1

gosterimine sahip bir ¢ € S* fonksiyonunun p élgiisiine gore integrali

I@duzgaku(Ak)

X

genisletilmis reel sayisidir. Bu tanima gore ¢ nin p ye gore integrali ya negatif
olmayan bir reel say1 ya da, p 6l¢siiniin sonlu olmayan bir 6l¢ii olmasi haline karsilik
gelen, +oo degeridir. Surasim1 hemen belirtelim ki, ¢ fonksiyonunun p ye gore
integrali ne a, sayilarma ne de A, kiimelerine baglidir. Bununla ilgili olarak su

teoremi verebiliriz (Balci, 2012).

Teorom 2.3.13: (X,A,p) bir dl¢ii uzayi, ¢eS"(X,A) ve A, lar aynk olmak iizere
¢ nin bir gosterimi (P:ZakXAk olsun. ¢ nin p Oolglisiine gore integrali ne a,
k=1

sayilarma ne de A, kiimelerine baghdir (Balci, 2012).

Ispat: b,,b,,b,,...,b, ler negatif olmayan reel sayilar ve B, B,,...,B_ ler de A ya ait

ayrik kiimeler olmak tizere
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olsun
UAk = CJ B, =X
k=1 i=1

olacagr agiktir. Eger A, "B, # ise A, NB, lizerinde a, =b, olacaktr.

Bu durumda

X k=1 k=1 k=1 i=1
= aku(U(AkmBl) =>a > u(ANB)=>>an(A NB)
k=1 i=1 k=1 i=1 k=1 i=1
= Zblp(B,mAk)=Zb,Zu(AkmBi)=Zb,p(U(AkmB,)J
k=1 i=1 i=1 k=1 i=1 k=1

dir. O halde integralin degeri a, sayilarindan da, A, kiimelerinden de bagimsizdir.

Teorem 2.3.14: (Fatou Lemmasi) (X,A,u) bir 6l¢ii uzay: ve (fn) de M*(X, A) daki

fonksiyonlarin bir dizisi ise

[liminf f du <liminf [f,du (2.5)
X X

n—o

diir (Balci, 2012).
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Ispat: liminff, :sup(inf fnj oldugundan, g, =inf {f f } denirse m<n i¢in

m? im+l1tt
m>1 n=m

. <f_dir. Dolayisiyla m<n igin
[9ndu < [fdu= [g,du<liminf [f du
X X X n—e X
= lim [ g, du<liminf [f,du bulunur.
X X

(9,,) artan ve limg, =supg,, =liminff, oldugundan Monoton yakinsaklik

teoreminden

_[(Iiminf fnjdu:_[ limg,,d = lim [g, du < liminf [f,dy bulunur.
X X X

X n—oo

Bu teoeremden f >0 sart1 kaldirilamaz.

Tamm 2.3.15: (Dagilim Fonksiyonu) (X,p) bir 6l¢ii uzayr ve f:X—R(veyaC)

Olciilebir bir fonksiyon olsun.
o (A)= p({x e X:[f (x)[> x})
seklinde tanimlanan

o, £(0,00) —[0,20]

fonksiyonuna f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu denir (Bennett and Sharpley,
1988).

Tamim 2.3.16: (hemen hemen her yerde (h.h.y)) (X, A ) bir 6lgii uzayi olsun. Eger

bir dnerme Olciisti sifir olan kiime veya kendisi A ya ait olmadiginda, sifir dl¢iilii bir
kiime tarafindan kapsanan bir kiimenin tiimleyeni iizerinde dogru ise, o 6nerme hemen

hemen her yerde dogrudur denir, kisaca h.h.y bigiminde yazilir.

Bir p(X) onermesinin dogru olmadig1 X noktalariin kiimesi sifir 6l¢iilii bir kiime veya

sifir Sl¢iilii bir kiime tarafindan kapsaniyorsa, p(X) onermesi hemen hemen her x igin

dogrudur denir (Balci, 1998).
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Tammm 2.3.17: (Yeniden Diizenleme Altinda Degismeyen (Rearrengement

Invariant) Uzaylar) p(X,Z, p), o —sonlu bir 6l¢ii uzayi lizerinde bir norm olsun. f

ve g es Olgiilebilir fonksiyonlar ve f,ge M, (X, u) olmak tizere

saglaniyorsa X=X(p) uzayina yeniden diizenleme altinda degismeyen

(rearrengement invariant) uzaylari denir (Bennett and Saharpley, 1988).

Tamim 2.3.18: (Homojen Fonksiyon) o ve A iki reel say1 olmak tizere
F () =" £(x)
oluyorsa f fonksiyonuna o . dereceden homojen fonksiyon denir (Fucik vd., 2012).

Tamm 2.3.19: (Ortii, Acik Ortii, Alt Ortii, Sonlu Alt Ortii) Birlesimleri A kiimesini

kapsayan U kiimeler ailesine A kiimesinin bir értiisiidiir denir. Bu U kiimelerinin her
biri agiksa bu halde U, A kiimesinin a¢ik ortiisiidiir denir. Birlesimleri A kiimesini

kapsayan alt topluluklar ailesine verilen Ortiiniin alt ortiisii ad1 verilir. Eger bu
topluluklar ailesi sonlu sayida kiimelerden olusuyorsa, bu ortiiye sonlu alt ortii denir

(Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 2.3.20: (Kompakthk) X kiimesinin her acik Ortiisiiniin sonlu sayida bir alt
ortiisti varsa, X kiimesine kompakttir denir. Kapali ve smrli her kiimenin agik
Ortlistinlin sonlu sayida bir alt ortiisii vardir. Yani kapali ve siirli her kiime kompakttir

(Musayev ve Alp, 2000).

Tammm 2.3.21: (Destek) f( ));t sartin1  saglayan X noktalarmin kiimesinin

kapanigina f fonksiyonunun destegi denir ve
suppf ={x:f(x)=0}

ile gosterilir (Bayraktar, 2006).
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Tamm 2.3.22: (Diizgiin Fonksiyon) Bir bolge iizerinde her mertebeden siirekli

tirevlere sahip olan bir f fonksiyonuna diizgiin fonksiyon denir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.3.23: (X, A ,u) metrik ile verilen bir o—sonlu 6l¢ii uzay1 olsun. Bu

durumda bir s:X—>R fonksiyonunun basit olmasi i¢in gerek ve yeter sart S
fonksiyonunun goriintiisii sonlu bir kiime ve desteginin sonlu o6l¢iilii olmasidir

(Fucik vd., 2012).

Teorem 2.3.24: (Monoton Yakinsakhk Teoremi) (X,X, 1) bir 6l¢ii uzayr ve (f,) de

M*(X,Z) daki fonksiyonlarin monoton artan bir dizisi olsun. (fn) dizisi f

fonksiyonuna yakinsar ise
[fdp =1im [ f,du

X X

dir (Grafakos, 2008).

Teorem 2.3.25: (Lebesgue Yakmnsaklik) (X,Z,p) bir 6lgii uzayr, g:X—[0,x]

integrallenebilen bir fonksiyon ve f,f,f,,... X iizerinde X—0lgiilebilir reel degerli

fonksiyonlar olsun. Eger h.h.x i¢in

limf (x)=f(x) ve VneN

n—oo

f,(x)[<9(x)

ise bu durumda f ve f_ integrallenebilirdir ve
lim [, du = [ fdy

I‘I—)oox %

dir (Grafakos, 2008).

2.4 L Uzaylari (Lebesgue Uzaylari)

Tanim 2.4.1: (L Uzaylari, (Lebesgue Uzaylar)) (X,y)bir Ol¢li uzayr ve

M,f : X —> R taniml1 y -6l¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. 0 <p <1 olmak iizere
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Lp(x)::{f = |\/|:£|f|p dy<1}

sinifina mutlak degerinin p-inci kuvveti integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi denir.

f fonksiyonunun L normu

1

(ﬂfr’ dy]", 1<p<o
I7l.» =

X

esssup|f (x)|, p=oo

xeX

ile tanimlanir ve bu norm ile L ye Lebesgue uzaylari denir. Burada

esssup|f (x)| =inf {k : y({x e X:[f (x)|> x}) = 0}

xeX

dir (Fucik vd., 2012).

Teorem 2.4.2: (Holder Esitsizligi) 1<p <o ve 1+i1 =1 olmak iizere f €L (Q) ve
P P

geL?(Q) olsun. Bu durumda fg e L"(€2) olur ve

”f (X)g (X)‘ dx < ”f ”LP(Q) ||g||Lp(Q)

Q

esitsizligi saglanir (Fucik vd., 2012).

Tamm 2.4.3: (Minkowski Esitsizligi) 1<p<ow ve f,gel® olsun. Bu durumda

(f+9)eL” olmak iizere

[+l <[l +lol.

esitsizligi saglanir (Fucik vd., 2012).

Lebesgue integralinin Ozellikleri ve Holder esitsizligi goz Oniine alindiginda L°

uzaylarmin 1<p<oco igin bir vektor uzayi oldugu goriiliir. Bununla beraber bir f e L?

olmak iizere ||f||Lp normu altinda;
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Il 20

2)[[f]l,> = 0= hemen hemen her yerde f(x)
ot =[olIf], R

)

L
L
L
LIf+ale <l +lol.

sartlar1 saglandigindan 1< p <o i¢in L” bir normlu uzaydir.

Tamm 2.4.4: (Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi) 1<p<oo, (X,n) ve (Y,v)
olgiilebilir uzaylar olsun. f, (X, u)x(Y,V) carpim uzayr tlzerinde Olgiilebilir bir

fonksiyon olmak tizere

{f (J f (X’Y)\du(X)Jp dV(y)J; < U F(xy)f dV(y)];du(x)

Y Y

esitsizligi saglanir (Grafakos, 2008).

Tamm 2.4.5: (L° Uzaylarinda Yakmsakhk) f,,f e’ olmak iizere {f }” nin f

n=1

fonksiyonuna p. Mertebeden yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ve >0 icin en az

bir n, € N meveuttur 8yle ki her n>n, igin f, —f|||_p <& olmasidir. Burada
P
I, — |0 ::(J'|fn—f|pduJ : 1<p<on
Q
Buna gore, {fn}:;l nin f fonksiyonuna L” yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

lim|f, ~f||, =0

n—o0

olmasidir (Fucik vd., 2012).
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Tamim 2.4.6: (Fubini) f, R™" {izerinde dlgiilebilir bir fonksiyon ve

|, = _[ [f (x,y)|dxdy

RM™N

1, = J.{Hf(x,y)‘dx]dy

R™\ R"

1, = j[“f(x,y)\dedy

R"\ R"

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. I, ig¢in bu R" iizerinde
integrallenebilen bir g fonksiyonu vardir dyle ki g(y) hemen her yig¢in icteki integrale

esittir anlamindadir ve |; i¢in de aynisi gegerlidir. Bu durumda

() Hemen her y e R™,f (-, y)eL'(R")
(b) Hemen her x e R",f(x,")e L' (R")
©) Rj:nf(-,y)dyeLl(]R”)

(d) Rjﬂf(x,-)dx eL'(R")

© l=1,=,

sartlar1 elde edilir (Fucik vd., 2012).

Tanmmm 2.4.7: (Kuvvetli ve Zayif Tip Smrhhk) 1<p,gq<oo olmak iizere
T: (R”)—)Lq (R”) bir operator olsun. Eger erLp(]R”) i¢in ||Tf||Lq SA”f”Lp
olacak bigimde fden bagimsiz bir A>0 sabiti varsa T doniisiimiine zayif (p,q)

tipindedir denir. p bir 6l¢li olmak tizere eger Vo >0 igin

p{x:‘Tf(x)‘>a}s(%T, a<e

o

olacak sekilde o ve f ’den bagimsiz bir A >0 sabiti varsa T doniisiimiine zay1f (p, q)

tipindedir denir (Sadosky, 1979).
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Tamim 2.4.8: (Lokal Integrallenebilme) f olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere her

K kompakt kiimesi tizerinde

I|f| du<o

K

ise f fonksiyonunun lokal(veya yerel) integrallenebilir ad1 verilir ve

LIOC(R") { ZI|f|dp<w,KCRn,K kompakt}

K

seklinde ifade edilir. Ayrica,

L (R"):=1f Z[“ﬂpdpJp <, K = R", K kompakt
K

loc

seklinde tanimlanir (Royden,1968).

Teorem 2.4.9: 1<p<oo olmak iizere L uzaylarindaki basit fonksiyonlarin kiimesi L°

uzaylarinda yogundur (Royden, 1968).

Tamm 2.4.10: (L, Uzaylar1 (Agirhikh Lebesgue Uzaylar))) 1<p<o ve w bir
agirlik fonksiyonu olsun. f fonksiyonlar: biitiin 6l¢iilebilir norma sahip ise bu durumda

L, (]R”) uzaylari

il (=)= [0 ]‘l?oo

seklinde tanimlanan normlu uzaylara L (]R”) uzaylar1 denir. p=oodurumunda ise

L”(w)=L" (R",W) de norm

[f].

=[fl.;

= ess sup‘f )| w(x)

ile tanimlanir (Royden, 1968).
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Tamm 2.4.11: (Dual Uzay1) g € L? olmak iizere f e L° (Q) igin

@(f)::jf(x)g(x)dx

Q

gosterilsin. Bu durumda,
o, <[L(Q)] ve [@,]=]al,
olarak tanimlanir (Fucik vd., 2012).

Tamm 2.4.12: Q,R" ’nin bos olmayan sinirli agik alt kiimesi ve g de Q {lizerinde bir

olgiilebilir fonksiyon olsun. p>1ve M >0 olmak iizere 6yle keyfi bir f € L” (Q) icin

f-geLl(Q) ve

jf(x)g(x)dx

Q

< MJf],

seklindedir. Bu durumda g e L” (Q) ve ||g||p <M biciminde olur (Royden, 1968).

Tanimm 2.4.13: (Reisz Potansiyeli) feLlloc(]R”) ve O<a<n olmak tizere, | Riesz

potansiyeli

(0= [ gy

o
[ xX—y

olarak tanimlanir (Stein, 1970).

Teorem 2.4.14: 1l<p<wo,QcR", d:gap(Q):sup{|x—y|;x,yeQ}, O<oc<%,

olsun. Bu durumda

T |~
o |-

(0
n

Vel < T (P )l g

gerceklenir, burada 6(p, a, n) pozitif sabiti
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E(p,a,n):cm(pl)q

seklindedir ve ¢ >0 sabiti p ve o ya bagl degildir (Meskhi, 2011).

Tanim 2.4.15: (Maksimal Operatér) f:R" >Rvefel, (R”) olmak fiizere

Mf : R" —>[O, oo] Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

MF (x) :=sup|B(x, r)‘f1 I [f (y)|dy
B(x.1)

r>0

bi¢iminde tanimlanir (Stein, 1970).

Teorem 2.4.16: R" iizerinde tanimlanan f fonksiyonu igin
(i) fel® (]R”), 1<p<oo ise Mf maksimal fonksiyonu hemen her yerde sonludur.

(i) Eger f Ll(]R”) ise Vo> 0 igin

m{x:Mf (x)>y}<

[ ()

A
o

saglanir, burada A sadece boyuta bagli bir sabittir ve m Lebesgue olciisiidiir.
(iii) f e’ (R"), 1<p<oo ise Mf " (R") olur ve
M, <Al

esitsizligi gergeklenir (Stein, 1970).

Tamm 2.4.17: (Singiiler integral) Tf (X) = I K(X,y)f (y)dy, x € R" / suppf

RrR"

Calderon-Zygmund operatdriic T:C; — LlOC(R”) stirekli lineer operatordiir. LZ(R”)

uzayindan L? (]R”) uzayina sinirhidir. Ayrica

K(x,y):{(x,y)eR“xR” :x:y}
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disinda siirekli bir fonksiyondur ve ¢, >0 ve 0 <& <1 olmak iizere

(i) Vx,yeR", x#Yy igin

(i) cl‘x—xl‘s|x—y|igin
‘x—x1 .
‘K(x,y)—K(xl —y)‘dr‘K(y,x)—K(y—xl)‘SCl — x-y|
esitsizlikleri saglanir (Burenkov vd., 2008).

Onerme 2.4.18: T Calderon- Zygmund operatorii L (]R" ), 1< p<oo lizerinde sinirlidir

ve (1,1) tiplidir (Dynkin, 1991).

Teorem 2.4.19: (Marcinkiewicz) T alt topmlamsal operatér ve p, <Q,,p, <0, Ve
0, #Q, olsun. Ayrica T operatorii zayif (po,qo) ve zayif (pl, ql) tipli operator olsun

ve pileq

1-6 6
= —|——,
Py

1 1-0
P Po

1, +3, (0<6<1)
a d O,

bigiminde tanimlansin. Bu durumda T operatorii (p,q) tipli operatdrdiir (Sadosky,

1979).

Teorem 2.4.20: (Hardy Esitsizligi) 1<p<q<o, v ve wdlgiilebilir, (0,%0) iizerinde
pozitif ve azalan iki fonksiyon olsun. Bu durumda C, fonksiyonundan bagimsiz bir

sabit olmak tizere

LIC(P(S)O'ST W(t)Jil SC@(P(t)pV(t)dtf (2.6)

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1

K:supﬁw(t)dt]q U‘v(t)l—p‘ dt]pl <o (2.7)

olmasidir. Burada p+p' =pp'’dir. Ayrica (2.6) i saglayan en iyi C sabiti
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K<C<k(p,q)K (2.8)
bi¢imindedir.

(2.8) deki k(p,q) sabiti

1 1

q (1+p_]p‘
q

1 1 1 1

k(p.q)=p"(p')", k(p.a)=0"(q)

|

veya k(p,q)= [1+§J

gibi farkli bigimlerde verilebilir (Mazya, 1985).
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BOLUM 111

3.1 Morrey Uzaylar

Tamm 3.1.1: (MP* Uzaylar1) 1<p<o ve 0<A<1 olsun. L”*(Q) uzaylarinin tim

oOl¢iilebilir fonksiyonlari igin

1 P

x
B(X,

seklinde tamimlanan normlu uzaylara MP* uzaylari denir (Eridani vd., 2009).
MP* uzaylarmn bazi1 6zellikleri asagida verildi.
i) A =0 oldugunda
MP?(R") = MP(R").
Dolayisiyla bu uzay bilinen Lebesgue uzayina doniisiir.
i) A=n oldugunda
MP" (R") = M*(R").
iii) A <0 veya A >n oldugunda ise, bu durumda
M"*(R") =6

olup burada 6, R" de 0 a denk olan fonksiyonlarin kiimesini belirtir.

Tamim 3.1.2 : 1<p<o ve (p:R”X(O, oo) —)(0,00) de pozitif dlciilebilir bir fonksiyon

olsun. f e L'SC(R”) olmak iizere

n
[£ll,, =1l o) =SuD @0 T) (BT P g <
.o .o XeR" p

r>0

olacak sekilde sonlu quasinormu ile tanimli f fonksiyonlarmin sinifina genellestirilmis

Morrey uzayi denirve M, (R") ile gosterilir (Guliyev and Shukrov, 2013).
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Ayrica f e L'gc (R”) olmak tizere WM, | (R”) genellestirilmis zayif Morrey uzayi

1
”f”WM . =||f||WM oB") - SUE(P(X’ I‘) 1‘B(X’ I‘)‘ P ”f ”WL (B(x.r)) <o
p.¢ P Xiﬂ§ p
A-n
3

olacak bi¢gimde tiim fonksiyonlarin uzayidir. Bu tanima gore (p(x, r) =r " secilirse

o(x,r)=r P o(x,r)=r P

M,, =M, (R")] . WM, =WM_ | .,

sirasiyla M, Morrey uzayi ve WM - zayif Morrey uzayi elde edilir.

3.2 Orlicz Uzaylan

Bu kisimda Orlicz uzaylarini tanimlamak i¢in kullanilan Young fonksiyonlarinin tanimi

verilerek, bazi temel 6zellikleri incelenecektir.

Tanim 3.2.1: (pZ[O,oo) —>[O,oo) fonksiyonu verilsin.
(8) ¢(0)=0 ve s>0 i¢in ¢(s)> 0 (pozitiflik),

(b) s>0 i¢in @(s) sagdan siirekli,

S—0

(©) ¢(x) =00, [Iim (p(S)j =0
kosullar1 saglaniyorsa

(t)=

O L

p(s)ds

fonksiyonuna Young fonksiyonu denir (Kufner vd., 1977). Young fonksiyonunun bazi

ozelliklerini asagidaki lemma ile verelim.
Lemma 3.2.2: ®(t), t>0 Young fonksiyonu olsun. Bu durumda
(@) d)(t), [0,00) arahiginda siireklidir.

(b) ®(0)=0 ve t>0 igin ®(t)>0 dur.
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(c) @(t), monoton azalmayan fonksiyondur.
(d) ®(t), [0,00) araliginda konveks fonksiyondur.

(e) !irp%t):o ve |imm:oo

t—o0 t

¢ @(at)ﬁoﬂb(t),OSaSl
() {(D(Bt)zﬁcb(t),ﬁzl

(Kufner vd., 1977).

Ispat:

() Herhangi t, >0 alalim. ¢(s), s> 0 i¢in sagdan siirekli oldugundan integraller i¢in

ortalama deger teoremi geregince t >0 olmak iizere,

im®(t)=d(t,) elde edilir. Ayrica ®(0)=0

-1,

t<e<t, ve t<e<t, esitsizliginden !

oldugundan lim®(t)=0 dur.

t—0*
1

(b) @(t):j(p(s)ds oldugundan ¢(s)>0 ise ®(t)>0 dur.

0

t
(c) Herhangi t, <t, igin (I)(tz)—q)(tl):'[(p(s)dsZO oldugundan ®(t) fonksiyonu

5]

monoton azalmayandir.

(d) CD(t) fonksiyonunun konveksligi icin ke[O,l] olmak {tizere asagidaki Jensen

esitsizligini
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D(As+(1-1)t) <AD(s)+(1-21)D(t)

kontrol edelim.

As+(1-)t

D(rs+(1-At))= ! o(r)dr

As+(1- k

o(r)dr+ I

O Ly

s As+(1-M)t

0

dir. Ayrica ¢, monoton azalmayan ve sagdan siirekli oldugundan

As+(L-R)t
[ o(rdr<@-2)(t-s)o(rs+(1-2)1)

[ o(r)dr=i(t=s)o(rs+(1-1)t)

As+H(1-A)t

olur. Bu iki esitsizligi birlestirdigimizde

As+H(1-A t
A I @(r)dr<(1-2) I o(r
s As+(1-A)t

As+H(1-A)t As+(1-A)t As+(1-1)t
j @(r)dr==2 _[ @(r)dr+(1-2) @(r)dr
t As+(L-M)t

IA
—~~
T
>
N—"
—
S
—~
]
N—"
o
-
+
—~
T
>
N—"
O ey
S
—~
=
N—
o
-

bulunur. Bu son esitsizligi (3.2) de kullanirsak
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S t

®(As+(1-A)t)< xicp(r)dr+(1—x)j<p(r)dr+(1—x)j<p(r)dr

=AD(s)+(1-1)D(t)
Jensen esitsizligini elde ederiz.

(e) (p(s), s>0 fonksiyonu siirekli oldugundan, integral i¢in ortalama deger teoremine

gore
_O(t) 1}
lim==Jelys

0

= Iiml'(|)(<°,t)t,0<et <t

t—0" t

=limo(g,)=0

t—0"

olur. Ayrica

elde edilir.

() 0<A<1 olmak tiizere (3.1) Jensen esitsizliginde t=0 alalm ve @ (0) =0

oldugundan ®(As)<Ad(s) olur. Ayrica elde ettigimiz bu son esitsizlikte $>1 olmak
lizere A =% ve s=pt alirsak <D(t)$%d>([3t), O(Bt)=PD(t) elde ederiz. d(t),

t>0 Young fonksiyonu olmak iizere ve Lo (Q) Orlicz smiflart iyi dzelliklere sahip

olur.
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Tamm 3.2.3: Q< R" agik bir kiime ve ®@(t),t>0 fonksiyonu verilsin.
L®@Dz{ﬁf&ﬂ&bmmaMMIQOHXde<w} (3.3)
Q

L,(Q),p>1 Lebesgue uzaylari 6zel bir Orlicz smifidir. Séyle ki @(t)=t",p=1

olmak iizere L, (Q)=L,(Q) olur (Kufner vd., 1977).

Teorem 3.2.4: @ Young fonksiyonu olsun. Bu durumda L, (©2) Orlicz smifi, konveks

kiimedir. Ayrica H(Q) <o olmak tizere L, (Q) cl, (Q) dir (Kufner vd., 1977).

Tamm 3.2.5: ®(t), t>0 Young fonksiyonu olmak iizere

y(s)=supt,s>0 igin

w(t)ss
t

¥(t)= j\y(s)ds

0

fonksiyonuna @ nin eslenik Young fonksiyonu denir. Eger ¢ siirekli ve [0,0) da

kesin artan fonksiyon ise, y bildigimiz ¢ fonksiyonunun tersidir (Krasnosel’skii ve

Rutickii, 1961).

Teorem 3.2.6: (Young Esitsizligi) ® ve ¥ eslenik Young fonksiyonlari olsun.
Her s,t >0 i¢in

5,t<®(s)+¥(g) (3.4)

dir (Cooper, J. and Zaanen, A.).

Ornek 321: @(t)=e'—t-1 ile W(t)=(1+t)In(1+t)—t eslenik Young
fonksiyonlaridir. Soyle ki
t

(D(t):-[(p(s)ds olmak iizere ¢(s)=e°—1 dir. Buradan

0
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y(s)=supt=In(s+1)

o(t)<s

den

Y(t) =j|n(s +1)ds =(t+1)In(t+1)—t

dir.

Teorem 3.2.7: (Holder Esitsizligi) ® ve Y eslenik Young fonksiyonlar1 ve
fel,(Q).gel,(Q) olmak iizere

i \f(X)g(X)\dXSg[ CD(\f(x)\)dHi ¥ (Jo (x)]Jax (3.5)

esitsizligi  saglanir. Eger ‘f(X)‘:\u(‘g(X)D veya ‘g(x)‘=(p(‘f(x)‘) alinirsa

(3.5) esitsizligi esitlige dontisiir.

Uyar 3.2.8: Klasik Holder esitsizligi, L, (Q) Lebesgue uzaylarinda p>1 ve 1 - 1_ 1
P q

olmak lizere

j |f<x>g<x>|dxs[yf(x)rdx] [oter dle

Q

seklindedir ve fgeL, (Q) dir. Yukaridaki Holder esitsizligi de genel Orlicz siniflarinda,

klasik holder esitsizliginin benzeridir ve burada da fg e L, (Q) dir.

Tanmm 3.2.9: ® bir Young fonksiyonu olmak iizere Orlicz uzayr asagidaki sekilde

tanimlanir:
L® ={f ‘R" > R:f —06lgilebilir & Ja >OJ. CD(a|f (x)|)dx <oo}

(Rao and Ren, 1991).
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Tamm 3.2.10: L° (R“ ) , uzerinde tanimlanan

[f],o =inf {x>0:ﬂ£®(@}dx 31}

normu ile bir Banach uzayidir. Bu norma Orlicz uzaymim Luxemburg-Nakano normu

ad1 verilir (Rao and Ren, 1991).

Lemma 3.2.11: @ Young fonksiyonu ve f e L, () olsun. Bu durumda

@ [IFll, <1=> [ (If (x)[Jix <|Ifll,

(b) [If]], z1= j o [f (x)[Jox = ]|,
Q
dir (Kufner vd., 1977).

Teorem 3.2.12: (Orlicz uzayinda Hoélder esitsizligi) @, ¥ eslenik Young fonksiyonu
olsun. Eger fel,(Q),gelL,(Q)ise fgel,(Q) ve

JIF g (x)x < f]l, [l (3.6)
dir.

Tamm 3.2.13: ® bir Young fonksiyonu olmak iizere, zayif Orlicz uzayr asagidaki

sekilde tanimlanir:

WL® (R") = {f :R" — R:f —dlciilebilir &supd)(t)‘{x eR":|f (x)|> t}‘ < oo}
t>0

(Rao and Ren, 1991).

Lemma 3.2.14: ® bir Young fonksiyonu ve B sonlu dl¢iiye sahip 6l¢iilebilir bir kiime

olsun.

T T P
® (|B| )

olur.
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q =inf{k>0:£®(%jdy31}

A>0: cD Idy§1}
)

-
ot
-

*(8

>’|H

=inf{A>0: k>

(D‘1(|B| )

xa (%)|> t}] < 1}

”XB”WL‘" =Inf{x>0 supd) ; XER”:

1e (X)|> t}‘ sl}

O<t<1

=inf X>O CD(lj B| 1}

)

|nf{k>0 sup @ ; XER”:

inf{h>0 A

‘D*(IBI )

elde edilir.
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3.3 Orlicz-Morrey Uzaylari

Tamm 3.3.1: @ bir Young fonksiyonu ve O<is<n olsun. M®*(R") ile

gosterecegimiz Orlicz-Morrey uzay1

If

_ 1 -
M®* _XESRH’FLOCD (r )”f L“’(B(X,r))

sonlu normuna sahip biitin f e Ly (]R”) fonksiyonlarinin sinifidir (Deringéz, F.,

loc

Guliyev, V.S. and Samko, S., 2014).

M®®(R")=L"(R") ve eger ®(r)=r"1<p<w ise M**(R")=M""(R") olur.
WM®* (R” ) ile gosterecegimiz zayif Orlicz-Morrey uzayi benzer olarak

”f”WM“”* - Sl:Ip q)_l(r_x)”f ”WL"’(B(x,r)) <@

xeR",r>0
olacak sekilde biitiin f e L (R”) fonksiyonlarinin sinifi olarak tanimlanir.

Simdi de 2014 yilinda Deringéz ve ark. (Guliyev, V.S., Samko, S., ) tarafindan

tanimlanan ve liglincli tip genellestirilmis Orlicz-Morrey uzayir olarak adlandirilan

M®® (R” ) uzaymin ve zayif hali olan WM®? (R" ) uzayinin tanimlarini verlim.

Tanim 3.3.2: (p(X, r), R”X(O,oo) izerinde tanimli pozitif dlgiilebilir bir fonksiyon ve

® bir Young fonksiyonu olsun. I\/I(D""(R”) ile gosterecegimiz genellestirilmis

Orlicz-Morrey uzayi

If

Mo SL[']Ip (P(X’r)71®_l(|B(X’r)|71)||f||L‘D(B(x,r))

xeR",r>0

[}

sonlu normuna sahip biitin f e L,OC(R") fonksiyonlarmin simifidir (Deringdz, F.,

Guliyev, V.S. and Samko, S., 2014).
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Tanm 3.3.3: WM®? (R“) zay1f genellestirilmis Orlicz-Morrey uzayi,

a4 1
”f"WM‘b’“’ = sup (p(X,I’) l(D l(|B(X,I’)| )”f”WL‘"(B(x,r)) <
xeR",r>0

olacak sekilde biitin f e WL}

oc (R”) fonksiyonlarmin smifi olarak tanimlanir

(Deringoz, F., Guliyev, V.S. and Samko, S., 2014).
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BOLUM IV

KESIRLI OSKULATOR INTEGRAL OPERATORLERI VE BUNLARIN
UCUNCU TURDEN GENELLESTIRILMIS ORLICZ-MORREY UZAYLARI
UZERINDEKI KOMUTATORLERI

Bu béliimde tigiinci tiirden genellestirilmis M,, , Orlicz-Morrey uzay iizerinde duruldu
ve M, tlzerindeki oskiilator integral operatorlerin ve kesirli oskiilator integral

operatorlerinin siirlilign ele alindi. Ugiincii tiirden genellestirilmis Orlicz-Morrey
uzaylar i¢in bazi integral tahminleri de agirlikli Hardy operatorleri kullanilarak elde
edildi. Bunlara karsilik gelen ve BMO-fonksiyonlari tarafindan iiretilen komiitatorler de

dikkate alindi.

4.1 Giris ve Ana sonuglar

Son on yilda, hem genellestirilmis Orlicz-Morrey uzaylar1 teorisi hem de bu alanlardaki
operator teorisi ile ilgili arastirmalarda belirgin bir artis vardir. Bu artigin sebebi bu
konuya olan yogun ilginin sadece reel analizde degil, ayn1 zamanda kismi diferansiyel

denklemlerde ve uygulamali matematikte de olmasindan kaynaklanmaktadir.

Bu kisimda, tigiincii tiir genellestirilmis Orlicz-Morrey uzaylarinda standart ve degisken
Calderon-Zygmund c¢ekirdeklerine sahip salinimli tekil integrallerin smirliligina

odaklanilmistir.

Herhangi bir @ : [O, +oo) - [0, oo) fonksiyonu i¢in eger CD(O) =0,
vt € (0,0) icin @(t) > 0 ve t — oo iken ®(t) — oo sartlant saglaniyorsa; bu

fonksiyonun bir Young fonksiyonu oldugunu hatirlayalim.

Ayrica tanimdan Vit e (O,oo) icin bir ® Young fonksiyonunun tersi & "asagidaki

gibi tanimlanir.

@7 (t) = inf {s e (0,0) : @(s) > t}.

Ciftleme sabiti olarak da adlandirilan bazi C > 2 sabitleri i¢in gergeklesen
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®(2t) < Co(t) (t > 0) (4.1)

giftleme sartimin  saglandigi biitin @ : [0,00) — [0,0) konveks eslemelerin

kiimesini A,ve baz1 C'> 2 sabitleri i¢in gerceklesen
C'd(t) < @(2t) (t = 0) (4.2)

V,-sartinin saglandig: biitin @ : [0,00) - [O,oo) konveks eslemelerin kiimesiniV,

ile gosterelim. Unutmayalim ki (4.2)’ye gore ® € A, NV, ise o zaman (4.1)’deki

C degeri 2’yi agar. Ayrica @ ’nin eslenik fonksiyonu W asagidaki gibi tanimlanur:
W(t) = sup{st — @(s) :s > 0} (t > 0).

® bir Young fonksiyonu olsun. R"’deki olgiilebilir birE kiimesi tizerindeki ||f|||_ ©

Orlicz normu

f(x
., =int {x -o:jof ) <1}

seklinde tanimlanir.

R"’deki bitiin kompakt K kiimeleri i¢in f € L(D(K) olacak sekilde f Olgiilebilir

fonksiyonlarmin kiimesini L'y (R“ ) olarak tammlayalim.

Fonksiyon uzaylar: teorisindeki dogal bir adim, fonksiyonlarin diizenliliginin "Morrey
tipi Ol¢limiiniin" Lebesgue normu yerine yuvarlar lizerinde Orlicz normuna gore
gerceklestigi Orlicz-Morrey uzaylarini incelemektir. Bu tiir uzaylar ilk olarak Nakai
tarafindan tanmitildi ve calisildi (Nakai, 2004). Daha sonra Sawano ve arkadaslar
tarafindan baska tiir bir genellestirilmis Orlicz-Morrey uzay:r ortaya konuldu( Sawano
vd., 2012). (Deringdz vd., 2014) 'te tanitilan ve burada kullanilan genellestirilmis
Orlicz-Morrey uzaylari tamimimiz (Nakai , 2004) ve (Sawano vd., 2012) ' teki

makalelerden farklidir.
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Simdi iiciincii tiirden genellestirilmis Orlicz-Morrey uzaylarii tanimlayalim. (p(X, I‘)
fonksiyonu R" x(O,oo) tizerinde bir Olgiilebilir fonksiyon ve @ bir Young fonksiyonu
olsun. M, (R”) genellestirilmis Orlicz-Morrey uzayr (ligiincli tiirden) asagida

gosterildigi gibi sonlu norma sahip f e L' (R”) fonksiyonlarin uzayidir.

_ -1
[l = sup_ 00r*([BOGH Il e
xeR",r>0
Mo, (R” ) ’in bir¢ok klasik fonksiyon uzayini kapsadigina dikkat edelim.

Ornek 4.1.1: 1<q<p<ow ve ®ecA, NV, olsun. Asagida numaralandirilmis 6zel
durumlardan dolay1 sonuglarimizin uygun normlarla birlikte L (R“ ) Lebesgue
uzaymi, Mg (]R”) klasik Morrey uzaymi, M, | (R”) genellestirilmis Morrey uzayini ve

L, (R“ ) Orlicz uzayini kapsadigini goriiriiz.

1

1. Eger ®(r)=r" ve ¢(x,r)=|B(x,r)|? isedenk normile M@,(p(IR{”):Lp(R")
olur.

2. Eger ®(r)=r" ve (p(x,r):‘B(x,r)‘_% ise MP(R") ile gosterilen M, (R")
Klasik Morrey uzayidir. (Bkz (Morrey , 1938)).

3. Eger ®(r)=r" ise 0 zaman M, (R")=M, (R") (Eroglu, 2013; Guliyev, 2009;

Mizuhara, 1991; Nakai, 1994; Sawano vd., 2009; Softova, 2006)’da anlatilan

genellestirilmis Morrey uzayidir.

4. Eger (p(x,r):®*1(‘B(x,r)‘_l) ise 0 zaman M, (R")=L, (R") olur.

Maksimal operator, kesirli maksimal operator, Riesz potansiyeli ve tekil integral
operatorleri gibi reel analizin klasik operatdrlerinin sinirlilik teorisi, bir genellestirilmis
Orlicz-Morrey uzayindan digerine yogun bir sekilde incelenmistir. Ornekler igin
(Deringoz, 2014; Guliyev ve Dering6z, 2015; Hakim vd., 2016; Hasanov, 2014; Nakai,
2003; Nakai, 2008; Sawano vd., 2012)’e bakiniz.
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fel? (R”) olsun. Riesz potansiyeli |, asagidaki gibi tanimlanur,

Iaf(x)=J'M

—, O<a<n.
X—Y|

R"

Burada ve daha sonra, C sayis1 dogrudan dogruya degisebilen, ancak ilgili miktarlardan

bagimsiz kalacak olan pozitif bir sabiti gosterecektir.

K bir Calderon-Zygmund c¢ekirdegi (CZK) olmak fiizere Calderon-Zygmund tekil

integral operatorii

Tf(x) = p.v.J'nK(x — y)f(y)dy, (4.3)

seklinde tanimlanir.

Bir K eC (R” \{0}) cekirdegi eger O<a<b olacak sekilde her a,b i¢in

‘K(X)‘ < |C|3n , ‘ K(X)‘ < H% ve _[ K(x)dx = 0 sartlar1 saglaniyorsa bu
X X a<|x|<b
cekirdege CZK denir.

(4.3) 'deki ¢ekirdegin bir konvolusyon cekirdegi olduguna dikkat ¢ekmek gerekir.
Bununla birlikte, her ikisi de salinimli integrallerin versiyonlar1 olan Fourier doniistimii
ve Radon doniisiimii (Phong ve Stein, 1983) gibi konvolusyon olmayan ¢ekirdege sahip

birgok operator tiirli vardir. Bu ¢alismada ele aldigimiz nesne, asagida ifade edildigi gibi

P(x,¥)’i R"x R" iizerinde tanimli bir ger¢ek degerli polinom ve K bir CZK olacak

sekilde Ricci ve Stein (Ricci ve Stein, 1987)’e gore bir salinim integrali sinifidir.

Tf(x) = p.v.j e" K (x — y)f(y)dy, (4.4)

Salimm faktdrii €Y 'nin, Calderon-Zygmund operatérleri veya kesirli integrallerde

kullanilan yontemle (4.4)'in L norm esitsizligini kurmay1 imkansiz hale getirdigi iyi

bilinmektedir. (Chanillo ve Chirst, 1987) 'de, S. Chanillo ve M. Christ, T'nin zayif (1, 1)

tipi tahminini olusturdu.
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Bir dagitim c¢ekirdegi K, eger asagidaki hipotezleri yerine getiriyorsa standart bir
Calderon-Zygmund ¢ekirdegi (SCZK) olarak adlandirilir.

K(x,y)|< _ X%y (4.5)
[x=y]

ve

VXK (x, y)| + [VyK(x, y)| < ﬁ X # V. (4.6)

P(X, y) R"x R" iizerinde tanimli bir gergek degerli polinom olmak iizere karsilik

gelen Calderon-Zygmund integral operatdrii S ve salimim integral operatorii S sirast

ile asagidaki gibi tanimlanmistir.
SF(x)= p.v.j K(x, y)f(y)dy
]Rn

ve
Sf(x) = p.v._feip(x‘y)K(x, y)f (y)dy
fe

(Lu ve Zhang, 1992) 'da Lu ve Zhang, S 'nin l<p<oo ile L, iizerinde smirh

oldugunu ispatladi. Ayrica Ricci ve Stein (Ricci ve Stein, 1987)’da 0 <a <n olacak
sekilde K_ standart kesirli Calderon-Zygmund gekirdegini (4.5) ve (4.6) sartlarini

asagidaki sartlar ile degistirerek tanimlamislardir.

Ko(oy) € 2 X2y
[x=]
ve
VK, (% y)| + VK, (x, y)‘s#, X #Y.
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P(X, y), yine R"x R"{izerinde tanimli bir ger¢cek degerli polinom olmak iizere

karsilik gelen kesirli salinim integral operatorii asagidaki tanimlanmastir.

S.(x)= [ &) K, (x, )1 (y)dy.

asikar olarak a=0 1iken S;=S ve K,= K’dir. Simdi (Deringéz vd., 2014) ve

(Guliyev ve Deringdz, 2014)’daki calismalarin fikri ve (Guliyev ve Deringoz,
2015)’deki caligmanin sonuglarinin  kismen zeminini hazirladigi bu ¢aligmanin

sonuglarini asagidaki sekilde verelim.

Teorem 4.1.1: ® herhangi bir Young fonksiyonu ve C sabiti x ve r ’ye bagh

olmamak tizere, ¢,,@, ve @ asagidaki sart1 saglasin.

T @, (x,3) 3 -1\ dt
e ey (B0 O )= coue “

Eger K bir SCZK ve § operatorii (L,(R"),L,(R")) tipinde ise ® €A, NV, ve

herhangi bir P(x,y) polinomu igin Soperatéri M, , (R”)’den My, (]R”)’e

sinirhdir.

Teorem 4.1.2: 0<a <nolsun ve(@,,¢,) ve (®,¥) fonksiyonlar: C sabiti x ve r’ye

bagli olmayacak sekilde asagidaki sart1 saglasin.

J':O esssup 9 (x5) _1) ’l(‘B(x, t)‘_l)%g Co,(X, 1), (4.8)

P o (s

O halde (2.1) ve (2.2) sartlan i¢in S, operatori M, (R")’den My, (]R")’e

siirlidir.

Bir lokal integrallenebilen b fonksiyonu i¢in S (yada S,) ve b tarafindan

sekillendirilen komiitatdr operator
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S,f (x) =b(x)Sf (x)—S(bf )(x)

ve

5,47 (x)= B(x)S, ()-S, (bF)(x)

olarak tanimlanir.

Teorem 4.1.3: Herhangi bir Young fonksiyon @, beBMO(R") ve (¢;,¢,)

fonksiyonu C sabiti x ve r’ye bagli olmayacak sekilde asagidaki sart1 saglasin.

jw(1+ln£] esssup LS <D’l(\B(x, t)\_l)ﬂs Co,(X, ), (4.9)
' )| tes< (D—l(‘B x,s)[ ) t
Eger K bir SCZK ve S operatdrii (LZ(R”),LZ(R”)) tipinde ise herhangi bir

P(x,y) polinomu i¢in S, operatorii M, *den M, ’e smirhdir.

Teorem 4.1.4: O<a<n ve beBMO(R") olsun. ® bir Young fonksiyon ve ¥ da

tersi aracilifi ile Vte (O, oo),‘I”1 (t) P (t)t_% tanimlansin ve @,%¥ e A, "V, olsun.

Ayrica ((pl,(pz) ve (<D,‘P) fonksiyonlar1 C sabiti xve r parametrelerine bagl

olmayacak sekilde

T(1+In J esssup ALD) ’l(\B(x, t) )%< Co,(x, 1),

= o sxs ]
sartini saglasin. O zaman S, , operatorii M, (R”)’ den M, (R”) ’e sinirlidir.

Not1l. @ (t) =1t" durumu i¢in yukarida belirttigimiz teoremler 4.1-4.4 (Eroglu, 2013)’da

ispatlanmistir.
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42 M, 0 (R") Genellestirilmis Orlicz-Morrey Uzayi Icin Baz1 Bilinen Sonuclar

Asagidaki interpolasyon sonucu (Fu vd., 2012)’deki ¢alismadan alinmustir.

Lemma 4.2.1: ® herhangi bir Young fonksiyon ve T herhangi bir p e(l,oo) icin zayif

(p, p) tip bir altlineer operatdr olsun. O zaman T, ® €A, NV, igin L” (R”)ﬁzerinde

siirlidir.

Lemma 4.2.1’in ve S operatdriiniin L, smirhiligimin (Lu ve Zhang, 1992) bir sonucu
olarak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.2.1: Eger K bir SCZK ve S operatorii de bir (L2 (R”), L, (R" )) zayif tip ise
®eA,nV, ve herhangi bir P(x,y) polinomu i¢in S operatorii L, (R”) lizerinde

sinirlidir.

(Deringdz vd., 2014) nolu ¢alismada M,, (R“ ) den M, (R”) "ye tekil operator T

‘nin smurhihign i¢in - @, ve ¢, agirliklan lizerinde yeterli kosullar elde edilmistir. Bu

konu ile ilgili (Fu vd., 2012) nolu ¢alismaya da bakilabilir.

Teorem 4.2.2: @ herhangi bir Young fonksiyonu olsun. (¢,,,) ve @, (1.7) sartini
saglasin. O halde T operatdri ® €A, NV, i¢in M, (]R”)’den Mg, (R“) 'ye

sinirhdir.

Asagidaki tanimi hatirlayalim.

[0,00) ’dan [0,00] ’a @ ve Y fonksiyonlart i¢in eger her s>0 igin CD(S)S‘P(CS)

olacak sekilde en az bir ¢ pozitif sabit varsa o zaman ¥ fonksiyonu @ fonksiyonunu

global olarak baskiladigi soylenir.

Asagidaki teoremlerde su iki integral notasyonu da kullanilmistir.

P’nin 1<P<oo araliginda oldugu ve ¥, (S)’nin Y, (S) fonksiyonuna eslenik bir

Young fonksiyon oldugu asagidaki integral

50



ve

s (1) sD(t)

B, (s)=], et A(s)= I, et

integrallerinin terslerinin sirasi ile B;l(s) ve A;l(s) oldugu asagidaki integral

CDP(S)zIosrp'*l(Agl(rP'))P‘dr :

Bu ¥, (S) ve @, (S) fonksiyonlar1 asagida P = n esitligi ile kullanilmistir. Asagidaki
o

iki teorem Cianchi (Cianchi, 1999) tarafindan ispatlanmustir.

Teorem 4.2.3 : ® ve ¥ fonksiyonlart birer Young fonksiyon ve 0<ao <nolsun.

Riesz potansiyeli 1, L® (]R“) ’den L* (R” ) ’e smurhdir ancak ve ancak

1 1

[o(t) /e dt <oo,  [W(t)/ ™" dt <o (4.10)
0 0

ve

® fonksiyonu ¥, fonksiyonunu ve @, fonksiyonu ¥ fonksiyonunu global olarak

baskilar (4.11)

sartlar1 gerceklesir.

Asagidaki ifadeler Guliyev ve Deringdz (Guliyev ve Deringdz, 2014) tarafindan

ispatlanmistir.

Teorem 4.24 : o sayist O<a <n esitsizli*gini, ((pl,(pz) ve (CD,‘P) fonksiyonlar1 da
(4.8) sartin1 saglasm. (4.10) ve (4.11) sartlar1 igin 1, M®* (R”) ’den M™* (R”) ‘e

siirlidir.
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A =< B sembolii, uygun miktardan bagimsiz bazi C pozitif sabitleri icin A<CB
anlamina gelmektedir. Eger A <Bve B 3 A varsa o zaman A~ B yazilir ve A, B’ye

denktir denir.

43 M,, (R") Uzayinda Kesirli Oskiilator Integral Operatorler

Bu boliimde w bir agirlik olmak tlizere agirlikli Hardy operatorlerinin siirliliklar

tizerine asagidaki ifadeyi kullanacagiz.

o0

H,g(r)= [g(spw(s)ds, re(0, =)

r

Asagidaki teorem (Guliyev, 2013) nolu ¢alismada ispatlanmistir.

Teorem 43.1: v,V,ve w, (0, OO) aralig1 lizerinde birer agirlik ve Vl(t) orjinin bir
komsulugunun disinda sinirli olsun.

supV, (r)H,g(r)<Csupv,(r)g(r) (4.12)

r>0 r>0

esitsizligi (O, oo) tizerinde azalmayan ve negatif olmayan her g fonksiyonu ve bazi i¢in
C >0 vardir ancak ve ancak

w(t)dt

< oo dir. (4.13)
Supt<s<oo Vl (S)

B::supvz(r)j

r>0
Ayrica C =B degeri (4.12) i¢in en 1iy1 sabittir.
Not2: (4.12) ve (4.13)’de 1 =0 ve 0-0=0 olarak kabul edilmistir.
o0

Lemma 4.3.2: (Deringoz vd., 2014) Bir ® Young fonksiyon i¢in asagidaki esitsizlik

ve ”XB”L(D :; esitligi vardir.

o {ef

(f )\f(y)\dySZ\B(XJ)\@l(\B(X'r)\)IIfIIL@(B(X,r))-
B(x,r
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Lemma 4.3.3: @ herhangi bir Young fonksiyon, K bir SCZK ve S Clderon-Zygmund

tekil integral operatorii (L2 (R”), LZ(R")) tipinde olsun. ® € A, "V, ve herhangi bir

P (X, y) polinomu i¢in asagidaki esitsizlik

1 < _ -1\ dt
15, ey = L (O

CD‘l(‘B(xO, r)‘fl) 5

herhangi bir B = B(XO, r) ve her f e L' (R" ) fonksiyonu i¢in vardir.

Ispat : ®eA, "V, olsun. Keyfi bir x, saysi igin x, merkezli r yarigapl yuvari

B= B(XO,I’) olarak ayarlayalim. 2B = B(XO,ZF) dir. f fonksiyonu

f= fl +f2 , fj_ (y) =f (y)XZB (y)’ f2 (y) =f (y)X(ZB)C (y)
olarak temsil edilsin ve

[Sf1l., s <[ISF:

L (B) + ||Sf2 ||Lq) ®) esitsizligi vardir.

Eger K bir SCZK ve S operatorii (L2 (R”), L, (R" )) tipinde ise 0 zaman sonug 2.1°den

®eA,NV, ve herhangi bir P(x,y) polinomu i¢in S operatérii L, (R”) tizerinde

sinirhdir.

fel, (]R"), SfeL, (]R”) ve S’nin L, (]R”) sinirliligindan (Bkz. (Ricci ve Stein,

1987)) C > Osabitinin f ’den bagimsiz oldugu asagidaki ifade gelir.
[St.ll, ) < ISl ) < CI:ll, sy = CIlL, o)

XxeB,ye (ZB)C oldugunda %|XO —y|<|x-y|< §|X° —y| esitsizliginin olacag1 agiktir.

Dolayistyla asagidaki esitsizligi elde ederiz.
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Isf, (x)|<c, I Ly)‘ndy.

(2B)°| 0 |

Buradan Fubini’nin teoremini de kullanarak asagidaki ifadeyi buluruz ,

| I f) | t‘l‘”dtdyﬂ [l o (4.14)

(2B)° |X _y| 2B)° xo-]

Yukaridaki ifadeye Holder esitsizligi uygulanarak (Bkz lemma 4.3.2) asagidaki
esitsizlik elde edilir.

f(y
[ Lo 2 F [y Bl

(2B)° | 0

T 1 dt
o L

T = -1\ dt
zé[”f”Lq,(B(xo,t))(D (‘B(Xo’t)‘ )T

Ayrica her ® e A, i¢in

-1\ dt

1 K _ 1
meMsQ%mwﬁwjym$mm®%wum»)?

esitsizligi vardir. Buradan

dt

1 T _ -1
<o ) e ® (et

[Sfl.,e) S

elde edilir.Diger taraftan,
r>0 igin r<d*(r)d (r)<2r (4.15)
esitsizliginden
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o (8= (87)r [z Jo (Boot) )T

ve sonrasinda

1

o (‘B(xo, |

T . -1\ dt
”f ”LP(ZB) ,5 ) I||f||Lq,(B(x0,t)) @ 1(‘B(X0’t)‘ l)T (4-16)
2r

elde edilir. Dolayisiyla sonug olarak asagidaki esitsizlik elde edilir ve ispat tamamlanir.

1 dt

T _ -1
S [ e ‘(B0 )T

ISt

Teorem 4.1.1.°in ispat1 : Lemma 4.3.3 ve teorem 4.3.1’den asagidaki esitsizligi elde

ederiz.

g p dt
151, ) = 5P @ (xr) " [0 (BOGO Il o) T

xeR",r>0 i t

-1

B -1
2 sup e (ar) O (BOG I ey = Il

xeR",r>0

Teorem 4.1.2.°in ispati : Teorem 4.1.2°nin ispati teorem 4.2.4°’den ve asagidaki

gozlemden gelmektedir.
IS, £ ()| <1, (f[)(x).
44 M, ,Uzaymnda Kesirli Oskiilator Integral Operatérlerinin Komiitatorleri

T bir Calderon-Zygmund tekil integral operatorii ve b e BMO(R”) olsun. Coifman,

Rochberg ve Weiss (Coifman, 1976)’in ¢ok iyi bilinen bir sonucu,

[b,T]f =T (bf)—bTf komiitatdr operatoriiniin 1<p<oo igin L, (R“) iizerinde sinirh

oldugunu ifade eder. ik énce BMO(R”) uzayinin tanimini hatirlayalim.

55



Tamm 4.4.1: Kabul edelimki f e} (R") olsun. f, , =[B(x, )’ J‘B(X]r)f (y)dy

olmak {izere asagidaki esitlik olsun.

1

fl.= sup B(x,r)‘J.B(x,r)

f (y) _fB(x,r) dy

xeR",r>0

O halde uzay1 BMO(R") ={f e L, (R"):[f

L < oo} seklinde tanimlanir.

Teoremlerimizi ispatlamada ihtiyacimiz olan lemmalar asagida verecegiz.

Lemma 4.4.2: (Janson, 1978) beBMO(R") olsun. C sabiti bxr ve t

paremetrelerinden bagimsiz olacak sekilde

b

<Cl|b

t
B(X,f) - bB(X,'[) K In F y O < 2r < t (417)

esitsizligi saglayan en az bir C > 0 vardir.

Lemma 4.4.3: (Guliyev ve Deringdz, 2014; Ho ve Kwok-Pun, 2009) f e BMO(R")

ve ® eV, ile birlikte @ bir Young fonksiyon olsun. O halde

f

&~ sup ®_1(|B(Xlr)|7l)uf(')_fB(x,r)

xeR" r>0 L‘D(B(x,r))

ifadesi vardir.

w  bir agirlik olmak iizere asagidaki ifadeyi agirlikli Hardy operatoriiniin sinirliligt

tizerinde kullanacagiz.

Hog(t) = jf[mnag(s)w(s)ds
Asagidaki lemma (Guliyev, 2012)’de ispatlanmistir.

Lemma 4.4.4: v,,v, ve w, (0,00) aralig1 lizerinde birer agirlik ve Vl(t) orjinin bir

komsulugunun disinda sinirli olsun.
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esssupVv, (t)H,g(t)<Cesssupv,(t)g(t) (4.18)

t>0 t>0

esitsizligi (0,00) iizerinde azalmayan ve negatif olmayan her g fonksiyonu ve bazi

C >0 igin vardir ancak ve ancak

_ oo s\ w(s)ds -
B-—BSiSOUsz(t)L (1+In¥jm<oo dir. (4.19)

s<T<oo

Ayrica C =B degeri (4.2) i¢in en iyi sabittir.
Not 3. (4.18) ve (4.19)’da 1 =0 ve 0-c0=0 olarak kabul edilmistir.
o0
Lemma 4.45: ® bir Young fonksiyon, be BMO(R"), K bir SCZK ve Clderon-

Zygmund tekil integral S operatorii (LZ(R”),LZ(R")) tipinde olsun. ® € A, NV, ve

herhangi bir P(x,y) polinomu i¢in asagidaki esitsizlik

[SF1l., icp_l (\B|?>:0, ‘)j (1+In j||f|| ‘1(|B(xo,t)|1)%

herhangi bir B(X,,r) yuvari ve f e L'gf(]R”) i¢in vardir.

Ispat. ® €A, NV, olsun. Keyfi bir X, sayisi i¢in X, merkezli r yarigapli yuvar

B= B(XO, r) olarak ayarlayalim. 2B = B(XO, 2I‘) dir. f fonksiyonu

f :f1+f21 fl(y):f(y)XZB(y)’ f2(y):f(y)x(23)c (y)
olarak temsil edilsin ve

”Sbf“Lm(B) < ||Sbf1||L®(B) +||Sbf2||L®(B)

esitsizligi vardir.
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Eger K bir SCZK ve S operatérii (L2 (R”),L2 (R" ))tipinde ise 0 zaman 1<p<oo

esitsizligi ve herhangi bir P(x,y) polinomu i¢in S, komiitatdr operatérii L, (R”)

tizerinde sinirli oldugu bilinmektedir. (Bkz (Ricci ve Stein, 1987; Lu, 2005; Lu vd.,
2007; Lu ve Zhang, 1992)). Dolayisiyla lemma 4.2.1’den ® € A, NV, ve herhangi bir

P(X,y) polinomu icin S, komiitatér operatorii Ly (R”) tizerinde sinirhidir.
fieL,(R"), Sf,eL,(R")ve S, nin L, (R")smrlligindan C>0 sabitinin fden

bagimsiz oldugu asagidaki ifade gelir.

(B) S||Sbf1|||_¢(1R") SC|b Ify Lo(R") - Alfy Lo(2B)
X € Bigin asagidaki esitsizlik vardir.
[b(y)-b(x) [b(y)-b(x)
Sf, ( < —f y)ldy ~ f dy
‘ ‘ J. |X y| ‘2( )‘ J.C(zB) | y| ‘ ‘
Dolayisiylsa
[b(y)-b(x)
S,f = ————=|f(y)|dy
5o 3 o O]
b(y b
3 J.C o 2|F (y)|dy +J.c o | y)ldy|  =1,+1,0lur.
- |X° | e 1 xoY] La(®)

Simdi |, ’in yaklasik degerini bulalim. Asagidaki ifade lemma 4.3.2’den gelir.

1 [b(y)-by|
(D—l (|B|—1) 'L(ZB) XO _ y|n |f (Y)| dy
! dt
WLB’ DY) =belf ],
dt
(|B| )J.Zr.[ B(xo t -b Hf y)‘dytnﬂ
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Holder esitsizligini uygulayarak, (4.15),(4.17) esitsizliklerinden ve lemmalar 4.3.1 ve
4.4.3°den

1 o dt 1 © B -1\ dt
PR [ TORL PR N P =T I L PN | TGOS
o). ( j L S dt
< ([1pinl]|f ,@ (B t )—
_1(|B| )J‘ +in= ” ‘ (XO )‘ t
elde edilir.

I, ’nin yaklasik degerini bulmak icin ilk 6nce

L =lbf)-

fy)
bB L‘D(B) ‘[C(ZB | n y
0

' [%o =]

ifadesini g6z oniine alalim. Lemma 4.4.3°den asagidaki asagidaki esitsizlik gelir.

[b. f(y)
l, < — —dly. (4.20)
o™ (|g] )I Xo Y]

Dolayisiyla son olarak (4.14)’den

C(28)

|, <

.3 -1(‘5 )L|| I

P (CIEME

esitsizligi gelir ve |, ve |, degerlerinin toplanmasindan asagidaki ifade elde edilir.

|b * ( j ,1 71) dt
S, f = 1+In—||f B(x,,t) |—. (4.21)
|| b 2||LP(B) l(|B(X01r)|_l).[2r || ||L¢ XO (‘ ( ° )‘ t

Son olarak,

[Sofl., @) =

0 t _ -1 dt
A Lp(ZB)+J‘2r(l+|n Fj”f”L@(B(xo,t))q) 1(‘B(X0’t)‘ )T
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esitsizligini elde ederiz ve lemma 4.4.5’in ifadesi (4.16)’den gelir.

Teorem 4.1.3.%iin ispat1 : Teorem 4.1.3’lin ifadesi lemma 4.4.5 ve teorem 4.3.1°den

lemma 4.4.4’lin ispatindaki gibi ayn sekilde gelir.

Teorem 4.1.4.%iin ispat1 : Teorem 4.1.4’lin ispat1 (Guliyev ve Deringdz, 2014) nolu

calismadaki teorem 34’den ve

S,of () < 1. () (x)

esitsizliginden gelmektedir.
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