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TOPLANABILME TEORIiSi VE UYGULAMALARI

Mehmet Oner SAKAR
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Damisman: Prof. Dr. Hikmet OZARSLAN

OZET

Bu tez yedi boliimden olugmaktadir.

Ik boliimde, problem durumu, tezin amaci ve éneminden bahsedilmistir. Ayrica, tez

boyunca gerekli olan bazi temel tanimlara, teoremlere ve lemmalara deginilmistir.

Ikinci boliimde, tezde kullanilan yontemlere, kaynaklara ve ¢izim programina dair bilgiler

verilmigtir.

Uciincii béliimde, (P, ) -monoton diziler kullanilarak sirasiyla ‘I\_l, P,

. |Dy Py, Ve

|D, Pns }/|k toplanabilme metotlarina iliskin ii¢ teorem ispatlanmustir.

Dordiincii boliimde, & -quasi monoton diziler kullanilarak sonsuz serilerin ¢—|D, pn|k ve

g0—| D, 7|k toplanabilmesi {izerine iki teorem ispatlanmustir.

Besinci boliimde, & -quasi monoton ve (®,5)-monoton dizilerin genel |D, p,, 37|,
metodu ile alakali iki teorem ispatlanmistir. Ayrica bir uygulamasi verilmistir.

Altinct boliimde, (N_, pn) ortalamasi kullanilarak quasi monoton katsayili Fourier
serilerinin L, normuna gdre yakinsamasi lizerine bir teorem ispatlanip bir 6rnek
verilmistir.

Son olarak, yedinci boliimde ise ¢alismamizla ilgili sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konveks dizi, Quasi monoton dizi, Riesz ortalamasi1, Mutlak matris

toplanabilme, Fourier serileri, L, yakinsama, Dirichlet ¢cekirdegi, Fejer toplami.
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SUMMABILITY THEORY AND ITS APPLICATIONS
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ABSTRACT

The thesis consists of seven sections.

In the first section, the problem situation, purpose and significance of the thesis are
mentioned. In addition, some basis definitions, theorems and lemmas that are necessary
throughout the thesis are mentioned.

In the second section, information about the methods, resources and drawing program
used in the thesis are given.

In the third section, by using (®,&)- monotone sequences, three theorems regarding
N, p,

o |D, pn|k and |D, pn;y|k summability methods are proved, respectively.

In the fourth section, by using & -quasi monotone sequences, two theorems about
¢—|D, p,|, and ¢—|D, |, summability of infinite series are proved.

In the fifth section, two theorems related to the general |D, P, S ;/|k method of & -quasi

monotone and (®, 5) -monotone sequences are proved. Also, its application is given.

In the sixth section, using the (N, pn) mean, a theorem regarding to the converge of the

Fourier series with quasi monotone coefficients with respect to the L, norm is proved and
an example is given.

Lastly, in the seventh section, the results and suggestions related the our study are
expressed.

Keywords: Convex sequence, Quasi monotone sequence, Riesz mean, Absolute matrix

summability, Fourier series, L, convergence, Dirichlet kernel, Fejer sum.
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GIRIS

Iraksak seriler kavrami matematikte daha ¢ok 17. yiizyil ile 18. yiizyil arasinda
kullanilmistir. Daha oOncesinde 1raksak seri kavramiyla ilgili matematikgilerin
calismalar1 olmus, fakat bu serileri sistematik bir sekilde kullanan ilk matematikg¢iler
Gottfried Wilhelm Leibniz ve Isac Newton’dur.

1771 yilinda Daniel Bernoulli basta olmak iizere bir¢ok matematik¢i Grandi serisi
olarak bilinen Z(—l)" serisine olasiliksal argiimanlarla yaklasmis ve bu seriye %

degerini vermistir. Ayn1 donemin bazi matematikgileri yakinsak seri kavramiyla daha
cok ilgilenmis ve bir iraksak serinin tek bir degerinin olmasinin miimkiin olmayacagini
soylemislerdir. Bu diisiincenin esas nedeni iraksak bir serinin yalniz bir degere esit
olmasinin 1raksaklik kavrami ile ¢elismesindendir. 1800 lii yillarin baslarinda yakinsak
olan seriler {izerine ¢alismalar siirdiiriilmiis ve Cauchy 1821 yilinda yazmis oldugu
“Analyse Algébrique” [1] isimli kitabinda serilerin yakinsakligindan matematiksel
olarak bahsetmistir. 1880 yilinda Frobenius [2] ve 1882 yilinda Holder [3] iraksak serileri
iceren tanimlamalarda bulunmuslardir. 1890 da Ernesto Cesaro [4] serilerin ¢arpimiyla
alakali Hardy nin “Divergent Series” [5] isimli kitabinda iraksak serilere ¢esitli metotlar
uygulayarak toplanabilme teorisinin temelini olusturan ilk matematikgidir.

Ayrica Abel de yakinsak ve raksak seriler i¢in pek ¢ok dnemli ¢alismada bulunmustur.

Simdi herhangi bir Z a, serisini diisiinelim. Bu serinin kismi toplamlar dizisi (s,) olmak
n

lizere S, = Zak bi¢ciminde gosterilsin. Zak serinin kismi toplamlar dizisinin tek bir
k=L

limit degeri varsa yani lims, =a ise Zak serisinin yakinsak ve toplami a degerine

n—oo

esittir. Eger bu serinin (s,) kismi toplamlar dizisinin limiti yoksa seri iraksak olarak

adlandirilir. Iraksak seriler belirsiz ve belirli iraksak seriler olacak sekilde



iki kisma ayrilir. Belirsiz raksak seriler, (S,) kismi toplamlar dizisinin iki ve daha ¢ok

yigilma noktasinin var oldugu serilere denir. Belirli iraksak seriler ise Zak =+t

seklindeki kismi toplamlar dizisinin limitinin sonsuz oldugu serilere denir.

Belirsiz iraksak serilere tam bir degeri atamak i¢in ¢esitli toplanabilme metotlarina ihtiyag
duyulmaktadir. Bunlarin bazilar1 Cesaro, Riesz, Abel, No6rlund, Euler, Hausdorff, Borel

metotlaridir. Toplanabilme metotlar1 asagidaki ti¢ ana 6zelligi saglamasi gerekir:

i) Regiiler olma 6zelligi: Yani toplanabilme metodu uygulandiginda, yakinsak

bir seriyi ayni degere toplayabilmelidir.

i) Genigleme ozelligi: Bir toplanabilme metodu uygulandiginda en az bir

belirsiz iraksak seri toplanabilmelidir.

iii)  Tutarh olma o6zelligi: Belirsiz 1raksak bir seriye, farkli iki toplanabilme

metodu uygulandigi zaman bu metotlar seriyi ayni degere toplayabilmelidir.

Cesaro metodu, 1raksak serilerin toplamada siklikla kullanilan metotlardan biridir. Bu

metot a +a,+a,+... serisinin kismi toplamlar dizisi olan (S;), (S,), (S3),---(S,),---
dizilerini hesaplar ve yeni bir (t), (t,), (t;),...,(t,),... dizisi tanimlar. Burada (t,) ler
(s)), (S,), (S5)seeus(Sy), ... dizisininilk n teriminin ortalamasidir. Eger n — oo ikent, — a

ise &, +a,+a,+... serisi a degerine Cesaro toplanabilirdir denir.

Ornegin 1-1+1-1+... sonsuz serisini diisiinelim. Bu seri 1raksak oldugundan tek bir

degere sahip degildir, Fakat (s,) kismi toplamlar dizisi olmak iizere bu seri igin (t,)

Cesaro ortalama dizisi, > sayisina yakinsar. Bunun anlami 1raksak bir diziyi Cesaro

toplanabilme metodu ile yakinsak bir dizi haline getirmis olmasidir.
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=@ S eoopee Ortalama

Sekil 1.S, = (1,0,1,0,1,0,...) dizisinin (C,1) ortalamas

Cesaro’nun bu metodunun uygulamasi fazla zaman almamis, Lipot Fejer [6], 1900 yilinda
Fourier serilerinin yakinsama problemini konu alan Fejer teoremini ortaya koymustur.
Basta 1s1 dalga denklemlerinin ¢6ziimiinde olmak {izere Fourier serileri belirli fizik ve
miihendislik problemlerinin ¢o6ziimiinde ¢alisildi. Fourier serileri elektrik-elektronik
miithendisligi, sinyal isleme, titreme analizi, goriintii isleme, akustik, gibi birgok alanda
kullanilmaktadir. Fourier serileri, keyfi bir fonksiyonun bir dizi basit terimlere ayrilarak
ayrik terimler olarak ¢ozililmesi ve yeniden birlestirilmesi orjinal problemin ¢dziimii igin
olduke¢a kullanigh bir yoldur. Dogada basit periyodik olaylar matematiksel olarak siniis
ve cosiniis fonksiyonlari ile ifade edilirler. Bir sarkacin kiigiik genliklerle salinimi1 veya
bir diyapozonun titresimleri gibi 6rnekler verilebilir. Buna benzer fiziksel olaylarin her

biri basit periyodik olaylardir. Bu basit periyodik olaylar

Asin 2znt veya Acos2znt

fonksiyonlarmin biri ya da birlesimi ile gosterilebilir. Burada A olayin genligini,
@ =2znt agisal hizin1 ve t zamani ifade etmektedir. {1k olarak 1s1 dalga denklemlerinde
kullanarak ¢6ziim elde eden Fransiz matematik¢i Joseph Fourier tarafindan ortaya
cikarilmig matematiksel bir metottur. Daha sonra Riecamann ve Dirichlet’in ¢alismalariyla
modern sekline kavusmus ve trigonometrik serilere Joseph Fourierin biiylik emeklerinden

dolay1 ismini Fourier serileri olarak almistir.
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Zaman Frekang

Sekil 2. Bir Sinyalin Fourier Doniistimii

Sekil 2 de zaman-genlik grafigi verilen bir sinyalin Fourier doniisiimii vasitasiyla olusan
frekans-genlik grafigi sembolik olarak gosterilmistir. Bu grafikle genel olarak Fourier
acilimi sayesinde fonksiyonlarin frekansmin kolaylikla belirlenebilecegi goriilir. Bu

yaklasim farkli periyotlarda girdiye maruz kalan sistemlerin ¢iktisin1 ve ¢iktisinin

frekansin belirlemekte kolaylik saglar.

Sekil 3. Siniis graﬁgi“

Yukaridaki sintis grafiginin hizli Fourier doniistimi

3538 3788 EE

Sekil 4. Hizli Fourier Doniisiimi

seklindedir.

Giiniimiizde, miihendislikte ilgilenilen giiriiltii ve titresim sinyalleri i¢erisinde degisken

yapili sinyal tipleri genis bir yer kaplamaktadir. Otomotiv sektoriinde giiriiltii ve titresim



sinyallerinin incelenmesi icin pratikte gergeklestirilen uygulamalarda Fourier temelli
dontisiim yontemleri tercih edilmektedir. Bu doniisiim, sinyallerin frekans igeriklerini
ayristirmaya yarayan bir doniisiim tipidir. Doniisiim sonucu elde edilen frekans igerigi
bilgisi, motor sisteminin giiriiltii ve titresim 6zelliklerini incelemek igin ¢ok degerlidir.
Dolayisiyla bir trigonometrik serinin 6zel bir hali olan Fourier serisi ile ilgili birgok soru

da beraberinde geldi. lyi biliniyor ki, bir trigonometrik seri L, -normuna gére f e L,
fonksiyonuna yakinsiyorsa o zaman f fonksiyonunun Fourier serisidir. Ancak Riesz,

1932 yilinda asagidaki karsit ornegi vermistir. Bu Ornegin ayrintilar1 Bary’nin [7]

kitabinda yer almaktadir. Ornegin

i COS NX

n=2 IOg n

serisi bir Fourier serisidir ancak L, metrigine gore yakinsak degildir. Bu bir ¢ok yazari

tersinin dogrulugunu miimkiin kilmak i¢in gesitli yontemlere tesvik etmistir. Bunlardan

birisi de Fourier serilerine 6zel katsayilar belirlemek tizerine olmustur. Bu konudaki

calismalart Young [8], konveks diziler simfim (A*a, >0) ve Kolmogorov [9], yari

konveks diziler sinifini (Zn‘Azan_l

<oo) alarak tamimlamuglardir. Telyakovskii ve

Fomin [10], quasi-monoton dizileri ele almiglardir. Garret, Rees ve Stanojevi¢ [11] ise

Telyakovskii — Fomin’in sonucunu Fejer toplamini ele alarak uygulamistir.

Flett [12], toplanabilme metotlariyla ilgili olarak «-inct mertebeden Cesaro
toplanabilmeyi tanimlamustir. Das [13], mutlak toplanabilmeyi tanimlamistir. Daha sonra

Kishore ve Hotta [14], toplanabilme ¢arpan1 kavramini vermistir. Tanovic-Miller [15]

tarafindan alt tiggensel matrisler yardimiyla |D|k toplanabilme tanimi verilmistir. Bor

[16], [N, p,

) toplanabilme tanimini1 yapmustir.

Calismalarimizin temelini olusturan alt iiggensel matrisler yardimiyla Sulaiman [17]

D, p,|, toplanabilmenin tanimmi yapmustir. |D, p,|, toplanabilmenin daha genel hali

!

olan |D, pn;7|k toplanabilmenin tanim1 Ozarslan ve Ogdiik [18], (p—|D, pn|k tanimi

Ozarslan [19], (0—|D,§|k tanim1  Ozarslan [20] ve |D, pn,ﬂ;}/|k tanimi ise Ozarslan ve

Karakag [21] tarafindan verilmistir.



1. BOLUM

GENEL BILGILER VE LITERATUR CALISMASI

1.1. Problem Durumu

Bu tez ¢alismasi ile quasi monoton diziler ele alinarak toplanabilme metotlar1 yardimiyla
serilerin hangi sartlar altinda toplanabilecegi, 6rnek ve uygulamalari temel problem

olarak ele alinmistir. Yine toplanabilme teorisinin bir uygulamasi olarak quasi monoton
katsayili Fourier serilerinin (N, p,) ortalamasi kullanilarak hangi sartlar altinda L,

normuna gore yakinsayacag diisiiniilmiistiir.

1.2. Aragtirmanin Amaci

Yapilan arastirmanin amaci toplanabilme metotlariyla ilgili 6nceden tanimlanmis bazi
teoremlerin 6zellikle mithendislik biliminin yap1 taglarindan biri olan Fourier serilerini

baz alarak uygulamalarini yapmak ve teoremleri genellestirmektir.

1.3. Arastirmanin Onemi

Yapilan g¢alismada konveks diziler, (®,5)-monoton diziler ve &—quasi monoton
dizilerin toplanabilme c¢arpani olarak kullanilmasiyla elde edilen sonsuz serilerin mutlak
toplanabilirligi ve Fourier serileri lizerine calismalar incelenmistir. Ayrica Fourier
serilerinin L, normuna goére yakinsamasi {izerine arastirmalar yapilmistir. Yapilan bu
arastirmalar sonucunda daha genel teoremler ve onlarin uygulamalari literatiire

kazandirilarak yeni ¢aligmalarin 6nii agilacaktir.



1.4. Tanimlar

Tamim 1.4.1. 3 gergel ya da karmasik sayilar kiimesine ait bir cisim ve kismi toplamlar
dizisi (s,) olacak sekilde Zan serisi verilsin. Eger n,r =0,1,2,... olmak iizere k,, € 3
icin bir K =(k,) sonsuz matrisi ise bu durumda (s,) dizisinden (g,) dizisine bir

doniistim
G =D kS, (L)

olmak suretiyle (g,) dizisi (s,) dizisiicin K doniisiim dizisi ve K ya ise diziden-diziye
bir doniisiim denir. K diziden diziye doniisiimiintin varligindan bahsedebilmemiz i¢in

(1.1) de gosterilen seri tiim n ler igin yakinsak olmalidir [22].

Aksi sdylenmedik¢e bundan sonra belirtilen sonsuz matrisler elemanlar1 gercel ya da

kompleks olan matrisleri ifade edecektir.

Tanim 1.4.2. Zan serisi ve L = (I,,) sonsuz matrisi verilsin. Bu taktirde

h=31,a (12)

r=0

bigiminde tanimli (h,) dizisi Zan serisinin L doniisiim dizisi ve L = (l,) matrisine ise

seriden-diziye bir doniistimdiir denir. Bu doniisiimiin varligi her n i¢in (1.2) deki serinin

yakinsak olmasiyla miimkiindiir [22].

Tanim 1.4.3. Zan serisi ve Z =(z,,) sonsuz matrisi verilmis olsun. Eger

olmak tizere Z J,=a ise Z =(z,,) matrisine seriden-seriye doniisiim ve a sayisina da
n=1

Z a, serisinin Z doniisiimii yardimiyla genellestirilmis toplami denir [22].



Tamm 1.4.4. n,r =0,1,2,... olmak tizere bir B =(b,,) sonsuz matrisi verilsin. Yakinsak

her diziyi tekrar yakinsak bir diziye donistiiren ve limitinin degerini de koruyabilen

B = (b, ) sonsuz matrisine regiilerdir denir [23].

Tamm 1.4.5. Zan serisi (s,) kismi toplamlar dizisi ile gosterilsin. Bu taktirde (s,)
dizisinin D =(d, ) sonsuz matrisi araciligryla meydana getirilen ve (1.1) de verilen (g,)

doniisim dizisinde limg, =a olacak sekilde bir a sayist mevcutsa (s,) dizisi ya da
nN—oo

Zan serisi a degerine D toplanabilirdir denir [24].

Tamm 1.4.6. (g,) € BV oldugu zaman »_a, serisi veya (s,) dizisi |D| toplanabilirdir
denir. Bger > a, serisi |D| toplanabiliyorsa o zaman ) a, €|D| ya da (s,) €|D] ile

gosterilebilir [13].

Tanmm 1.4.7. D=(d ) bir kare matrisi verilsin. Her n<r i¢in d,, =0 olan D=(d,,)

kare matrisine alt iggensel matris denir [25].

Tanim 1.4.8. Esas kosegeni her ne N i¢in d,, # 0 bi¢ciminde tanimlanan D =(d ) alt

tiggensel matrisine normal matris denir [26].

Tamm 1.4.9. n=0,1,2,... olmak iizere, D = (d ) normal matris yardimi ile olusturulan

(s,) dizisinin (D,(s)) doniisiim dizisi

D,(5) = d,s,
r=0

bi¢iminde taniml1 ve
ZDn (S) = Dn (S) - Dn—l (S) (13)

olsun. Bu taktirde

in"’l‘ZDn (s)\k <o (1.4)
n=1



oldugunda )_a, serisi k >1 igin |D|, toplanabilirdir denir [15].

Tanim 1.4.10. D =(d,,) sonsuz matrisinin elemanlari

1 ..
—— , r<nicin
d,=13n+l ¢
0 , r>nigin

olarak tanimlansin. D =(d,,) normal matrisiyle elde edilen (R,) doniisiim dizisi

1 n
R =—=)5s, (1.5)
n+173

bigimindedir. Elde edilen bu (R,) doniisiim dizisine Cesaro ortalamasi veya (C,1)

ortalamas1 denir. Eger olusturulan bu doniisiim dizisi i¢in limR =a oluyorsa, o halde

Nn—o0

> a, serisi a degerine (C,1) toplanabilirdir denir [24].

Tamm 1.4.11. Eger
IR, ~R,| <o (1.6)
n=1

oluyorsa, 0 zaman Zan serisi |C,1| toplanabilirdir denir [27].

Tamm 1.4.12. Eger k >1 i¢in
>R -R, [ < (1.7)
n=1

oluyorsa, o0 zaman Zan serisi |C,1|k toplanabilirdir denir [12].

Aksi belirtilmedik¢e ¢aligmamiz boyunca (s,) dizisi Zan serisi i¢in kismi toplamlar

dizisi ile (p,) dizisini, n — oo iken

n

P=>p —>» (P,=p,=0 jx1) (1.8)

r=0
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sartin1 saglayan pozitif sayilarin bir dizisini ifade edecektir. Ek olarak, (na,) dizisinin n

-inci mertebeden Cesaro ortalamasi (7, dizisi ile gosterilecektir. Bu ise

n

n, . ra, (1.9)
n+147

bi¢imindedir.
Tanim 1.4.13. Elemanlari

P
d =P

nr n

0 , r>nise

, r<nise

bigiminde tanimlanan D =(d ) normal matrisi ile Riesz matrisi ve

r, = iz p,s, (1.10)
Pn r=0

ile verilen (I, ) dizisi Riesz ortalamasi ya da (N, p,) ortalamasi olarak adlandirilir. Eger

limT, =a ise Zan serisi a degerine (N, p,) toplanabilirdir denir [5].

n—oo

Tanim 1.4.14. Eger
ip‘n —T|<o (1.11)
n=1

oluyorsa, 0o zaman ) a, serisi |N, p,

toplanabilirdir denir [28].

Tamm 1.4.15. Eger k >1 i¢in

k-1
Z(QJ It -T,.[ <o (1.12)

n=1 pn

oluyorsa, o zaman » a, serisi |N, p,

) toplanabilirdir denir [16]. (1.12) de ifade edilen

seride her ne N igin p, =1 alindigr zaman |C,1], toplanabilmeye ulagilir.
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Tamim 1.4.16. S bir gercel say1 olsun. Eger k >1 ve ¥ >0 igin

o (p Brk+k-1)
Z[;] T, -T,[ <o (1.13)
n=1 n

oluyorsa, 0 zaman )" a, serisine |N, p,, 5;7| toplanabilirdir denir [29]. (1.13) te verilen

ifade de =1 ve y =0 alindig1 zaman ‘N, P,

; toplanabilmeye ulagilir.

Tamm 1.4.17. D =(d, ) normal matris ve AD, (s)= D, (s)—D,_(s) olsun. Bu taktirde

i[E—J \ [AD, (s)[" <0 (1.14)

n=1 n

oluyorsa, o zaman » a, serisi k>1 igin |D, p,|, toplanabilirdir denir [17]. Burada

|D, p”|k metodu igin d =% alinirsa ‘N_, P,

n

’ metodu elde edilir.

Tanim 1.4.18. Eger k >1 ve ¥ >0 igin

i[%) _ D, (s)[ <0 (1.15)

n=1 n

oluyorsa, 0 zaman »_a, serisi |D, p,;7|, toplanabilirdir denir [18].

Bu tammda d__ :% alindiginda |N, p,;7|, toplanabilme elde edilir [30]. Ayrica bu

n

tanimda 7 =0 alindiginda |D, p,;7|, toplanabilme |D, p,|, toplanabilmeye indirgenir.

!

Tanim 1.4.19. Pozitif gergel sayilarin bir dizisi (¢,) verilsin. Eger k >1 i¢in

igorf‘l ‘ZDn (S)‘k <o (1.16)
n=1
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oluyorsa, 0 zaman Zan serisine go—|D, p,|. toplanabilirdir denir [19]. Eger (1.16) da

!

verilen (p—|D, pn|k tanimi i¢in ¢, 2% secilirse (1.14) te verilen |D, pn|k tanimina
ulasilir.
Tanim 1.4.20. (¢,) pozitif gergel say1 dizisi ve k >1olsun. Eger
> g/ AD, (s)| <o (1.17)
n=1

oluyorsa, 0 zaman ) _ a, serisine ¢ —|D;y|  toplanabilirdir denir [20]. Eger y =0 aliirsa

(1.17) de verilen ¢—|D;y| toplanabilme metodu (1.16) da verilen ¢—-|D,p,

!

toplanabilme metoduna indirgenir. Ayrica (0—|D; 7/|k toplanabilme metodunda d,, = P
secilirse go—w, P, y‘k toplanabilme tanimina ulagsilir [31].
Tanmim 1.4.21. B bir gergel say1 olmak tizere k >1 ve y >0 i¢in
w Byk+k-1)
Z(%J D, ()| <0 (1.18)
n=1\_Mn

oluyorsa, 0 zaman Zan serisine |D, pn,,8;7/|k toplanabilirdir denir [21].

Tamim 1.4.22. Herhangi iki toplanabilme metodu M ve N olsun. M toplanabilen her
dizi, ayn1 degere N toplanabilirse, M ye N vyi gerektirir denirve M < N ile gosterilir.

Eger M N ve Nc M ise, M metodu N metoduna denktir denir [24].

Tamm 1.4.23. Herhangi Zan serisi verilsin. Eger Zanyn serisi bir D toplanabilme

metodu sayesinde toplanabiliyorsa buradaki ('y, ) dizisine Zan serisi icin D metoduna

gore bir toplanabilme ¢arpani olarak adlandirilir [14].

Tamm 1.4.24. A, =, —¢,,, olmak iizere, her n pozitif tam sayisi igin A*, >0

oluyorsa (¢,,) dizisine konveks dizi denir [32].
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Tamm 1.4.25. (r,) dizisi ise pozitif artan bir dizi olsun. Eger A ve B pozitif sabitler

olmak lizere

Ar, <m, < Br, (1.19)

ise bu taktirde (m, ) dizisi hemen hemen artan dizi olarak adlandirilir [33].

Dolayisiyla her artan dizi ayn1 zamanda hemen hemen artan bir dizi olur. Ancak aksi her
zaman dogru olmayabilir. Tersinin dogru olmadiglr duruma m, = ne®™" dizisi drnek

verilebilir.

Tanim1.4.26. (@,) pozitif sayilarn bir dizisi verilsin. Eger nA@, > —-aw@, sartini
saglayan a sayist mevcutsa (@, ) dizisine quasi monoton dizi denir. Sifira yakinsak her

monoton azalan dizinin quasi monoton dizi oldugu agiktir [34].

Tanim 1.4.27.(6,) negatif olmayan sayilarmn bir dizisi olmak tizere T, 20, T, >0 ve

AT, > -6, oluyorsa (T,) dizisine & -quasi monoton dizi denir.

Bu tanima gore, (T,) dizisi & -quasi monoton dizi olmak iizere 6zel olarak « >0 igin

T - : -
5 =L segilirse (T,) dizisi quasi monoton dizi olur [34].
n

n

Tamm 1.4.28. ZCDnén <o olacak sekilde (0,) negatif olmayan sayilarmn bir dizisi ve
(d,) pozitif monoton artan bir dizi olsun. Eger ¢, -0 olmak iizere Ac,>-0,.,,

saglaniyorsa (c,) dizisine (®,d)-monoton dizi denir. Ayrica (c,) dizisi igin (P,0)-

monoton dizilerin farklarinin dizisine (®, ) —pozitif denir [35].

Tamm 1.4.29. f fonksiyonu (-7, 7) aralifinda Lebesgue anlaminda integrallenebilen

27z periyotlu bir fonksiyon olsun.

a, = 1 I f (x) cos nxdx (1.20)
7T -

ve
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bfrlfoﬁMnMX (1.21)
72-—7[
olmak tizere %+Z(an cosnx+b, sinnx) trigonometrik serisine f fonksiyonunun
n=1

Fourier serisi denir ve

f (X) z%+2(an cosnx+b_sinnx) (1.22)

n=1
seklinde gosterilir. Ayrica a, ve b, sabitlerine Fourier katsayis1 denir [5].Burada n=0
.9 17 .
mn%z—ju@mdm
3 -
Tanmm 1.4.30. S, (f,x) =S, (x) dizisi trigonometrik Fourier serisinin n. kismi toplamlar

dizisini gostersin. a, ve b, Fourier katsayilar1 olmak iizere, indis degisimi yardimiyla

elde edilen

o, =izn“sj(x) =ii(%+2(ak coskx+b, sin kx)j

j
k=1

n+19= n+19%
%, (PLJ(% coskx +b, sinkx) (1.23)
2 S n+1

toplamina Fejer toplam1 denir [36].

. (nn'j [(n+l)ﬂ'j
i sin| = Jeos| ==
Tamim 1.4.31. x=0(mod 27 ) igin Y coskx =

k=1 sin (Xj
2

n ((Zn +1] Xj
D, (x) =%+Zcoskx= 2 (1.24)

=0

trigonometrik polinomuna Dirichlet ¢ekirdegi denir [7,37].

oldugundan
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sin(n;jsin[(mrxl)”j

Tamm 1.4.32. X # O(mod 27[) icin Zsin kx = oldugundan
k=t sin (Xj
2
(i
N COS E —COS| | N+ 5 X
D, (x) = sinkx = v (1.25)
k=l 2sin (j

trigonometrik polinomuna eslenik Dirichlet ¢ekirdegi denir [7,38].

Tanmm 1.4.33. S_(f,x) =S, (x) dizisi trigonometrik Fourier serisinin n. kismi toplamlar

dizisini gostersin. a, ve b, Fourier katsayilari olmak iizere (1.24) ten

1), 1L . b X .
sn(f,x)_;deu;ZEcoskx_jﬂf(t)cosktdusmkx_j”f(t)smktdtj

17 1
:;_I,, f (t)(§+kzzl:cos k(t —x)jdt
_1 jf f (x—t)D, (t)dt (1.26)
L2
yazilabilir. (1.26) kullanilarak
o, (x) 1 ][. f (X—t){ii D (t)}dt _1 ]E f(x-t)K_(t)dt (1.27)
" T n+14< ' T " .

Fourier serisinin Cesaro ortalamasi elde edilir. Burada

>0,

ifadesine Fejer ¢ekirdegi denir [7,32].
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Tamim 1.4.34. (Holder Esitsizligi) p >1igin 1 +i, =1 olsun. Tim sonlu r=1,2,....m
P P

icin @, >0 ve b, >0 olmak lizere asagidaki esitsizlige

1 1
Y ab, s(z afjp (Z bf'jp (1.29)
r=1 r=1 r=1
Holder esitsizligi denir [22].

Tamm 1.4.35. (Minkowski Esitsizligi) Her sonlu r=12,...m i¢in a, >0, b, >0 ve

p =1 olmak tizere asagidaki esitsizlige

(rml(ar +br)pj

Minkowski esitsizligi denir [22].

N

s(iaﬁijr(Zm:bfjp (1.30)

r=1

Tanim 1.4.36. (Abel Déniisiimii) (a,) ve (b,) dizileri kompleks terimli ve s =Zar

r=1

olmak tuzere

Zm:arbr = EsrAbr +s,.b,, (1.31)
r=1 r=1

bi¢iminde yazilabilir [39].

1.5. Teoremler ve Lemmalar

Teorem 1.5.1. (Silverman-Toeplitz Teoremi) D=(d,,), (n,r:0,1,2,...) sonsuz

matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeterli sart

1) Herr igin limd,, =0

i) im>d, =1 (1.32)
n—oo =0

iii) Her nicin supi|dm|<oo

N r=0



sartlarinin gergeklesmesidir [22].
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Teorem 1.5.2. (N, p,) metodu regiiler bir metottur ancak ve ancak m-—co iken

P, — oo dur [24].

Teorem 1.5.3. (&) dizisi zé <o olacak sekilde konveks bir dizi olsun. Eger (%)
n

dizisi (1.9) ifadesindeki gibi tanimlanmak tizere

s/
n

=0(logm), m— oo

m
n=1

sartin1 saglarsa k >1 i¢in Zané’n serisi |C,1|k toplanabilirdir [40].

1 & .
h,= n—lzlai olmak tizere (1.33) sarti, m — oo iken
+153

|n

|
n

m
n=1

=0O(logm)

sartin1 gerektirir tersinin dogru olmasi gerekmez [41].

(1.33)

(1.34)

Teorem 15.4. (z,) dizisi n—oo iken |A;(n|:0[%j olacak sekilde hemen hemen

artan bir dizi ve ¢, >0 olsun. Diyelim ki (B,) dizisi de Y B, z,yakmsak,

> ny,5, <o ve her n icin [Ag,| <|B,| esitsizligini saglayan & —quasi monoton bir dizi

olsun. k >1 olmak tizere, m — woiken

e\

=0(xn)

ve

(1.35)

(1.36)
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> 2n,[ =0(x,) 137
n=1

n

sartlar1 saglanirsa Zangn serisi ‘N_, P,

. toplanabilirdir [42,43].
Matris toplanabilme ile ilgili teoremlere gegmeden Once bazi notasyonlar1 verelim.
D =(d,,) normal matris olmak iizere, D=(d_) ve D=(d_) alt yari-matrisleri

n,r=0,12,.. (1.38)

ve

Aoy =g =degy N=12,...i¢ind, =d —d ,, (1.39)

seklinde olusturulabilir. Ayrica

D n(S) = idnrsr = idnriai
r=0 r=0 i=0

>

=>ayd, =>ad,=>d.a (1.40)

ve d,,,=>.d_; =0 bulunur.

i=n

O halde
_ n_ n-1 _
ADn (S) = Dn (S) - Dn—l(s) = dnrar - dn—l,rar
r=0 r=0
= (anr - d_n—l,r )ar + CTn—l,na‘n = anrar (141)
r=0 r=0
elde edilir.

A

Burada D alt yar1 matrisi seriden-diziye doniisiim matrisi ve D alt yar1 matrisi ise

seriden-seriye doniisiim matrisidir.
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Teorem 1.5.5. D =(d,,) normal matris olmak iizere

n=0,1..i¢cin d, =1 (1.42)

nxr+1ligind_ >d, (1.43)
Y

d =0| 1.44

o[2 o

d, =o(r Ad ) (1.45)

sartlarint saglasin. (x,) dizisi pozitif azalmayan ve (p,) dizisi
P, =0(np,), N> (1.46)

sartin saglayan pozitif sayilarin bir dizisini gostersin. Diyelim ki ¢, — 0 olacak sekilde
(B,) dizisi ancn5n <o, Z B,x, yakinsak ve her n i¢in |Agn| < |Bn| esitsizligini

saglayacak sekildeki bir & —quasi monoton dizi olsun. k >1 olmak iizere, eger m—» oo

iken

Z%Ihnlk =0(x,,) (1.47)
n=l 'p

sart1 saglanirsa Zangn serisi |D, p,|. toplanabilirdir [44].

!

Teorem 1.5.6. (W,) dizisi pozitif artan bir dizi olsun. k >1 olmak iizere, eger (W, ), (77,)

ve (p,) dizileri, m — coiken

7, =0(1), (1.48)
ian | A%, |=0(), (1.49)
|7, [ _

Zm: W OW,,), (1.50)
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ig— L _ow,) (1.51)
ve

n p

ZF“ O(P,) (1.52)

sartlarmni saglarsa ) a7, serisi [N, p,| toplanabilirdir [45].

Teorem 1.5.7. (a,) ve (b,) sifira yakinsayan quasi monoton diziler olsun. Bu diziler

f (x) =%a0 +_(a, cosnx+b, sinnx) (1.53)

n=1

Fourier serisinin katsayilar1 olmak iizere n— oo iken ||Sn -0, ||l =0(1) olmasi igin gerek

yeter sart n — oo iken (a, +b,)logn=0(1) olmasidir [11].

Burada o, Fourier serisinin Fejer toplamini, S, ise Fourier serisinin kismi toplamlar

dizisini gostermektedir.
Teorem 1.5.8. f fonksiyonu (1.22) deki gibi tanimh trigonometrik Fourier

fonksiyonunu

f(x)~%a0 +i(an cosnx+b, sin nx)zicn(x) (1.54)

n=1

bi¢iminde tanimlayalim.
1 1
w(t) ZE{ f(x+t)+ f(x—t)} ve y,(t) :EJ‘w(u)du
0

yazilabilir.

Iyi biliniyor ki #,(x) dizisi (nC,(x))dizisinin (C,1) ortalamasi olmak iizere, eger

w,(t) € BV (0, ) ise bu taktirde 7, (x) =O(1) olur [46].
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Teorem 1.5.9. (Euler-Maclauren Formiilii) Eger G(x) fonksiyonu [1, n] araliginda

stirekli diferansiyellenebilir ise

ie(k) - %[G(l) +G(n)]+jG(x)dx +j{x— [x] - 1} &' (x)dx (1.55)

Lo . 1 .
dir. Ornegin G(X) =— segilirse
X

-1

Pia logn+y+0(1) =logn+0(2) (1.56)
k=1

bulunur. Burada y sabiti yaklasik olarak y =0,57721 sayisina esit olan Euler sabiti
olarak bilinmektedir [47].

Lemma 1.5.10. Eger (y,) dizisi (®,0)-monoton bir dizi ve Z,unA(Dn yakinsak ise bu

durumda
u® =0(1),n—->ow (1.57)
ve
id)ml|Ayn| <o (1.58)
ne1

bulunur [35].

Lemma 1.5.11. Teorem 1.5.5 in sartlar1 altinda
l6.| 5, =0@), N> oo (1.59)
dir [48].

Lemma 1.5.12. (, ) azalmayan bir dizi, (B,) dizisi Y n«,5, <o ve » Bk, yakinsak

olacak sekilde & —quasi monoton bir dizi olsun. Bu taktirde

mx, B, =0(), m— o, (1.60)
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> Nk, [AB, | < oo (1.61)
n=1
sartlar1 saglanir [48].

Lemma 1.5.13. Teorem 1.5.4 {in sartlar1 altinda
62 2, =O@®), N> o0 (1.62)
dir [42].

Lemma 1.5.14. (%, ) hemen hemen artan bir dizi, (B,) dizisi ) ng,5, < ve Y B, 7,

yakinsak olacak sekilde & —quasi monoton bir dizi olsun. Bu taktirde,

my,.B, =0(), m— (1.63)
ve

D ny,|AB,| <o (1.64)

n=1

sonuglarma ulasilir [43].

Lemma 1.5.15. Teorem 1.5.6 nin sartlar1 altinda asagidaki sonuglar

nW, |A7,|=0(@1), n— (1.65)
W, |An, | <o (1.66)
n=1

nW =0(1), n>w (1.67)

elde edilir [49].

Lemma 1.5.16. (u,) ve (v,) iki reel dizi olsun. (v,) kesin artan ve +oo a 1raksasin dyle

ki

.U, -u U
lim—2— =] ve lim—==lI, (1.68)

n—oo Vn+1 _Vn n—w Vn
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olsun. Eger I, limiti mevcutsa (sonlu ya da sonsuz), o zaman |, limiti var ve |, =1,

limitleri esit olur [50].

Lemma 1.5.17. D,(x) ve f)n(x) sirastyla Dirichlet ve eslenik Dirichlet ¢ekirdegini

gostersin. X # 0(mod 27) ise 0<|X|<7 i¢in |Dn(x)|S2£ ve IZ~)n(X)‘Sz dir. Ayrica
X X

iyi biliniyor ki her xig¢in |D,(x)|< N+ tahmini gegerlidir. Bdylece Lebesgue sabiti

olarak bilinen
17% 4
L == j D, ()| dx =||D, (x| ~ — logn (1.69)
T T

ve eslenik Lebesgue sabiti olarak bilinen

[ _1 j |D, ()] dx=| B, (%) ~ f|og n (1.70)
T, V4

tahminleridir [7, 32].



2. BOLUM

YONTEM VE MATERYAL

Bu boliim caligma boyunca kullanilan yontem ve materyallerle ilgili bilgileri agiklamak

icin verilmistir.

2.1. Yontem

Bu tezde konveks diziler, quasi monoton diziler, (®,)—monoton diziler, toplanabilme

metotlar1 ve Fourier serileri ile ilgili aragtirmalar yapilmistir. Ayrica Fourier serilerinin
toplanabilirliginde kullanilan Dirichlet ¢ekirdegi, Fejer ¢ekirdegi ve Fourier serilerinin

L, normuna gore yakinsamasi ile ilgili kaynaklar incelenmistir. Yapilan arastirmalar

sonucunda toplanabilme ¢arpani yardimiyla olusturulan serilerin mutlak Cesaro, mutlak

Riesz ve mutlak matris toplanabilmesi iizerine teoremler ile Fourier serilerinin L

normuna gore yakinsamasi iizerine bir teorem olusturulmustur. Bu olusturulan teoremler

ile makaleler arasi iligkiler incelenmistir.

Belirlenen teoremlerin genellestirilmesi igin ‘N, P,

K |D’ pn|k J |D’ pn;}/|k’ ¢_|D’ pn|k !
(p—|D, 7|k ve |D, P, B 7|k mutlak toplanabilme metotlar1 kullanilmistir. Fourier

serilerinin L, yakinsakligi icin quasi monoton diziler ve (N,p,) ortalamas

kullanilmistir.

2.2. Materyal

Toplanabilme teorisi ve Fourier serileri ile alakali kitaplar, sonsuz serilerin mutlak Cesaro
toplanabilirligi, mutlak Riesz toplanabilirligi ve mutlak matris toplanabilirligi ile ilgili

makaleler, grafik icin GeoGebra programindan materyal olarak faydalanilmistir.



3. BOLUM

(©,6)~-MONOTON DIZILERIN TOPLANABILME METOTLARINA
UYGULAMALARI

Bu béliimde konveks ve (®,5) monoton dizi tanimlarini kullanarak ‘N_, p,

. D, p, |, ve

|D, P, 7|k toplanabilme metotlar: ile alakali teoremlerin ifadesi ve ispat1 yapilacaktir.

3.1. ) a,u, Serisinin |N, p,

kToplanabilmes,i

Ik olarak konveks diziler kullanarak yapilmis olan Teorem 1.5.3 ii daha genel bir dizi

olan (@, ) - monoton diziler kullanilarak genellestirilecek ve bir 6rnek verilecektir.

Teorem 3.1.1. (p,) pozitif sayilariin bir dizisi (1.46) sartin1 saglansin. (g,) dizisi

Z,unACDn serisi yakinsak olan (@, 8) -monoton bir dizi olmak iizere m — oo iken

@, =0(1) (3.1)

M

n|A,

Il
UN

n

ve

> B | ~0(@,) (3.2)

n=1 n

sartlarini saglarsa, »_a,u, serisi k >1 icin ‘N, P,

. toplanabilirdir [51].

2(71)n

n4

Eger u, = ve @ =logn segilirse, Teorem 3.1.1 in tim sartlar1 saglanir fakat

Teorem 1.5.3 {in sartlar1 saglanmaz.

Lemma 3.1.2 Teoremin sartlar1 altinda
NP, [Au,|=0(1), n —> (3.3)

dir [51].
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Lemma 3.1.2 nin ispati: (n®_ ), pozitif monoton artan dizi oldugundan ve (3.1)

kullanilarak
N, |As,|=n®@, 3" A(A; ) < 3 jo, A% <0
J=n j=n
bulunur.

Buradan n— oo iken n®, [Az,|=0(1) elde edilir.

Teorem 3.1.1 in ispati: Zan,un serisinin (N, p,) ortalamasin1 | ile gosterelim. Indis

degisimi kullanilarak

I __Zprza/ul Zai:uiz P,
n i=0 r=i

nI’O i=0

=—Za (P, —P_) 3.4)

nrO

bulunur. Simdi n >1 olmak iizere

n-1
ZIn =~ :_Z P P a:ur Pl Z(Pn—l_Pr—l)ar:ur
n r=1 n-1 r=1
1 1 .
=l-=+—1|YP
( Pn + Pn_1] ; r—1ar:ur
P, Zn: P, ra (3.5)

PP, < r '

n

elde edilir. Buradan da Abel d6lisiimiinden faydalanilirsa

n_ Z:E ( llurjzlal_'_ Pn iy zla
I:)F)lr:l i

— n i=1

bulunur. Ayrica (1.9) dan (n+1)7, = Zi a, oldugundan

i=1
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< p < P_.u P4
Al =——2 Al =L |(r+1)Aa +—"(n+D7
" PnPner;‘ ( r (r=Dh, nP, (n+1),
olur. Ayrica

A I:)r—llur — I:)r—llur _ I:)r:ur+1
r r r+l

_ (r +1) F::'—llur — I’.Prlurﬁ-l
r(r+1)

(r+D)P g =R  +(r+ 1P —(r+ )Py,
r(r+1)

- (r +1) I:)r—llur — r-F)rlur+1 - (r +1) I:)rlur + (r +1) I:)r/ur — Pr:uH—l + I:)r/ur+1
r(r+1)

r I:)r Alur _ pr lur + I:)r/urﬁ-l
r r r(r+1)

bulunur. Buradan

- n+1)p p, &r+l p, &r+l
Al =| — | 2uh ———>» —— h +—"—>» —P Au h
n [ n j P /Lln n P P_l rz=]; r prﬂl’ r P Pn_l ; r r ﬂl’ r

n nn n

p n-1 h
+_“ P _r
Pn Pn_l ; r lur+1 r

= In,1+ In,2 + In,3+ In,4

bulunur. @=1,2,3,4 olmak iizere teoremin ispati i¢in Minkovski esitsizliginden

yararlanarak

w P k-1

oldugunun gosterilmesi yeterlidir.

k

< oo

n,w
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Oncelikle n—+11n sinirh oldugu, (g,) dizisinin (®,5) monoton ve x — 0 sartindan
n

1" dizisinin sinirh olacagi kullanilirsa

k

Ho

Z[H NE 0(1)2 Py

n=1

-~y ol

n=1 n

bulunur. A| ,un| < |A,un| olmak iizere bu toplama Abel doniisiimi uygulandiginda

Z(%] IRy B O 3 0

n=1

m-1
:0(1)2|Aﬂn|zp’ [y 40, > L1,
n=1 j

J =T

elde edilir. (3.2) sart1 ve Lemma 1.5.10 kullanilirsa, m — oo iken

i[ j |, = 0(1)§IAun | D, +0(L)u, @, =O(1)

n=1 n=1

olur.

Ikinci olarak Holder esitsizliginden faydalanir ve toplamlarin siras1 degistirilirse

Z(i] e (1)mz+lpp {Zpr Tl H Zp}

pn nll'l

=0y P {”Zm s }

n=2 nnl

m m+1
= O(l)zl|/ur|kl|:ur| pr |hr |k 21$
r= n=r+1 TnFhg

bulunur. Burada
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m+1 m+1
Sk oS 113 1 (3.6)
n=r+1 PnPrFl n=r+l Pnfl F)n I:)r

ve teoremin hipotezi geregince (1) dizisinin tanimmdan 2" =O(1) olacagindan

k-1
m-+1 P m
Z( n ] | I”~2 |k: 0(1)2|ﬂr| Pr |hr|k
p r=1 Pr

n=2 n

bulunur. Bu son ifadeye Abel doniisiimii uygulandiginda

n=1

k-1
m Pn m-1 r p m p
z(—j =03 A L IS P57 40 1 132
pn r=1 j=L Pj =1 Pj
P, Pii
—0(1)Z|Aﬂr|z |7, [f +O(1)ﬂmzp |7, |
p 25

elde edilir. (3.2) sartindan ve Lemma 1.5.10 dan yararlanilirsa, m — oo iken

k-1
m (P m-1
Z(p_nj | In,2 |k = O(l)z | A:un | q)n +O(1):umq)m = 0(1)
n n=1

n=1
elde edilir.

(1.46) sart1 kullanildiginda

m( p k-1 m( P k-1 p Klna r+1 k
S nat-32] (2] Bresn,
n=2 pn n=2 pn Pn Pn—l r=1 r

-0y 5 {ZPMM I, |}

n=2 n-1

=0 "; {err | A, |7, |}

n=2 nnl

bulunur. Yukaridaki bu son ifade de Holder esitsizliginden faydalanilirsa
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LN

pn n'n-1 Lr=l

k-1 k-1
S A F=0@3 =P IS0, 1A 1, [ ] S, 1A |
b n3 por P P r lur r Pn_l — r :ur

elde edilir. Lemma 3.12 den r|Ag,|=0 %] O(1) olacagindan

n=2 n2nn1 r n1r—1

(
Z(%) =03 P {"errmﬂruh |}{ zpr}

m+1

=0(1)) S {errmur I, |}

n=2 nn—l

olur. indis degisiminden Ve (3.6) esitsizliginden faydalanarak

ml (P k-1 y m ) m+1 p
- I =0 > rp. |A h —
Z pn I n3 | ( )rzzll pr | /ur ” r | Z PP

n=2 n=r+1 T Fhg

-0<1)Zr|Aur| Pein

=1 r
elde edilir. Diger taraftan

A(r|AdD,|) =r|AD, |- (r +D)[AD, | =1 (|AD,|-|AD, ,|)-|AD, |
<r|a’® |+|ad, | (3.7)

esitsizliginden faydalanarak elde edilen son toplama Abel kismi toplam formulii

uygulanirsa (3.2) sartindan

Z[%J = 0(1)ZA(r|Aur DZ p{ |7, | +o<1)m|Aum|_pr |75 [

n=2 J
m-1 ) m-1
=0(1) Y r| A%, |®, +O(1) Y| Ay, | @, +O(D)m|Au, |,
r=1 r=1

olur. Son ifade de (1.58), (3.1) ve (3.3) sartlar1 kullanilirsa, m — oo iken



Z(E—j 1, F=0()

n=2
elde edilir.

Son olarak P. =O(rp,) sart1 ve Holder esitsizliginden faydalanilirsa

ml( p k-1 m+1 n-1p k
&) ir=owE B8R,

n=2

=03 5% L |}

=00 5 {iwmkmﬂ}{ Zp}

n]_l’l

m+1

= 0(1)2

Zprlﬂml' |h |

n-1 r=1

bulunur. Bu ifadeye indis degisimi uygulamak suretiyle (3.6) esitsizligi kullanilirsa

k-1
m+1 P m . m+1 N
Z[_pnj oo =0 1 aa [ g Lo B 1 —PF;,

n=2 r=1 n=r+l ' ntp

= O(l)z | M | % | hr |k
r=1 r

elde edilir. Buradan sonra |, in ispatinda oldugu gibi ilerlenirse, m — co iken

Z(%] 1, = 0()

n=1

bulunur. Boylece teoremimizin ispatt da tamamlanmis olur.

31
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3.2. D a,¢, Serisinin |D, p,|, Toplanabilmesi

(d,0) -monoton diziler yardimiyla serilerin matris toplanabilirligi ile ilgili asagidaki
teorem verilip ispatlanacaktir. Ayrica Fourier serileri iizerine teoremin bir uygulamasi

verilecektir.

Teorem 3.2.1. (1.42)-(1.45) sartlarin1 saglamak tizere pozitif normal bir matrisi

olmak

D=(d,) verilsin. Ek olarak, n—oo iken &, —>0 ve (y,) dizisi |Agn|£ﬂ
n

lizere Z w1, @, yakinsak olacak sekilde bir (P, ) -monoton dizi olsun. Eger (1.46) sarti

ve

Z%mn ko(%} M — o (3.8)

n=l 'p

sartini saglayan Zanen serisi k >1 igin |D, p,|. toplanabilirdir [52].

|
Lemma 3.2.2. Teorem 3.2.1 in sartlar1 altinda, n — oo iken
le,| @, =O(1) (3.9)

olur [52].

Lemma 3.2.2 nin ispati: n — oo iken &, — 0 oldugundan

|8n|q)n =

iAer
r=n

D, <® D |Ag,|
r=n

olur. (®,) dizisinin artan oldugu ve hipotezden her n igin |Agn|s M, esitsizliginden

faydalanilirsa
le,|®, < icbr |Ae,| < iq)r,ur <o
r=0 r=0

elde edilir.
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Lemma 3.2.3. Eger (y,) dizisi Z,un(I)n yakinsak olacak sekilde (®,o)-monoton dizi

ise
® u, =01, n>w (3.10)
ve
icpn A, | < o0 (3.11)
P
olur [52].

Lemma 3.2.3 iin ispati: z 4, @ yakinsak oldugundan genel terimi @, =0(1) oldugu

agiktir.
Diger taraftan @, [Ag,|<®, (|,un|+|,un+1|) <2®, max {|,un |,|,un+1|} oldugundan m— oo
iken

2@, (A |= OO 20, max {|u, | 4,.1] = OQ)
n=1 n=1

bulunur.

Teorem 3.2.1 in ispati: (O,) dizisi Zangn serisi igin D doniistimiinii gostersin. (1.40)

ve (1.41) den indis degisimi uygulanarak

n r n n n _ n B
Un :Zdnrzaigi :Zaigizdnr :Za‘igidni = argrdnr
r=0 =0 i=0 i i—0 pry
oldugundan
—_ n _ n-1 _ n-1 _ _ _
AUH = Zargrdnr _Zargrdn—l,r = Zargr (dnr - dn 1 r)+ angndnn
r=0 r=0 r=0
C 7 " aed
=2, &0, =) —— (3.12)
r=0 =1 r

elde edilir. Diger taraftan yukaridaki toplam i¢in Abel doniisiimii uygulanirsa



AD, :ZA(f"q§]a+"”ﬂZm

olur. Burada

o

A d\nr‘c"r anr r an,r+1gr+1 (r +1)dnr r n r+1gr+1
' r r+1 r(r +1)

A~

(r+1)d —(r+0d,, .6 +(r+1d, 48 —rd, 486, +d, e

nr r n,r+l nr+1%r+l nr+1%r+l

A

—d

n,r+1

&
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r+l

r(r+1)

(r+DA,(d, )& +(r+Dd
- r(r+1)

A(S‘I' + dn,r+lg

n,r+1 r+l

oldugundan ve 7, = —Z|a1 esitliginden
n+1

i=1

n-1 ]
Zﬁn=§:Ar£5d }(r+Dh +dm”(n+Dh
r=1 r

:[”n jdmgnhn+z(”1) (dy)a,

A

n-1
Z(r+l) dn r+1 r)hr +zdn,r+1€r+lh_rr

r=1

=0,,+0,,+0,;,+0,,
elde edilir. (=1,2,3,4 olmak iizere teoremin ispatinin tamamlanmasi i¢in

(‘Gn,l k 4 k)

B,,+0,,+0,,+0,,[ <4

esitsizligi kullanilarak

52 .

k
<

n=1 pn
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oldugunun gosterilmesi yeterli olacaktir.

Oncelikle n+l sinirli ve hipotezin &, — 0 sartindan |€n| =0(1) oldugu kullanilirsa

n
m P k-1 m P k-1
n k — n
m P k-1
_ o(1)Z(F”J d* le.[ .|
n=1 n

k

r]—H'd & h

nnn’“n
n

(6)

nl

k-1
=0(1)Z[%J dro el L[]
n=1 n

oS %] aulain

olur. Burada (1.44) sartindan d_, :O(%J oldugu ve Abel kismi toplam formiilii

n

0(1)2( ) []I |

-0y

n=1 n

uygulanarak

m P k-1

—o<1>zA|a > B ol X R

—l| —1|

elde edilir. Als,|<|As,|< % ve (3.8) sartindan

z[%j 0(1)Z|Ag |Z P 0@, |z P

SR D
=0 |Ae,|—+OWM)]|e,|—=
n-1 n m



36

m-1
=0 4,®, +OW) ¢, | @,
n=1

bulunur. (3.9) dan dolayi, m — oo iken

m P k-1
-n (¢)
38

elde edilir.

| =ow

Ikinci olarak ¢ =2 durumu icin Holder esitsizligi uygulanirsa
%( Pn jkl ) _mzﬁ-( Pn jkl
n n=2 pn

-2\ P,
~ow® ] (z CATRT

5 ”Z%‘r+1 ((j )

~

n2

;

(d)

n-1
o (5
r=1

A(d, )

(2] 8

bulunur. Diger taraftan D ve D matrislerinin tanimindan

A ~

A(d )=d —d

r nr nr n,r+l

a d_—1r —d +dn—1,r+l

n,r+l

_Zdnl zdm z dm + z dm = d n-1,r (313)

i=r+1 i=r+1

dir. Ayrica (1.42) den d , =1ve (1.43)ten n>r+1 i¢in d_,, >d_ oldugundan

n-1r =

Ar(d\nr) —d

n-1 n-1
z = Z dnr n-1r nn —
r=1 r=1

:nz_l:(dnfl’r—dnr):l dyo—1+dy+d, <d, (3.14)
r=1

elde edilir. (3.14) esitsizligi ve (1.44) sartindan d , = O(%J oldugu kullanilarak

wip “ ki, |k
oL 5
n=2 pn

" ml( p k-1 n-1
100 %] a(
n=2 n

r=1

Ar(dm) &
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mil( p k=L p KL
-oaf( 2] (2] (2
m+1 n-1 Ar (dnr)

~00%S!
bulunur. Burada hipotezin &, — 0 sartindan |8n| =0(1) ve indis degisimi uygulanirsa

o

2

n=2 r=1

ml p k-1 K m+1 n-1
5% ol -o0ss:
=2\ P n=2 =l

e[

A(d, )

m+1 n-1

o3y

n=2 r=1

| [

A(d, )

m+1

n=r+1

=0 |z, [
r=1

Ar(&m)

bulunur. Ayrica (3.13) ten A, ((jm) =d, —d,_,, ve(1.43)sartindan

m+1 . m+1 m+1
Z Ar<dnr) - Z Aoy _dn—lyr - Z (d"—lif _d"f)
n=r+1 n=r+1 n=r+1

<d, —d,,, <d, (3.15)

rr

oldugundan ve (1.44) sartindan d_, = O(%J oldugundan dolay1

mil (" P k-1
(%)

n=2 n

zjn,2

oY eIn | d,
r=1

=0 Je|ln |
r=1 r

bulunur. Burada O, in ispatinda oldugu gibi ilerlenirse, m — co iken
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m+1 P k-1 K
Z[p_nJ Un,z :O(l)
n=2 n
bulunur.
(1.45) sartindan dn,Hl = O(r Ad ) ve |Ag,| < % oldugundan
k-1 k-1 K
nd o p Kk TP L (r+1) -
Z(_n] zjn,3 = Z(_ﬂ] Z ( ) dn,r+lA(‘9r )hr
n=2 pn n=2 pn r=1 r

m+1 P k-1 n-1, . k
=o<1>z[—" { dn,mmgrnm}

2 pn
m+1 k=1
2]
n=2 pn r=1

=0(1)mi(5j {nir A,(d,) %Ihrl}

A ()

k
e

Py

bulunur. Bu ifadeye hipotezin ¢, — 0 sartindan |8n| =0(1) oldugu kullanilip ardindan

Holder esitsizliginden faydalanilirsa

midl( p < k & P IS j k
S5 ol o082 {Ehten
n=2 n r=1

n=2 n

=0(1)m2[%} {Z A, @)k |h|}{2 A,@,) ,Ur}

—owd (ij {Z A, (d,) ulhl}{z A,«im)}

-2\ Py

n-1 n
elde edilir. (3.14) ten ZAr(dm) <d,, esitsizligi ve (1.44) sartindan d_, :O(%J
r=1 n

oldugundan
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m+1 P k1 k m+l P “ k 1n71 3 k
53] ot -00f (2] aShoubd
n=2 n n=2 n =

A.(d,)

(2] (3]

He Ihrlk}

|

n-1 n
Ar (dnr)
1

O%

r=:

m+1
bulunur. Indis degisimi kullanilip (3.15) sartindan Z A, (dnr) <d, esitsizligi
n=r+1
kullanilirsa
m+1 Pn k-1 K m Ml R
Z p_ zjn,3 = O(l)zlur |hr| Z Ar(dnr)
n=2 n r=1 n=r

=0 4[| d,
r=1

SlO) WATNIES
r=1 Pr
elde edilir. Buradan Abel dontisiimii ile (3.8) sart1 uygulanirsa

a6l

n=2 n

zjn,3

m-1 r m
"=OW X | X o+ 0w, X L

i=1 Ij i=1 Tj
m-1
=0()Y [Au|®, +OQu, @,
r=1
bulunur. Bu ifadeye (3.10) ve (3.11) sartlari uygulanirsa, m — oo iken

B

n=2 n

“~0Q)

6n,3

elde edilir.
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d

n,r+1

) oldugundan

n-1 k

¢ =4 drumundaise (1.45) sartindan (

k-1

m+1 Pn K m+1 n
Z(_J Uﬂ,4 Z[ j Zd r+lgr+1

n=2 pn r| r=1

(5] gt

_0(1)'“2”( j LZr G |]

r=nr

bulunur. Buradan hipotezin &, — 0 sartindan |¢,|=O(1) ve Holder esitsizliginden

faydalanarak

m1( P y
&) o el

4k:o(1)mi‘i[%j (Z
oS %] (Sa el 1 (5

>n[ j 5 rm|sm||h|j(g j

)| <d,., esitsizligi ve (1.44) sartindan d :O(%J oldugu

n

r¥nr
n=2

Ad

r=nr

rnr

;

Ad

r=nr

n-1
olur. (3.14) ten Y |A,

r=1

kullanilip indis degisimi uygulanirsa

1 p k-1
-4 O
1

.l jd:;l

p k-1
n x| =
r+1|| r| JX[PHJ

r=nr

4 k :o(l)mzﬂ(%j (Z

a2 g0



41

m+1/ n-1 A
20(1)2(2 Ardnr |‘C"r+l||hf|kJ

n=2\ r=1

m+1

=0 Je.allf | Y
r=1

n=r+l

Ardnr

m+1

bulunur. $imdi (3.15) ten Y

n=r+1

A (d,)

<d,, esitsizligi ve (1.44) sartindan d , = O(&j

oldugu kullanilirsa

ml p k-1
(&) o

n=2 n

=0 e, ||, [ d,
r=1

=0WYfe..ln | 2=
r=1 r

elde edilir. Buradan da O, in ispatinda oldugu gibi ilerlenirse, m — oo iken

m( p k-1
o

elde edilir.

‘—oQ)

Boylece Teorem 3.2.1 in ispati tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.2. (1.22) deki gibi tanimhi f fonksiyonunun trigonometrik Fourier

fonksiyonu (1.54) deki gibi tanimlansin.

Eger y,(t) e BV (0, 7) ve (p,), (&,), (¢,) ve D=(d,,) matrisi Teorem 3.2.1 in sartlarini

saglarsa ) C_(X)e, serisi k>1 i¢in |D, p,|, toplanabilirdir [52].

!

Teorem 3.2.2 nin ispati: Teorem 1.5.8 den 7,(x) =0O(1) oldugundan dolay1 teoremin

ispat1 agiktir.
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3.3. D a,u, Serisinin |D, p,;7|, Toplanabilmesi

Burada Teorem 3.1.1 i |D, p,;7| toplanabilmeye genellestiren bir teoremin ifadesi ve

ispat1 verilecektir.

Teorem 3.3.1. D=(d,,) matrisi (1.42)-(1.45) sartlarini ve ¥ >0 i¢in

53 hetof2) )

n=r+1 n
sartin1 saglayacak sekilde pozitif bir normal matris olsun. k >1ig¢in Teorem 3.1.1 in tiim

A (d,)

sartlar1 altinda (3.2) sart1 yerine

- k-1
Z[%J 1, =0(@,), m— o (3.17)
n=1\ P,

sartt saglantyorsa, Y a4, serisi |D, p,;7| toplanabilirdir [53].

Teorem 3.3.1in ispati: Zan,un serisinin D doniisiimiini ®,, ile gosterelim. (3.12) deki

gibi benzer islemlerle

_ n g
A®, = Z%’urra
r=1

r

olur. Buradan Abel doniisiimiinden faydalanilirsa

r=1

A®, = niAr [ﬂr—dei Ja +Mi Ia
r j=1 n j=1

olur. Burada

A anrﬂr — dnr;ur _ dn,r+1lur+1 — (r +1)dnrlur B rdn,r+1:ur+l
o r r+1 r(r+1)

_ (r +1)dnrlur - (r +1)dn,r+1/ur + (r +1)dn,r+1/ur - rdn,r+1/ur+1 B dn,r+llur+l + dn,r+1/ur+1
r(r+1)
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(r +1)Ar (dnr ) /Jr + (r +1)an,r+lAﬂr + dAn,r+1/ur+1
- r(r+1)

olmasi nedeniyle

n-1 q 7
2O, = A, (“f—dm](r +1), +M(n +1)h,
r=1 r n

:(n_—l—ljdnﬂﬂntn_'_nzl@Ar (anr)ﬂrhr

r=1
& (r+1) » LA h
+Z( ) dn,r+lAr (lur )hr + Zdn,rﬂlum-l L
r=1 r r=1 r
= ®n,1 + ®n,2 + ®n,3 + ®n,4 (3.18)

elde edilir. @=1,2,3,4 olmak {iizere teoremin ispatinin tamamlanmasi i¢in Minkowski

esitsizliginden faydalanarak

51"

n=1 pn

k

C)

no <00

oldugunun gosterilmesi yeterli olacaktir.

Oncelikle n+l =0(1) ve (1.44) sartindan d, = O(%j oldugundan
n

m P 7k+k-1
(2.

n+1

) m P yk+k-1
EONE

n=1 pn n=1 pn
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m P yk-1
A Kpp (K
:O(l)ZIH ol

bulunur. g, — 0 sartindan |,un| =0(1) oldugundan dolay1

m P yk+k-1

m P k-1 )
ouf <03 & ]l
n=1 n

m P yk-1
-0 & it

dir. Burada A|,un| < |A,un| oldugu ve Abel doniisiimii uygulanirsa

m P yk+k-1

k-1
|k

®n,1

0

‘- 0(1>mzfA|un|i[%j 2 +0(1)|um|i{%j

=0(1)§|Aun|i(%] |hi|k+0(1)|um|i[%] i

bulunur. (3.17) sartindan

m P yk+k-1

bulunur. Lemma 1.5.10 un (1.57) ve (1.58) sartlar1 kullanilirsa, m — oo iken

m P yk+k-1

sonucuna ulasilir.

O

m-1
“—0)Y |Au, @, +0®)|uy| @,
n=1

‘~0()

®n,l

Simdi, Holder esitsizliginden faydalanilirsa

k

mal P yk+k-1 o me P yk+k-1 -t r+1
- 0., == —=A,(d )
nz_;(an n,2 nz_;( pnj IZ:; r r( nr):ur r
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(9]

;

ol (S

n-1
bulunur. (3.14) ten Z =0, ) ve (1.44) sartindan dnn=0£%joldugu
r=1 n
kullanilirsa
mal P yk+k-1 mal yk+k-1 1 .
z(p—n} oa)z[ ] (S e ot e
n=2 n r=1

(d)

ul it

bulunur. indis degisimi yapilarak g, — 0 sartindan | ,un| =0(1) oldugu kullanilirsa

mad P yk+k-1
Se) o

=2 pn

(2] 3

=1

(9]

0wl 5[ & ]

n=r+1

(d)

~ow3 il z[ }

r+1

-0 up | 5[ & )

n=r+1

elde edilir. (3.16) sartindan

mad P yk+k-1 m P k-1
k

Z[_nj ©,, :O(l)Z|ﬂr||hr|k (p_n]

n r=1 n

=2 pn

bulunur. ®, in ispatinda oldugu gibi ilerlenirse m— oo iken

mad Pn yk+k-1
5

‘—oq)

®n,2

n=2
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sonucuna ulagilir.

Simdi (1.45) sart1 kullanilip daha sonra Holder esitsizligi uygulanirsa

ma(p Y et p V"
k
Z(_”j ®n,3 :Z(_n) _dn r+1A:ur r
n=2\ Pn n=2\ Py =a
mal P yk+k-1 N1 k
= 0(1)2(_”} (Z dn,r+1 |Alul’||hl'|j
n=2 pn r=1
mel yk+k-1 n-1 K
—0(1 In ria (d )|Aw |7
WF (2] (Srla (b sl
. yk+k-1 il A v
:O(l) (_HJ ( r Ar (dnr) |Alur||hr| j
n=2 pn r=1

bulunur. Buradan (3.3) ten r|Ag,|=0 (qij O(1) oldugundan

Z(%) 0(1&( ] (irAr<&nr)|Ayr||hr|ij(i

n=2 n

;

Ar(&m)

_1 n
A,(d.)|=0(d, ) ve (L44) sartindan d_ :o(%] oldugu
kullanilirsa
mad yk+k-1 mal yk+k-1 net .
z{ﬂj 0. oa)z(—nJ (Sl s
n=2 pn n=2 n r=1
ni( p Rkl ) k 5 k-1
—omy | ela (d Viawlla < x| B
()é[pnj (Sl (o sl [Pj
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g

—O(l)%( j n7lr

r=1

A (dy)

elde edilir.

Yukaridaki toplama indis degisimi ve (3.16) sart1 uygulanirsa

S(2] ot ()

n=2 n

-3 riau i 3| 2 ]

n=r+1

m P yk-1
=0 r|aw ||| (?]
r=1 n

elde edilir. Ayrica (3.7) den A ( rAu, |) <r ‘AZ 7 ‘ +|Au, | esitsizligi goz niinde tutularak

yukaridaki toplama Abel doniisiimii uygulandiginda

mal Pn yk+k-1
G

®n,3

n=2

k:O(l)mzlA(r|A,ur|)Zr:(%] |h|+O(1)m|Aym|Z(%j I

p rk-1 m-1 r p 7k

- k f k

B
i r=1 i

i=1

m-1 r
=0 r|a’u |y
r=1 i=1

+O(1)m|A,um|Z(%J [

elde edilir. (3.17) sartindan

mad P yk+k-1
52

) k
—~ pn n,3

=0(1)§ A%,
r=1

m-1
®, +0M)D |Aw | P, +OM)M|Ay,|P,
r=1

bulunur. (1.58), (3.1) ve (3.3) sartlar1 uygulandiginda m — oo iken

mad P yk+k-1
=)

0 k
~ pn n,3

=0@)

elde edilir.
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Son olarak, (1.45) sart1 kullanilirsa

k

3 h

mad Pn yk+k-1 ) m_1 Pn yk+k-1
Z(_j ®n14 :Z P, d
n=2 pn r=1 pn
m_i P 7k+k—l(
< _n
()
m_1 yk+k-1
2]
r=1 pn

r
n,r+1/ur+1 r

]
k

hr
|:ur+1|| r |J

A

d

n,r+l

A, (d,,)

m_1 P yk+k-1 K
S0 (R TPY
r=1 pn
bulunur. Bu toplama Holder esitsizligi uygulanirsa
ml( p rkrk=L m+1 vkl o n-1 k-1
n A k Kk n

z[gj oa)z[ j NS PRTARNG TR
n=2 n r=1 r=1

+)=0(,,) ve (1.44)ten d,, =0 (%J oldugu kullanilirsa
ml P yk+k-1 mad yk+k-1 et .

Z[—“] 0(1)2 [ (dn)

n=2 pn r=1

()

i |hr|k]xd:;l

el

=1

] wj

bulunur. Indis degisimi yapilarak 4, — 0 sartindan | ,un| =0(1) oldugu kullanilirsa

mad P yk+k-1
2] o

=2 pn

1

oS nf [ B ]

n=r+1

(9)

n=r+1

-0 o z[ ]
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A (dy)

m k m+1 P }/k
o3| S [—]
r=1

n=r+1 pn

elde edilir. (3.16) sartindan

mad P yk+k-1
2.

n=2 pn

Py

) m P k-1
= 0(1)2|:ur+1| |hr |k (_DJ
r=1

bulunur. ®, in ispatinda oldugu gibi ilerlenirse, m — o iken

mad P yk+k-1
2] .

n=2 pn

‘o

olur.

Boylece @=1,2,3,4 igin teoremimizin ispati, m —ooiken

m P yk+k—1

saglandigindan tamamlanir.

o ['=oq@)

n,o




4. BOLUM

SONSUZ SERILERIN ¢-|D, p,| VE ¢-|D,7|, TOPLANABILMESI

A
UZERINE TEOREMLER

Bu bélimde & —quasi monoton dizileri kullanarak Zangn serisinin ¢—|D, pn|k ve

¢—|D, &, toplanabilmesini igeren iki genel teorem ifade ve ispat edilmistir.

4.1. > a,, Serisinin ¢—|D, p,| Toplanabilmesi
[k olarak Teorem 1.5.5 i §0—|D, pn|k toplanabilmeye genellestiren teoremin ifadesi ile
ispat1 yapilacaktir.

Teorem 4.1.1. [(D”Tp”j dizisi artmayan bir dizi olsun. k>1 i¢in Teorem 1.5.5 in tim

n

sartlar1 ve (1.47) sart1 yerine

i@f‘{%} |hn|k =0(x,), m—> o (4.1)

n=1 n

saglandiginda Zangn serisi go—|D, p,|, toplanabilirdir denir [54].

!

Teorem 4.1.1 in ispati: Zangn serisinin D donistimiini Y, ile gosterelim. (1.40) ve

(1.41) den indis degisimi uygulanarak

Yn = Zdnrzaigi = Zaigi Zdnr = Zargranr
r=0 i=0 i=0 =i r=0

oldugundan

A

— n _ o _ n . v acd
rSriinr
A, = Zargrdnr _Zargrd“‘lvr - Zargrdnr = ZTI’
r=0 r=0 =0 —r

olur. Elde edilen bu son toplama Abel doniisiimii uygulanarak



bulunur. Ayrica

Ar {dnrgr J — d\nrgr _ dn,r+lgr+l

r r r+l1

_ (r +l)dnrgr - rdn,r+1§r+l
r(r+1)

o1

- (r +1)dnrgr - (r +1)dn,r+lgr + (r +1)dn,r+1gr - I’dn,r+1gr+l - dn,r+1gr+1 + dn,r+1gr+1

r(r+1)

(r +1)Ar (anr )gr + (r +1)an,r+1Agr + C]\n,r+1gr+l
p r(r+1)

oldugundan ve 7, = —Z:IaI esitliginden
n+1

i=1

r=1

AY. ZA (grd”r](wl)h +O'mgn (n+1)h,
r

n (r+1) ( ) z(Hl)dwl gr)hr

-1
r=1

n+1
+Z n, r+1gr+l (_j dnngnhn

= Yn,l + Yn,z + Yn,3 + Yn,4

(4.2)

elde edilir. s=1,2,3,4 olmak {izere teoremin ispatinin tamamlanmasi i¢in Minkowski

esitsizliginden

< oo

o0
k-1
2.
n=1
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oldugunun gosterilmesi yeterli olacaktir.

Oncelikle n+l =0(2) oldugu ile Holder esitsizligi kullanilirsa
n

k

m+1 ~ m+1 (r+1)
;(ﬂ: Y 1 :nzz;, Z_l: ( )é}hr

n-1

_0(1)Z¢ [ Igrllhrlj

A (dy)

r=1

m+1 n-1 n n-1 n k-1
=0(1)Z;,¢:'1( I (du )l Ihrlij(Z A, (dm)J
n= r= r=1

n-1 R
olur. (3.14) ve (1.44) birlikte digtiniiliirse z A, (dnr)
1

r=.

=0(d,,)=0 (%) olacagindan

n

isp O(l)mzﬂ(p (le

n=2 r=1

(0 it e

<

elde edilir. g, —0 sartindan |g,|=0(1) olur. EK olarak ((p”Tp”J dizisinin artmayan

n

oaf(2] (8h

(d)

oldugundan indis degisimi uygulanirsa

A (dy)

ol 0w et $[%2]

k-1
m (Dr pr m+1
EOYTNIELESS
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olur. (3.15) ve (1.44) sartlarindan

m+1 ‘

-1
20
n=2

k-1
Y, =o<1>z[%pf} b,
r=1 r

=0(1)§(%“j Ay [%J

r r

k
ROV
r=1

r

elde edilir. Teoremin hipotezinden Alg,|<|Ag,|<B, esitsizligi ile elde edilen bu son

ifadeye Abel doniisiimii uygulandiginda

"—owSiale et £t somle S { 2] nf

i=1 i=l
k
]|h|

m-1 r k m k
)3 Bz(p(%j |hi|k+0(1)|gm|zcor-l[%j a
r=1 i=1 i i=1 i

m+1 ‘

—l
20 |Y
n=2

=O(1)mZ__:|Agrli¢i“ [%j [ +O(1)|gm|i(ﬂik 1[

_'U|'O

bulunur. Burada 6nce (4.1) sart1 uygulandiginda Lemma 1.5.11 in (1.59) sartindan ve

Z B, x, yakinsak oldugundan, m — oo iken

m+1 v
-1
2.0

n=2

03 Bk, +0M)g, |k, =O()

elde edilir.

Simdi |Agr| < |Br|§art1 ve (1.45) sart1 kullanildiginda

mad k

S zr—” .0 Ac B,

n=2 r=1

m+1 ‘

-1
2.9
n=2
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m+1 n-1 . K
:O(l)qu:_l[ dn,r+1 |Agr||hl’| j
n=2 1

n-1 R
rA,(d,)
1

k
s

k
el |

bulunur. Yukaridaki toplama Holder esitsizligi uygulanip Lemma 1.5.12 nin (1.60)

OX|

= r=

AI’ (anr)

=0(1)mz”<o:-l(§r
n=2 r=1

sartindan r | B,| = O(ij =0(1) oldugundan
K

r

AI’ (anr) Ar(dnr)

Yn,Z

S0t 1.l =030t Srla. @it 3r
n=2 n=2 =1 r=1

k-1
el |

m-+1 n A n-1 n k-1
~om3 ot Sl @llnf | 3o @
n=2 r=1 r=1

n-1 R n
elde edilir. (3.14) ve (1.44) dan dolay Z A, (d,) =O(dnn)20(%j olup indis
r=1 n
degisimi uygulanirsa
m+1 1 K m+1 1 k_ln—l n K
Z¢n Yn,2 20(1)2% dnn r Ar (dnr) |Br||hr|
n=2 n=2 r=1

m+1 k1 n-1 A
:O(l)Z((pnTpnj r Ar(dnr) |Br||hf|k
n=2 r=1

n

Ar (dAHF)

m m+1 k-1
ROV
r=1

n=r+l1 n

dir. Buradan ((p”Tp”j dizisi artmayan, (3.15) ve (1.44) sartlarindan

n

m+1 k—l " m . pr k-1 v m+1 .
Zqon Yn,2 :O(l)z T r|Br||hr| Z Ar(dnr)
n=2 r=1 r n=r+1
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k-1
:o(1)z[¢errJ |8, |7, |'d,,
r=1

r

k
ROV LRI
r=1

r

bulunur. Abel doniistimii uygulandiginda

k

:oa)mZA(r|Br|)i¢r-{%] |hi|k+O(1)m|Bm|i¢ik‘{%] [

k
Yn,2

m-+1 v
-1
2.0

n=2

olur. Burada

A(r|Br|): r|B,|—(r+1)|B,.|=r|B,|-(r+1)|B, .| +|B,|-|B]
:(r+1)A(|Br|)—|Br|£2r|ABr|+|Br| (4.3)

oldugundan ve (4.1) sartindan

>0 X, [ =0m3 A(r[B, )k, +OWMB,
n=2 r=1

m-1 m
=01 _v|AB,|x, +O(1)D Bk, +ONmB, «,
v=l v=2

=01, m>wx

elde edilir. (1.45) sartindan

Z dn r+l1 gr+l r

r=1

m+1 ‘ K m+1 v
-1 _ -1
200 | Yos| =20,

n=2 n=2

n,r+l

n]Y
r+1| j

(A 'j

<35

m+1

-owy. coﬁl[an

bulunur. Elde edilen bu ifadeye Holder esitsizligi uygulanirsa
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A, (dy)

A (dy) jkl

elde edilir. Yukaridaki esitligin en sagindaki toplama (3.14) teki esitsizlik ve (1.44) sarti

n-1
st 1 (S

r=1

mzﬂ(ﬂnk‘l Y[ = 0(1)mil<0§’l£§
n=2

n=2 r=1

uygulandiginda

Yn,S

A, (d)

St e ~omSe(§
n=2 n=2 r=1

el |hr|kjd:;l

m+1 p kL
- o(1)z( e ]
n=2 1

n r=

k k
|gr+1| |hr|

A, (dy)

®, Py
P

n

bulunur. ¢, — 0 sartindan |gn| =0(@) ve ( j dizisi artmayan olduklar1 g6z 6niinde

tutulup indis degisimi uygulanirsa

Yn,s

m+1 w K m [ o pr k-1
Zgon :O(l)Z|gr+1||hr| P z
n=2 r=1 n

m+1

elde edilir. (3.15) ve (1.44) sartindan Z

n=r+1

A, (dy)

~0(d,)=0 (%) oldugu igin

k
o3 & st
r=1

r

m+1 ‘

-1
20
n=2

Yn,3

bulunur. Burada Y, in ispatinda oldugu gibi ilerlenirse, m — cciken

“-0Q)

m+1 v
-1
2.9

n=2

Yn,?;

P

n

sonucuna ulagilir. Son olarak (1.44) sartindan  d, :O( j ve ¢, — Osartindan

|§ n| =0(1) oldugu kullanilirsa
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k
i +1dnngnhn
n

S o, [ =Yg

n=1 n=1

— oW ot e, 1
n=1

k
=0m 0| o | fau el
n=1 P

n

k
SOV,
n=1

n

bulunur. Burada Y, , in ispatinda oldugu gibi ilerlenirse, m — oo iken

“-00)

Yn,4

" k1
20
n=1
sonucuna ulagilir. Boylece S =1,2,3,4 i¢in teoremimizin ispati, m — oo iken

Y, [ =0@)

i o

n=1

saglandigindan tamamlanir.

4.2. > a., Serisinin ¢—|D;y| Toplanabilmesi

Bu kisim igerisinde Teorem 1.5.4 i genellestiren bir teoremin ifadesi ile ispat1 yer

alacaktir.

Teorem 4.2.1. ¢, p,=0(P,) ve D=(d,) matrisi (1.42)-(1.44) sartlarin1 saglayacak
sekilde pozitif bir normal matris olsun. Eger k >1 ve 0<y <1/K i¢in Teorem 1.5.4 iin

tiim sartlar1 sirasiyla (1.36) ve (1.37) yerine m — oo iken
o kLl
n=1

ve
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> @ | = 0(x) (4.5)
n=1

sartlar1 alinmak suretiyle

A, (dy)

m-+1

2. o

n=r+1

=0(¢/?) (4.6)

ve

m+1

D, ok

n=r+1

=0(¢*) 4.7)

n,r+1

sartlar1 saglanirsa, 0 zaman Y a ¢, serisi ¢—|D;y| toplanabilirdir [55].

Teorem 4.2.1 in ispati: Zangn serisinin D doniisiimiinii Y, ile gosterelim. Bu taktirde

(4.2) den

<~ _[h+1 S (r+1) .
AYn_( n Jdnngnhn—l_z r Ar(dnr)grhr

r=1

r+1 < 2 n,
Z( )dn r+l gr)hr +zdn,r+1gr+17
r=1
bigiminde diizenlenirse
AY, =Y, +Y ,+Y +Y,,

yazilabilir. U=1,2,3,4 olmak {izere Teorem 4.2.1 in ispatinin tamamlanmaasi igin

Minkowski esitsizliginden

z¢7k+k l

oldugunun gosterilmesi yeterli olacaktir.

Oncelikle n+l_ O(1) ve (1.44) sartindan
n
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k

n_—i_ldnngn n
n

m
_ yk+k-1
=

n=1

Z(D;/kJrk 1

—0(1>Z<0”*k‘ldm 6ol 1o

k
—O(l)z 7k 1(%an |gn||gn|k71|hn|k

n

olur. Lemma 1.5.13 teki (1.62) sartindan |gn|k_1=0(l) dir. Ayrica ¢,p, =0(P,) ve

A|gn| < |Agn| < |Bn| oldugundan Abel doniisiimii uygulandiginda

Z }/k+k—1

k
oS A2
n=1

n

=0 ¢ |g, |1, [
n=1

m-1 n m
=0 Alg,|> o | + 0], > o7y
n=1 i=1 i=1

olur. Burada (4.5) ve (1.62) kullanilarak

i(onym-k—l Y

m-1
=00 Y |Ac,| 20 +OM) lsnl
n=1

n=1
m-1
=0 >|B,| 20 +OW)gu| Zn
n=1
=01, Mo w
elde edilir.

Simdi Holder esitsizligi )| <d,, oldugu kullanilirsa



k

Z(r +1) ( )grhr

k
i
n-1
i (8
k |hr|kj

a,(d, ) ka

elde edilir. ¢, p, =0O(P,), indis degisimi ve (4.6) sart1 kullanilarak

(0 ! wj

1o (d)

Z yk+k—: 1

Z yk+k-1

n=2

n-1

— O(l)z¢yk+k 1(

()

r=1

m+1 n-1
— O(l)z 7k+k—1(

r=1

A (dy)

m+1 n-1
— O(l)z yk+k ld k—l(

r=1

A (do )ls:

_0(1)mz+l(p ((onan (i

r=1

Z yk+k 1

m+1 n-1
J =003 o (z
n=2 r=1

—O(l)Zlgr e |72,

n=r+1

=0 o g, |||
r=1

A, (dy)

olur. Dolayisiyla Y, in ispatinda oldugu sekilde ilerlenirse, m — oo iken

Z yk+k-1

=0(l)

;
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elde edilir. Tekrar Holder esitsizligi ile teoremin hipotezinden B, -0 oldugu

kullanildiginda

A

d

Z q)yk+k l

A (s)

n,r+l

k
p|

O(]_)quykw -1 (Z]:
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n-1, k
-omzww{:dwnmm@

n-1. n-1. k-1
_O(l)z¢yk+k 1( dn r+l |B ||hr|ij( dn,r+l |Br|j

n,r+l

— O(l)z yk+k—1 (Z

Bl (5

bulunur. Ayrica (1.38), (1.39) ve (1.43) kullanilarak

_ n n-1
dn r+l dn r+ n ara T Z dni - Z dn—l,i

i=r+l i=r+l1

_d +Z( nll) nn (48)

i=r+l

oldugundan (3.14), (1.44) ve indis degisimi uygulanirsa

Z¢yk+k l

n,r+l

omew{z B o

B[ [

n r+1
r=1

olur. @, p, =0O(P,), (4.7) sart1 ve Abel doniisiimii uygulanirsa

m+1 n-1. .
Z(D;/kJrk 1 3 :O(l)z¢r?kz dn,r+l |Br||hr|k
n=2 r=1
—0(1>Z<0 kz e Bl

n r+1

‘0(1)Z|B Il 3 o

n=r+1




. k |hr|k
=0M)> ¢! rIBrI—Ir
r=1

_O(l)ZA( |B|)Z(p|7k| [ +O(L)mB,, Z(ﬂfk' ||

bulunur. (4.3), (4.4), (1.63) ve (1.64) kullanilirsa

Z ¢yk+k 1ly

- 0(1)mZ::A(r|Br|);(r +OM)mB, ¥,

m-1 m-1
=0 r|AB|z +OM) [B|z +O®mB, 2,
r=1 r=1

=0(@), m—> oo
elde edilir.

Son olarak (1.35), (4.8) ve ¢,p, =0O(P,) oldugu kullanilirsa

z¢yk+k l

n,4

n—l h
< Z¢7k+k 1[ n,r+l |gr+1| | |)

r=1

n=2 r=1 =1 r

n-1
—O(l)z yk+k ldk lz | Hl||h |

r=1

n,r+l

o) Ss [
_O(l)z [ : nj Zdn,rﬂ |gr+l| rr_
r=1
k
m+1 " |hr|
—O(l)ZgD Z n,r+l gr+1| r

bulunur. Simdi toplamlarin siras1 degistirilir ve (4.7) sart1 kullanilirsa

Ml n-1 Iz | e (el k1
yk+k-1 | r+l
< Z(pn n r+1 r+l X Z dn,r+1
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| m-+1

Z(o

n=r+1

0(1)2|gr+l|

z yk+k l

n4 n,r+l

N |hlr|k 7k
= 0(1)2|gr+1| r ¢
r=1

|<|B,| ve (4.4) sart: uygulanirsa

elde edilir. Son toplama Abel doniisiimii,

[ =onSale. M [ o +oWle, /3 - [ g

Z§07k+kl
0(1)ZIA€H1IZ 7k+0(1)|€m+1|2| [ &

m-1
= O(l)Z| Br+l| Xea ™t O(l) |gm+l| Xma
r=1

bulunur. Burada Z B, 7, yakinsak ve (1.62) sartindan, m — oo iken

m+1

Z qor}]/k+k—l Y

n=2

=0(1)

elde edilir.

Boylece U=12,3,4 igin teoremimizin ispati, m — ocoiken

=0(l)

Z yk+k— 1

saglandigindan tamamlanir.
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5. BOLUM

SONSUZ SERILERIN D, p,, 5;7|, TOPLANABILMESI UZERINE
TEOREMLER

Bu bélimde |D, pn,ﬂ;7|kt0planabi|me ile ilgili iki teorem ispatlanip bir uygulamasi
verilecektir.
5.1. D a,u, Serisinin |D, p,, 8;|, Toplanabilmesi

[k olarak Teorem 3.1.1 i daha genel olan |D, Py B ]/|k toplanabilmeye genellestiren bir

teoremin ifade ve ispat1 yapilacaktir.

Teorem 5.1.1. k>1ve y 20 igin —f(yk+k—-1)>0 olmak iizere D =(d, ) matrisi

B(rk+k-1)—k
-0 [(EJ ] (5.1)
P,

sartin1 saglayacak sekilde pozitif bir normal matris olsun. Teorem 3.1.1 in biitiin sartlar

(1.42)-(1.45) sartlarin1 ve

mZ*l ( P }ﬁ(}/k+kl)k+l
n

AI’ (anr)

n=v+1 pn

altinda (3.2) sart1 yerine

n(p B(yk+k-1)—k
Z[ j 1, =0(@,), m— (5.2)

n=1 pn
sarti saglanirsa ) a, 4, serisi |D, p,, 53; 7|, toplanabilirdir [56].
Teorem 5.1.1inispati: Y &, u, serisinin D doniisiimiinii ®, ile gosterelim. (3.18) den

A0, :"Z‘ll(r+1)

r=1 r

. S (r+1) -
AI’ (dnr):urhr—l_rz_;( r )dn,r+lAr (:ur)hr
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S h 1
+ Zdn r+1lur+1_r+(n;jdnnlunhn
r=1 ’ r n
= ®n,1 + ®n,2 + ®n,3 + ®n,4

bulunmustu. V=1,2,3,4 olmak iizere teoremin ispati i¢in Minkowski esitsizliginden

Brk+k-1)
0 Pn

n=1 pn

k

C)

nv <®©

oldugunun gosterilmesi yeterli olacaktir.

Oncelikle, Holder esitsizligi kullanilir, ardindan (3.14) ve (1.44) sart1 beraber diisiiniiliirse

maf p YD o mal p YO s (r+1) [ K
_n ®n = _n AI‘ dnr rhr
Z;(pj g Z;(p] le r ( )”
1l p VD o A K
=0(1)Z[—”J ( Ar(dm)|ﬂr||hr|j
n=2 h r=1

A (dy)

m+1 Bk 4 v ) n-1
SO il il )3
n=2 pn r=1

il P(rk+k-1) n-1 . ) ‘
—0(1) (—J a3 2 A (do ) e[ 1
n=2 pn r=1
mal B(rk+k-1)-k+1 et
~ k k
=0(1) (p—} DA, (d) AN
n=2 n r=1

bulunur. Yukaridaki toplama indis degisikligi yapildiktan sonra (5.1) sart1 uygulanirsa

%[ P Jﬂ(ykJrkl)
n

n=2 pn

Brk+k-1)—k+1
|

m . m+1 P
k =0(1)Zl|ur||ur|k Y [—"

n=r+1 pn

A (dy)

n(p Brk+k-1)—k
=0<1>Zl[;f] ]



elde edilir. Buradan (5.2) sart1 ve Abel doniisiimii uygulanirsa

B(rk+k-1)
m-+1 P

=2 pn

- (P Brk+k-1)—k )
R YU 3 ) R
r=1 i=1 i

m P PB(rk+k-1)-k
- k
onlul3( 2]
i=1 i

m-1
=0 |Au |, +O@) |1, | @,
=1

olur. Lemma 1.5.10 un (1.57) ve (1.58) sartlar1 kullanildiginda

L(yk+k-1)
1
S|
n

o) k
~ pn nl

=0@0), m>®

elde edilir.

Ikinci olarak

B(rk+k-1) Brk+k-1) k
m+1 P K m+1 P r+1
RN
n=2 n n=2 n r=1

olup Holder esitsizligi ve (1.45) sartindan

T it o VORRD oy K
z(—n] oa)z( j [ Q. |Aﬂr||hr|j

=2 pn r=1
M+ Blk+k-1) o k
Z( J ( rA, (dy 1A, 2, |j
=2 r=1
m+1 P Blrkek-1) n-1
_o (_j [ {IER Y ]
n=2 pn r=1
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elde edilir. En sagdaki toplama (3.3) ten r|Ag|=0(1/®,)=0(1) oldugu, (3.14) ve

(1.44) uygulanirsa

m (P Blrk+k=1) m+1 Blkek=D) r 4
e eu-eef(R) (8

=2 pn r=1

A (dy)

st

ml( p BOKHA) oy
=0(1)Z[;”j (Zr
n=2 n

r=1

A (d,)

|Ayr||hr|ijd:nl

[ | |

A P B(rk+k-1)-k+1 o1
= O(l)Z[p—”J dr
n=2 o

r=1

A, (dm)

bulunur. (5.1) sart1 ve indis degisimi yardimu ile

L(rk+k-1)
1
3|
n

=2 pn

Brk+k-1)—k+1
"~ omS el it 5[ %]

n=r+1

A, (&m)

m P B(rk+k-1)-k
=0 r|aw ||| (Fj
r=1 r

dir. Ayrica (3.7) den A(r|Ag,|) < r‘Azyr

+ |A,ur+1| bulunmustu. Bu durumda (5.2) sart1 ve

Abel doniisiimiinden faydalanilirsa

mi( p Blrk+k-1) r ﬂ(yk+k—1)k
Z(—”j O(l)ZA rlag) [ j

=2 pn

0,,

_'U

Blrk+k-1)—k
+ O(l)m|A,um|Z( > j

1  (p Blrk+k-1)-k )
- O(l)ZF‘A2,ur Z(F] |72,]
r=1 i=1 i
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- (P Brk+k-1)—k k
oS (2]
r=1 i=1 pi
n(p B(rk+k-1)-k
+ O(l)m|A,um|Z(Fij 17,

i=1 i

= omf A%,
r=1

m-1
®, +0M)Y_[At 1[0, +O@OM|As, |,
r=1

bulunur. (3.1), (1.58) ve (3.3) sartlar1 kullanildiginda m — oo iken

L(rk+k-1)
1
3|
n

0 k
~ pn n,2

-0(l)

elde edilir. (1.45) ve Holder esitsizligi yardimi ile

mad Pn Byk+k-1) m+1 Blrk+k 1) hr k
z o n r+1zur+1
n=2 pn r
m+1 PAKD) ry |h |
n
) p dn r+l |/ur+l|
n r

=2

>
Il
uN

H

n) Y
;

o] wj

A (dy)

|/ur+1|

Brk+k-1)
m+1 Pn n-!
o> |~ r
n=2 pn r=1
Brk+k 1) o1
n
pn r=1

k-1
dnr J

bulunur. (3.14) ve (1.44) beraber diistiniiliip indis degisimi ve (5.1) sartindan

i1l p B(rk+k-1) el Blrksk-1)
5] et -cof (2] ki)

=2 pn r=1

Ar(&m)

x[ri A,
r=1

el [ [ it



k k
lur+l| |hr|

mad P P(rk+k-1)-k+1 net .
= 0<1)Z(F“j > (A (du )
n=2 n

r=1

A, (dy)

mad P(rk+k-1)—k+1
o3t 32

n=r+l

n(p Brk+k=1)—k

k k

=o<1>z[;rj P
r=1 r

bulunur. Buradan ®, in ispatinda oldugu sekilde ilerlenirse, m — oo iken

L(rk+k-1)
1
S|
n

0 k
. pn n,3

=0()

elde edilir. ®,,, icin n+lL =0(), (1.44) ve u, — 0 sart1 kullanilirsa
Y n

m+1[ p jﬂ(ymk -1) m+l( Jﬂ(yk+k -1)
Z _n _n
n Pn

=2 pn
+

P Brk+k-1)
-0(1) [—} d |l 7"
(

k

U7

nnnn

3
Ul

=]

=}
Il
N

n

+1

B(rk+k-1)—k
_ow j [ o

MB
o ;o

||
N

n

i B(rk+k—1)—k k

bulunur. Buradan © ; in ispatinda oldugu gibi ilerlenirse, m — oo iken

L(rk+k-1)
1
3|
n

=2 pn

“~o@

O

elde edilir.
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Boylece V=1,2,3,4 i¢in teoremimizin ispati m — oo iken

Blrk+k-D)
m Pn
S

Ll “~0@)
n=1 pn

saglandigindan tamamlanir.
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5.2. Zannn Serisinin |D, P, B 7/|k Toplanabilmesi ve Fourier Serilerine Uygulamasi

Bu kisimda daha zayif sartlar altinda |D, pn,ﬁ;y|k toplanabilme ile ilgili bir teoremin

ifadesi ve ispatin1 yapip Fourier serilerini kullanarak bir uygulamasi verilecektir.

Teorem 5.2.1. k>1ve y 20 i¢in —f(yk+k -1)+k >0 olmak tizere D=(d,,) pozitif

normal matrisi (1.42) - (1.44) ve

-l anr+l
Z r =0(d,, ), n>®

AI’ (anr)

B(rk+k-1)—k+1
1
m-+! 5
n=r+1 pn

mz“'l ( P jﬁ'(}/k+k—l)—k+1
n

n=r+1 pn

Py

d

=0(1), m>w»

n,r+l

n=1 pn

B(rk+k—1)—k ‘
" P h
z( J 7l _ o), m—sw

sartlarin1 saglasin.

B(rk+k-1)—k
=0 (i} ,Mm—
P,

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

Eger Teorem 1.5.6 nin (1.48)-(1.50) sartlar1 saglanirsa Zannn serisi |D, pn,ﬂ;}/|k

toplanabilirdir [57]. Burada A, (d,,)=d,, —d, ., esitligini gdstermektedir.

Teorem 5.2.1 in ispati: (©,), Zannn serisinin D doniistimiinii gostersin. Bu taktirde

(1.40) ve (1.41) kullanilarak
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elde edilir.

Abel doniisiimii kullanilarak

A@ ZAL nrnrjzja + nnnnzja

Gr+l Sr+l .
_ZTA (dnr)nr ZTdn,rﬂAnr hr

r= r=1

S h, (n+l
Z n,r+l r+1 ( n Jdnn 77n hn
= ®n,l + ®n,2 + ®n,3 + ®n,4

bulunur.

$=12,3,4 olmak iizere Teorem 5.2.1 i ispatlamak i¢in Minkowski esitsizliginden

faydalanarak

B(rk+k-1)
0 Pn
2e) e

Py

k
< oo

oldugunun gosterilmesi yeterlidir.

. 1
Ilk olarak Holder esitsizliginden faydalanip ardindan (1.67) sartindan |77n| :O(VTJ

k
|

m+l Alk+kD) 1 R
-ooB 2] (Bl dfatind < Fa ]

bulunur. Buradan (1.44) ve indis degisimi uygulanirsa

oldugu kullanilirsa '

mil( P Byk+k-1) m+1 Blrk+k=d) 0y
-2
n=2 r=1

A, (d,)
P,
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D A

ml( p Blrk+k=D) m+1 Blrk+k-1) n-1
Z[—“j oa)Zf j dy,’
n=2 pn

r=1

[
W k-1

mal L(rk+k-1)—k+1 el
= 0(1)2[ j >
r=1

A.(d,)

7,

h mal P B(rk+k-1)—k+1
VIR |

n=r+l

nr

elde edilir. (5.4) sart1 ve Abel doniisiimii uygulandiginda

w1l p Brk+k-1) n(p Brk+k-1)—k nl
Z(—”J ® =o(1)Z{FrJ |77r|| r|,
n r=1 r

=2 pn er g

L(rk+k-1)-k |

= O(l)mZA|77r |Z(§]

B(rk+k=1)—k |

+0<1)|nm|i[%]

bulunur. (5.6) ve Lemma 1.5.15 ten

B(rk+k-1)
m-+1 P

=2 pn

bulunur.

—o S [An, W, + 0y, W, =0@), m o

1
Simdi r|An,|=0 [VTJ =0(1) oldugu, (5.3) sart1 ve Holder esitsizligi uygulanarak

mil (" p Alrksk-D) mil( p AlAskD) oy .
> F“ O(l)z —n > ld
=2\ Py r=1

Py

k
ann

n,r+l

LN

d

n,r+l

m+1 P Alrk+k-1) n—
=0W,| =
n=2 n

r

Il
4N

r

(r|am ) M]
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= |
S =]
N

Brk+k-1) 1 k| |k
dk -+ nr+l (r|Af7,|)(r|A77r|) rr'
r=1

B(rk+k-1)—k+1 et ) h Kk
(zl Ay ra|(r] A7 ])(r IAmI)kl%J

Il
@)
~
=
=
I
N
/N
= |
=} >
N N

] B(rk+k-1)—k+1 N | |
( )nZ:;‘( pn (rzl n,r+l (r| 77r|) W J

elde edilir. Indis degisimi ve (5.5) sart: kullanilirsa

L(rk+k-1)
1
3|
n

=2 pn

A

|h |k mal P Brk+k-1)—k+1
—ouSran e S (E]T

r+l1 pn

n,r+l

m hr k
~0W3:(r|an) ks

r

bulunur. Abel kismi toplam formiilii, teoremin hipotezi ve Lemma 1.5.15 kullanilirsa

L(rk+k-1)
1
S|
n

o k
~ pn n,2

:O(l)miA(r|A77r )Z' W +O(1)m|A77m|z| _|

m-1 m-1

=0 r|A%, W, ©O0@)Y" [An, ,|W,., +O@)m|Az, W,
r=1 r=1

=0(@),m—> o

elde edilir.

Tekrar, Holder esitsizligi ile (5.3) sart1 kullanildiginda

il p Blrk+k-1) i1 p Blksk=1) 74 h,
SR eat-onB 2 (Shdnat]
n n=2 n

=2 pn =
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n, r+l

mil( p Blksk=D) 4
~ow3 B | S
=1
N k-1
n-1 dn r+l
N ,
r=1 r

- Brk+k-1)
= O(l)Z( ] dX 12

r=1

o Pl ]
r+l r

k-1
|77r+1||77r+1|

n,r+1

r=1

- Blrksk-D-k+1 i |h |k
= 0(1)2[ j Z dn,r+1 |77r+1| I’Wr k-1

bulunur. Diger taraftan indis degisimi yapilarak (5.5) sart1 kullanilirsa

- Brk+k-1)

=2 pn

A

m |h | mal P L(rk+k-1)-k+1
=0(L r d
( );|nr+1| rer 1 Z ( j

n=r+1

n,r+l

0(1)2|77r+1| |\N!< -1

elde edilir.

Buradan Abel doniisiimii uygulandiktan sonra (1.50) sarti ve Lemma 1.5.15 ten

L(rk+k-1)
1
S|
n

=2 pn

0(1)ZA|77M|Z| +0(1)m|Anle| [

n3

m-1
=0(1) A7, W, , +O@)m|A7,|W, =O@), m— o
r=1

bulunur.

Son olarak Teorem 5.2.1 in hipotezleri ve Lemma 1.5.15 ten

Lrk+k-1)
n( P

=1 pn

m P L(yk+k-1)
k k
=o<1>z[;n] @t 1
n=1 n
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" (p Brk+k-1)—k
—omy| = ”
( );[ pn] |77n|W k-1

bulunur. Benzer sekilde ®,; in ispatinda oldugu gibi ilerlenirse, m — oo iken

m1( p B(rk+k-1)
2] .

‘-0

=\ p,
elde edilir.

Boylece teoremimizin ispat1 S=1,2,3,4 igin

B(yk+k-1)
m Pn
2.

T “20(), m— o
n=1 pn

saglandigindan tamamlanir.

Teorem 5.2.2. (1.22) deki gibi tammli f fonksiyonunun trigonometrik Fourier

fonksiyonu (1.54) deki gibi tamimlansin. w,(t)e BV(0,7) olsun. k=1, y>0ve
—B(yk+k—-1)>0 olmak iizere (p,), (7,),(W,) dizileri ve D =(d,, ) matrisi Teorem

5.2.1 in sartlarini saglarsa Z:Cn(x)nn serisi |D, pn,ﬂ;}/|k toplanabilirdir.

Teorem 5.2.2 nin ispati: Teorem 1.5.8 den 7,(x) =0O(1) oldugundan dolay1 teoremin

ispat1 agiktir.



6. BOLUM

FOURIER SERILERININ L, YAKISAMASI UZERINE TEOREM VE

UYGULAMASI

6.1. Riesz Ortalamas1 Yardimiyla Fourier Serilerinin L, Yakinsamasi ve

Uygulamasi

Bilindigi izere Fourier serilerinin L, normuna gore yakinsamasi i¢in gerek yeter kosullar

tizerine bir¢ok ¢alisma [8]-[11] yapilmistir. Bu boliimde Teorem 1.5.7 daha genel Riesz

ortalamasi alinarak ispatlanacaktir. Bunun i¢in Riesz ¢ekirdegi tanimlanip 6zellikleri

gosterilecektir. Teoremimizin ispatindan sonra bir Fourier serisi Ornegi verilip

grafiklerindeki degisim incelenecektir.

Tanmm 6.1.1. S (f,x)=S,(x) dizisi trigonometrik Fourier serisinin n. kismi toplamlar

dizisini goéstersin. a, ve b, Fourier katsayilar1 olmak iizere,
1 T
S.(f,x)== j f (x—t)D, (t)dt
4 -
yazilabilir. (1.24) ve (1.26) kullanilarak

7 (X) :-i D, i j f (x—1)D, (t)dt =%j f(x—t)K_(t)dt

/4

Fourier serisinin Riesz ortalamasi elde edilir. Burada

K0 =23 P, ()

ifadesine Riesz ¢ekirdegi denir.

(6.1)

(6.2)

(6.3)
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Teorem 6.1.2. f(x) Fourier serisi (1.53) teki gibi tanimlansin ve pozitif sayilarin bir

(p,) dizisi
P, ~O(np,) (6.4)

sartin1 saglasm. 7, (x) dizisi S_(x) in (N, p,) ortalamasim gdstermek iizere n — oo iken
IS, (x) =7, (x)| = o(@) dir ancak ve ancak (a, +b,)logn=o(1) dir [58].
Teoremin ispat1 i¢in asagidaki lemmalara ihtiyag vardir.

Lemma 6.1.3 (a,) dizisi n—oo iken a, — 0 sartin1 saglayan bir quasi monoton dizi

olsun ve a, logn=o0(1) sartin1 saglasin. Eger (6.4) sart1 saglanirsa

%Z P | Aa, [logk =0(L), n—> oo (6.5)

n k=1
dur [58].

Lemma 6.1.3 iin Ispat1: Abel kismi toplam formiilii kullanilarak

l n 1 n-1 k l n
FZ pea logk ==>"A(a, logk)>  p, +Fan logn_ p,
n r=1

n k=1 Pn k=1 r=1

—iniA(a logk)PR, +ia lognP
Pn o= k k Pn n n
elde edilir.
Ayrica

A(a, logk) =a, logk —a,,, log(k +1) +a,,, logk —a, , log k

=logkAa, +a,,,Alogk

oldugundan
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n-1 n n—1
iz P logkAa, :iz p.a, logk +iz Pa.,(Alogk)—a, logn
Pn k=1 Pn k=1 Pn k=1

bulunur. Esitsizligin sag tarafindaki ilk toplam i¢in Stolz teoremi kullanilarak

n n-1
> peay logk->_ p.a logk

lim £ KL — lim 2o logn =lima, logn=0
n—»w Pn — Pn_l n—o pn n—o
elde edilir. Boylece
1 n
EZ p.a, logk =0(1), n > (6.6)
n k=1
bulunur.

Benzer sekilde esitligin sag tarafindaki ikinci toplam igin

0<Zlogk=Iog(k+1)—|ogk:Iog(kk+1)§%

esitsizligi ve (6.4) sart1 ile birlikte Stolz teoremi uygulanrsa

n n-1
Dk peay,.(Alogk) - > k pa,,,(Alogk)
0<lim*L =
n—e Pn - Pn—l
n n-1
Z Pk@a _Z P a
<lim = = —lim P _ g
n—oo pn nN—o0 pn
dir. Sandvig teoremi geregince
1 n-1 _
— > Ra,;(Alogk) =0(1),n —
Pn k=1
bulunur.

Bu nedenle hipotezden n— o iken a,logn =0(1) oldugundan
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1 n-1

FZ P logkAa, =0(1), n — (6.7)
)
elde edilir.
: . .. 2
Diger taraftan (a,) quasi monoton dizi oldugundan & > 0 igin |Aa,| <Aa, + a8, oldugu

aciktir. Dolayisiyla

n-1 n
%ZPk logk | Aa, |spiz P, Iogk(Aak + ziakj

n k=L n k=1

13 200~ @
=—>Y P logkAa, +—>» P —*logk
= - Pnkzﬂlkk p

n

olur. Esitsizligin en sagindaki toplama Stolz teoremini uygulanirsa

n n-1
2 a logk — a, logk
. a(;pkk y ;pkk g j . 2ap.a logn
lim =lim nn =lim2aa,logn=0 (6.8)

n—w P-P n—ow pn n—w

bulunur. Bu nedenle (6.7) ve (6.8) den n — oo iken

1
P

n

n-1
Z P logk | Aa, |=0(l)
k=1

elde edilir.

Lemma 6.1.4. (p,) pozitif artmayan bir dizi olsun. K_(t) Riesz gekirdegi asagidaki

ozellikleri saglar:

i. K (t), 2z periyotlu negatif olmayan ¢ift bir fonksiyondur.
.. .o 1% -
ii.  Her n igin, — I K,(t)dt=1.

4 -

iii. Her 6>0icin [-7,-5]U[J, 7] araiginda K, (t) — O diizgiin yakinsar [58].
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Lemma 6.1.4 iin ispati:

I. Dirichlet ¢ekirdegi 27 periyotlu ¢ift fonksiyon oldugundan (1.28) den

_ 1 1 _
K,®)==2>pD,t)==> pD (-) =K, (1) (6.9)
Pn r=0 Pn r=0
ve
_ 1 1 _
K, ®=2-2pD, 0 == pD,(t+27) = K, (t+27) (6.10)
n r=0 n r=0

olup Riesz ¢ekirdeginin 27 periyotlu ¢ift fonksiyon oldugu aciktir. Simdi Riesz
cekirdeginin negatif olmayan bir fonksiyon oldugunu gésterelim. Oncelikle Abel kismi

toplam formiilii kullanilarak

v, L sin((Zr +1);j
K,t)==>_p.D,(t)==>_p,
R = R Zsin(;j

X sin((Zj +1);j

n =0 25in(t) LRE 25in[tj
2 2

. ([t
bulunur. Burada icerideki toplamlar1 SIn (EJ ile ¢arpip boliiniirse

. . t
) sin (2]+1)j
1 n-1 r ( 2
"R ;

+_
n =0 2sin tjsin t R, 5= Zsin(t sin t
2 2 2 2

bulunur. sinasinb = Cos(a‘b)gcos(“ D) s deslisi uygulanir ve (p,) dizisinin pozitif

oldugu g6z 6niinde bulundurulursa

'Zn(t)—PirnZ;AprZr:sm((zj+1);j5in[;j S sin((2j+1);jsin(;j
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n

n-1 r 1t — 1 n 1t — i
A cos jt COS(]+1)t+_ cos jt—cos( j+1)t

— 1
K,(t)==>Ap,>
R 5= 4sin2(tj ERE 4sin2(t]
2 2

{1—cos((r +1)t)}+&

ISV 1
= 4sin2(tj X 4sin2(tj
2 2

o plemmenafy)) | o)

F>i AP t B t
n =0 4sin2(j n 4sin2(j
2 2
t

: t . 9

- 5|n2((r+1)J sin ((n+1)j
:%Z(pr_pwl) t 2 +% t 2 ZO
n r=0 23in2(2J n 23in2(2j

1-cos((n +1)t)}

elde edilir.

ii. Oncelikle (1.22) de f(x) =1 almnirsa & =1 a,=b, =0ve S, (f,x)=1 eldeedilir.

2
Bu nedenle (1.26) dan
1:1IDﬁmt (6.11)
4 -

bulunur. Bu esitlik Dirichlet integrali olarak bilinmektedir. O halde

1 T _ 1 T 1 n 1 n 1 T 1 n
— | K =—|= D = =D = =1
ﬂ_fﬁ (D)t ﬂf 5 2. P.D. (t)dt P ZO prﬂ_f” ()dt P zo o

-7 'n r=0

elde edilir.

iii.  Verilen bir § >0 sayist igin & <|t|<7 olmak iizere (p,) pozitif artmayan dizi
-2 t . . o -2 t -2 5 -

ve sin 3 bu aralikta artan bir fonksiyon oldugundan SIn > >sin 5 dir.

Dolayisyla
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. ((Zr +1)t]
sinf ————
— 1 2
Kn (t) = F pr Dr (t) = F pr t

r=0 r=0 23in(j

sin((2r+1)tj
Poy\ 2 )
o= 23in(tj
2

p Lo (@r+Dt) . ([t
:—OZSII‘I( jsm(—j
Zsinz(tj p 0 2 2

2

P . 2rt 2(r+1t
el %)
4sin2[tjP r=0 2 2

2
_ R {1_008(2(n+1)tj}
4sin2(;)P 2

it e ()

o
o
5

n

elde edilir. Burada C sabit bir reel sayidir. Boylece Lemma 6.1.4 {in ispat1 tamamlanir.

Lemma6.1.5. f €L, ve (p,) pozitif artmayan bir dizi olsun. Bu taktirde
lim [|z,()— f (x)]dx=0

dir [58].



Lemma 6.1.5 in ispati: Lemma 6.1.4 iin (i) ve (ii1) 6zellikleri kullanilarak

T s

_ _ 1” e B
[17.00-F (0] ax = | E_J;f(x K (t)dt— f (x)

- -

dx

- %U (-0, (ct - | f(x)Kn(t)dt] dx

/4 -

dx

= j %j K, () { f (x—t)— f(x)} dt

)

sj .[Kn(t)|f(x—t)—f(x)|dtdx

-r =0

+f an(t)|f(x—t)—f(x)|dtdx

- JSMSH
=J,+J,.

[k olarak J, igin, f e L, ve Lemma 6.1.4 (ii) den dolay1

J, :jfilzn(t)ﬁ(x—t)— f(x)|dtdx=jj K, (t)| f (x—t) — f (x)| dxdlt

- f Kn(t)ﬂf(x—t)— f ()] dxdt

83

(6.12)

bulunur. Simdi J, i¢in, integrallerin sinirlart sabit oldugu akilda tutularak integrallerin

siras1 degistirilirse

K, ()] f (x—t)— f (x)|dtdx
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= ]T‘Kn(t)|f(x—t)—f(x)|dxdt

JSMSH -

= | Kn(t)f|f(x—t)—f(x)|dxdt

s<tl<z

olur. Her & > O i¢in, Lemma 6.1.4 (iii) den

J, :2||f”1
5

K, (t)dt <2||f], sup K, (t) <= (6.13)
s<li<r S<ltl<n 2
bulunur. O halde (6.12) ve (6.13) birlestirilerek Lemma 6.1.5 in ispati tamamlanir.

Teorem 6.1.2 nin ispati: Sadece kosiniis serisinin ispati yapilacaktir. Siniis serisinin

ispat1 temelde aynidir. Toplamlarin siras1 degistirilerek

IS, () =7, (x)]| = Zn:ak cos kx —%Zn: przr:ak cos ka
k=1 n r=1 k=1

> a, coskx - % > a, coskx(P, - P,_,)
k=1

n k=1

L > P_ia, coskx

k=1

n

olur. Abel kismi toplam formiilii uygulanirsa

5,097, < =

n

n-1 k n
D A(P.,3,)_cos jx+P,a, > cos jx
j=l j=1

k=1

bulunur.
A(Pk—lak) = Pk—lak - Pkak+l - Pkak + Pkak = PkAak — Py

oldugu kullanilarak
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— 1 1 1 & 1| P_ 1
5,007, 0= 53R 2, [0, 003 +5- 3 e [ 09 -3« 2 o, 003

elde edilir. (1.69) ve (1.70) ten

n-1 n—1
IS, () -7, ()] < iz P logk|Aa, |+Piz p.a, logk +%an logn

Pn k=1 n k=1 n
=0(1), n>w
elde edilir. Bu ise ispatimizin gereklilik kismini tamamlar.

Simdi teoremimizin yeter kismini ispatlayalim. Kabul edelim ki n-—ooiken

||Sn -7, || = 0(1) olsun. Uggen esitsizligi kullanilarak
ey = - an+
5, -+l - 11215, - 1]2C3 2

C pozitif sabit olmak iizere Lemma 6.1.5 ten n — oo iken ||fn —f || =0(1) oldugundan

n

Z%:o(l), n— oo

k=1
elde edilir.

Ayrica (a,) dizisi quasi monoton dizi olup n"“a, 4 0 oldugundan ve Euler-Maclauren

n

formiiliinden Z% =logn+y+0(1) oldugu kullanilarak

k=1

Zn: ek > e v B, N3y logn (lja a,, logn
= a — a 2n
ok = k(n+k) (2n) 2

elde edilir. Dolayistyla a, logn=0(1), n —> o elde edilir. Boylece Teorem 6.1.2 in ispat1

tamamlanir.

Teoremimizle ilgili asagidaki 6rnegi verelim.
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Ornek 6.1.6. [-7, 7] aralifinda 2z periyotlu

=X .
2 ,0<x<7z ig¢in
f(x)=4 0 ,x=0 icin (6.14)
—r—X ,—7 <X<0 igin
2

Sekil 5. f(x) fonksiyonunun grafigi

f fonksiyonu orijine gore simetrik oldugundan tek fonksiyondur. Dolayisiyla tim a,
Fourier katsayilart 0 olur. O zaman kismi integrasyon formiiliinii kullanarak b, Fourier

katsayilar1

b, :E'[ f (x)sin nxdx:zj.”—_xsin nxdx
Ty Ty 2

)

bulunur. Buradan [z, 7] araliginda f(x) in Fourier serisi

1

0

F=3 S"l'(kx (6.15)

dir. (6.15) in kismi toplamlar dizisi S, (X)
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S, (X) =Zn15ir;<kx (6.16)

1
bulunur. Eger Teorem 6.1.2 de p, =1 alinirsa (6.4) sart1 saglanir. Ayrica (b,) =[—j
n

dizisi quasi monoton dizi oldugundan

limb, logn=lim—— logn =0

nN—oo n—o n

saglanir. Lemma 1.5.17 den

n

smkx 1 & sinkx
- DYDY

k=1 N\

smkx 1 & <L sinkx
> Lyy

k=1 N5

IS, () -7, ()| =

o K N\

~2logn
n

" sinkx 1 smkx(n_k+1)H

=0(1), n > oo.

Simdi asagida n=15 ve n=75 igin f(x) (siyah), S,(x) (mavi) ve 7, (x) (kirmizi)

fonksiyonlarimin grafiklerini ¢izelim.

-
o

Sekil 6. n=15 i¢in f(X) fonksiyonunun Riesz ortalamasi
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Sekil 7. n =75 i¢in f(X) fonksiyonunun Riesz ortalamasi

Buradan S, (x) ve 7,(x) arasindaki alan n degeri arttik¢a yeterince kiigiik kalmaktadir
ve her iki grafikte de siireksizlik noktasinda Fourier serisinde aginim goriilmektedir. Fakat

Fourier serisinin (N,P,) ortalamasi daha yavas ve yumusak yakisadig icin buradaki

asinim azalmaktadir.



7. BOLUM

SONUC VE ONERILER

7.1. Sonuclar

Sonug 7.1.1. Teorem 3.1.1 de tim n ler i¢in p, =1 alindiginda sonsuz serilerin |C,1|,
toplanabilmesi ile alakali bir sonug bulunur.

Sonug 7.1.2. Teorem 3.2.1de d, = % alindiginda (1.42)-(1.45) sartlar1 otomatik olarak

n

saglanir ve sonsuz serilerin ‘N_, P, ktoplanabilmesine iliskin bir sonug ortaya ¢ikar.

Sonug 7.1.3. Teorem 3.2.1 de d, :% ve tim n ler igin p, =1 alindiginda sonsuz

n

serilerin | C,1|, toplanabilmesine iliskin bir sonug ortaya ¢ikar.

Sonug 7.1.4. Teorem 3.3.1 de =0 ve d, =% alindiginda Teorem 3.1.1 elde edilir

n

[51]. Bu durumda (3.16) sart1 direkt saglanirken (3.17) sart1 (3.2) sartina indirgenir.

Sonu¢ 7.1.5. Teorem 331 de y=0 alindiginda sonsuz seriler igin |D,p,|

toplanabilirligi ile alakali bir sonug ortaya ¢ikar.

P -
Sonu¢ 7.1.6. Teorem 4.1.1 de ¢, =— alindiginda Teorem 1.5.5 elde edilir [44]. Bu

n

taktirde ((DnTan dizisinin artmayan olmasi sartina gerek kalmaz ve (4.1) sart1 da (1.47)

n

sartina indirgenir.

P =
Sonug 7.1.7. Teorem 4.1.1 de ¢, =— ve d,, =% segilirse sonsuz serilerin ‘N, P,

n n

k

toplanabilmesine dair bir sonuca ulasilir [48].
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Sonu¢ 7.1.8. Teorem 4.1.1 de ¢, =n, d, :% ve tim n ler i¢in p, =1 alindiginda

n

Kk, ~logn durumunda sonsuz serilerin | C,1|, toplanabilmesine iliskin bir sonuca ulasilir

[59].

P
Sonug 7.1.9. Teorem 4.2.1de y =0, ¢, = p—” ved, = % alindiginda Teorem 1.5.4 elde

n n

edilir. Bu taktirde (4.4) ve (4.5) sartlari siras1 ile (1.36) ve (1.37) sartlarina indirgenir.

P L
Sonug 7.1.10. Teorem 4.2.1 de de y =0 ve ¢, =— alindiginda sonsuz seriler i¢in

n

D, p,|, toplanabilmesine dair bir sonug clde edilir [60].

Sonug 7.1.11. Teorem 5.1.1 de f=1, y=0 ve d_ = % alindiginda Teorem 3.1.1 elde

n

edilir [51]. Bu durumda (5.1) sart1 direkt saglanirken (5.2) sart1 (3.2) sartina indirgenir.
Sonu¢ 7.1.12. Teorem 511 de S=1 ve y=0 igin sonsuz serilerin |D,p,]

toplanabilmesine dair bir sonug¢ bulunur.

Sonug¢ 7.1.13. Teorem 5.1.1 de g=1, y=0, d, =%

n

ve tim n ler i¢cin p, =1
alindiginda sonsuz serilerin |C,1|, toplanabilmesine iliskin bir sonuca ulasilir.

Sonu¢ 7.1.14. Teorem5.2.1de =1, y=0ve d,, = % aliirsa Teorem 1.5.6 elde edilir.

n

Bu taktirde (5.3)-(5.5) sartlar1 otomatik saglanirken (5.6) sart1 (1.51) e indirgenir.

r

Sonu¢ 7.1.15. Teorem 5.2.2 de f=1, y=0 ve d, :% alinirsa Fourier serilerinin

n

N, p,

Sonug 7.1.16. Teorem 6.1.2 de tim n ler igin alindiginda (6.4) sartina gerek kalmaz ve

) toplanabilmesi ile iliskin bir sonuca ulagilir [45].

Teorem 1.5.7 elde edilir. Lemma 6.1.3, [11] de verilen lemmaya indirgenir. Ayrica
tanimlanis oldugumuz K_(t) Riesz gekirdegi Fejer cekirdegine doniiseceginden Lemma

6.1.4 ve Lemma 6.1.5 Fejer toplamu i¢in bilinen 6zelliklere indirgenir.
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7.2. Oneriler

Bu tez ¢alismasinda elde edilen teoremler ve uygulamalar ileride yapilacak ¢alismalara
151k tutacaktir. Ozellikle Fourier serilerinin toplanabilmesi ile ilgili ¢alismalar sinyal
isleme, gorilintii isleme, 151 dalga denklemleri gibi miithendislik biliminin ¢esitli alanlarina
katki saglayabilir. Iyi bilinen Fourier serilerinin siireksizlik noktalarinda ortaya ¢ikan
asinimi azaltmak i¢in (Gibbs Fenomeni) toplanabilme metotlar1 ile yeni bulgularin elde
edilmesi arastirilabilir. Fourier serilerinin yakinsamasi ile ilgili yeni ¢aligmalarin elde
edilmesi igin farkli normlu uzaylar diistiniilebilir. Ayni sekilde Fourier serilerinin
katsayilarini uygun sartlar altinda daha genel diziler alinarak altinci béliimdeki ¢alisma

genellestirilebilir.
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