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OZET

BELIRSiZ KOSIMPLEKTIK MANIiFOLDLARIN EKRAN TRANSVERSAL CR-
LIGHTLIKE ALTMANIFOLDLARI

Bu tezde belirsiz kosimplektik manifoldlarin ekran transversal Cauchy-Riemann (ST-CR)
lightlike altmanifoldlar1 insa edilmis ve bu altmanifoldlarin geometrisi incelenmistir.

Tez bes boliimden olusmustur.

Birinci ve ikinci bolimde, altmanifoldlar teorisi hakkinda bazi bilgiler verilmis, lightlike
altmanifoldlardan bahsedilmis ve lightlike geometride yapilan ¢alismalar 6zetlenmistir.

Ugiincii boliimde, bu ¢alismada kullanilan ve literatiirde yer alan temel tanim ve teoremler
sunulmustur.

Dérdiincii boliim tezin 6zgiin kismu olup iki alt boliime ayrilmistir. Birinci alt boliimde belirsiz
kosimplektik manifoldlarmin ekran transversal CR-lightlike altmanifoldlar1 tanmimlanmistir. Bu
altmanifoldlar iizerine indirgenen konneksiyonun metrik konneksiyon olmasi i¢in gerekli ve yeterli olan
kosullar elde edilmis ve altmanifoldun cesitli distribiisyonlarinin integrallenebilirligi incelenmistir.
Kosimplektik uzay formlarin bu tiir lightlike altmanifoldlar1 i¢in 6énemli bir karakterizasyon teoremi
verilmigtir. Daha sonra belirsiz kosimplektik manifoldlarmin ekran transversal CR-lightlike
altmanifoldlarin ekran transversal CR-lightlike ¢arpim olmasi igin sartlar elde edilmistir. ikinci alt
boliimde ise, belirsiz kosimplektik manifoldlarinin ekran transversal CR-lightlike altmanifoldlarin
minimal olmasi i¢in kosullar bulunmustur.

Besinci boliimde ise sonuglar ve 6neriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Belirsiz Kosimplektik Manifold, Lightlike Altmanifold, Belirsiz Kosimplektik
Uzay Form, Minimal Lightlike Altmanifold.

Damsman: Prof. Dr. Erol YASAR, Mersin Universitesi, Matematik Boliimii, Mersin.



ABSTRACT

SCREEN TRANSVERSAL CR-LIGHTLIKE SUBMANIFOLDS OF INDEFINITE
COSYMPLECTIC MANIFOLDS

In this thesis, screen transversal Cauchy-Riemann (ST-CR) lightlike submanifolds of
indefinite cosymplectic manifolds were introduced and the geometry of these submanifolds was
investigated.

The thesis was consisted of five chapters.

In the first chapter and the second chapter, some information about the submanifolds theory
was given, lightlike submanifolds were mentioned and studies in lightlike geometry were summarized.

In the third chapter, the basic definitions and theorems which used in this thesis and taken
place in the literature were presented.

The fourth chapter is the original part of thesis and is divided into two sub-sections. In the
first sub-section, the screen transversal CR-lightlike submanifolds of indefinite cosymplectic manifolds
were described. Necessary and sufficient conditions for the induced connection of these submanifolds
to be a metric connection were obtained and integrability of various distributions of submanifold was
investigated. An important characterization theorem for such lightlike submanifolds of indefinite
cosymplectic space forms was given. Later, conditions were obtained for screen transversal CR-
lightlike submanifolds of indefinite cosymplectic manifolds to be screen transversal CR-lightlike
product. In the second subsection, conditions were found for minimal screen transversal CR-lightlike
submanifolds of indefinite cosymplectic manifolds.

In the fifth section, the results and recommendations were presented.

Keywords: Indefinite Cosymplectic Manifold, Lightlike Submanifold, Indefinite Cosymplectic Space
Form, Minimal Lightlike Submanifold.

Advisor: Prof. Dr. Erol YASAR, Mersin University, Department of Mathematics, Mersin.
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1. GIRIS

Nash teoreminden her Riemann manifoldu bir Oklidyen uzaym altmanifoldu olarak
diistiniilebilir. Buda bize Riemann yada semi-Riemann manifoldlar1 ¢aligmak i¢in dogal bir motivasyon
saglar. Non-dejenere altmanifoldlarda tanjant demet ile normal demetin kesisim kiimesi sifir1 verirken,
lightlike altmanifoldlarda normal demetin bir kismi tanjant demette kaldigindan tanjant demet ile
normal demetin kesisim kiimesi sifirdan farklidir. Bu yiizden non-dejenere altmanifoldlar ¢aligmaktan
daha zor ve daha farklidir. Bu, lightlike bir altmanifold {izerinde herhangi bir indirgenmis nesneyi
tanimlamak ig¢in klasik altmanifold teorisinin her zamanki gibi kullanilamayacagi anlamina gelir. Bu
anormallikle basa ¢ikmak igin, lightlike altmanifoldlar tanitildi. Tanjant demetle lightlike transversal
vektor demetle kesisimi sifiri veren non-dejenere bir ekran distriblisyonu tanittilar. Lightlike
altmanifoldlarin geometrisi, matematiksel fizikte, ozellikle de genel gorelilikte kullanilir, ¢iinkii
lightlike altmanifoldlar, olay ufuklari, Cauchy'nin ufuklar1 ve Kruskal'in ufuklarinmn farkli tiirde ufuk
modellerini iiretir. Ornegin; Killing vektor alanlarmm varlig1 en etkili simetri olarak kullanilmustir.
Aslinda Einstein’in alan denklemleri kismi dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin bir karmasik
kiimesi oldugu i¢in, ¢cogu tam ¢oOziimler bir veya daha fazla Killing vektoér alanlar1 varsayilarak
bulunmustur (Bejancu ve Duggal, 1995; Duggal, 1990). Ozellikle, Carter bu bilgiyi ayn1 zamanda
killing horizon olan bir lightlike hiperyiizey calismasinda kulland1 (Carter, 1969). Ikincisi, Killing ve

geodezik kavramlar1 arasindaki iliski belirtildi. Evren, (4+n)—boyutlu bir spacetime manifolduna

gomiilmiis dort-boyutlu bir altmanifold olarak temsil edilebilir. Ayrica lightlike hiperyiizeyler
elektromanyetizma teorisinde de ¢alisilmustir (Duggal ve Bejancu, 1996). Duggal ve Bejancu lightlike
altmanifoldlarin genel teorisinin énemli bir eksik kismini doldurmak i¢in lightlike altmanifoldlar ile
ilgili bir kitap yayiladilar (Duggal ve Bejancu, 1996). Ayni y1l Kiipeli lightlike altmanifoldlar ile ilgili
bir kitap yayinladi (Kiipeli, 1996). Daha sonra Duggal ve Sahin 6zellikle, Duggal ve Bejancu kitabmin
yayinlanmasindan sonra yayinlanan lightlike geometrideki tiim yeni sonuglar1 iceren bir kitap
yayinladilar (Duggal ve Sahin, 2010).

Kosimplektik manifoldlarin altmanifoldlari, 1970 yilinda Ludden tarafindan tartisilmigtir
(Ludden, 1970). Ondan sonra Chen altmanifoldlarin geometrisini inceledi (Chen, 1973). Hemen hemen
kontakt yapilar, tek boyutta hemen hemen kompleks yapilarin bir kargihigim saglar ve kontakt, Sasakian
ve kosimplektik gibi 6zel 6neme sahip birkag smif igerir (Blair, 2002). Hemen hemen kosimplektik
manifold kavrami Goldberg ve Yano tarafindan tanitildi. Goldberg ve Yano hemen hemen kontakt
manifoldlar izerindeki hemen hemen kosimplektik yapilar i¢in integrallenebilirlik kosullar1 elde ettiler
(Goldberg ve Yano, 1969). Hemen hemen Kaehler manifoldu ile R dogrusu veya S' ¢emeberi
dogrudan carpim alinarak bu yapiya ait ornekler verilmistir. Olszak hemen hemen kosimplektik
manifoldlardaki yapilar1 ¢alistt (Olszak, 1981). Chinea ve Marrero hemen hemen kosimplektik

manifolddaki konformal degisimi calistilar (Chinea ve Marrero, 1992). Massamba ve Mavambou

1
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hemen hemen konformal manifold olarak adlandirilan hemen kontakt manifoldlarin bir smnifini
calistilar. Boylesi altmanifoldlarin alt siniflarini incelediler ve bunlardan bazilarinin demet benzeri

metrik yapilarin sinifini igerdigini gosterdiler (Massamba ve Mavambou, 2018).

B (2m-+1) —boyutlu semi-Riemann manifold olsun. Bu durumda B iizerinde ¢ (1,1)-tipinde
bir tensér alani, V' vektor alani ve 77 1-form olmak iizere ¢,V ,7 yapi tensorleri varsa ve B iizerinde
§ semi-Riemann metrigi varsa ve her X,Y e y(B) ve V e y(B) icin asagidaki kosullar: saghyorsa

X ==X +n(XV, n(X)=G§(X,V),

g(¢X’¢Y)=_g(X1Y)+n(X)U(Y)! 770¢=O! W=0, 77(\/)=1

N,+d,® =0«

B belirsiz hemen hemen kontakt metrik manifold olarak adlandirilir. Eger ise B

normal kontakt yapisina sahiptir denir. Burada N¢, ¢ nin Nijenhius tensor alamdir (Yano ve Kon,
1984). Normal kontakt metrik manifold Sasakian manifold olarak adlandirilir (Takahashi, 1969; Tanno,
1969). Sasakian manifold i¢in
V.V =—¢X,
(Vig)Y =G(X.Y)V —en(Y)X
dir.
Diger taraftan, eger B belirsiz hemen hemen kontakt metrik manifoldu iizerinde her

X e (B) igin

Vi $=0,

V.V =0

ise B ya belirsiz kosimplektik manifold denir (Blair, 2002).

Kang ve Kim belirsiz kosimplektik manifoldlarin lightlike hiperyiizeylerini ¢alistilar (Kang
ve Kim, 2007). Jin ve Lee jenerik lightlike altmanifoldlarimi tanimladilar ve bu altmanifoldlar i¢in yeni
sonuclar elde ettiler (Jin ve Lee, 2011). Jin belirsiz kosimplektik manifoldlarin lightlike
hiperytizeylerinin geometrisini inceledi (Jin, 2012). Gupta belirsiz kosimplektik manifoldlarin V yap1

vektor alan S(TI_S)) ya ait olacak sekilde lightlike hiperylizeylerini caligt1 (Gupta, 2012). Ayni yazar

belirsiz kosimplektik manifoldlarin V yap1 vektoér alani hiperyiizeye ait olacak sekilde lightlike
hiperyiizeylerin Ricci tensériiniin Ricci semi-simetrik ve paralel olmasi igin sartlar elde etti (Gupta,
2013). Ayrica tamamen geodezik olmayan Ricci semi-simetrik lightlike hiperytizeyler i¢in bir drnek
vermistir.

Duggal ve Sahin belirsiz Sasakian manifoldlarin kontakt CR-lightlike altmanifoldlarmi
tanittilar. Sonra ayni yazarlar belirsiz Sasakian manifoldlarin kontakt ekran CR (SCR)-lightlike

altmanifoldlarin1 tanittilar (Duggal ve Sahin, 2007). Gupta, Upadhyay ve Sharfuddin belirsiz
2
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kosimplektik manifoldlarin kontakt ekran CR (SCR)-lightlike altmanifoldlarini ¢alistilar (Gupta vd.,
2012a). Ayrica belirsiz kosimplektik manifoldlarin geometrisini incelediler ve minimal kontakt ekran
CR (SCR)-lightlike altmanifoldlar1 i¢in bazi sonuglar buldular. Diger taraftan bu iki altmanifoldu igeren
bir kapsama bulunmadigindan Duggal ve Sahin, bu iki altmanifold smifin1 da igeren belirsiz Sasakian
manifoldun kontakt genellestirilmis CR (GCR)-lightlike altmanifoldlar1 tanimladilar (Duggal ve Sahin,
2009). Gupta, Upadhyay ve Sharfuddin belirsiz kosimplektik manifoldlarin kontakt GCR-lightlike
altmanifoldlarin1 calistilar (Gupta vd., 2012b). Belirsiz kosimplektik manifoldlarin kontakt GCR-
lightlike altmanifoldlarinin minimal olmasi igin gerek ve yeter kosullar buldular. Ayrica belirsiz
kosimplektik manifoldlarin kontakt GCR-lightlike altmanifoldlar ig¢in varlik ve yokluk teoremleri
verildi ve boylesi altmanifoldlar i¢in 6rnekler verdiler. Bu tip altmanifoldlar farkli manifoldlarda birgok
yazar tarafindan ¢aligilmistir (Duggal ve Sahin, 2006; Gupta ve Sharfuddin, 2010a; Kumar ve Nagaich,
2014; (Onen) Poyraz, 2020; (Onen) Poyraz, 2021).

Yildirim ve Sahin belirsiz Sasakian manifoldlarin ekran transversal lightlike altmanifoldlarimi
tanittilar ve bu manifoldlarin reel lightlike egrileri igerdigini gosterdiler (Yildirnm ve Sahin, 2010).
Gupta ve Sharfuddin belirsiz kosimplektik manifoldlarin ekran transversal lightlike altmanifoldlarini
tanittilar (Gupta ve Sharfuddin, 2010b). Burada belirsiz kosimplektik manifoldlarin ekran transversal,
ekran transversal anti-invaryant ve radikal ekran transversal lightlike altmanifoldlarini tanimladilar ve
bu altmanifoldlarin geometrisini incelediler. Ayrica ekran transversal anti-invaryant lightlike
altmanifoldlari i¢in bir karakterizasyon elde ettiler ve bu altmanifold i¢in 6rnek verdiler.

Dogan, Sahin ve Yasar belirsiz Kéhler manifoldlarin ekran transversal CR-lightlike
altmanifoldlarini tanittilar ve bu tiir lightlike altmanifoldlarin geometrisini incelediler (Dogan vd.,
2020). Bu altmanifoldlar i¢in Ornekler verdiler ve distribiisyonlarm integrallenebilirligini
aragtrmiglardir. Ayrica kompleks uzay formlarin ekran transversal CR-lightlike altmanifoldlari igin
karakterizasyon teoremi vermislerdir ve ST-CR lightlike altmanifoldlarin minimal olmasi igin gerek ve
yeter kosullar buldular.

Poyraz belirsiz Sasakian manifoldlarin kontakt ekran transversal CR-lightlike altmanifoldlarini

tamtt1 ve bdylesi altmanifoldlarm geometrisini inceledi ((Onen) Poyraz, 2023).
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

20. yiizy1lin ikinci yarisindan itibaren Riemann ve semi- Riemann manifoldlarin geometrisi,
diferansiyel geometride ve bunun matematik ve fizikteki ¢esitli konulara uygulanmasi aktif aragtirma
alanlar1 olmustur. Berger'in kitab1 (2000), 1950'den bu yana Riemann geometrisindeki Gnemli
gelismeleri, o zamanin diferansiyel geometri c¢aligmalarina atifta bulunarak igerir. 1970'lerin
ortalarinda, ilgi genel gorelilikte kullanilan matematiksel teori olan Lorentz geometrisi yoniinde kaydi.
O zamandan bu yana modern diferansiyel geometri ile matematiksel gorelilik arasindaki baglantinin
derinliginde hem lokal hem de global bakis ac¢idan inanilmaz bir sigrama oldu. Global lorentz
geometrisinin ¢aligmalarinin ¢ogu, Beem ve Ehrlich (1981) ve 1996’daki ikinci baskisinda, Easley ile
beraber bir kitapta tanimlanmistir.

Riemann geometrisinde, Riemann manifoldun bir altmanifolduna indirgenmis metrik daima
Riemanndir. Bu durumun aksine semi-Riemann manifoldun altmanifoldu iizerine indirgenmis metrigin
non-dejenere olmasi gerekmez. Semi-Riemann manifolddan indirgenen metrik tensdr altmanifold
tizerinde pozitif tanimli (Spacelike), negatif tanimli (timelike) veya dejenere (lightlike, null) olabilir.
Bilindigi gibi spacelike ve timelike altmanifoldlarin geometrisi, Riemann altmanifoldlarinin
geometrisine benzemektedir (O’Neill, 1983). Fakat, lightlike (dejenere) altmanifoldlarin geometrisi
tamamen farkhidir. Bu durum bize altmanifoldlarin farkli bir tipi olan lightlike (dejenere)
altmanifoldlarmi tanimlama imkani verir. Bu nedenle lightlike (dejenere) altmanifoldlar: diferensiyel
geometrinin en Onemli konularindan biridir. Riemann altmanifoldunun en temel 6zelligi olan
konneksiyonun Levi-Civita metrik konneksiyon olmasi lightlike altmanifoldlarda gecerli degildir
(Duggal ve Bejancu, 1996). Lightlike altmanifoldlarin geometrisi, matematiksel fizikte, dzellikle de
genel gorelilikte kullanilir, ¢linkii lightlike altmanifoldlar, olay ufuklari, Cauchy'nin ufuklar1 ve

Kruskal'm ufuklarinin farkli tiirde ufuk modellerini iretir. Evren, (4-+n)—boyutlu bir spacetime

manifolduna goémiilmiis dort-boyutlu bir altmanifold olarak temsil edilebilir. Ayrica lightlike
hiperyiizeyler elektromanyetizma teorisinde de calisilmistir (Duggal ve Bejancu, 1996). Duggal ve
Bejancu (1996) lightlike altmanifoldlarin genel teorisinin 6nemli bir eksik kismini doldurmak igin
lightlike altmanifoldlar ile ilgili bir Kitap yayinladilar. Ayni y1l Kiipeli lightlike altmanifoldlar ile ilgili
bir kitap yaymladi. Daha sonra Duggal ve Sahin 6zellikle, Duggal ve Bejancu (2010) kitabmin
yaymlanmasindan sonra yayinlanan lightlike geometrideki tiim yeni sonuglari iceren bir kitap
yayinladilar.

Diferensiyallenebilir geometrik yapilara sahip bazi manifoldlarin geometrileri ilgingtir. Bu
yapilara sahip manifoldlar ve bunlar arasmdaki doniisiimler diferensiyal geometride yogun olarak
aragtirilmistir. Bu manifoldlardan bazilart hemen hemen kompleks manifoldlar, hemen hemen kontakt
manifoldlar ve hemen hemen g¢arpim manifoldlardir. Bu yapilarin genellemesi olarak Yano (1963)

tarafindan f —yapilar takdim edilmistir. Daha sonra bu yapinin genislemesi olarak, Goldberg ve Yano
4
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(1970) derecesi d olan polinom yapisini takdim etmistir. Bu yapilara sahip manifoldlarin lightlike
altmanifoldlar1 yogun olarak arastirilmigtir. Bu ¢aligmalardan bazilar su sekilde 6zetlenebilir. Atgeken
ve Kilig (2007) semi-Riemann ¢arpim manifoldlarin lightlike altmanifoldlarini takdim ettiler. Semi-

Riemann ¢arpim reel uzay formlarin tamamen umbilik, egrilik invaryant lightlike altmanifoldlarini
incelediler. B(c,)x E(CZ) (c,,c, #0) olmak iizere semi-Riemann c¢arpim reel uzay formunun egrilik

invaryant proper semi-invaryant lightlike altmanifoldunun olmadigini gésterdiler. Kili¢ ve Sahin (2008)
semi-Riemann ¢arpim manifoldlarin radikal anti-invaryant lightlike altmanifoldlarini g¢alistilar.
Yazarlar bu altmanifoldlarin geometrisini incelediler ve bir kosul altinda tamamen umbilik radikal anti-
invaryant lightlike altmanifoldlarin tamamen geodezik oldugunu gosterdiler. Kilig, Sahin ve Keles
(2011) semi-Riemann c¢arpim manifoldlarm screen semi-invaryant lightlike altmanifoldlarin
tamimladilar. Yazarlar screen semi-invaryant lightlike altmanifoldlarin lokal ¢arpim manifoldu olmasi
i¢in gerekli ve yeterli sartlar buldular. Tamamen umbilik screen semi-invaryant lightlike altmanifoldlar
ve anti-invaryant lightlike altmanifoldlar i¢in karakterizasyon teoremleri verdiler. Jin ve Lee (2015)
belirsiz Kehler manifoldlarin jenerik lightlike altmanifoldlarim tamimladilar. Acet (2018) metalik semi-
Riemann manifoldun lightlike hiperyiizeylerini calisti. Invaryant lightlike hiperyiizeyler iizerine
indirgenmis yapinin da metalik oldugunu gosterdi. Ayrica metalik semi-Riemann manifoldun screen
semi-invaryant lightlike hiperyiizeylerini tanimladi, bu altmanifoldlar da olusan distribiisyonlarin
integrallenebilirligi igin kosullar buldu ve bazi ornekler verdi. Poyraz ve Yasar (2019) altin semi-
Riemann manifoldlarm lightlike altmanifoldlarin1 takdim ettiler. Yazarlar altin semi-Riemann
manifoldun radikal anti-invaryant lightlike altmanifoldunun olmadigin1 gosterdiler. Ayrica altin semi-
Riemann manifoldun semi-invaryant lightlike altmanifoldunu calistilar ve bu altmanifoldlar i¢in
ornekler verdiler. Poyraz ve Dogan (2020) altin semi-Riemann manifoldlarin semi-invaryant lightlike
altmanifoldlarin1 ¢alistilar. Yazarlar bu altmanifoldlardaki distribiisyonlarinin integrallenebilir,
tamamen geodezik ve mixed geodezik olmasi i¢in sartlar elde ettiler.

Kosimplektik manifoldlarin altmanifoldlari, 1970 yilinda Ludden tarafindan tartigilmustir.
Bir kosimplektik manifoldun altmanifoldunun lokal simetrik oldugunu gésterdi. Ondan sonra Chen
(1973) altmanifoldlarin geometrisini inceledi. Kang ve Kim (2007) belirsiz kosimplektik manifoldlarin
lightlike hiperylizeylerini ¢alistilar. Buradaki distribiisyonlar i¢in integrallenebilirlik kosullar1 buldular.
Belirsiz kosimplektik manifoldlarin tamamen umbilik lightlike hiperyiizeylerini calistilar ve
B(c) (c#0) icin belirsiz kosimplektik manifoldlari tamamen umbilik lightlike hiperyiizeyinin
olmadigimi ispatladilar. Jin ve Lee (2011) jenerik lightlike altmanifoldlarin1 tanimladilar ve bu
altmanifoldlar i¢in yeni sonuglar elde ettiler. Gupta, Upadhyay ve Sharfuddin (2011) belirsiz
kosimplektik manifoldunun slant lightlike altmanifoldlar1 notasyonunu tanimladilar. Slant lightlike
altmanifoldlar1 varligr icin gerek ve yeter sartlar elde ettiler. Ayrica bu altmanifold igin &rnekler

verdiler. Gupta (2011) belirsiz kosimplektik manifoldlarin ekran slant lightlike altmanifoldlarini takdim

5
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etti. Ekran slant lightlike altmanifoldlar1 igin karakterizasyon teoremi verdi. Ayrica ekran slant lightlike
altmanifoldlar1 i¢in 6rnek verdi. Upadhyay ve Gupta (2011) belirsiz kosimplektik uzay formlarin V
yap1 vektor alam hiperyiizeye ait olacak sekilde semi-paralel lightlike hiperyiizeylerini ¢alistilar. Jin
(2012) belirsiz kosimplektik manifoldlarin lightlike hiperyiizeylerinin geometrisini inceledi. V yap1

vektor alani sirastyla B ya ait olacak sekilde inceledi ve bir ¢ok yeni sonug elde etti. Gupta (2012)
belirsiz kosimplektik manifoldlarm V yap1 vektdr alam S(TB) ya ait olacak sekilde lightlike

hiperyiizeylerini calisti. Burada distribiisyonlarin paralel, killing ve integrallenebilir olmasi igin
karakterizasyon teoremleri elde etti ve bu altmanifoldun mixed tamamen geodezik olmasi i¢in sartlar
elde etti. Ayni yazar (2013) belirsiz kosimplektik manifoldlarin V' yap1 vektor alam hiperyiizeye ait
olacak sekilde lightlike hiperyiizeylerin Ricci tensoriiniin Ricci semi-simetrik ve paralel olmasi i¢in
sartlar elde etti. Tamamen geodezik olmayan Ricci semi-simetrik lightlike hiperyiizeyler i¢in bir 6rnek
verdi. Sachdeva, Kumar ve Bhatia (2013) belirsiz kosimplektik manifoldun tamamen kontakt umbilik
slant lightlike altmanifoldlarimi galistilar. Belirsiz kosimplektik manifoldun uzay formunun tamamen
kontakt umbilik proper slant lightlike altmanifoldlarmnin var olmadigim gosterdiler. Ayrica minimal
slant lightlike manifoldlar tizerinde karakterizasyon teoremleri verdiler. Jin (2014) belirsiz
genellestirilmis uzay formunun jenerik lightlike altmanifoldlarmi ¢alistr. Upadhyay, Gupta ve
Sharfuddin (2017) belirsiz kosimplektik manifoldlarin ekran konformal lightlike hiperyiizeyleri igin
karakterizasyon teoremi verdiler. Tamamen geodezik, ekran homotetik ve ekran konformal lightlike
hiperylizeyler i¢in 6rnek verdiler.

Diger taraftan belirsiz Kaehler manifoldlarin CR-lightlike altmanifoldlar1 Duggal ve Bejancu
(1996) tarafindan takdim edildi. Belirsiz Sasakian manifoldlarin kontakt CR-lightlike altmanifoldlari
Duggal ve Sahin tarafindan tamtildi. Kontakt CR-lightlike altmanifoldlar1 kompleks ve reel alt
durumlarim igermediginden Duggal ve Sahin (2006) bu iki durumu da iceren belirsiz Kaehler
manifoldlarin ekran CR-lightlike altmanifoldlarini tanittilar. Daha sonra Duggal ve Sahin (2007)
belirsiz Sasakian manifoldlarin kontakt ekran CR (SCR)-lightlike altmanifoldlarim tanittilar. Gupta,
Upadhyay ve Sharfuddin (2012a) belirsiz kosimplektik manifoldlarin kontakt ekran CR (SCR)-lightlike
altmanifoldlarin1 ¢alistilar ve bu altmanifoldlarin geometrisini incelediler. Ayrica bu manifoldlarin
tamamen kontakt umbilik lightlike altmanifoldlarini ¢alistilar. Ayrica belirsiz kosimplektik manifoldun
minimal kontakt ekran CR (SCR)-lightlike altmanifoldlar1 igin bazi sonuglar buldular. Bu iki
altmanifoldu iceren bir kapsama bulunmadigindan Duggal ve Sahin (2006), bu iki altmanifold sinifim
da igeren belirsiz Kaehler manifoldun genellestirilmis CR (GCR)-lightlike altmanifoldlar1 tammladilar.
Belirsiz kompleks uzay forumunun tamamen umbilik proper GCR-lightlike altmanifoldunun
olmadigimi gosterdiler ve bazi karakterizasyon teoremleri ispatladilar. Sonra Duggal ve Sahin (2007)
belirsiz Sasakian manifoldun kontakt genellestirilmis CR (GCR)-lightlike altmanifoldlarini

tanimladilar. Bu altmanifoldlar i¢in varlik ve yokluk teoremlerini ispatladilar ve minimal GCR-lightlike
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altmanifoldlar {izerinde karakterizasyon teoremleri verdiler. Kontakt GCR-lightlike altmanifoldlarin
reel hiperylizeyler, invaryant, screen reel ve CR-lightlike altmanifoldlar: icerdigini gosterdiler. Gupta
vd. (2012b) belirsiz kosimplektik manifoldlarin kontakt GCR-lightlike altmanifoldlarini ¢aligtilar.
Belirsiz kosimplektik manifoldlarin kontakt GCR-lightlike altmanifoldlarinin minimal olmas1 igin
gerek ve yeter kosullar buldular. Ayrica belirsiz kosimplektik manifoldlarin kontakt GCR-lightlike
altmanifoldlar1 igin varlik ve yokluk teoremleri verdi ve bdylesi altmanifoldlar igin drnekler verdiler.
Jain vd. (2012) belirsiz kosimplektik manifoldlarin GCR-lightlike altmanifoldlarini ¢alistilar. Belirsiz
kosimplektik manifoldlarin mixed geodezik GCR-lightlike altmanifoldlarini ¢alistilar ve GCR-lightlike
altmanifoldlarin GCR-lightlike ¢arpim olmasi i¢in bazi1 karakterizasyon teoremleri elde ettiler. Kumar
ve Nagaich (2012) belirsiz kosimplektik manifoldlarin GCR-lightlike altmanifoldlarin lokal warped
carpimlar olmasi igin karakterizasyon teoremleri elde ettiler. Jain vd. (2013a) belirsiz kosimplektik
manifoldlarin GCR-lightlike altmanifoldlarinda olusan distribiisyonlarin integrallenebilir ve tamamen
geodezik olmasi i¢in sartlar arastirmiglardir. Ayni yazarlar (2013b) belirsiz kosimplektik manifoldlarin
tamamen kontakt umbilik GCR-lightlike altmanifoldunun olmadigin1 gosterdiler. Ayrica bu
manifoldlarin tamamen geodezik GCR-lightlike altmanifoldlarini galistilar.

Sahin (2008) Kaehler manifoldlarin ekran transversal lightlike altmanifoldlarini tamtt1 ve bu
altmanifoldlarin geometrisini inceledi. Yildirim ve Sahin (2010) belirsiz Sasakian manifoldlarin ekran
transversal lightlike altmanifoldlarmi tanittilar ve bu manifoldlarin reel lightlike egrileri i¢erdigini
gosterdiler. Ayrica yazarlar bir belirsiz Sasakian uzay formunun transversal lightlike altmanifoldlarin
varhigini (yada yoklugunu) arastirdilar ve belirsiz Sasakian manifoldlarin izotropik ekran transversal
lightlike altmanifoldlar: i¢in karakterizasyon teoremi elde ettiler. Gupta ve Sharfuddin (2010b) belirsiz
kosimplektik manifoldlarin ekran transversal lightlike altmanifoldlarmi tanittilar. Burada belirsiz
kosimplektik manifoldlarin ekran transversal, ekran transversal anti-invaryant ve radikal ekran
transversal lightlike altmanifoldlarin1 tanimladilar ve bu altmanifoldlarin geometrisini incelediler.
Belirsiz kosimplektik manifoldlarin ekran transversal anti-invaryant lightlike altmanifoldlarinin metrik
konneksiyon olmasi igin sartlar bulmuslardir. Ayrica bu altmanifoldlar i¢in 6rnekler verdiler.

Dogan, vd. (2020) belirsiz Kihler manifoldlarin ekran transversal CR-lightlike
altmanifoldlarini tanittilar ve bu tiir lightlike altmanifoldlarin geometrisini incelediler. Ekran transversal
CR-lightlike altmanifoldlar1 i¢in bir karakterizasyon teoremi verdiler ve bu altmanifoldlarin
geometrisini incelediler. Ayrica ST-CR lightlike altmanifoldlarm minimal olmasi i¢in sartlar buldular.
Poyraz (2023) belirsiz Sasakian manifoldlarin kontakt ekran transversal CR-lightlike altmanifoldlarin
tamitt1 ve bu tiir lightlike altmanifoldlarin geometrisini inceledi. Belirsiz Sasakian manifoldun proper
kontakt ekran transversal CR-lightlike altmanifoldunun indirgenmis metrik konneksiyonunun var
olmadigini gésterdi. Bu altmanifoldlar i¢in karakterizasyon teoremleri verdi. Kontakt ekran transversal-

CR lightlike altmanifoldlarin ekran transversal CR-lightlike ¢carpim olmas1 igin gerekli ve yeterli
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kosullar bulmustur. Ayrica kontakt ekran transversal-CR lightlike altmanifoldlarin minimalligini
aragtirmistir ve bu altmanifoldlar i¢in 6rnekler vermistir.

Belirsiz kosimplektik manifoldlar ve lightlike altmanifoldlar i¢in simdiye kadar yapilan
calismalar dikkate alindiginda, bu altmanifoldlar arasinda kapsayan bir baglantinin olmadigi
goriilmektedir. Belirsiz kosimplektik manifold durumu i¢in de, bu altmanifoldlar1 kapsayan genel bir
lightlike altmanifoldun varligini arastirmak iyi bir arastirma problemidir. Bu yiizden bu tezde, belirsiz
kosimplektik manifoldun ekran transversal CR-lightlike altmanifoldlari calisilmis, geometrileri
incelenmis ve diger altmanifoldlar ile olan iliskileri tartigilmustir. Ekran transversal CR-lightlike
altmanifoldlarin ekran transversal CR-lightlike ¢arpim olmasi i¢in sartlar bulunmustur. Ayrica kontakt
tamamen umbilik ekran transversal CR-lightlike altmanifoldlarin ve irrasyonel ekran transversal CR-
lightlike altmanifoldlarin ekran transversal CR-lightlike ¢arpim olmasi igin sartlar arastirilmistir. Bu
altmanifoldlarin minimal olmasi igin sartlar elde edilmistir ve tamamen geodezik olmayan minimal

ornegi verilmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Burada semi-Oklidyen uzaylar ve semi-Riemann manifoldlar ile ilgili bilgiler verilmistir. Daha
sonra lightlike altmanifoldlar, belirsiz kosimplektik manifoldlar ve bu manifoldun ¢alismalarimizda

bahsedecegemiz bazi lightlike altmanifoldlar1 tanitilmigtir.

3.1. Semi-Oklidyen Uzaylar

Tamm 3.1.1. W bir reel reel vektor uzayi olsun. Eger g:W xW — R doniisiimii, her a,b e R
skalerleri ve her w;, w,,w, eW vektorleri igin

) gw,w,) =g(w,,w),

i) gaw, +bw,,w,) =ag(w, w,) +bg(w,,w,),

g(w,, aw, +bw;) =ag(w, w,) +bg(w,, w,)

kosullarmi sagliyorsa, § doniisiimiine W reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form denir
(O’Neill, 1983).

Tamm 3.1.2. W reel vektor uzay1 ve g, W iizerinde tanimlh simetrik bilineer form olsun. Bu
durumda

i) Her weW ve w0 i¢in g(w,w) >0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif taniml1,

i) Her weW ve w0 i¢in g(w,w) <0 ise g simetrik bilineer formuna negatif tanimls,

iii) Her weW i¢in g(w,w) >0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif yari-tanimls,

iv) Her weW i¢in g(w,w) <0 ise g simetrik bilineer formuna negatif yari-tanimli
denir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.1.3. W bir reel vektor uzayi ve g, W iizerinde tanimli simetrik bilineer bir form olsun.
0=weW olmak iizere her u eW i¢in

g(u,w) =0

ise, g simetrik bilineer formuna W {izerinde dejeneredir denir. Aksi durumda § non-dejenere olur.
g ’nin non-dejenere olmast i¢in ancak ve ancak her ueW igin, g(u,w)=0 iken W=0 olmasidir
(Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 3.1.4. W bir semi-Oklidyen uzay ve §, W {izerinde tanimli non-dejenere simetrik bilineer
form olsun. weW vektoriine

i)  g(w,w)>0 veya W=0 ise spacelike (uzayimsr),

i) g(w,w)<O0 ise timelike (zamans1),
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i) g(w,w)=0 ve wW=0 ise lightlike (151ks1) vektor
denir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.1.5. W bir semi-Oklidyen uzay, § W iizerinde tanimli non-dejenere simetrik bilineer
formve V , W reel vektor uzayinin bir alt uzayi olsun. g 'nin V alt uzay: tizerine kisitlanmigi olan

gv‘V 'V xV — R doéniigiimiiniin negatif tammli olacak sekildeki en biiyiik boyutlu V alt uzayinin

boyutuna, g simetrik bilineer formunun indeksi denir ve q ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.1.6. W reel vektdr uzay: tizerindeki § non-dejenere simetrik bilineer forma, W reel
vektor uzayi iizerinde bir skalar ¢arpim (veya semi-Oklidyen metrigi), (W, g) skalar carpim uzay (veya
semi-Oklidyen uzay) olarak adlandirilir. Eger § pozitif tammli ise 0 zaman § bir i¢ ¢arprm (Oklid
metrigi) olur ve (W, g) da Oklid uzay: denir. ¢ ’nim indeksi, q=1 ise ¢ ’ya Lorentz metrigi ve
(W,g)’ya da Lorentz uzay: olarak adlandirilir. Bir (W,g) semi-Oklidyen uzaymn ortonormal
bazindaki spacelike vektor sayist p ve timelike vektor sayist g olsun. Eger p,q =0 ise W, proper
semi-Oklidyen uzay denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 3.1.7. W bir reel vektdr uzayi ve V' de W *nin bir alt uzay: olsun. Eger g, dejenere ise
V lightlike (dejenere) alt uzay olarak adlandirilir. V uzayinin dik uzayi

Vi={weW |g(v,w)=0,vveV}

ile tanimhidir ve V.V * # {0} *dir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 3.1.8. W bir reel vektor uzayt ve g, W iizerinde simetrik bilineer bir form olsun. Bu
durumda W ’nin
Radw ={§ eW |g(&,w) =O,VW€W}
seklinde tanimli alt uzayina, § simetrik bilineer formuna gére W uzayinin radikal (veya null) uzay1
denir (Duggal ve Sahin, 1996).
Tamm 3.1.9. W bir lightlike vektor uzayr ve RadW , W vektor uzaymin radikal uzay: olsun.

Radikal uzaya tiimleyen olan non-dejenere alt uzaya ekran (screen) uzay denir ve SW ile gosterilir
(Duggal ve Bejancu, 1996).
Tamm 3.1.10. W bir semi-Oklidyen uzay olsun. Bu uzaymn

g(e.e) =0 .€)=0, g(e.)=5, ijefl..s}
ve

g(Va’ei):g(voﬂei*)zoi g(vaivﬂ):8a5a, a,ﬂe{l,...,t}, ga:$1

10
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olacak sekildeki {el,...,ey,e; ,...,e;,Vl,...,Vt} bazma semi-Oklidyen uzaymn quasi-ortonormal bazi

denir (Duggal ve Bejancu, 1996).
Teorem 3.1.11. W bir semi-Oklidyen uzay ve V da bu uzaym bir lightlike altuzay1 olsun. Bu

durumda, W uzaymnin V boyunca bir quasi-ortonormal bazi vardir (Duggal ve Bejancu, 1996).
3.2. Semi-Riemann Manifoldlar

Bu alt boliimde semi-Riemann manifoldlarin altmanifoldlar1 hakkinda temel tanim ve teoremler

verilmistir.
Tamm 3.2.1. B diferensiyellenebilir bir manifold ve pe B noktasmndaki tanjant uzay TpB
olsun.
g : TBxTB - R
K.Y, o §(X,Y)=d(X,.Y,)
seklinde tanimli sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0,2) tensér alanina B iizerinde bir

metrik tensér denir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.2.2. § metrik tensérii ile donatilan bir B diferensiyellenebilir manifolduna, bir semi-
Riemann manifold denir ve (B, §) ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.2.3. (B,§) semi-Riemann manifoldu i¢in, § metrik tensoriiniin indeksine, semi-
Riemann manifoldunun indeksi denir ve indB ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Indeks q ile belirtelim. O zaman, 0< q < boyI_5> "dir. Eger q =0 ise, her pe B icin G|p , Tp|.5>
{izerinde pozitif tammli bir i¢ ¢arpim olacagindan B bir Riemann manifoldu olur. Eger g=1lven=2

ise, B Lorentz manifold olarak adlandirilir (O’Neill, 1983).
Tamm 3.2.4. B diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Her X,Y,Z eI'(TB) ve

f eCw(é,R) icin
V:T(TB) - I'(TB)

ile tanimli ve

1) V., Z=V,Z+V,Z,

2) Vo(Y+2)=V,Y+V,Z,

3) V,Y=1V,Y,

4) V (fY)=X[fIY +fV,Y

11
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sartlarin1 saglayan \Y doniisiimii afin (veya lineer) konneksiyon olarak adlandirilir. 6XY vektor
alanmina, Y vektor alaninin X vektor alam yoniindeki kovaryant tiirevi denir (O’Neill, 1983).
Tamm 3.2.5. V, (B, ) semi-Riemann manifoldu iizerinde bir lineer konneksiyon olsun. §
metrik tensér alan V ’ye gore paralel ise, yani her X,Y,Z e I'(T é) i¢in
(V@)(Y.Z) = XG(Y,Z)=G(VY,Z) - G(Y,VxZ) =0
ise, V ’ya metrik konneksiyon (veya Riemann konneksiyonu) denir (O’Neill, 1983).
Tamm 3.2.6. B semi-Riemann manifoldunun lineer konneksiyonu V olsun. Her
X,Y eI (TM) igin V ’nin torsiyon tensérii T
T(X,Y)=V,Y -V, X -[X,Y]
ile tanimlanir. Eger T(X,Y) =0 ise Y ’ya torsiyonsuzdur denir (O’Neill, 1983).
Teorem 3.2.7. B semi-Riemann manifoldu iizerinde her X,Y,Z e ['(TB) vektor alanlari igin
) [X,Y]=V,Y -V X,
i) XG(Y,Z)=G(VxY,Z)+G(Y,V,Z)

olacak sekilde bir tek V Levi-Civita konneksiyonu vardir ve bu konneksiyon
24(VY,Z) =Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)-Zg(X.Y)
—G(X. [V, ZD+6(Y.[Z, XD+ a(Z,[X,Y])

Kozsul 6zdesligini saglar (O’Neill, 1983).

Tamm 3.2.8. B diferensiyellenebilir n—boyutlu bir manifold olsun. B iizerinde

D: B > T,B
p » D,cT,B

bigiminde tanimhi D doniisiimiine r —boyutlu distribiisyon (dagilim) ve X e I'(T B) icin X, €D,
ise, X wvektor alanna da D ’ye aittir denir. Eger her peé noktas1 igin, Dp ’de r tane
diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektoér alani varsa, D distribiisyonuna diferensiyellenebilirdir
denir (Bejancu, 1986).

Tamm 3.2.9. n—boyutlu diferensiyellenebilir bir B manifoldu iizerindeki r —boyutlu D
distriblisyonu olsun. Eger her X,Y eI'(D) i¢in [X,Y]eI'(D) ise D ye involutivedir denir
(Bejancu, 1986).

Teorem 3.2.10. (Frobenius Teoremi) B iizerindeki bir D distribiisyonu integrallenebilirdir

ancak ve ancak D involutivedir (Duggal ve Sahin, 2010).

12



Sefer POYRAZ, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

Tamm3.2.11. B bir semi-Riemann manifoldu ve V , B iizerinde bir lineer konneksiyon olsun.
Eger her X,Y eT'(D) igin 6XY eI'(D) ise, D distribiisyonuna paraleldir denir (Bejancu, 1986).

Tamm 3.2.12. B bir semi-Riemann manifoldu ve V B iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu
olsun. Her X,Y,Z eI'(TB) igin
R: [(TB)xI(TB)xI'(TB) — I(TB)
(X,Y,Z) - R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z-V,,Z
seklinde tanimlanan (1,3) tipindeki R fonksiyonu B ’nin Riemann egrilik tensorii olarak adlandirilir
(O’Neill, 1983).

Tamm 3.2.13. (B,§) bir semi-Riemann manifoldu ve peB noktasindaki T,B tanjant
uzaymnin iki boyutlu bir alt uzay1r P olsun. P = Sp{X,Y} olmak iizere

R(X,Y, X,Y)

K(P)=— - ~ ;

olarak tammlanan K (P) reel sayisina kesit egriligi denir. Eger K (P) = c(sabit) ise B manifolduna
C sabit kesit egrilikli semi-Riemann manifold veya uzay form denir ve I_5>(C) ile gosterilir (O’Neill,
1983).
Tamm 3.2.14. B(c) uzay formunun Riemann egrilik tensérii her X,Y,Z e [(TB) igin
R(X,Y)Z =c{g(Y,Z)X —§(X,Z)Y}

ile verilir (O’Neill, 1983).
3.3. Semi-Riemann Manifoldlarin Lightlike Altmanifoldlar

Tamm 3.3.1. B, (m+ n) —boyutlu bir B semi-Riemann manifoldunun, ek boyutu n olan bir
altmanifoldu olsun. Her p e B icin
Rad : peB— Rad(T,B)
doniisiimii B iizerinde rank(Rad (T o B)) =r > 0 olacak sekilde diferensiyellenebilir bir distribiisyon

tamimliyorsa, B r - lightlike altmanifold olarak adlandirilir (Duggal ve Sahin, 1996).
r —lightlike bir altmanifold dort durumda incelenebilir (Duggal ve Sahin, 1996).

1. Durum: Eger r <min{m, n} ise, 0 zaman B ’min TB tanjant demetinde Rad(TB) ’ya tiimleyen
olan bir S(TB) ekran distribiisyonu vardir. S(TB), Rad(TB)’ya ortogonal ve §’ya gére non-

dejeneredir. B iizerinde S(TB) sabit indekslidir ve

13
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TB = Rad(TB) L S(TB) (3.1)
olarak yazilir. TB*, TB ’nin ortogonal demeti olmak iizere; TB* i¢inde Rad (TB) ’ya tiimleyen olan
non-dejenere bir S(TB*) ekran transversal vektor demeti vardir ve

TB* =Rad(TB) L S(TB*) (3.2)
seklindedir. Ayrica S(TB) ve S(TB™'), sirasiyla, TB ve S(TB)"* vektor demetlerinin non-dejenere
alt vektor demetleri oldugu igin

TB=S(TB) L S(TB)* (3.3)
olarak yazilabilir. S(TB*) ve S(TB)* demetlerinin her ikisi de non-dejeneredir ve S(TB*) demeti,
S(TB)* demetinin alt vektdr demeti oldugu i¢in

S(TB)* =S(TB*) L S(TB*)* (3.4)
olacak sekilde bagka bir S(TB*)" non-dejencre alt vektor demeti vardir. Ayni sekilde S(TB*)*
demetinde Rad (TB) ’ya tiimleyen olan Itr(TB) lightlike transversal vektor demeti ve TB iginde TB
ya tiimleyen olan bir tr(TB) transversal vektor demeti vardir. Oyleyse

S(TB*)* = Rad(TB) @Itr(TB) (3.5)
ve

tr(TB) =Itr(TB) L S(TB")
dir. (3.3)-(3.5) esitliklerinden

TB =TB @Etr(TB) ) ) ) (36)
=S(TB) L S(TB") L (Rad(TB) @ltr(TB))

bulunur.

2.Durum: Eger r=n<m, S(TB')={0} ise B koizotropik altmanifold olarak adlandurilir.

3. Durum: Eger F=m<n, S(TM) ={0} ise B izotropik altmanifold olarak adlandurilir.

4. Durum: Eger r=m=n, S(TB)=S(TB")={0} ise B tamamen lightlike altmanifold olarak

adlandirilir.

B, B semi-Riemann manifoldunun bir lightlike altmanifoldu ve V¥, B ’nm Levi-Civita
konneksiyonu olsun. tr(TB) B ’nin transversal vektér demeti olmak iizere her X,Y eI'(TB) ve
V eI'(tr(TB)) igin Gauss ve Weingarten denklemleri

V.Y =V, Y +h(X,Y) (3.7)

ve
V.V =-AX+V\V (3.8)
14
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bigiminde verilmistir. Burada {V, Y, A, X} ['(TB) ve {h(X,Y),V.V}e T (tr(TM)) dir. V ve V*
lineer konneksiyonlarina, sirasiyla, indirgenmis konneksiyon ve transversal konneksiyon denir. ikinci
temel form olan h, ['(tr(TB)) degerli simetrik bilineer form ve A, sekil operatérii ise I'(TB) degerli

bir bilineer formdur.

Dger taraftan
L : tr(TB) - Itr(TB), S : tr(TB) —»S(TB*)
projeksiyonlari i¢in,
Lh(X,Y)=h'(X,Y), Sh(X,Y)=h*(X,Y)
olarak yazilabilir. h've h®, sirasiyla, altmanifoldun lightlike ikinci temel formu ve ekran ikinci temel

formu olarak adlandirilir. Ayrica, (3.7) ve (3.8) esitlikleri her X,Y eI(TB), N eI'(Itr(TB)) ve

W eT'(S(TB")) igin

V.Y =V.Y +h'(X,Y)+h*(X,Y), (3.9)
VN=-AX+V,N+D*(X,N), (3.10)
VW =—A, X + VW + D' (X,W) (3.11)

olarak yazlabilir. Burada V,Y,A/X,A,X e[(TB), V. N,D'(X,W)er(ltr(TB)) ve
D°(X,N),VSW eI'(S(TB")) dir (Duggal ve Bejancu, 1996).

(3.9)-(3.11) kullanilarak, her X,Y e '(TB), N,N eI'(Itr(TB)) ve W e I'(S(TB")) i¢in

g(h*(X,Y),W)+g(Y,D'(X,W)) =g(A, X,Y), (3.12)
G(h'(X,Y), &) +g(Y,h' (X, &) +d(V(&Y) =0, (3.13)
gWw,D*(X,N)) =g(A, X,N) (3.14)
ve
G(AX,N)+G(AX,N)=0 (3.15)

esitlikleri elde edilir.
Q:I'(TB) »T'(S(TB)) projektif doniisiimii olsun. S(TB) i¢in Gauss ve Weingarten
denklemleri her X,Y eI'(TB) ve & eI'(Rad(TB)) igin
V,QY =V, QY +h"(X,QY), (3.16)
Vi E=—AX+Vié (3.17)
dir. Burada VY, AIX e [(S(TB)) ve h"(X,QY), V& e(Rad(TB)) dr. (Bejancu ve Duggal,

1995).
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Ayrica yukaridaki denklemler kullanilarak her X,Y eI(TB), &eI'(Rad(TB)) ve
N e (Itr(TB)) igin

G(h'(X,QY),&) = g(A-X,QY) (3.18)
ve
g(h"(X,QY),N)=g(A,X,QY) (3.19)
bulunur. Ayrica (3.13) esitliginden
g(h'(X,£),£)=0 (3:20)
ve
A£=0 (3.21)

oldugu kolayca goriiliir (Bejancu ve Duggal, 1995).
V nin metrik konneksiyon oldugu ve (3.9) kullanilirsa, B *nin indirgenen \Y konneksiyonu ve
her X,Y,Z eI'(TB) igin
(Vx@(Y,Z) =g(h'(X,Y),Z)+§(h'(X,2),Y) (3.22)
dir. Buradan V ’nin metrik konneksiyon olmasi i¢in ancak ve ancak h' =0 olmasidir.
Teorem 3.3.2. B semi-Riemann manifoldu B, B mnm bir r—lightlike yada koizotropik

altmanifoldu olsun. O zaman B iizerine indirgenen V lineer konneksiyonunun bir metrik konneksiyon

olmasi i¢gin ancak ve ancak asagidakilerin saglanmasidir (Duggal ve Bejancu, 1996).

1) Herhangi bir & e I'(Rad(TB)) igin A;, ['(TB) iizerinde sifirdur.

2) Rad(TB) bir Killing distribiisyondur.

3) Rad(TB), V ’ya gére paralel bir distribiisyondur.

Tamm 3.3.3. B semi-Riemann manifoldu B, B nmn bir lightlike altmanifoldu olsun. Her
X,Y eI'(TB) igin

h(X,Y)=Hg(X,Y) (3.23)

olacak sekilde B iizerinde diferensiyellenebilir bir H e I'(tr(TB)) varsa, B °ya tamamen umbiliktir

denir. (Duggal ve Jin, 2003). Eger H =0 ise B altmanifolduna tamamen geodezik denir.

Ayrica tamamen umbiliklik su sekilde de verilebilir:
B 'nin tamamen umbilik olmasi i¢in ancak ve ancak her U koordinat komsulugunda her
X,Y e(TB), W eI'(S(TB")) igin
h'(X,Y)=H'g(X,Y), D'(X,W)=0 (3.24)

ve
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h*(X,Y)=H®g(X,Y) (3.25)
olacak sekildeki H'eT(Itr(TB)) ve H® eI (S(TB')) diferensiyellenebilir vektér alanlarmmn

bulunmasidir (Duggal ve Jin, 2003).

Tamm 3.3.4. B semi-Riemann manifoldu B, B semi-Riemann manifoldunun bir lightlike

altmanifoldu olsun. Asagidaki kosullar saglaniyorsa, B ’ya minimaldir denir (Bejancu ve Duggal,
2005).

i) Rad(TB) iizerinde h® =0 dur.

ii) S(TB) iizerinde izh =0"dur.

Tamm 3.3.5. B semi-Riemann manifoldu B, B semi-Riemann manifoldunun bir lightlike
altmanifoldu olsun. Her X e '(TB) ve &eT'(Rad(TB)) i¢in V,&eT(TB) ise B ya irrasyonel

lightlike altmanifold denir (Kiipeli, 1996).

3.4. Belirsiz Kosimplektik Manifoldlarin Lightlike Altmanifoldlar:

Tamm 3.4.1. B (2m+1)—boyutlu semi-Riemann manifold olsun. Bu durumda B iizerinde
sirastyla ¢ (1,1) —tipinde bir tensér alani, V' vektor alani ve 77 1-form olmak tizere ¢,V,n yapi

tensorleri varsa ve B iizerinde § semi-Riemann metrigi varsa ve her X,Y € y(B) ve V e y(B) igin

asagidaki kosullar1 sagliyorsa
P*X ==X +n(XV, n(X)=4§(X,V), (3.26)
98X, PY) ==0(X.Y)+n(X)n(Y), nog=0, ¥ =0, n(V) =1 (3.27)
B belirsiz hemen hemen kontakt metrik manifold olarak adlandurilir.
Tamm 3.4.2. B belirsiz hemen hemen kontakt metrik manifoldu iizerinde her X e ;((Lsz) icin
V., $=0, (3.28)
V.V =0 (3.29)
ise B ya belirsiz kosimplektik manifold denir (Blair, 2002).
Tamm 3.4.3. B belirsiz kosimplektik manifoldu ve B nin yapi vektdr alani V olsun. p e B

de V ye ortogonal bir X olsun. O zaman {X,#X} ciftinin gerdigi 7z —kesitin egriligi

« _ GR(X,gX)pX, X)
(60X, X))’

olarak tammlanmir ve X ’e gdre 7 —kesit egriligi denir. Eger K, her noktada X ’in secilisinden

bagimsizsa bu durumda K =¢ (sabit) olur.
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Eger B belirsiz kosimplektik manifoldun TXI_5> tizerindeki diizlem kesiti V' ye ortogonal X

ve ¢X tarafindan geriliyorsa ¢ diizlem kesitine ¢— kesit denir. Burada X , B iizerinde null olmayan
vektor alamdir. X ile belirlenmis ¢ yoniindeki K kesitsel egriligi ¢ — kesitsel egrilik olarak
adlandirilir. Eger B ¢ — kesitin her bir noktasina bagli olmayan c kesit egriligine sahip ise bu durumda

¢ B da sabittir. Bu durumda B belirsiz kosimplektik uzay formu denir ve B(c) ile gosterilir. B(c)

nin egrilik tensorii

R(X,Y)Z =%{G(Y,Z)X —G(X, 2)Y +n(X)n(Z2)Y =n(Y)n(Z2)X +n(Y)G(X,Z)V

—n(X)G(Y, Z)V +G(¢X, Z)PY +G(4Y, Z)$X +2G(X,4Y)pZ
ile verilir (Ludden, 1970).

(3.30)

Bu c¢alisma boyunca oOrnekleri anlamak igin asagidaki yapi dikkate alinacaktir.

(R2™"4,,V,», §) nm ahsilmis kosimplektik yapist
77 = dZ,V = azl

q

2. . am .
§=n®n-> dX' @dx'+dy' ®dy'+ > dx' ®dx' +dy' ®dy',

i=1

A(( XX +V,ay) + Zaz) = (S VX' - X oy)

ile verilir. Burada (X', y', z) kartezyen koordinatlardir ve q ¢ift say1 olarak dikkate almacaktur.

Tamm 3.4.4. B bir belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B nin V’ye teget olacak sekildeki

lightlike altmanifoldu olsun. Eger
¢(Rad(TB)) = Rad(TB) ve ¢#(S(TB)) =S(TB)
ise B, B ’nim invaryant lightlike altmanifoldu olarak adlandirilir (Gupta vd., 2012a).
Tamm 3.4.5. B bir belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B nin V’ye teget olacak sekildeki

lightlike altmanifoldu olsun. Eger asagidakiler saglaniyorsa, B, B mn CR (Cauchy-Riemann)-

lightlike altmanifoldu olarak adlandirilir.

i) Rad(TB),
Rad (TB) N ¢(Rad (TB)) ={0}

olacak sekilde anti-invaryant bir distribiisyondur.
ii) B iizerinde

S(TB) ={#(Rad (TB)) ® 0} Lo, L {V}, d(tty) =ty $(u) = L O,
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olacak sekilde x, ve ' vektor demetleri vardir. Burada g, altmanifold iizerinde non-dejenere

invaryant bir distribiisyon, {V} de V tarafindan iretilen 1—boyutlu distribiisyon ve Q,, Q, de

sirastyla, Itr(TB), S(TB") in vektor alt demetleridir.

Tamm 3.4.6. B bir belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B nmn V’ye teget olacak sekildeki

lightlike altmanifoldu olsun. Asagidakiler saglamyorsa, B, B *mn bir SCR (ekran Cauchy-Riemann)
lightlike altmanifoldu olarak adlandirilir (Gupta vd., 2012a).

(A) S(TB) 'nin
SMB)=pLu" LIV}, v ={0},
#(u) =, Ppu") = S(TBY)
olacak sekilde reel non-dejenere bir invaryant u distribiisyonu vardir. Burada s, S(TB) da
p# L {V} nin ortogonal timleyenidir ve {V} de V tarafindan iiretilen 1-boyutlu
distriblisyondur.
(B) Rad(TB), ¢ invaryanttir.
Tamm 3.4.7. B bir belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B nin yap: vektor alant V’ye teget

olacak sekildeki lightlike altmanifoldu olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa B, B ’nin bir GCR

(Genellestirilmis Cauchy-Riemann) lightlike altmanifoldu olarak adlandirilir.
(A) Rad(TB) ’nin
Rad(TB) = 14 ® s, , ¢l1s) = 14, #(u) = S(TB)
olacak sekilde 4 ve u, altdemetleri vardir.
(B) S(TB) nmn

S(TB) ={¢(1) ® 1} L gty L{V}, $ato) = g, $(1) = L,

olacak sekilde 1, ve u' altdemetleri vardir. Burada 4, B iizerinde non-dejenere invaryant
bir distribiisyon, {V} de V tarafindan tretilen 1—boyutlu distribiisyon, €, ve Q, de,

sirastyla, Itr(TB) ve S(T B™) ’in vektdr altdemetleridir (Gupta vd., 2012b).

Tamm 3.4.8. B bir belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B nin V’ye teget olacak sekildeki

lightlike altmanifoldu olsun. Eger
¢(Rad(TB)) = S(TB")

ise B, B ’nin ekran transversal lightlike altmanifoldu olarak adlandirilir (Gupta ve Sharfuddin, 2010Db).
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliimde ilk olarak belirsiz bir kosimplektik manifoldunun ekran transversal CR-lightlike
altmanifoldlar1 tamtilmigtir. Burada olusan distribiisyonlarin integrallenebilirligi ve tamamen
geodezikligi arastirilmigtir. Daha sonra ise belirsiz kosimplektik manifoldunun ekran transversal CR-
lightlike altmanifoldlar1 i¢in tamamen geodezik olmayan minimal bir rnek verilmis ve bu altmanifold

icin minimallik sartlar1 bulunmustur.
4.1. Ekran Transversal CR-Lightlike Altmanifoldlar

Bu béliimde, belirsiz kosimplektik manifoldlarin ekran transversal Cauchy-Riemann (ST-CR)
lightlike altmanifoldlar tamtilmugtir. B6liim igerisinde, ekran transversal CR-lightlike altmanifoldlara
iliskin Ornek verilmis ve distribiisyonlarin integrallenebilir olmasi igin sartlar bulunmustur.

Kosimplektik uzay formlarin ekran transversal CR-lightlike altmanifoldlar: i¢in bir karakterizasyon

teoremi ispatlanmistir. B ekran transversal CR-lightlike altmanifoldunun ekran transversal-CR
lightlike carpim olmasi i¢in sartlar bulunmustur. Ayrica kontakt tamamen umbilik ekran transversal
CR-lightlike altmanifoldunun ve irrasyonel ekran transversal CR-lightlike altmanifoldunun ekran

transversal-CR lightlike garpim olmasi i¢in sartlar elde edilmistir.
Tamm 4.1.1. B bir belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B nin yap1 vektor alanm V’ye teget

olacak sekildeki bir r — lightlike altmanifoldu olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa B bir ekran
transversal CR-lightlike (ST-CR) altmanifold olarak adlandirilir.

(A) Rad(TB),
Rad (TB) = 14 ® 11, #(14) = S(TB), ¢(us,) = S(TBY)
olacak sekildeki z4 ve p, alt demetlerine sahiptir.
(B) S(T I§) icin
STB)={p(14)®u} Lty LV}, $(1) =11y, $(1)=Q, Lo, $(Q,) = S(TBY)
esitliklerini saglayan 4, ve u' altdemetleri vardir. Burada g, B iizerinde non-dejenere bir
distribiisyon; Q,, Q, Itr(TB) 'yave @ da S(TB") e ait vektor altdemetleridir.
Ekran transversal CR-lightlike altmanifold tanimindan
TB={u®u} L{V}
olarak yazilabilir. Burada
1=, ® 1y © 4 (1)

ve
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H=pu, ®¢(Ql)®¢((0)
dir.
M niin invaryant bir distriblisyon ve z nin de anti-invaryant bir distribisyon oldugu agiktir. Ayrica
Itr (TB) =, ®Q,, () <=S(TB), 4(Q,)=S(TB")
Ve
S(TB")={¢(c,)®4(Q,)} Lo
esitlikleri vardir.
Eger 1, #{0}, 1, #{0}, 14, #{0} ve w={0O} ise, 0 zaman B belirsiz kosimplektik

manifoldunun proper ekran transversal CR-lightlike altmanifoldu olarak adlandirilir. Bir proper ekran
transversal CR-lightlike altmanifold i¢in asagidakiler dogrudur.

1) (A)dan boy(Rad(TB)) > 2 dir.

2) (B) kosulundan, boy(u)=2s>4, boy(x)>2 ve boy(w,)=Dboy(Q,) dir. O zaman

boy(B) >8 ve boy(B) >13 olur.

3) Herhangi bir 8 — boyutlu ekran transversal CR-lightlike altmanifold 2 —lightlike olmalidir.

4) (A) kosulu geregince ve B bir kosimplektik manifold oldugundan, index(é) 22 dir.
Onerme 4.1.2. B belirsiz kosimplektik manifoldunun bir B ekran transversal CR-lightlike

altmanifoldu olsun. O zaman B nin CR-lightlike altmanifold olmas: i¢in ancak ve ancak u, ={0}

olmasidir. Benzer sekilde B nin ekran transversal lightlike altmanifold olmasi i¢in ancak ve ancak

14 ={0} olmasidir.

Ispat: B, B ’nm bir CR-lightlike altmanifoldu oldugunu varsayahm. Oyleyse tanimdan B ’nin
#(Rad(TB)) "Rad (TB) ={0} olacak sekilde bir @¢(Rad(TB)) distribiisyonu vardir. Boylece

Rad(TB) = 1, ’dir. Buradan s, ={0} dr. Bu da @(Itr(TB)) nItr(TB)={0} ve
#(Itr (TB)) = S(TB) oldugunu gosterir. Tersine, B, B belirsiz kosimplektik manifoldunun bir ekran
transversal CR-lightlike altmanifoldu ve s, ={O} oldugunu varsayalm. O zaman Rad(TB) =z
olup, ¢(Rad(TB)) "Rad(TB) ={0} olur. Baska bir deyisle, ¢(Rad(TB)), S(TB) 'mn bir alt vektor
demetidir ve buradan B bir CR-lightlike altmanifold olur.

Ayni sekilde, B, B ’min bir ekran transversal lightlike altmanifoldu oldugunu varsayalim. O zaman

Tamm 3.4.8. den ¢(Rad(TB)) — S(TB*) dir. Ekran transversal CR-lightlike altmanifoldu tanimindan
Rad(TM) = g, ’dir yani, g4 ={0}’dir. Buradan ¢(Itr(TB)) = S(TB") bulunur. Tersine, B, B

belirsiz kosimplektik manifoldunun bir ekran transversal CR-lightlike altmanifoldu ve z4 ={0}
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oldugunu varsayalim. Bu durumda Rad(TB) = s, dir. Buradan g(Rad (TB)) ~Rad(TB) ={0} ve
$(1,) = S(TB*) dir. Buradan ¢(Rad(TB)) = S(TB*) olup, B bir ekran transversal lightlike
altmanifolddur.
Ornek 4.1.3. (B:le, g) bir (—,— + ++ — — -+ + + + ++) isaretli semi-Oklidyen uzay
Ve (X, Xy Xy X4y Xy Xgr Yir Yar Yar Yao Yor Ve 2)» RY tin standart koordinat sistemi olsun. B *nin
X* =X cosa, y* = xisina, X = y*, x* = \[1+(y°)

ile verilen bir B altmanifoldu olsun. Bu durumda

Z,=0X,+0Y,,Z,=0X +C0Sa0 X, +Sin a0 Y,,

Z,=0X%X,-0Y,,Z, :%{8x4 +0Y,},

Z,=0X%5,Zs=0Ys,

Z,=Y0X +X°0Y;,Z, =V =01

TB=Sp{2,.2,,2,,2,,2:,2.2Z,,2Z

olmak iizere o dir. Buradan, Z, ve Z lightlike vektorler olup

RadTB =Sp{Z,,Z,}. dir. Boylece B, 13-boyutlu bir 2-lightlike altmanifolddur. Diger taraftan,

4,(2) =Z, €T(S(TB)) Ve ¢, (Z.) = Z, e [(S(TB)) olur. Oyleyse, 44 =SPZ} 1o =S{Z;}
Ho=SP{Zs5. Zs} g1ur. Bu durumda

N, =4(-0%,+0dy,),N, =3(-0x+ cos adx, + sin ady,)
olarak  elde edilir. ~ Buradan € =Sp{N,} ve Q,=Sp{N,} dir. Ayrica
S(TM ™) =Sp{4,(Z,), 4,(N,), &, (Z,)} ve @ =Sp{¢,(Z,) =W} olur. Boylece
o' =Sp{4,(N,)=2,,4,(W)=- Z7} olup B da bir proper ekran transversal-CR lightlike
altmanifolddur.

Ornek 4.1.4. Belirsiz kosimplektik manifoldunun her CR-lightlike altmanifoldu zz, ={0} olan
bir ekran transversal-CR lightlike altmanifolddur.

Ornek 4.1.5. Belirsiz kosimplektik manifoldunun her ekran transversal lightlike altmanifoldu
14, ={0} olan bir ekran transversal-CR lightlike altmanifolddur.

Onerme 4.1.6. Belirsiz kosimplektik manifoldunun koizotropik, izotropik yada tamamen

lightlike bir B proper ekran transversal-CR lightlike altmanifoldu yoktur. Herhangi bir koizotropik
ekran transversal-CR lightlike altmanifold, bir CR-lightlike altmanifold ve izotropik ekran transversal-

CR lightlike altmanifold da bir ekran transversal lightlike altmanifolddur.
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ispat: B mn bir proper ekran transversal-CR lightlike altmanifold oldugunu varsayalim. O
zaman g #{0}, 1, #{0}, 1, #{0} ve w={0} oldugundan, hem S(TB)={0} hem de
S(TB*) #{0} dir. Oyleyse B koizotropik, izotropik yada tamamen lightlike bir altmanifold olamaz.
Diger taraftan B koizotropik bir ekran transversal-CR lightlike altmanifold olsun. O zaman
S(TB*) ={0}’dur. Oyleyse (1) ={0} ve Rad(TB) = 14 olur. Boylece
#(Rad (TB)) = ¢(z4)  T'(S(TB)) olacagindan, B bir CR-lightlike altmanifolddur. Ayni sekilde eger
B bir izotropik ekran transversal-CR ligtlike altmanifold ise, 0 zaman S(TB)={0} dir. Bu durumda
¢(,u1) ={0} ve Rad(TB) = 1, dir. Boylece ¢(Rad(TB)) = ¢(u,) = T(S(TB")) olacagindan, B da
bir ekran transversal lightlike altmanifolddur. Boylece ispat biter.

[(TB)’dan T(,), T(d(w)). F(¢(Ql)), T'(@(S)), I'(xy) ve T'(u,) iizerine olan
izdiisiimler, sirasiyla, P, B, P,, P, S, ve S, ile gosterilsin. Ayni sekilde I'(tr(TB)) *dan T'(#(x,))
, T(#(Q,)), T'(w), T(Q) ve T'(Q,) iizerine olan izdiisiimler de swrasiyla, R, R,, Ry, Q, ve Q,

olsun. Bu durumda herhangi bir X e "(TB)

X =PX +8X

(4.1)
=P X+PX+PX+PX+§X+S5,X

bigiminde yazilabilir. Burada PX eT'(zz) ve SX eI'(x) dir. (4.1) esitligine ¢ kosimplektik yapist
uygularsak
PX =pX +vX (4.2)

olur, burada X e [(TB) ve vX eI'(tr(TB)) dir.
(4.1) esitligine ¢ kosimplektik yapisi uygulanir ve ¢P,, @F,, ¢P,, ¢B;, ¢S,, ¢S, sirasiyla, ¢,, ¢,
Vi, Vs, @, V5 ilebelirtilirse, herhangi bir X eF(TB) icin

PIX =X+ X+ X +V X +Vv X +v; X (4.3)
yazilmi dogru olur. Burada @ X e€l'(y,), @Xel(y), v Xel(Q), viXel(w),
;X €T (d(1y)) ve v, X eT'(¢(1,)) dir.
Benzer sekilde, herhangi bir W e T'(tr (TB))

W =RW +RW +RW +QW +QW (4.4)
olarak yazilabilir. §R,, ¢R,, dR,, #Q, ve ¢Q, sirasiyla, B, , B§, B., C_ ve C; ile gosterilirse, bu

durumda
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AN =BW +CW

4.
=BW +BW +BW +C W +CW (43)

dir. Burada BV e (TB) ve CV e ['(tr(TB)) dur.
(4.3) diferensiyellenip elde edilen esitlikte (3.9) kullanilirsa,
Vo (@Y +v Y +v Y +1,Y) = (VY +h'(X,Y) +h*(X,Y))
bulunur. Elde edilen son esitlikte konneksiyonun lineerlik 6zelligi kullanilirsa,
Vi@ +V,r Y + Vv Y +V, Y =gV, Y +¢h' (X,Y) +¢h*(X,Y)
bulunur. (3.9), (3.10), (3.11) ve (4.5) esitligi kullanilarak
V@Y +h' (X, 0Y)+h*(X,0Y)+{-A, , X +V, (,Y)+D*(X,» Y)}
H-AL X+ V5 () + D' (X, v )3 +{=A, X + V5 (v,Y) + D' (X,v,Y)}
=V, Y +V V.Y +v VY +v,V, Y + Bh'(X,Y)+Ch'(X,Y) +Bh*(X,Y) +Ch*(X,Y)
bulunur. Bu esitligin teget, lightlike transversal ve ekran transversal kisimlar1 alinarak, sirasiyla,
Vi@V =gV, Y = (V@)Y = A X +A X +A X +Bh(X,Y), (4.6)
D'(X,vsY)+D'(X,1,Y) =v, (V,Y) =V, (v.Y)—h'(X,¢Y)+Ch'(X,Y) (4.7)
ve
D°(X,V,Y) =V (V, V) +v5(V,Y) = V5 (vY)

(4.8)
—V5, (1Y) =P (X, Y ) +Ch*(X,Y)

olarak bulunur.
Teorem 4.1.7. B belirsiz kosimplektik manifoldu B, B nm bir ekran transversal-CR lightlike
olsun. O zaman V nin bir metrik konneksiyon olmas: ancak ve ancak her X e I'(TB) i¢in asagidaki

sartlarin saglanmasidir.

) Eel(y) icin VigE+h (X, 0E) eT(#(x)) ve Bh(X,dE) =0 olur.
i) &el(u) icin A, X eT'(4(1y)) ve BV ¢ +BD' (X, ¢£) =0 olur.
ispat: V nin bir metrik konneksiyon oldugunu varsayalim. Teorem 3.3.2. den Rad (TB) paraleldir
yani her X eT(TB) ve & e'(Rad(TB)) igin V, & e ['(Rad(TB)) dir. (3.26) ve (3.28) kullamilirsa
V& ==Vl
olur. Son esitlikte (3.7), (3.16), (4.2) ve (4.5) kullanilirsa her & e T(z4) igin

Vi &+N(X,E) =~V & —ph™ (X, 46) — WV & —vh" (X, ¢&) - Bh(X ,¢&) —Ch(X , ¢¢)

olur. Bu esitligin teget kismui alniirsa
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V& ==pVydé —ph’(X,¢&) ~ Bh(X, §)
olur. Buradan (i) elde edilir.

Benzer sekilde (3.7), (3.11), (4.2) ve (4.5) kullamlirsa £ € T'(g,) icin
ViE+N(X, &) = pA X +VA X —BV$E —CV5 45 —BD'(X,4£) —CD' (X, 45)
bulunur. Bu esitligin teget kismi alnursa
V& =pA X —BV5gs —BD' (X, ¢8)
olur. Buradan (ii) elde edilir. Boylece ispat biter.

Teorem 4.1.8. B(c) c#1 olmak iizere, belirsiz kosimplektik uzay formu ve B, B(c) nin bir
lightlike altmanifoldu olsun. O zaman B *min B(c) *nin bir ekran transversal-CR lightlike altmanifoldu
olmasi i¢in ancak ve ancak asagidaki sartlarm saglanmasidir.

i)

H=ty Loy L P(us)

ile tanimli distribiisyon, pe§ igin Tpl§ ‘nin maksimal invaryant alt uzayidir. Burada

Rad(TB) =z, L p, ve L, non-dejenere invaryant bir distribiisyondur.
i) Her X,Y e(w), £eI'(Rad(TB)) ve N eI'(Itr(TB)) icin
G(R(X,Y)E.N)=0
olacak sekilde B ’nin bir lightlike transversal vektor demeti vardir.
iii) Her X,Y eT(w) ve W' \W" eT'(¢(w)) igin
G(R(X, Y)W ,W") =0
olacak sekilde B iizerinde ¢(w) alt vektor demeti vardir. Burada ¢b(ew), ¢ Ye ortogonaldir
ve R, B(c) ’nin egrilik tensoriidiir.
Ispat: —=): B, I§(c), c =1 belirsiz kosimplektik uzay formunun bir ekran transversal-CR

lightlike altmanifoldu olsun. 2= g4 L g4 L ¢(z4) oldugundan, i) elde edilir. Ayrica her X,Y e T"(x)

, £eT'(Rad(TB)) ve N eI'(Itr(TB)) igin, (3.30) dan
GROGYIEN) == (X, V)45, N) =0

G(#X,Y) =0 ve §(¢&,N)=0 oldugu i¢in G(R(X,Y)E N)=0 bulunur. Boylece ii) elde edilir.
Ayni islemler yapilarak, her X,Y e I'(x) ve W' \W" e T'(¢(w)) igin

G(F?(x,v)wzvv")=—%g(¢x,v)g(¢w',w"):o
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olur. Buradan iii) saglanir.
«): Tersine, i), ii) ve iii) nin saglandigim varsayalim. i)’den g =4 L 2 1 @#(z4) maksimal
distribiisyonu ve Rad(TB) = 24, L 1, igin, TB iizerinde #d(1y) , ¢ ye gore invaryantken g, invaryant
degildir. Boylece ¢(u,) < I(tr(TB)) olarak yazilabilir. P(14) # 14, oldugu agiktir ve ¢(14), S(TB)
iizerinde bir distribiisyondur. Ayrica, Itr(TB)=Q, 1 Q, ve & el(o), N,el() igin
G(45,N)=—G(&,¢N,) =0 olacagindan @(€)) de S(TB) iizerinde bir distribiisyondur.
P,) = ve @(u,)#Q, oldugu aciktir. Boylece ¢(u,) = S(TBY) dir. Benzer sekilde
& el(w,) ve N, eT(Q,) isin §(¢E,, N,) =—G(&,,¢N,) =0 olacagindan ¢(Q,) = S(TB™) dir.
iii)’den, @ _L p olacak sekilde bir non-dejenere @ distribiisyonu vardir ve her X,Y e T'(u),
W' W" eTl'(w) igin
GROCYIW'W) == G(X,#Y)G(AN' W) =0
dir. Buradan §(AW',W")=0 dir, yani @ L ¢(w) olur. Ayrica her &eTI'(Rad(TB)) ve
W eT(S(TBY)) igin §(4E,W) = G(&, M) =0 oldugundan yani ¢(w) L Rad(TB) olur. Ayrica bu
bize #(w) nm ltr(TB) ya ait olmadigmi verir. @ ve g distribiisyonlar1 ortogonal oldugu igin, her
X el'(u) ve W el'(w) igin
g(X,W) =g(#X,W)=—G(X, ) =0
bulunur. Yani ¢(w) da u’ye ortogonaldir. Oyleyse ¢(w), S(TB) iizerinde ve @ da S(TB*)
iizerinde distribiisyon olur. O zaman yukaridaki argiimanlar1 6zetlersek
S(TB) ={4(4) @ ()} L ¢(o) L 1y LV},

esitligini buluruz. Boylece B, B nin bir ekran transversal-CR lightlike altmanifoldu olur ve buradan
ispat biter.

Teorem 4.1.9. B belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B nn bir ekran transversal-CR lightlike

altmanifoldu olsun. O zaman her X,Y e T'(u L{V}) ve Z,W eI'(z) i¢in

i) u 1{V} distribiisyonunun integrallenebilir olmasi igin ancak ve ancak

h(X,#Y) =h(gX,Y) (4.9
olmasidir.

i) g distribiisyonunun integrallenebilir olmasi igin ancak ve ancak

AW = A, Z (4.10)
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olmasidir.
Ispat: Her X eI'(o L{V}) icin VX =0 oldugu agiktir. O zaman (4.7) ve (4.8) kullanilarak
her X,Y eT'(x L{V}) i¢in
VLV Y) 41 (V) +v,(V, Y) =h' (X, ¢Y) +h° (X, oY)
—Ch'(X,Y)—Ch*(X,Y)

yani
V(V,Y)=h(X,pY)—Ch(X,Y) (4.11)
bulunur. h’nin simetrik olusu dikkate almirsa
V(V, Y =V, X)=V([X,Y]) =h(X,pY)—h(eX,Y) (4.12)
olur. Buradan i) saglanir.
Z eT'(z) igin @Z =0 dir. Bununla beraber (4.6) esitligi kullanilirsa her Z,W e I'(z2) icin
(V,0W =AZ+A,Z+A,,Z+Bh(ZW) (4.13)
ve buradan
~V W =AZ+AyuZ+A,,Z+Bh(ZW) (4.14)
elde edilir. (4.14) esitliginde Z ile W yer degistirirse
~VuZ =AW +AW+A W +BhW,2Z) (4.15)
bulunur. (4.14) ve (4.15) ten
P(VuZ -V W)= (W, Z]) = A, Z - AW (4.16)

olup ii) saglanir ve ispat tamamlanur.
Teorem 4.1.10. B belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B mn bir ekran transversal-CR lightlike

altmanifoldu olsun. O zaman u 1{V} nin integrallenebilir olmasi igin ancak ve ancak her

X,Y eT'(u L{V}) i¢in asagidaki sartlarin saglanmasidir.
i) h'(X,gY)—h'(Y,$X) eT(Q,) dir.
i) h*(X,dY)—h*(Y,sX) e [(¢(2,)) *dir.
Ispat: Ekran transversal-CR lightlike altmanifoldu tammndan « 1{V} nin integrallenebilir

olmast i¢in ancak ve ancak sart her X,Y e T'(x L{V}) i¢in [X,Y] e (¢ L{V}) olmasidir. Yani her
X,YeT(ul{V}, N,el'(Q),), & el'(y) ve W eT'(w) igin

g([Xx.Y],¢5) = G([X.Y],N,) =g([X.Y],¢V) =0
olmalidir. (3.9), (3.27) ve (3.28) den
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G(IX.Y145) =0(ViY =V, X,05) = G(V,$X — VY .&)
= G(Vy@X +h'(Y,@X) +h (Y, ¢X) =V, Y —h'(X,4Y)~h*(X,¢Y),&) (4.17)
dir.
Ayrica (3.9), (3.27) ve (3.28) kullanilarak
GIX.YLN,) = G(V,Y =V X, N,) = G(VgY =V, 46X, ¢N,)
= G(VygY +h' (X, ¢Y) +h*(X,¢Y) =V, ¢X ~h'(Y,#X) ~h*(Y,$X),¢N,) (4.18)
ve
GUIX.YLAW) = G(V,Y =V, X, N) = §(V X ~V Y W)
= §(V,pX +h'(Y,¢X) +h*(Y,$X)
~V, Y —h' (X, 8Y)—h*(X,4Y),W) (4.19)
elde edilir. (4.17)-(4.19)’dan ispat tamamlanr.

Teorem 4.1.11. B belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B mn bir ekran transversal-CR
lightlike altmanifoldu olsun. O zaman uz nin integrallenebilir olmasi i¢in ancak ve ancak her
X,Y eT'(u) igin

AxY —A X el(n) (4.20)
olmasidir.

Ispat: 7z nin integrallenebilir oldugunu varsayalim. O zaman her X,Y e'(z), N, e(€),)
ve Z eI'(1,) i¢in
g([X.Y].Z2) =a([X,Y],N) =g([X,Y].¢N;) =g([X,Y].V) =0
olmalidir. (3.8), (3.27), (3.28) ve (3.29) esitlikleri kullanilarak
g([X,Y1,2)=g(V,Y -V, X,2)

S ~ - (4.21)
= g(vx¢Y —VY¢X,¢Z) = g(A¢xY - A¢YX’¢Z)’
g([XvY]’Nl):g(ﬁxY_vYX’Nl) (4.22)
:g(6x¢Y_6Y¢X1¢N1):g(A¢xY_A¢YX1¢N1)1 .
G([XaY]v¢N1):g(va_VYX’¢N1) (4.23)

= G(V,#X =V, Y, N,) = G(A, X =AY, N))

ve
gX.Y]V)=g(V,Y -V, X, V)=§(X,V,V)-g(Y,V,V)=0 (4.24)
olur. (4.21)-(4.23) esitliklerinden, A, Y —A, X in swasiyla, T(z4), T(p(zy)) ve T'(z)

distribiisyonlarinda bileseni yoktur. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 4.1.12. B belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B nin bir ekran transversal-CR
lightlike altmanifoldu olsun. O zaman u 1 {V} distribiisyonunun B da tamamen geodezik olmasi igin
ancak ve ancak her X,Y e T'(x L{V}) i¢in Bh(X,#Y) =0 olmasidur.

ispat: 12 1{V}, B iizerinde tamamen geodezik olsun. O zaman her X,Y eT'(x L{V}) icin
V,Y el'(u L{V})dir. O zaman her X,Y eT(u L{V}), & el (1), N, eT(Q,) ve W e T'(w)
icin

G(VLY,45) =G(V,Y,N,) = g(V, Y, W) =0
dir. (3.9), (3.27) ve (3.28) esitliklerinden
g(ViY,95) =—G(V Y, &)

o (4.25)
=—-g(h'(X,¢Y),4)
olur. Yani, h'(X,#Y) nin T'(Q,) de bileseni yoktur.
Benzer sekilde
g(VxY’Nz):?(st¢Ya¢N2) (4.26)
= g(h (X’¢Y)1¢N2)
ve
i _§(%
gV Y, W) =G(V,Y, W) @.27)

==g(h" (X, )W)
bulunur. (4.26) ve (4.27) denklemlerinden de h*(X,#Y) nin I'(#(zs,)) ve T'(4(S)) 'de bileseninin

olmadig aciktir. Buradan ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.13. B belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B nin bir ekran transversal-CR

lightlike altmanifoldu olsun. O zaman # distribiisyonunun B da tamamen geodezik foliasyon

tanimlamasi i¢in ancak ve ancak asagidakilerin saglanmasidir.

) A X g #) L(w)

da hig bileseni yoktur.

i) Ay X in o L de hig bileseni yoktur.

ispat: # distribiisyonunun B da tamamen geodezik foliasyon tanimlamasi igin ancak ve ancak

her XY el“(ﬁ)’ NleF(Ql) Ve YA eF(uo)

igin
G(VyY.N)=g(VyY.oN,)=a(V,Y,Z)=g(V,Y.V)=0
olmasidir. V metrik konneksiyon oldugundan ve (3.8), (3.27) ve (3.28) den
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G(ViY.N,)=G(Vy Y, gN,) =—g (A, X, ¢N,) (4.28)
dir. Ayrica (3.8), (3.27) ve (3.28) den

g(ViY. N, ) ==g(V#Y,N,) = g (A, X, N,) (4.29)

9(ViY.Z)=G(VeaY . 9Z) =—g(A,Y.42) (4.30)

elde edilir. Benzer sekilde V nin metrik konneksiyon olusu ve (3.8) ve (3.29) esitlikleri kullanilirsa
g(vxv,v)z—g(vﬁxv)zo (4.31)
dir. Boylece (4.28)-(4.31) esitliklerinden ispat tamamlanir.
Teorem 4.1.14. B belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B nn bir ekran transversal-CR

lightlike altmanifoldu olsun. O zaman z nin B da tamamen geodezik olmas: igin ancak ve ancak her
X,Y eI'(@) i¢in A, X eT'(zz) olmasidir.

Ispat: z nin B iizerinde tamamen geodezik olsun. O zaman her X,Y eI'(z) igin
V.Y eT'(f) olacagindan (4.6) esitligi kullanilirsa
V@Y =gV, Y = A X +A X +A X +Bh(X,Y)
dir. Buradan
0=A, X +Bh(X,Y)
bulunur. Buradan
—Bh(X,Y)=A, X eT'(©)
olur.

Tersine, her X,Y eI'(x) i¢in A, X e'() olsun. (4.6) esitliginden
—A, X =¢V,Y +Bh(X,Y)
elde edilir. Buradan gzﬁXY =0 dir. Boylece ispat biter.

Tamm 4.1.15. B belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, Bmm bir ekran transversal-CR

lightlike altmanifoldu olsun. Eger x L {V} ve i B datamamen geodezik foliasyon tammliyorsa, B

ekran transversal-CR lightlike ¢arpim olarak adlandirilir.
Teorem 4.1.16. B belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B nin bir ekran transversal-CR

lightlike altmanifoldu olsun. Eger (ﬁx(p)Y =0 ise, B ekran transversal-CR lightlike ¢arpimdir.
ispat: X,Y eT'(@2) olsun. Oyleyse (4.2) esitliginden @Y =0 dir. (V, @)Y =0 ve @Y =0

olusu (4.6) esitliginde kullanihirsa @V, Y =0 bulunur. Buradan V,Y € ['(5) bulunur. Boylece &,

B da tamamen geodezik foliasyon tanimlar. Simdi X,Y EF(IIJL{V}) alalim. Bdylece (4.2)
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esitliginden @Y =0 dir. (ﬁxq))Y =0 ve @Y =0 olusu (4.6) esitliginde kullanilirsa Bh(X,Y)=0
bulunur. Bu da bize Teorem 4.1.12°den u L {V} nin B da tamamen geodezik foliasyon tanmimladigin

verir. Boylece B ekran transversal-CR lightlike carpimdir ve ispat tamamlanmus olur.
Teorem 4.1.17. B belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, Bmn bir irrasyonel ekran

transversal-CR lightlike altmanifoldu olsun. Eger asagidaki sartlarlar saglanirsa, B ekran transversal-
CR lightlike ¢arpimdir.

i) Her X T'(TB) ve U er(tr(TE)) igin V U eF(S(TEL)) dir.
i) Her Y e T(u L{V}) igin AYY eT'(¢(1) L ¢()) di.

Ispat: (i) saglansin. Bu durumda (3.10) ve (3.11) den her X eF(Té) icin A, X =0,
A,X =0, D'(X,W)=0 ve V,'N =0 dr. Oyleyse X,Y e['(uL{V}) ve W er(s(Tél))
olusu (3.12) esitliginde kullamrsa g (h*(X,Y),W)=0 bulunur. Bu esitlikte S(Téi) in non-
dejenere olusu kullamlrsa h®(X,Y)=0 bulunur. Buradan Bh*(X,Y)=0 dir. Simdi
XY e F(,u L {V}) ve £ e F(Rad (Tlg)) icin, (i) ve B nin irrasyonel olusu (3.18) de kullanilirsa
g (h' (X ,Y),f) = g(Y, AZX ) =0 bulunur. Buradan h'(X,Y)=0 bulunur. Boylece
Bh'(X,Y)=0 dir. O zaman Teorem 4.1.12’den 4 L{V} B da tamamen geodezik foliasyon
tanimlar.
Diger taraftan X,Y e T'(z) igin @Y =vY eF(Ql lol ¢(y2)) c F(tl’ (TE)) dir. (4.6) esitligi
dikkate almirsa @V, Y =—Bh(X,Y) bulunur. Son esitligin 7 boyunca bilesenleri karsilagtirilirsa
(/ﬁXY =0 bulunur. Buradan ?XY eT'(&) olur. Béylece 7 B da tamamen geodezik foliasyon
tammlar. B ekran transversal-CR lightlike ¢arpimdir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Tamm 4.1.18. B bir belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B nin \V’ye teget olacak
sekildeki lightlike altmanifoldu olsun. Eger h her X,Y eF(Té) i¢in
h(X,Y)=[a(X,Y)=n(X)n(Y)]a (4.32)
ise B ya kontakt tamamen umbilik altmanifold ve & =0 ise B ya tamamen geodezik altmanifold

denir. Burada «, B da transversal vektdr alanidir (Gupta vd., 2012a).
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Teorem 4.1.19. B belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B nn bir kontakt tamamen umbilik

ekran transversal-CR lightlike altmanifoldu olsun. Eger X € F(Té) ve Y e F(u L {V}) icin
Bh(X,¢Y)=O ise, B ekran transversal-CR lightlike carpimdir.

ispat: Her X,Y e'(u L{V}) icin hipotezden Bn(X,gY)=0 dir. O zaman Teorem
4.1.12den 1 L{V}, B datamamen geodezik foliasyon tanimlar.
Simdi X,Y e[(Z) alalm. Y € (@) igin ¢Y =1Y e[(Q, Lw L §(0,))c r(tr (TE)) dir. (4.6)
dan

—oV,Y = A, X +Bh(X,Y) (4.33)

bulunur. (3.8) esitligi (4.33) esitliginde dikkate almirsa ve V nin metrik konneksiyon olusu kullamilirsa,

her Z e I'( 4, ) igin

-G (@VyY,Z)=g(A X +Bh(X,Y)Z)
=0(VxgY, 2)=0(V Y, 42) (4.34)
=-g(Y,V9Z)=-6(Y.V,Z")
bulunur. Burada o, invaryant oldugundan ¢Z =Z'eT'(D,) dir. Her X €I'(1Z) ve Z eI'(D,) igin
(3.28) den
Vo pZ=¢V,Z (4.35)
dir. (4.35) esitliginde (3.7), (4.2) ve (4.5) esitligi kullanilirsa
V,0Z +h(X,0Z) =@V ,Z +W,Z+Bh(X,Z)+Ch(X,Z) (4.36)
bulunur. Elde edilen esitligin transversal kismi1 alinirsa
W, Z =h(X,pZ)-Ch(X,Z) (4.37)
bulunur. (4.32) den
h(X,9Z) =[9(X,Z) -n(X)n(pZ)]a =0
h(X,2)=[g(X,Z)-n(X)n(Z)]a=0
bulunur. Son esitlikler (4.36) esitliginde kullanilirsa Vﬁxz =0 bulunur. Bu da hize V,Z € I(p)
oldugunu gosterir. Boylece (4.34) esitliginden §(¢V,Y,Z)=0 bulunur. 4, distribiisyonu non-
dejenere oldugundan @V, Y =0 bulunur yani V,Y €T'(z) dir. Buradan z, B da tamamen geodezik
foliasyon tamimlar ve B ekran transversal-CR lightlike carpimdir. Buradan ispat tamamlanir.

4.2. Minimal Ekran Transversal-CR Lightlike Altmanifoldlar
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Bu boliimde, belirsiz kosimplektik manifoldunun tamamen geodezik olmayan minimal ekran

transversal-CR lightlike altmanifoldu i¢in bir 6rnek verilmis ve ekran transversal-CR lightlike

altmanifoldun minimal olmasi i¢in sartlar verilmistir.

uzay ve (OXy,O%y,%;,0%,, 0%, OXg, 0X;, 0¥y, 0Y,,0Y;,0Y,,0¥5,0Ye, 0Y,,02), RY iin standart
koordinat sistemi olsun. B altmanifoldu

Ornek 4.2.1. ([5; =RY, g) bir (—,—+,++++——++++++) isaretli semi-Oklidyen

4
) ut .
x'=u'cosha + u’sinha +?smha , x2=+/2u?,

4
. u
x3= u'sinha + u®cosha +?cosha, x* = u?,

x>= cosu’coshu®, x°=—cosu®sinhu’, x” = sinu®sinhu’,

4
. u
y'=u'sinha — u3cosha+?cosha, y’=u?,

4
y®=u'cosha —u’sinha+ U?Sinha, y*=v2u*,

6

y®= sinu“sinhu®, y®= cosu®coshu’, y’ = —sinu®coshu’

ile verilsin. Bu durumda
Z,= coshaox, +sinhaox,; +sinhady, +coshady,,

Z,= ﬁax2+6x4+ay2+ﬁay4,

Z,= sinhaox, +coshaox, — coshady, —sinhady,
Z,= % (sinhaox, +coshadx, +coshaoy, +sinhady,),

Z,=—sinu‘coshu®dx, +cosu‘sinhu*dys,

Z,= cosu‘sinhu®ox, +sinu‘*coshu®oy;,

Z,=sinu®sinhu’ox, +cosu’sinhu’ox, —sinu®coshu’dy, —cosu®coshu’dy,,
Z,=—cosu’coshu’ox, + sinu®coshu’dx, + cosu®sinhu’dy, —sinu®sinhu’dy,, Z, =V = 6z

vektorleri TB"y1 gerer. ¢,(Z,)=Z,, é(Z,)=Z, oldugundan, Red(TB)=Sp{Z,, Z;}
w=Sp{Z}, 11, = Sp{Z,} ve 1, = Sp{Zs, ZG} olur. Diger taraftan
Itr(TB) = Sp{Nl :%(—coshozaxl —sinhaox,+sinh aoy,+cosh ady,),
N,= 2 (20K, ~ 0, 0y, #4205,

¢0(N1) = Z47 S(TBL) = Sp{¢O(Zz)1¢O(N2)1¢0(ZY)1¢O(ZB)}
dir.
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{§1=Zy &,=2Z,, $(&)=Z,, $y(N,)=2Z,,
1 1

e = Z y e = Z ]
' Jcosh2u® —cos?u* o Jcosh2u® —cos?u* °
1 1
e,= Z,, e,= Z., NN =27,
: Jsinh?u’ +cosh?u’ n Jsinh?u’ +cosh?u’ ° ’
1
W1=¢0(§2)’ W2:¢0(N2), W, = ¢0(Z7),

Jsinh?u’ +cosh?u’
1
¢O (ZS)’ Nl’ NZ}

W, =
JJsinh2u’ +cosh2u’

oup B, B= R’ uzaymin bir ekran transversal-CR lightlike altmanifoldudur. Burada
&=0(e,.e,)=1, &,=0(e,.e,)=1, &,=0(e,.e,)=1 ve ¢,=0(e,,e,)=1 dir. Gauss formiilii kullamlirsa

h(&.,&) =h(&,.6,) =h(e,e) =h(e,.e,) =0,
h(¢(&). 4 (&) = h(¢ (N, 8,(N,)) = h'(e;.8;) =h'(e,.8,) =0,

s 1 s 1
h (63,63)=— 3W4'h (e4’e4)= 3

(sinh2u7+cosh2u7)5 (sinh2u7+cosh2u7)E

W4

bulunur. Buradan

izhg‘wé) =gh’(e,, 8,) + ,1°(e,, 8,) =h*(e;8,) +h°(e,,6,) =0

dir. Boylece B, B= Ris ’{in tamamen geodezik olmayan minimal bir ekran transversal-CR lightlike
altmanifoldudur.

(& &y, V] e Er e 0,V W W N, N

' I(TB) ya ait olacak sekilde {

quasi-ortonormal bazini alalim.
{fl,...,.fp}, M, ’in bazi; {§p+l,...,§q}, I, ’nin bazi ve {el,---,ez|}, M, m bazi olacak sekilde

yoe1 Gy €yeeny € .
{51 Sar®y m} bazmi alalm. Ayrica @ ’nin {Wl,---,Wk} bazim Q, ’in {Nl,..., Np} bazini ve

{N pi1rees N q} bazini alalim bu €, nin durumda B mn quasi-ortonormal bazi agagidaki gibidir

(G Epr s &8 €, 08 98, BE o BE N SN W, W, |

Teorem 4.2.2. B belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B nm bir kontakt tamamen umbilik
ekran transversal-CR lightlike altmanifoldu olsun. O zaman B nin minimal olmast i¢in ancak ve ancak

& eT(Rad(TB)) |, W, eT(S(TBY)) ;1

- % -
IZAéq opLé(w) - IZAN{)( oplé(w) _0

olmasidir.
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ispat: Minimal tammundan B ’nin minimal olmas: igin ancak ve ancak Rad(TB) iizerinde
h®*=0 ve S(TB) izerinde izh =0 olmasidir. B kontakt tamamen umbilik oldugundan
iizerinde h® =0 dir. Oyleyse

izh\

Rad (TB)

saey = 12N, +izh| ) +i2h| ) +izh| 0,
21

p
=2 h(e.e) Zh(Mﬂ M)*Zh(%wf )+ 2 h(#N; 9N, )=
i=1 j=1
olmalidir. Ote yandan B nin tamamen umbilik olusu kullanilirsa (4.32) den

h(g2,.0,) = 0(0€,, 45, ) =0,
h(#N;.gN,)=g(¢N,, 9N, )a =0

yazilabilir. Bdylece
|zh‘S(TB) |zh‘ |zh‘¢(w)

:i“g [h (e, e)+hs(ei,ei)]+zk:gﬂ h

+Z%ﬁ§ ( (¢Wﬂ @Nﬁ)'gq) +%§9( (¢Wﬂ Mﬁ) ) }

bulunur. Ayrica (3.12) ve (3.18) esitliginden

g(h'(e.e).&

II
/—\
\_/

g(h*(e.e) )W = (AN e.,e)
( (A, Y, ). g(A M. Wvﬂ)

g(h (@Nﬂ,@Nﬂ),Wa)vva = g Ay W, 0, W,
yazilabilir. Boylece yukaridaki esitlikler kullanilarak

izh] e :igi Fig(A;qei,ei)Nq}+§gﬁ{%q§r:g( )Nq}

n-r

+Zg{ Zg(AN 6.e) a}+;gﬂ ﬁ(Z:lgu(ANa@Nﬁ'@Nﬂ)Wa}

bulunur. Buradan B nin minimal olmast icin ancak ve ancak 1ZA

S | oolp(e) A"’

a

=0 olmasidir.
0014 (@)
Buradan ispat biter.
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Teorem 4.2.3. B belirsiz kosimplektik manifoldu ve B, B mn bir ekran transversal-CR

lightlike altmanifoldu olsun. O zaman B nin minimal olmas1 i¢in ancak ve ancak & eT'(Rad (TB))
1
ve W eI'(S(TBY)) icin

S(TB) L saBy = 0

ve her 4% €T(Rad(TB)) o W GF(S(TEL» i¢in §(&,, D'(&,W)) =0 olmasidr.

Ispat: Rad(TB) jizerinde h' =0 dir (Bejan ve Duggal, 2005). Ekran transversal-CR lightlike
altmanifold tamimindan B ’nin minimal olmas: i¢in ancak ve ancak Rad(TB) izerinde h®* =0 ve
S(TB) iizerinde 1zh =0 olmasidir. (3.12) den ¢ & «I'(Rad(TB)) ve W €I[(S(TB")) icin

g(h*(£, &) W) =-4(&,, D'(&,W))
bulunur. Yani §(&,, D' (£,W)) =0 bulunur. Diger taraftan

p

28]y = D88+ 2 (AW, 00, ) + 3 (4., ) + 09N 0N, ) =

p=1 j=1 j=1

olmalidir. Yani

i2h] ) = %ii{ (h'(¢§j,¢§j),§q)Nq+G(h'(¢Nj,¢Nj),§q)Nq}

bulunur. Ayrica (3.12) ve (3.18) esitliginden

§(h' (6,06, &, )N, = G ( A 9,06, )N

g(n

#N, )& )N, = G( AL 9N, 6N N

A0S, 65, )W,

a

(N, )
g(h* (.0, )W, W, =
§(h"(¢N;. 9N, ) W, )

] a

g(h* (e €)W, )W, =g(A,e.6)W,,
W, W, = g (A, W, oW, W,

) (4
) o
N )W, W, =g (A, oN, 6N, W,
) (
) (

g (" (oW, A,

v
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g(h'(e.e),&)N, = g(A;qei,ei)Nq,

g (' (W, A, ), &, )N, = G AL W, 0, [N,
yazilabilir. Boylece yukaridaki esitlikler kullanilarak
- l : P 2 * — *
2] gy =+ 2 DA 85,00, )Ny + 0 (A 9N, 0N N, |

St 3 (0(A, 95,05, W, + 0 (A, 9N, 9N )
+ﬁnr6ﬂ{2 g(ANaei’ei)Wa +Zlg(ANaMﬁ’@Nﬁ)Na}
=1 p=1

* 1%{ ZI Q(A*qevei)'\‘q+Zk:G(A§qqﬁ\N,,,¢ﬁ\Nﬂ)Nq}

bulunur. Buradan B nin minimal olmasi igin ancak ve ancak IZAqu ‘s T8 = IZANa

5(TE) =0 ve her

& &, €T(Rad(TB)) ve W eI[(S(TBY)) icin §(&,,D'(&,W))=0 olmasidir. Buradan ispat

tamamlanmis olur.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tezde belirsiz kosimplektik manifoldunun bir ekran transversal-CR lightlike altmanifoldu
tanitilmigtir. Bu altmanifold, en genel altmanifold siniflarini olusturmaktadir. Bir ¢ok manifoldun
(belirsiz sasakiyan, semi-Riemann ¢arpim manifoldlari, altin semi-Riemann manifoldlar: vb.) lightlike
altmanifoldlari, bu smiflar g6z oniine bulundurulmadan literatiirde g¢alistlmistir. Boylece ekran
transversal-CR lightlike altmanifoldu dikkate alinarak bir ¢ok manifoldun lightlike altmanifoldlar:
karakterize edilecek ve bu altmanifoldlarin geometrisi incelenecektir. Bu altmanifold sinifi, bu

sebeplerden dolay1 literatiire yeni ¢aligma alanlar1 kazandiracaktir.
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