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ÖZET 

 

BELİRSİZ KOSİMPLEKTİK MANİFOLDLARIN EKRAN TRANSVERSAL CR-

LİGHTLİKE ALTMANİFOLDLARI 

 
Bu tezde belirsiz kosimplektik manifoldların ekran transversal Cauchy-Riemann (ST-CR) 

lightlike altmanifoldları inşa edilmiş ve bu altmanifoldların geometrisi incelenmiştir. 

Tez beş bölümden oluşmuştur. 
Birinci ve ikinci bölümde, altmanifoldlar teorisi hakkında bazı bilgiler verilmiş, lightlike 

altmanifoldlardan bahsedilmiş ve lightlike geometride yapılan çalışmalar özetlenmiştir. 

Üçüncü bölümde, bu çalışmada kullanılan ve literatürde yer alan temel tanım ve teoremler 
sunulmuştur. 

Dördüncü bölüm tezin özgün kısmı olup iki alt bölüme ayrılmıştır. Birinci alt bölümde belirsiz 

kosimplektik manifoldlarının ekran transversal CR-lightlike altmanifoldları tanımlanmıştır. Bu 

altmanifoldlar üzerine indirgenen konneksiyonun metrik konneksiyon olması için gerekli ve yeterli olan 
koşullar elde edilmiş ve altmanifoldun çeşitli distribüsyonlarının integrallenebilirliği incelenmiştir. 

Kosimplektik uzay formların bu tür lightlike altmanifoldları için önemli bir karakterizasyon teoremi 

verilmiştir. Daha sonra belirsiz kosimplektik manifoldlarının ekran transversal CR-lightlike 
altmanifoldların ekran transversal CR-lightlike çarpım olması için şartlar elde edilmiştir. İkinci alt 

bölümde ise, belirsiz kosimplektik manifoldlarının ekran transversal CR-lightlike altmanifoldların 

minimal olması için koşullar bulunmuştur. 
Beşinci bölümde ise sonuçlar ve öneriler sunulmuştur. 

 

Anahtar Kelimeler: Belirsiz Kosimplektik Manifold, Lightlike Altmanifold, Belirsiz Kosimplektik 

Uzay Form, Minimal Lightlike Altmanifold. 

 

Danışman: Prof. Dr. Erol YAŞAR, Mersin Üniversitesi, Matematik Bölümü, Mersin. 
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ABSTRACT 
 

SCREEN TRANSVERSAL CR-LIGHTLIKE SUBMANIFOLDS OF INDEFINITE 

COSYMPLECTIC MANIFOLDS 

 
 In this thesis, screen transversal Cauchy-Riemann (ST-CR) lightlike submanifolds of 

indefinite cosymplectic manifolds were introduced and the geometry of these submanifolds was 

investigated. 
 The thesis was consisted of five chapters. 

 In the first chapter and the second chapter, some information about the submanifolds theory 

was given, lightlike submanifolds were mentioned and studies in lightlike geometry were summarized. 
 In the third chapter, the basic definitions and theorems which used in this thesis and taken 

place in the literature were presented. 

 The fourth chapter is the original part of thesis and is divided into two sub-sections. In the 

first sub-section, the screen transversal CR-lightlike submanifolds of indefinite cosymplectic manifolds 
were described. Necessary and sufficient conditions for the induced connection of these submanifolds 

to be a metric connection were obtained and integrability of various distributions of submanifold was 

investigated. An important characterization theorem for such lightlike submanifolds of indefinite 
cosymplectic space forms was given. Later, conditions were obtained for screen transversal CR-

lightlike submanifolds of indefinite cosymplectic manifolds to be screen transversal CR-lightlike 

product. In the second subsection, conditions were found for minimal screen transversal CR-lightlike 
submanifolds of indefinite cosymplectic manifolds. 

 In the fifth section, the results and recommendations were presented. 

 

Keywords: Indefinite Cosymplectic Manifold, Lightlike Submanifold, Indefinite Cosymplectic Space 
Form, Minimal Lightlike Submanifold. 

 

Advisor: Prof. Dr. Erol YAŞAR, Mersin University, Department of Mathematics, Mersin. 
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B  Belirsiz kosimplektik manifold 

(c)B  Belirsiz kosimplektik uzay form 

  Lineer konneksiyon 

  Levi-Civita konneksiyonu 

  Hemen hemen kosimplektik yapı 
  Distribüsyon 

TB  Tanjant demet 

pT B  p  noktasındaki tanjat uzay 

( )tr TB  Transversal demet 

( )Rad TB  Radikal distribüsyon 

( )S TB  Screen distribüsyon 

( )ltr TB  Lightlike transversal distribüsyon 

)(S TB  Screen transversal distribüsyon 

h  Altmanifoldun ikinci temel formu 
lh  Lightlike transversal ikinci temel formu 
sh  Screen transversal ikinci temel form 
*h  Screen ikinci temel form 

VA  Altmanifoldun şekil operatörü 

*A  Screen şekil operatörü 

R  Riemann eğrilik tensörü 

 Öklidyen uzay 

( )TB  TB ’ nın vektör alanları uzayı 
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1. GİRİŞ 

 

 Nash teoreminden her Riemann manifoldu bir Öklidyen uzayın altmanifoldu olarak 

düşünülebilir. Buda bize Riemann yada semi-Riemann manifoldları çalışmak için doğal bir motivasyon 

sağlar. Non-dejenere altmanifoldlarda tanjant demet ile normal demetin kesişim kümesi sıfırı verirken, 

lightlike altmanifoldlarda normal demetin bir kısmı tanjant demette kaldığından tanjant demet ile 

normal demetin kesişim kümesi sıfırdan farklıdır. Bu yüzden non-dejenere altmanifoldları çalışmaktan 

daha zor ve daha farklıdır. Bu, lightlike bir altmanifold üzerinde herhangi bir indirgenmiş nesneyi 

tanımlamak için klasik altmanifold teorisinin her zamanki gibi kullanılamayacağı anlamına gelir. Bu 

anormallikle başa çıkmak için, lightlike altmanifoldlar tanıtıldı. Tanjant demetle lightlike transversal 

vektör demetle kesişimi sıfırı veren non-dejenere bir ekran distribüsyonu tanıttılar. Lightlike 

altmanifoldların geometrisi, matematiksel fizikte, özellikle de genel görelilikte kullanılır, çünkü 

lightlike altmanifoldlar, olay ufukları, Cauchy'nin ufukları ve Kruskal'ın ufuklarının farklı türde ufuk 

modellerini üretir. Örneğin; Killing vektör alanlarının varlığı en etkili simetri olarak kullanılmıştır. 

Aslında Einstein’in alan denklemleri kısmi doğrusal olmayan diferansiyel denklemlerin bir karmaşık 

kümesi olduğu için, çoğu tam çözümler bir veya daha fazla Killing vektör alanları varsayılarak 

bulunmuştur (Bejancu ve Duggal, 1995; Duggal, 1990). Özellikle, Carter bu bilgiyi aynı zamanda 

killing horizon olan bir lightlike hiperyüzey çalışmasında kullandı (Carter, 1969).  İkincisi, Killing ve 

geodezik kavramları arasındaki ilişki belirtildi. Evren, (4 )n boyutlu bir spacetime manifolduna 

gömülmüş dört-boyutlu bir altmanifold olarak temsil edilebilir. Ayrıca lightlike hiperyüzeyler 

elektromanyetizma teorisinde de çalışılmıştır (Duggal ve Bejancu, 1996). Duggal ve Bejancu lightlike 

altmanifoldların genel teorisinin önemli bir eksik kısmını doldurmak için lightlike altmanifoldlar ile 

ilgili bir kitap yayınladılar (Duggal ve Bejancu, 1996). Aynı yıl Küpeli lightlike altmanifoldlar ile ilgili 

bir kitap yayınladı (Küpeli, 1996). Daha sonra Duggal ve Şahin özellikle, Duggal ve Bejancu kitabının 

yayınlanmasından sonra yayınlanan lightlike geometrideki tüm yeni sonuçları içeren bir kitap 

yayınladılar (Duggal ve Şahin, 2010). 

Kosimplektik manifoldların altmanifoldları, 1970 yılında Ludden tarafından tartışılmıştır 

(Ludden, 1970). Ondan sonra Chen altmanifoldların geometrisini inceledi (Chen, 1973). Hemen hemen 

kontakt yapılar, tek boyutta hemen hemen kompleks yapıların bir karşılığını sağlar ve kontakt, Sasakian 

ve kosimplektik gibi özel öneme sahip birkaç sınıf içerir (Blair, 2002). Hemen hemen kosimplektik 

manifold kavramı Goldberg ve Yano tarafından tanıtıldı. Goldberg ve Yano hemen hemen kontakt 

manifoldlar üzerindeki hemen hemen kosimplektik yapılar için integrallenebilirlik koşulları elde ettiler 

(Goldberg ve Yano, 1969). Hemen hemen Kaehler manifoldu ile R  doğrusu veya 
1S  çemeberi 

doğrudan çarpım alınarak bu yapıya ait örnekler verilmiştir. Olszak hemen hemen kosimplektik 

manifoldlardaki yapıları çalıştı (Olszak, 1981). Chinea ve Marrero hemen hemen kosimplektik 

manifolddaki konformal değişimi çalıştılar (Chinea ve Marrero, 1992). Massamba ve Mavambou 
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hemen hemen konformal manifold olarak adlandırılan hemen kontakt manifoldların bir sınıfını 

çalıştılar. Böylesi altmanifoldların alt sınıflarını incelediler ve bunlardan bazılarının demet benzeri 

metrik yapıların sınıfını içerdiğini gösterdiler (Massamba ve Mavambou, 2018). 

B (2 1)m boyutlu semi-Riemann manifold olsun. Bu durumda B  üzerinde   (1,1)-tipinde 

bir tensör alanı, V  vektör alanı ve   1-form olmak üzere , ,V   yapı tensorleri varsa ve B  üzerinde 

g  semi-Riemann metriği varsa ve her , ( )X Y B  ve ( )V B  
için aşağıdaki koşulları sağlıyorsa

  

2 ( ) ,  ( ) ( , ),X X X V X g X V       

( , ) ( , ) ( ) ( ),  0,  0,  ( ) 1g X Y g X Y X Y V V             

B  belirsiz hemen hemen kontakt metrik manifold olarak adlandırılır. Eğer 
 0N d V   

 ise B  

normal kontakt yapısına sahiptir denir. Burada 
N ,   nin Nijenhius tensör alanıdır (Yano ve Kon, 

1984). Normal kontakt metrik manifold Sasakian manifold olarak adlandırılır (Takahashi, 1969; Tanno, 

1969). Sasakian manifold için 

 ,XV X  
 

      ,X Y g X Y V Y X   
 

dir. 

Diğer taraftan, eğer B  belirsiz hemen hemen kontakt metrik manifoldu üzerinde her 

( )X B  için 

0,X   

0XV   

ise B  ya belirsiz kosimplektik manifold denir (Blair, 2002). 

 Kang ve Kim belirsiz kosimplektik manifoldların lightlike hiperyüzeylerini çalıştılar (Kang 

ve Kim, 2007). Jin ve Lee jenerik lightlike altmanifoldlarını tanımladılar ve bu altmanifoldlar için yeni 

sonuçlar elde ettiler (Jin ve Lee, 2011). Jin belirsiz kosimplektik manifoldların lightlike 

hiperyüzeylerinin geometrisini inceledi (Jin, 2012). Gupta belirsiz kosimplektik manifoldların V  
yapı 

vektör alanı ( )S TB  ya ait olacak şekilde lightlike hiperyüzeylerini çalıştı (Gupta, 2012). Aynı yazar 

belirsiz kosimplektik manifoldların V  
yapı vektör alanı hiperyüzeye ait olacak şekilde lightlike 

hiperyüzeylerin Ricci tensörünün Ricci semi-simetrik ve paralel olmasi için şartlar elde etti (Gupta, 

2013). Ayrıca tamamen geodezik olmayan Ricci semi-simetrik lightlike hiperyüzeyler için bir örnek 

vermiştir. 

Duggal ve Şahin belirsiz Sasakian manifoldların kontakt CR-lightlike altmanifoldlarını 

tanıttılar. Sonra aynı yazarlar belirsiz Sasakian manifoldların kontakt ekran CR (SCR)-lightlike 

altmanifoldlarını tanıttılar (Duggal ve Şahin, 2007). Gupta, Upadhyay ve Sharfuddin belirsiz 
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kosimplektik manifoldların kontakt ekran CR (SCR)-lightlike altmanifoldlarını çalıştılar (Gupta vd., 

2012a). Ayrıca belirsiz kosimplektik manifoldların geometrisini incelediler ve minimal kontakt ekran 

CR (SCR)-lightlike altmanifoldları için bazı sonuçlar buldular. Diğer taraftan bu iki altmanifoldu içeren 

bir kapsama bulunmadığından Duggal ve Şahin, bu iki altmanifold sınıfını da içeren belirsiz Sasakian 

manifoldun kontakt genelleştirilmiş CR (GCR)-lightlike altmanifoldları tanımladılar (Duggal ve Şahin, 

2009). Gupta, Upadhyay ve Sharfuddin belirsiz kosimplektik manifoldların kontakt GCR-lightlike 

altmanifoldlarını çalıştılar (Gupta vd., 2012b). Belirsiz kosimplektik manifoldların kontakt GCR-

lightlike altmanifoldlarının minimal olması için gerek ve yeter koşullar buldular. Ayrıca belirsiz 

kosimplektik manifoldların kontakt GCR-lightlike altmanifoldları için varlık ve yokluk teoremleri 

verildi ve böylesi altmanifoldlar için örnekler verdiler. Bu tip altmanifoldlar farklı manifoldlarda birçok 

yazar tarafından çalışılmıştır (Duggal ve Şahin, 2006; Gupta ve Sharfuddin, 2010a; Kumar ve Nagaich, 

2014; (Önen) Poyraz, 2020; (Önen) Poyraz, 2021). 

Yıldırım ve Şahin belirsiz Sasakian manifoldların ekran transversal lightlike altmanifoldlarını 

tanıttılar ve bu manifoldların reel lightlike eğrileri içerdiğini gösterdiler (Yıldırım ve Şahin, 2010). 

Gupta ve Sharfuddin belirsiz kosimplektik manifoldların ekran transversal lightlike altmanifoldlarını 

tanıttılar (Gupta ve Sharfuddin, 2010b). Burada belirsiz kosimplektik manifoldların ekran transversal, 

ekran transversal anti-invaryant ve radikal ekran transversal lightlike altmanifoldlarını tanımladılar ve 

bu altmanifoldların geometrisini incelediler. Ayrıca ekran transversal anti-invaryant lightlike 

altmanifoldları için bir karakterizasyon  elde ettiler ve bu altmanifold için örnek verdiler. 

Doğan, Şahin ve Yaşar belirsiz Kähler manifoldların ekran transversal CR-lightlike 

altmanifoldlarını tanıttılar ve bu tür lightlike altmanifoldların geometrisini incelediler (Doğan vd., 

2020). Bu altmanifoldlar için örnekler verdiler ve distribüsyonların integrallenebilirliğini 

araştırmışlardır. Ayrıca  kompleks uzay formların ekran transversal CR-lightlike altmanifoldları için 

karakterizasyon teoremi vermişlerdir ve ST-CR lightlike altmanifoldların minimal olması için gerek ve 

yeter koşullar buldular. 

Poyraz belirsiz Sasakian manifoldların kontakt ekran transversal CR-lightlike altmanifoldlarını 

tanıttı ve böylesi altmanifoldların geometrisini inceledi ((Önen) Poyraz, 2023). 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMALARI 

 

 20. yüzyılın ikinci yarısından itibaren Riemann ve semi- Riemann manifoldların  geometrisi, 

diferansiyel geometride ve bunun matematik ve fizikteki çeşitli konulara uygulanması aktif araştırma 

alanları olmuştur. Berger'in kitabı (2000), 1950'den bu yana Riemann geometrisindeki önemli 

gelişmeleri, o zamanın diferansiyel geometri çalışmalarına atıfta bulunarak içerir. 1970'lerin 

ortalarında, ilgi genel görelilikte kullanılan matematiksel teori olan Lorentz geometrisi yönünde kaydı. 

O zamandan bu yana modern diferansiyel geometri ile matematiksel görelilik arasındaki bağlantının 

derinliğinde hem lokal hem de global bakış açıdan inanılmaz bir sıçrama oldu. Global lorentz 

geometrisinin çalışmalarının çoğu, Beem ve Ehrlich (1981) ve 1996’daki ikinci baskısında, Easley ile 

beraber bir kitapta tanımlanmıştır. 

 Riemann geometrisinde, Riemann manifoldun bir altmanifolduna indirgenmiş metrik daima 

Riemanndır. Bu durumun aksine semi-Riemann manifoldun altmanifoldu üzerine indirgenmiş metriğin 

non-dejenere olması gerekmez. Semi-Riemann manifolddan indirgenen metrik tensör altmanifold 

üzerinde pozitif tanımlı (spacelike), negatif tanımlı (timelike) veya dejenere (lightlike, null) olabilir. 

Bilindiği gibi spacelike ve timelike altmanifoldların geometrisi,  Riemann altmanifoldlarının 

geometrisine benzemektedir (O’Neill, 1983). Fakat, lightlike (dejenere) altmanifoldların  geometrisi 

tamamen farklıdır. Bu durum bize altmanifoldların farklı bir tipi olan lightlike (dejenere) 

altmanifoldlarını tanımlama imkanı verir. Bu nedenle lightlike (dejenere) altmanifoldları diferensiyel 

geometrinin en önemli konularından biridir. Riemann altmanifoldunun en temel özelliği olan 

konneksiyonun Levi-Civita metrik konneksiyon olması lightlike altmanifoldlarda geçerli değildir 

(Duggal ve Bejancu, 1996). Lightlike altmanifoldların geometrisi, matematiksel fizikte, özellikle de 

genel görelilikte kullanılır, çünkü lightlike altmanifoldlar, olay ufukları, Cauchy'nin ufukları ve 

Kruskal'ın ufuklarının farklı türde ufuk modellerini üretir. Evren, (4 )n boyutlu bir spacetime 

manifolduna gömülmüş dört-boyutlu bir altmanifold olarak temsil edilebilir. Ayrıca lightlike 

hiperyüzeyler elektromanyetizma teorisinde de çalışılmıştır (Duggal ve Bejancu, 1996). Duggal ve 

Bejancu (1996) lightlike altmanifoldların genel teorisinin önemli bir eksik kısmını doldurmak için 

lightlike altmanifoldlar ile ilgili bir kitap yayınladılar. Aynı yıl Küpeli lightlike altmanifoldlar ile ilgili 

bir kitap yayınladı. Daha sonra Duggal ve Şahin özellikle, Duggal ve Bejancu (2010) kitabının 

yayınlanmasından sonra yayınlanan lightlike geometrideki tüm yeni sonuçları içeren bir kitap 

yayınladılar. 

Diferensiyallenebilir geometrik yapılara sahip bazı manifoldların geometrileri ilginçtir. Bu 

yapılara sahip manifoldlar ve bunlar arasındaki dönüşümler diferensiyal geometride yoğun olarak 

araştırılmıştır. Bu manifoldlardan bazıları hemen hemen kompleks manifoldlar, hemen hemen kontakt 

manifoldlar ve hemen hemen çarpım manifoldlardır. Bu yapıların genellemesi olarak Yano (1963) 

tarafından f  yapılar takdim edilmiştir. Daha sonra bu yapının genişlemesi olarak, Goldberg ve Yano 
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(1970) derecesi d  
olan polinom yapısını takdim etmiştir. Bu yapılara sahip manifoldların lightlike 

altmanifoldları yoğun olarak araştırılmıştır. Bu çalışmalardan bazıları şu şekilde özetlenebilir. Atçeken 

ve Kılıç (2007) semi-Riemann çarpım manifoldların lightlike altmanifoldlarını takdim ettiler. Semi-

Riemann çarpım reel uzay formların tamamen umbilik, eğrilik invaryant lightlike altmanifoldlarını 

incelediler.
 1 2 1 2( ) ( ) ( , 0)B c B c c c   olmak üzere semi-Riemann çarpım reel uzay formunun eğrilik 

invaryant proper semi-invaryant lightlike altmanifoldunun olmadığını gösterdiler. Kılıç ve Şahin (2008) 

semi-Riemann çarpım manifoldların radikal anti-invaryant lightlike altmanifoldlarını çalıştılar. 

Yazarlar bu altmanifoldların geometrisini incelediler ve bir koşul altında tamamen umbilik radikal anti-

invaryant lightlike altmanifoldların tamamen geodezik olduğunu gösterdiler. Kılıç, Şahin ve Keleş 

(2011) semi-Riemann çarpım manifoldların screen semi-invaryant lightlike altmanifoldlarını 

tanımladılar. Yazarlar screen semi-invaryant lightlike altmanifoldların lokal çarpım manifoldu olması 

için gerekli ve yeterli şartlar buldular. Tamamen umbilik screen semi-invaryant lightlike altmanifoldlar 

ve anti-invaryant lightlike altmanifoldlar için karakterizasyon teoremleri verdiler. Jin ve Lee (2015)  

belirsiz Kehler manifoldların jenerik lightlike altmanifoldlarını tanımladılar. Acet (2018) metalik semi-

Riemann manifoldun lightlike hiperyüzeylerini çalıştı. İnvaryant lightlike hiperyüzeyler üzerine 

indirgenmiş yapının da metalik olduğunu gösterdi. Ayrıca metalik semi-Riemann manifoldun screen 

semi-invaryant lightlike hiperyüzeylerini tanımladı, bu altmanifoldlar da oluşan distribüsyonların 

integrallenebilirliği için koşullar buldu ve bazı örnekler verdi. Poyraz ve Yaşar (2019) altın semi-

Riemann manifoldların lightlike altmanifoldlarını takdim ettiler. Yazarlar altın semi-Riemann 

manifoldun radikal anti-invaryant lightlike altmanifoldunun olmadığını gösterdiler. Ayrıca altın semi-

Riemann manifoldun semi-invaryant lightlike altmanifoldunu çalıştılar ve bu altmanifoldlar için 

örnekler verdiler. Poyraz ve Doğan (2020) altın semi-Riemann manifoldların semi-invaryant lightlike 

altmanifoldlarını çalıştılar. Yazarlar bu altmanifoldlardaki distribüsyonlarının integrallenebilir, 

tamamen geodezik ve mixed geodezik olması için şartlar elde ettiler. 

 Kosimplektik manifoldların altmanifoldları, 1970 yılında Ludden tarafından tartışılmıştır. 

Bir kosimplektik manifoldun altmanifoldunun lokal simetrik olduğunu gösterdi. Ondan sonra Chen 

(1973) altmanifoldların geometrisini inceledi. Kang ve Kim (2007) belirsiz kosimplektik manifoldların 

lightlike hiperyüzeylerini çalıştılar. Buradaki distribüsyonlar için integrallenebilirlik koşulları buldular. 

Belirsiz kosimplektik manifoldların tamamen umbilik lightlike hiperyüzeylerini çalıştılar ve 

( ) ( 0)B c c   için belirsiz kosimplektik manifoldların tamamen umbilik lightlike hiperyüzeyinin 

olmadığını ispatladılar. Jin ve Lee (2011) jenerik lightlike altmanifoldlarını tanımladılar ve bu 

altmanifoldlar için yeni sonuçlar elde ettiler. Gupta, Upadhyay ve Sharfuddin (2011) belirsiz 

kosimplektik manifoldunun slant lightlike altmanifoldları notasyonunu tanımladılar. Slant lightlike 

altmanifoldları varlığı için gerek ve yeter şartlar elde ettiler. Ayrıca bu altmanifold için örnekler 

verdiler. Gupta (2011) belirsiz kosimplektik manifoldların ekran slant lightlike altmanifoldlarını takdim 
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etti. Ekran slant lightlike altmanifoldları için karakterizasyon teoremi verdi. Ayrıca ekran slant lightlike 

altmanifoldları için örnek verdi. Upadhyay ve Gupta (2011) belirsiz kosimplektik uzay formların V  

yapı vektör alanı hiperyüzeye ait olacak şekilde semi-paralel lightlike hiperyüzeylerini çalıştılar. Jin 

(2012) belirsiz kosimplektik manifoldların lightlike hiperyüzeylerinin geometrisini inceledi. V  
yapı 

vektör alanı sırasıyla B
 
ya ait olacak şekilde inceledi ve bir çok yeni sonuç elde etti. Gupta (2012) 

belirsiz kosimplektik manifoldların V  
yapı vektör alanı ( )S TB  ya ait olacak şekilde lightlike 

hiperyüzeylerini çalıştı. Burada distribüsyonların paralel, killing ve integrallenebilir olması için 

karakterizasyon teoremleri elde etti ve bu altmanifoldun mixed tamamen geodezik olması için şartlar 

elde etti. Aynı yazar (2013) belirsiz kosimplektik manifoldların V  
yapı vektör alanı hiperyüzeye ait 

olacak şekilde lightlike hiperyüzeylerin Ricci tensörünün Ricci semi-simetrik ve paralel olmasi için 

şartlar elde etti. Tamamen geodezik olmayan Ricci semi-simetrik lightlike hiperyüzeyler için bir örnek 

verdi. Sachdeva, Kumar ve Bhatia (2013) belirsiz kosimplektik manifoldun tamamen kontakt umbilik 

slant lightlike altmanifoldlarını çalıştılar. Belirsiz kosimplektik manifoldun uzay formunun tamamen 

kontakt umbilik proper slant lightlike altmanifoldlarının var olmadığını gösterdiler. Ayrıca minimal 

slant lightlike manifoldlar üzerinde karakterizasyon teoremleri verdiler. Jin (2014) belirsiz 

genelleştirilmiş uzay formunun jenerik lightlike altmanifoldlarını çalıştı. Upadhyay, Gupta ve 

Sharfuddin (2017) belirsiz kosimplektik manifoldların ekran konformal lightlike hiperyüzeyleri için 

karakterizasyon teoremi verdiler. Tamamen geodezik, ekran homotetik ve ekran konformal lightlike 

hiperyüzeyler için örnek verdiler. 

 Diğer taraftan belirsiz Kaehler manifoldların CR-lightlike altmanifoldları Duggal ve Bejancu 

(1996) tarafından takdim edildi. Belirsiz Sasakian manifoldların kontakt CR-lightlike altmanifoldları 

Duggal ve Şahin tarafından tanıtıldı. Kontakt CR-lightlike altmanifoldları kompleks ve reel alt 

durumlarını içermediğinden Duggal ve Şahin (2006) bu iki durumu da içeren belirsiz Kaehler 

manifoldların ekran CR-lightlike altmanifoldlarını tanıttılar. Daha sonra Duggal ve Şahin (2007) 

belirsiz Sasakian manifoldların kontakt ekran CR (SCR)-lightlike altmanifoldlarını tanıttılar. Gupta, 

Upadhyay ve Sharfuddin (2012a) belirsiz kosimplektik manifoldların kontakt ekran CR (SCR)-lightlike 

altmanifoldlarını çalıştılar ve bu altmanifoldların geometrisini incelediler. Ayrıca bu manifoldların 

tamamen kontakt umbilik lightlike altmanifoldlarını çalıştılar. Ayrıca belirsiz kosimplektik manifoldun 

minimal kontakt ekran CR (SCR)-lightlike altmanifoldları için bazı sonuçlar buldular. Bu iki 

altmanifoldu içeren bir kapsama bulunmadığından Duggal ve Şahin (2006), bu iki altmanifold sınıfını 

da içeren belirsiz Kaehler manifoldun genelleştirilmiş CR (GCR)-lightlike altmanifoldları tanımladılar. 

Belirsiz kompleks uzay forumunun tamamen umbilik proper GCR-lightlike altmanifoldunun 

olmadığını gösterdiler ve bazı karakterizasyon teoremleri ispatladılar. Sonra Duggal ve Şahin (2007) 

belirsiz Sasakian manifoldun kontakt genelleştirilmiş CR (GCR)-lightlike altmanifoldlarını 

tanımladılar. Bu altmanifoldlar için varlık ve yokluk teoremlerini ispatladılar ve minimal GCR-lightlike 
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altmanifoldlar üzerinde karakterizasyon teoremleri verdiler. Kontakt GCR-lightlike altmanifoldların 

reel hiperyüzeyler, invaryant, screen reel ve CR-lightlike altmanifoldları içerdiğini gösterdiler. Gupta 

vd. (2012b) belirsiz kosimplektik manifoldların kontakt GCR-lightlike altmanifoldlarını çalıştılar. 

Belirsiz kosimplektik manifoldların kontakt GCR-lightlike altmanifoldlarının minimal olması için 

gerek ve yeter koşullar buldular. Ayrıca belirsiz kosimplektik manifoldların kontakt GCR-lightlike 

altmanifoldları için varlık ve yokluk teoremleri verdi ve böylesi altmanifoldlar için örnekler verdiler. 

Jain vd. (2012) belirsiz kosimplektik manifoldların GCR-lightlike altmanifoldlarını çalıştılar. Belirsiz 

kosimplektik manifoldların mixed geodezik GCR-lightlike altmanifoldlarını çalıştılar ve GCR-lightlike 

altmanifoldların GCR-lightlike çarpım olması için bazı karakterizasyon teoremleri elde ettiler. Kumar 

ve Nagaich (2012) belirsiz kosimplektik manifoldların GCR-lightlike altmanifoldların lokal warped 

çarpımlar olması için karakterizasyon teoremleri elde ettiler. Jain vd. (2013a) belirsiz kosimplektik 

manifoldların GCR-lightlike altmanifoldlarında oluşan distribüsyonların integrallenebilir ve tamamen 

geodezik olması için şartlar araştırmışlardır. Aynı yazarlar (2013b) belirsiz kosimplektik manifoldların 

tamamen kontakt umbilik GCR-lightlike altmanifoldunun olmadığını gösterdiler. Ayrıca bu 

manifoldların tamamen geodezik GCR-lightlike altmanifoldlarını çalıştılar. 

 Şahin (2008) Kaehler manifoldların ekran transversal lightlike altmanifoldlarını tanıttı ve bu 

altmanifoldların geometrisini inceledi. Yıldırım ve Şahin (2010) belirsiz Sasakian manifoldların ekran 

transversal lightlike altmanifoldlarını tanıttılar ve bu manifoldların reel lightlike eğrileri içerdiğini 

gösterdiler. Ayrıca yazarlar bir belirsiz Sasakian uzay formunun transversal lightlike altmanifoldların 

varlığını (yada yokluğunu) araştırdılar ve belirsiz Sasakian manifoldların izotropik ekran transversal 

lightlike altmanifoldları için karakterizasyon teoremi elde ettiler. Gupta ve Sharfuddin (2010b) belirsiz 

kosimplektik manifoldların ekran transversal lightlike altmanifoldlarını tanıttılar. Burada belirsiz 

kosimplektik manifoldların ekran transversal, ekran transversal anti-invaryant ve radikal ekran 

transversal lightlike altmanifoldlarını tanımladılar ve bu altmanifoldların geometrisini incelediler. 

Belirsiz kosimplektik manifoldların ekran transversal anti-invaryant lightlike altmanifoldlarının metrik 

konneksiyon olması için şartlar bulmuşlardır. Ayrıca bu altmanifoldlar için örnekler verdiler. 

Doğan, vd. (2020) belirsiz Kähler manifoldların ekran transversal CR-lightlike 

altmanifoldlarını tanıttılar ve bu tür lightlike altmanifoldların geometrisini incelediler. Ekran transversal 

CR-lightlike altmanifoldları için bir karakterizasyon teoremi verdiler ve bu altmanifoldların 

geometrisini incelediler. Ayrıca ST-CR lightlike altmanifoldların minimal olması için şartlar buldular. 

Poyraz (2023) belirsiz Sasakian manifoldların kontakt ekran transversal CR-lightlike altmanifoldlarını 

tanıttı ve bu tür lightlike altmanifoldların geometrisini inceledi. Belirsiz Sasakian manifoldun proper 

kontakt ekran transversal CR-lightlike altmanifoldunun indirgenmiş metrik konneksiyonunun var 

olmadığını gösterdi. Bu altmanifoldlar için karakterizasyon teoremleri verdi. Kontakt ekran transversal-

CR lightlike altmanifoldların ekran transversal CR-lightlike çarpım olması için gerekli ve yeterli 
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koşullar bulmuştur. Ayrıca kontakt ekran transversal-CR lightlike altmanifoldların minimalliğini 

araştırmıştır ve bu altmanifoldlar için örnekler vermiştir. 

Belirsiz kosimplektik manifoldlar ve lightlike altmanifoldlar için şimdiye kadar yapılan 

çalışmalar dikkate alındığında, bu altmanifoldlar arasında kapsayan bir bağlantının olmadığı 

görülmektedir. Belirsiz kosimplektik manifold durumu için de, bu altmanifoldları kapsayan genel bir 

lightlike altmanifoldun varlığını araştırmak iyi bir araştırma problemidir. Bu yüzden bu tezde, belirsiz 

kosimplektik manifoldun ekran transversal CR-lightlike altmanifoldları çalışılmış, geometrileri 

incelenmiş ve diğer altmanifoldlar ile olan ilişkileri tartışılmıştır. Ekran transversal CR-lightlike 

altmanifoldların ekran transversal CR-lightlike çarpım olması için şartlar bulunmuştur. Ayrıca kontakt 

tamamen umbilik ekran transversal CR-lightlike altmanifoldların ve irrasyonel ekran transversal CR-

lightlike altmanifoldların ekran transversal CR-lightlike çarpım olması için şartlar araştırılmıştır. Bu 

altmanifoldların minimal olması için şartlar elde edilmiştir ve tamamen geodezik olmayan minimal 

örneği verilmiştir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

Burada semi-Öklidyen uzaylar ve semi-Riemann manifoldlar ile ilgili bilgiler verilmiştir. Daha 

sonra lightlike altmanifoldlar, belirsiz kosimplektik manifoldlar ve bu manifoldun çalışmalarımızda 

bahsedeceğemiz bazı lightlike altmanifoldları tanıtılmıştır. 

 

3.1. Semi-Öklidyen Uzaylar 

 

Tanım 3.1.1. W  bir reel reel vektör uzayı olsun. Eğer :g W W   dönüşümü, her ,a b  

skalerleri ve her 
1 2 3, ,w w w W  vektörleri için 

i) 
1 2 2 1( , ) ( , )g w w g w w , 

ii) 
1 2 3 1 3 2 3( , ) ( , ) ( , )g aw bw w ag w w bg w w   , 

1 2 3 1 2 1 3( , ) ( , ) ( , )g w aw bw ag w w bg w w    

koşullarını sağlıyorsa, g  dönüşümüne  W  reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form denir 

(O’Neill, 1983). 

Tanım 3.1.2. W  reel vektör uzayı ve g , W   üzerinde tanımlı simetrik bilineer form olsun. Bu 

durumda  

i) Her w W  ve 0w   için ( , ) 0g w w   ise g  simetrik bilineer formuna pozitif tanımlı, 

ii) Her w W  ve 0w   için ( , ) 0g w w   ise g  simetrik bilineer formuna negatif tanımlı, 

iii) Her w W  için ( , ) 0g w w   ise g  simetrik bilineer formuna pozitif yarı-tanımlı, 

iv) Her w W  için ( , ) 0g w w   ise g  simetrik bilineer formuna negatif yarı-tanımlı 

denir (O’Neill, 1983). 

Tanım 3.1.3. W  bir reel vektör uzayı ve g , W  üzerinde tanımlı simetrik bilineer bir form olsun. 

0 w W   olmak üzere her u W  için 

( , ) 0g u w   

ise, g  simetrik bilineer formuna W  üzerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g  non-dejenere olur. 

g ’nin non-dejenere olması için ancak ve ancak her u W  için, ( , ) 0g u w   iken 0w   olmasıdır 

(Duggal ve Bejancu, 1996). 

Tanım 3.1.4. W  bir semi-Öklidyen uzay ve g , W  üzerinde tanımlı non-dejenere simetrik bilineer 

form olsun. w W  vektörüne 

i) ( , ) 0g w w   veya 0w   ise spacelike (uzayımsı), 

ii) ( , ) 0g w w   ise timelike (zamansı), 
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iii) ( , ) 0g w w   ve 0w   ise lightlike (ışıksı) vektör 

denir (O’Neill, 1983). 

Tanım 3.1.5. W  bir semi-Öklidyen uzay, g  W  üzerinde tanımlı non-dejenere simetrik bilineer 

form ve V , W  reel vektör uzayının bir alt uzayı olsun. g ’nın  V  alt uzayı üzerine kısıtlanmışı olan 

:
V

g V V   dönüşümünün negatif tanımlı olacak şekildeki en büyük boyutlu V  alt uzayının 

boyutuna, g  simetrik bilineer formunun indeksi denir ve q  ile gösterilir (O’Neill, 1983).   

Tanım 3.1.6. W  reel vektör uzayı üzerindeki g  non-dejenere simetrik bilineer forma, W  reel 

vektör uzayı üzerinde bir skalar çarpım (veya semi-Öklidyen metriği), ( , )W g  skalar çarpım uzay (veya 

semi-Öklidyen uzay) olarak adlandırılır. Eğer g  pozitif tanımlı ise o zaman g  bir iç çarpım (Öklid 

metriği) olur ve ( , )W g  da Öklid uzayı denir. g ’nın indeksi, 1q  ise g ’ya Lorentz metriği ve 

( , )W g ’ya da Lorentz uzayı olarak adlandırılır. Bir ( , )W g  semi-Öklidyen uzayın ortonormal 

bazındaki spacelike vektör sayısı p  ve timelike vektör sayısı q  olsun. Eğer 0, qp  ise  W , proper 

semi-Öklidyen uzay denir (Duggal ve Bejancu, 1996). 

Tanım 3.1.7. W  bir reel vektör uzayı ve V  de W ’nın bir alt uzayı olsun. Eğer 
|V

g dejenere ise

V  lightlike (dejenere) alt uzay olarak adlandırılır. V uzayının dik uzayı 

 | ( , ) 0,V w W g v w v V       

ile tanımlıdır ve  0V V   ’dır (Duggal ve Bejancu, 1996). 

Tanım 3.1.8. W  bir reel vektör uzayı ve g , W  üzerinde simetrik bilineer bir form olsun. Bu 

durumda W ’nın  

 | ( , ) 0,RadW W g w w W       

şeklinde tanımlı alt uzayına, g  simetrik bilineer formuna göre W  uzayının radikal (veya null) uzayı 

denir (Duggal ve Şahin, 1996). 

Tanım 3.1.9. W  bir lightlike vektör uzayı ve RadW , W  vektör uzayının radikal uzayı olsun. 

Radikal uzaya tümleyen olan non-dejenere alt uzaya ekran (screen) uzay denir ve SW  ile gösterilir 

(Duggal ve Bejancu, 1996). 

Tanım 3.1.10. W  bir semi-Öklidyen uzay olsun. Bu uzayın 

( , ) ( , ) 0,    ( , ) ,    , {1,..., }i j i j i j ijg e e g e e g e e i j        

ve 

*( , ) ( , ) 0i ig v e g v e   ,   ( , )g v v     ,   , {1,..., }t   ,   1   
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olacak şekildeki 
* *

1 1 1{ ,..., , ,..., , ,..., }te e e e v v   bazına semi-Öklidyen uzayın quasi-ortonormal bazı 

denir (Duggal ve Bejancu, 1996).  

Teorem 3.1.11. W  bir semi-Öklidyen uzay ve  V  da bu uzayın bir lightlike altuzayı olsun. Bu 

durumda, W  uzayının V boyunca  bir quasi-ortonormal bazı vardır (Duggal ve Bejancu, 1996). 

 

3.2. Semi-Riemann Manifoldlar 

 

Bu alt bölümde semi-Riemann manifoldların altmanifoldları hakkında temel tanım ve teoremler 

verilmiştir.  

Tanım 3.2.1. B  diferensiyellenebilir bir manifold ve p B  noktasındaki tanjant uzay pT B  

olsun. 

|

|

:

( , ) ( , ) ( , )

p

p P P

p p

p p p p

g T B T B

X Y g X Y g X Y

 

 
 

şeklinde tanımlı sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere )2,0(  tensör alanına B  üzerinde bir 

metrik tensör denir (O’Neill, 1983).  

Tanım 3.2.2. g  metrik tensörü ile donatılan bir B  diferensiyellenebilir manifolduna, bir semi-

Riemann manifold denir ve ( , )B g  ile gösterilir (O’Neill, 1983). 

Tanım 3.2.3. ( , )B g  semi-Riemann manifoldu için, g  metrik tensörünün indeksine, semi-

Riemann manifoldunun indeksi denir ve indB  ile gösterilir (O’Neill, 1983).  

İndeks q  ile belirtelim. O zaman, 0 q boyB  ’dir. Eğer 0q  ise, her p B  için |p
g , pT B  

üzerinde pozitif tanımlı bir iç çarpım olacağından B  bir Riemann manifoldu olur. Eğer 1q  ve 2n   

ise, B  Lorentz manifold olarak adlandırılır (O’Neill, 1983). 

Tanım 3.2.4. B  diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Her , , ( )X Y Z TB  ve 

( , )f C B  için 

: ( ) ( )TB TB    

ile tanımlı ve 

1) X Y X YZ Z Z   , 

2) ( )X X XY Z Y Z    , 

3) fX XY f Y   , 

4) ( ) [ ]X XfY X f Y f Y     
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şartlarını sağlayan   dönüşümü afin (veya lineer) konneksiyon olarak adlandırılır. 
XY

 
vektör 

alanına, Y  vektör alanının X  vektör alanı yönündeki kovaryant türevi denir (O’Neill, 1983).  

Tanım 3.2.5.  , ( , )B g  semi-Riemann manifoldu üzerinde bir lineer konneksiyon olsun. g  

metrik tensör alanı  ’ye göre paralel ise, yani her , , ( )X Y Z TB  için 

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0X X Xg Y Z Xg Y Z g Y Z g Y Z        

ise,  ’ya metrik konneksiyon (veya Riemann konneksiyonu) denir (O’Neill, 1983). 

Tanım 3.2.6. B  semi-Riemann manifoldunun lineer konneksiyonu   olsun. Her

, ( )X Y TM  için  ’nın torsiyon tensörü T  

( , ) [ , ]X YT X Y Y X X Y    

ile tanımlanır. Eğer ( , ) 0T X Y   ise  ’ya torsiyonsuzdur denir (O’Neill, 1983). 

Teorem 3.2.7. B  semi-Riemann manifoldu üzerinde her , , ( )X Y Z TB  vektör alanları için 

i) [ , ] X YX Y Y X  , 

ii) ( , ) ( , ) ( , )X XXg Y Z g Y Z g Y Z     

olacak şekilde bir tek   Levi-Civita konneksiyonu vardır ve bu konneksiyon  

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ,[ , ]) ( ,[ , ]) ( ,[ , ])

Xg Y Z Xg Y Z Yg Z X Zg X Y

g X Y Z g Y Z X g Z X Y

   

  
 

Kozsul özdeşliğini sağlar (O’Neill, 1983). 

Tanım 3.2.8. B  diferensiyellenebilir n boyutlu bir manifold olsun. B  üzerinde 

: p

p p

D B T B

p D T B



 
 

biçiminde tanımlı D  dönüşümüne r boyutlu distribüsyon (dağılım) ve ( )X TB  için pp DX   

ise, X  vektör alanına da D ’ye aittir denir. Eğer her p B  noktası için, pD ’de r  tane 

diferensiyellenebilir lineer bağımsız vektör alanı varsa, D  distribüsyonuna diferensiyellenebilirdir 

denir (Bejancu, 1986). 

Tanım 3.2.9. n boyutlu diferensiyellenebilir bir B  manifoldu üzerindeki r boyutlu D  

distribüsyonu olsun. Eğer her , ( )X Y D  için )(],[ DYX   ise D  ye involutivedir denir 

(Bejancu, 1986). 

Teorem 3.2.10. (Frobenius Teoremi) B  üzerindeki bir D  distribüsyonu integrallenebilirdir 

ancak ve ancak D  involutivedir (Duggal ve Şahin, 2010). 
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Tanım 3.2.11. B  bir semi-Riemann manifoldu ve  ,
 
B üzerinde bir lineer konneksiyon olsun. 

Eğer her , ( )X Y D  için ( )XY D   ise, D  distribüsyonuna paraleldir denir (Bejancu, 1986). 

Tanım 3.2.12. B  bir semi-Riemann manifoldu ve   B  üzerindeki Levi-Civita konneksiyonu 

olsun. Her , , ( )X Y Z TB  için 

[ , ]

: ( ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( , ) X Y Y X X Y

R TB TB TB TB

X Y Z R X Y Z Z Z Z

    

     
 

şeklinde tanımlanan )3,1(  tipindeki R  fonksiyonu B ’nın Riemann eğrilik tensörü olarak adlandırılır 

(O’Neill, 1983). 

Tanım 3.2.13. ( , )B g  bir semi-Riemann manifoldu ve p B  noktasındaki pT B  tanjant 

uzayının iki boyutlu bir alt uzayı P  olsun. { , }P Sp X Y  olmak üzere 

2

( , , , )
( )

( , ) ( , ) ( , )

R X Y X Y
K P

g X X g Y Y g X Y



 

olarak tanımlanan ( )K P  reel sayısına kesit eğriliği denir. Eğer ( ) ( )K P c sabit  ise B  manifolduna 

c  sabit kesit eğrilikli semi-Riemann manifold veya uzay form denir ve ( )B c  ile gösterilir (O’Neill, 

1983). 

Tanım 3.2.14. ( )B c  uzay formunun Riemann eğrilik tensörü her , , ( )X Y Z TB  için
 

 ( , ) ( , ) ( , )R X Y Z c g Y Z X g X Z Y   

ile verilir (O’Neill, 1983). 

 

3.3. Semi-Riemann Manifoldların Lightlike Altmanifoldları 

 

Tanım 3.3.1. B ,  )( nm boyutlu bir B  semi-Riemann manifoldunun, ek boyutu n  olan bir 

altmanifoldu olsun.  Her p B  için 

: ( )pRad p B Rad T B   

dönüşümü B  üzerinde ( ( )) 0prank Rad T B r   olacak şekilde diferensiyellenebilir bir distribüsyon 

tanımlıyorsa, B  r  lightlike altmanifold olarak adlandırılır (Duggal ve Şahin, 1996). 

r lightlike bir altmanifold dört durumda incelenebilir (Duggal ve Şahin, 1996). 

.1  Durum: Eğer min{ , }r m n  ise, o zaman B ’nın TB  tanjant demetinde ( )Rad TB ’ya tümleyen 

olan bir ( )S TB  ekran distribüsyonu vardır. ( )S TB , ( )Rad TB ’ya ortogonal ve g ’ya göre non-

dejeneredir. B  üzerinde ( )S TB  sabit indekslidir ve 
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( ) ( )TB Rad TB S TB                                 (3.1) 

olarak yazılır. TB
, TB ’nın ortogonal demeti olmak üzere; TB

 içinde ( )Rad TB ’ya tümleyen olan 

non-dejenere bir ( )S TB
 ekran transversal vektör demeti vardır ve  

( ) ( )TB Rad TB S TB                                               (3.2) 

şeklindedir. Ayrıca ( )S TB  ve ( )S TB
, sırasıyla, TB  ve ( )S TB 

 vektör demetlerinin non-dejenere 

alt vektör demetleri olduğu için 

( ) ( )TB S TB S TB                                            (3.3) 

olarak yazılabilir. ( )S TB
 ve ( )S TB 

 demetlerinin her ikisi de non-dejeneredir ve ( )S TB
 demeti, 

( )S TB 
 demetinin alt vektör demeti olduğu için 

( ) ( ) ( )S TB S TB S TB                        (3.4) 

olacak şekilde başka bir ( )S TB 
 non-dejenere alt vektör demeti vardır. Aynı şekilde ( )S TB 

 

demetinde ( )Rad TB ’ya tümleyen olan ( )ltr TB  lightlike transversal vektör demeti ve TB  içinde TB  

ya tümleyen olan bir ( )tr TB  transversal vektör demeti vardır. Öyleyse 

( ) ( ) ( )S TB Rad TB ltr TB                                       (3.5) 

ve 

( ) ( ) ( )tr TB ltr TB S TB    

dir. (3.3)-(3.5) eşitliklerinden 

( )

( ) ( ) ( ( ) ( ))

TB TB tr TB

S TB S TB Rad TB ltr TB

 

   
                          (3.6) 

bulunur. 

.2 Durum:  Eğer  r n m  , ( ) {0}S TB   ise B  koizotropik altmanifold olarak adlandırılır. 

.3  Durum:  Eğer r m n  , ( ) {0}S TM   ise B  izotropik altmanifold olarak adlandırılır. 

.4  Durum:  Eğer  r m n  , ( ) ( ) {0}S TB S TB   
ise B  tamamen lightlike altmanifold olarak 

adlandırılır. 

B , B  semi-Riemann manifoldunun bir lightlike altmanifoldu ve  , B ’nın Levi-Civita 

konneksiyonu olsun. ( )tr TB  B ’nın transversal vektör demeti olmak üzere her , ( )X Y TB  ve 

( ( ))V tr TB  için Gauss ve Weingarten denklemleri 

( , )X XY Y h X Y                                (3.7) 

ve 

t

X V XV A X V                                  (3.8) 
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biçiminde verilmiştir. Burada { , } ( )X VY A X TB   ve { ( , ), } ( ( ))t

Xh X Y V tr TM   dir.   ve t  

lineer konneksiyonlarına, sırasıyla, indirgenmiş konneksiyon ve transversal konneksiyon denir. İkinci 

temel form olan h , ( ( ))tr TB  değerli simetrik bilineer form ve 
VA

 
şekil operatörü ise ( )TB  değerli 

bir bilineer formdur. 

Dğer taraftan
 

: ( ) ( ),     : ( ) ( )L tr TB ltr TB S tr TB S TB   

projeksiyonları için, 

( , ) ( , ),    ( , ) ( , )l sLh X Y h X Y Sh X Y h X Y   

olarak yazılabilir. lh ve sh , sırasıyla, altmanifoldun lightlike ikinci temel formu ve ekran ikinci temel 

formu olarak adlandırılır. Ayrıca, (3.7) ve (3.8) eşitlikleri her , ( )X Y TB , ( ( ))N ltr TB  ve 

( ( ))W S TB  için 

( , ) ( , )l s

X XY Y h X Y h X Y    ,                            (3.9) 

( , )l s

X N XN A X N D X N     ,               (3.10) 

( , )s l

X W XW A X W D X W                                            (3.11) 

olarak yazılabilir. Burada , , ( )X N WY A X A X TB  , , ( , ) ( ( ))l l

X N D X W ltr TB   ve 

( , ), ( ( ))s s

XD X N W S TB   dir (Duggal ve Bejancu, 1996). 

 (3.9)-(3.11) kullanılarak, her , ( )X Y TB , 
', ( ( ))N N ltr TB  ve (S( ))W TB  için 

( ( , ), ) ( , ( , )) ( , )s l

Wg h X Y W g Y D X W g A X Y  ,              (3.12) 

( ( , ), ) ( , ( , )) ( , ) 0l l

Xg h X Y g Y h X g Y      ,                          (3.13) 

( , ( , N)) ( , )s

Wg W D X g A X N                          (3.14) 

ve 

'

'( , ) ( , ) 0N N
g A X N g A X N                                    (3.15) 

eşitlikleri elde edilir. 

: ( ) ( ( ))Q TB S TB   
projektif dönüşümü olsun. ( )S TB  için Gauss ve Weingarten 

denklemleri her , ( )X Y TB  ve ( ( ))Rad TB   için 

* *( , )X XQY QY h X QY   ,                      (3.16) 

* *t

X XA X                        (3.17) 

dir. Burada * *, ( ( ))XY A X S TB   
ve

 
* *( , ), ( ( ))

t

Xh X QY Rad TB   dır. (Bejancu ve Duggal, 

1995). 
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 Ayrıca yukarıdaki denklemler kullanılarak her , ( )X Y TB , ( ( ))Rad TB   ve 

( ( ))N ltr TB  için 

*( ( , ), ) ( , )lg h X QY g A X QY                                  (3.18) 

ve 

*( ( , ), ) ( , )Ng h X QY N g A X QY
                                      

(3.19) 

bulunur. Ayrıca (3.13) eşitliğinden 

( ( , ), ) 0lg h X                                     (3.20) 

ve 

* 0A                                      (3.21) 

olduğu kolayca görülür (Bejancu ve Duggal, 1995). 

  nın metrik konneksiyon olduğu ve (3.9) kullanılırsa, B ’nın indirgenen   konneksiyonu ve 

her , , ( )X Y Z TB  için 

( )( , ) ( ( , ), ) ( ( , ), )l l

X g Y Z g h X Y Z g h X Z Y                          (3.22) 

dir. Buradan  ’nın metrik konneksiyon olması için ancak ve ancak 0lh   olmasıdır. 

Teorem 3.3.2. B  semi-Riemann manifoldu B , B  nın bir r  lightlike yada koizotropik 

altmanifoldu olsun. O zaman B  üzerine indirgenen   lineer konneksiyonunun bir metrik konneksiyon 

olması için ancak ve ancak aşağıdakilerin sağlanmasıdır (Duggal ve Bejancu, 1996). 

1) Herhangi bir ( ( ))Rad TB   için 
*A , ( )TB  üzerinde sıfırdır. 

2) ( )Rad TB  bir Killing distribüsyondur. 

3) ( )Rad TB ,  ’ya göre paralel bir distribüsyondur. 

Tanım 3.3.3. B  semi-Riemann manifoldu B , B  nın bir lightlike altmanifoldu olsun. Her 

, ( )X Y TB  için 

( , ) ( , )h X Y Hg X Y                                         (3.23) 

olacak şekilde B  üzerinde diferensiyellenebilir bir ( ( ))H tr TB  varsa, B ’ya tamamen umbiliktir 

denir. (Duggal ve Jin, 2003). Eğer 0H   ise B  altmanifolduna tamamen geodezik denir. 

Ayrıca tamamen umbiliklik şu şekilde de verilebilir: 

B ’nın tamamen umbilik olması için ancak ve ancak her U  koordinat komşuluğunda her 

, ( )X Y TB , ( ( ))W S TB  için 

( , ) ( , )l lh X Y H g X Y ,  ( , ) 0lD X W               
(3.24) 

ve 
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( , ) ( , )s sh X Y H g X Y                            (3.25) 

olacak şekildeki ( ( ))lH ltr TB  ve ( ( ))sH S TB  diferensiyellenebilir vektör alanlarının 

bulunmasıdır (Duggal ve Jin, 2003). 

Tanım 3.3.4. B  semi-Riemann manifoldu B , B  semi-Riemann manifoldunun bir lightlike 

altmanifoldu olsun. Aşağıdaki koşullar sağlanıyorsa, B ’ya minimaldir denir (Bejancu ve Duggal, 

2005). 

i) ( )Rad TB  üzerinde 0sh  ’dır. 

ii) ( )S TB  üzerinde 0izh  ’dır. 

Tanım 3.3.5.
 

B  semi-Riemann manifoldu B , B  semi-Riemann manifoldunun bir lightlike 

altmanifoldu olsun. Her ( )X TB  
ve ( ( ))Rad TB   için ( )X TB   ise B  ya irrasyonel 

lightlike altmanifold denir (Küpeli, 1996). 

 

3.4. Belirsiz Kosimplektik Manifoldların Lightlike Altmanifoldları 

 

Tanım 3.4.1. B  (2 1)m boyutlu semi-Riemann manifold olsun. Bu durumda B  üzerinde 

sırasıyla   (1,1) tipinde bir tensör alanı, V  vektör alanı ve   1-form olmak üzere , ,V   yapı 

tensörleri varsa ve B  üzerinde g  semi-Riemann metriği varsa ve her , ( )X Y B  ve ( )V B  
için 

aşağıdaki koşulları sağlıyorsa 

2 ( ) ,  ( ) ( , ),X X X V X g X V                                                (3.26) 

( , ) ( , ) ( ) ( ),  0,  0,  ( ) 1g X Y g X Y X Y V V                              (3.27) 

B  belirsiz hemen hemen kontakt metrik manifold olarak adlandırılır. 

Tanım 3.4.2. B  belirsiz hemen hemen kontakt metrik manifoldu üzerinde her ( )X B  için 

0,X 

      

(3.28) 

0XV         (3.29) 

ise B  ya belirsiz kosimplektik manifold denir (Blair, 2002). 

Tanım 3.4.3. B  belirsiz kosimplektik manifoldu ve B nın yapı vektör alanı V olsun. p B  

de V ye ortogonal bir X  olsun. O zaman { , }X X  çiftinin gerdiği  kesitin eğriliği 

2

( ( , ) , )

( ( , ))

g R X X X X
K

g X X

 
  

olarak tanımlanır ve X ’e göre  kesit eğriliği denir. Eğer K , her noktada X ’in seçilişinden 

bağımsızsa bu durumda K c  (sabit) olur. 
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Eğer B  belirsiz kosimplektik manifoldun xT B  üzerindeki düzlem kesiti V  ye ortogonal X

ve X  tarafından geriliyorsa   düzlem kesitine     kesit denir. Burada X , B  üzerinde null olmayan 

vektör alanıdır. X  ile belirlenmiş   yönündeki K  kesitsel eğriliği   kesitsel eğrilik olarak 

adlandırılır. Eğer B    kesitin her bir noktasına bağlı olmayan c  kesit eğriliğine sahip ise bu durumda 

c B  da sabittir. Bu durumda B  belirsiz kosimplektik uzay formu denir ve ( )B c  ile gösterilir. ( )B c  

nın eğrilik tensörü 





( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )
4

( ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )

c
R X Y Z g Y Z X g X Z Y X Z Y Y Z X Y g X Z V

X g Y Z V g X Z Y g Y Z X g X Y Z

    

      

    

   
      

(3.30) 

ile verilir (Ludden, 1970). 

Bu çalışma boyunca örnekleri anlamak için aşağıdaki yapı dikkate alınacaktır. 

2 1

0( , , , )m

q V g 

 
nın alışılmış kosimplektik yapısı 

2

1 1

0

1 1

, ,

,

(( ) ) ( )

q

m
i i i i i i i i

i i q

m m
i i i i

i i i i

i i

dz V z

g dx dx dy dy dx dx dy dy

X x Y y Z z Y x X y



 



  

 

  

         

        

 

 

 

ile verilir. Burada ( , , )i ix y z  kartezyen koordinatlardır ve q  çift sayı olarak dikkate alınacaktır. 

Tanım 3.4.4. B  bir belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B  nın V’ye teğet olacak şekildeki 

lightlike altmanifoldu olsun. Eğer 

( ( )) ( )Rad TB Rad TB   ve ( ( )) ( )S TB S TB   

ise B , B ’nın invaryant lightlike altmanifoldu olarak adlandırılır (Gupta vd., 2012a). 

Tanım 3.4.5. B  bir belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B  nın V’ye teğet olacak şekildeki 

lightlike altmanifoldu olsun. Eğer aşağıdakiler sağlanıyorsa, B , B  nın CR (Cauchy-Riemann)- 

lightlike altmanifoldu olarak adlandırılır. 

i) ( )Rad TB ,  

( ) ( ( )) {0}Rad TB Rad TB   

olacak şekilde anti-invaryant bir distribüsyondur. 

ii) B  üzerinde 

 0( ) { ( ( )) }S TB Rad TB V      , 
0 0( )   , 

1 2( )     
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olacak şekilde 
0  ve   vektör demetleri vardır. Burada 

0  altmanifold üzerinde non-dejenere 

invaryant bir distribüsyon,  V  de V  tarafından üretilen 1 boyutlu distribüsyon ve 
1 , 

2  de 

sırasıyla, ( )ltr TB , ( )S TB
 in vektör alt demetleridir. 

Tanım 3.4.6. B  bir belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B nın V’ye teğet olacak şekildeki 

lightlike altmanifoldu olsun. Aşağıdakiler sağlanıyorsa, B , B ’nın bir SCR (ekran Cauchy-Riemann) 

lightlike altmanifoldu olarak adlandırılır (Gupta vd., 2012a). 

(A) ( )S TB ’nın 

 ( )S TB V    , {0}   , 

( )   , ( ) ( )S TB    

olacak şekilde reel non-dejenere bir invaryant   distribüsyonu vardır. Burada 
, ( )S TB  da 

 V  ’nin ortogonal tümleyenidir ve  V  de V  tarafından üretilen 1 boyutlu 

distribüsyondur. 

(B) ( )Rad TB ,   invaryanttır. 

Tanım 3.4.7.
 
B  bir belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B nın yapı vektör alanı V’ye teğet 

olacak şekildeki lightlike altmanifoldu olsun. Aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa B , B ’nın bir GCR 

(Genelleştirilmiş Cauchy-Riemann) lightlike altmanifoldu olarak adlandırılır. 

(A) ( )Rad TB ’nın 

1 2( )Rad TB    , 
1 1( )   , 2( ) ( )S TB    

olacak şekilde 
1  ve 

2  altdemetleri vardır. 

(B) ( )S TB ’nın 

 2 0( ) { ( ) }S TB V       , 
0 0( )   , 

1 2( )     

olacak şekilde 
0  ve   altdemetleri vardır. Burada 

0 , B  üzerinde non-dejenere invaryant 

bir distribüsyon,  V  de V  tarafından üretilen 1 boyutlu distribüsyon, 
1  ve 

2  de, 

sırasıyla, ( )ltr TB  ve ( )S TB
’in vektör altdemetleridir (Gupta vd., 2012b). 

Tanım 3.4.8. B  bir belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B  nın V’ye teğet olacak şekildeki 

lightlike altmanifoldu olsun. Eğer 

( ( )) ( )Rad TB S TB   

ise B , B ’nın ekran transversal lightlike altmanifoldu olarak adlandırılır (Gupta ve Sharfuddin, 2010b). 
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4. BULGULAR ve TARTIŞMA 

 

Bu bölümde ilk olarak belirsiz bir kosimplektik manifoldunun ekran transversal CR-lightlike 

altmanifoldları tanıtılmıştır. Burada oluşan distribüsyonların integrallenebilirliği ve tamamen 

geodezikliği araştırılmıştır. Daha sonra ise belirsiz kosimplektik manifoldunun ekran transversal CR-

lightlike altmanifoldları için tamamen geodezik olmayan minimal bir örnek verilmiş ve bu altmanifold 

için minimallik şartları bulunmuştur. 

 

4.1. Ekran Transversal CR-Lightlike Altmanifoldlar 

 

Bu bölümde, belirsiz kosimplektik manifoldların ekran transversal Cauchy-Riemann (ST-CR) 

lightlike altmanifoldlar tanıtılmıştır. Bölüm içerisinde, ekran transversal CR-lightlike altmanifoldlara 

ilişkin örnek verilmiş ve distribüsyonların integrallenebilir olması için şartlar bulunmuştur. 

Kosimplektik uzay formların ekran transversal CR-lightlike altmanifoldları için bir karakterizasyon 

teoremi ispatlanmıştır. B  ekran transversal CR-lightlike altmanifoldunun ekran transversal-CR 

lightlike çarpım olması için şartlar bulunmuştur. Ayrıca kontakt tamamen umbilik ekran transversal 

CR-lightlike altmanifoldunun ve irrasyonel ekran transversal CR-lightlike altmanifoldunun ekran 

transversal-CR lightlike çarpım olması için şartlar elde edilmiştir. 

Tanım 4.1.1. B  bir belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B  nın yapı vektör alanı V’ye teğet 

olacak şekildeki bir r  lightlike altmanifoldu olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanırsa B  bir ekran 

transversal CR-lightlike (ST-CR) altmanifold olarak adlandırılır. 

(A) ( )Rad TB , 

1 2 1 2( ) , ( ) ( ), ( ) ( )Rad TB S TB S TB           

olacak şekildeki 
1  ve 

2  alt demetlerine sahiptir. 

(B) ( )S TB  için 

   1 0 0 0 1 2( ) { } , ( ) , ( ) , ( ) ( )S TB V S TB                       

eşitliklerini sağlayan 
0  ve   altdemetleri vardır. Burada 

0 , B  üzerinde non-dejenere bir 

distribüsyon; 
1 , 

2  ( )ltr TB ’ya ve   da ( )S TB
’e ait vektör altdemetleridir. 

Ekran transversal CR-lightlike altmanifold tanımından 

   TB V     

olarak yazılabilir. Burada 

 0 1 1        

ve 
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   2 1         

dir. 

  nün invaryant bir distribüsyon ve 
 
nin de anti-invaryant bir distribüsyon olduğu açıktır. Ayrıca 

         1 2 1 2,  ,  ltr TB S TB S TB          

ve 

      2 2S TB          

eşitlikleri vardır. 

Eğer 
1 {0}  , 

2 {0}  , 
0 {0}   ve {0}   ise, o zaman B  belirsiz kosimplektik 

manifoldunun proper ekran transversal CR-lightlike altmanifoldu olarak adlandırılır. Bir proper ekran 

transversal CR-lightlike altmanifold için aşağıdakiler doğrudur. 

1) (A) dan ( ( )) 2boy Rad TB  ’dir. 

2) (B) koşulundan, ( ) 2 4boy s   , ( ) 2boy    ve 
2 2( ) ( )boy boy   ’dir. O zaman  

( ) 8boy B   ve ( ) 13boy B   olur. 

3) Herhangi bir 8 boyutlu ekran transversal CR-lightlike altmanifold 2  lightlike olmalıdır. 

4) (A) koşulu gereğince ve B  bir kosimplektik manifold olduğundan, ( ) 2index B  ’dir. 

Önerme 4.1.2. B  belirsiz kosimplektik manifoldunun bir B  ekran transversal CR-lightlike 

altmanifoldu olsun. O zaman B  nın CR-lightlike altmanifold olması için ancak ve ancak 
2 {0} 

 

olmasıdır. Benzer şekilde B  nın ekran transversal lightlike altmanifold olması için ancak ve ancak 

1 {0} 
 
olmasıdır.  

İspat: B , B ’nın bir CR-lightlike altmanifoldu olduğunu varsayalım. Öyleyse tanımdan B ’nın 

( ( )) ( ) {0}Rad TB Rad TB    olacak şekilde bir ( ( ))Rad TB  distribüsyonu vardır. Böylece 

1( )Rad TB  ’dir. Buradan 
2 {0}   dır. Bu da ( ( )) ( ) {0}ltr TB ltr TB    ve 

( ( )) ( )ltr TB S TB   olduğunu gösterir. Tersine, B , B  belirsiz kosimplektik manifoldunun bir ekran 

transversal CR-lightlike altmanifoldu ve 
2 {0}   olduğunu varsayalım. O zaman 1( )Rad TB   

olup, ( ( )) ( ) {0}Rad TB Rad TB    olur. Başka bir deyişle, ( ( ))Rad TB , ( )S TB ’nın bir alt vektör 

demetidir ve buradan B  bir CR-lightlike altmanifold olur. 

Aynı şekilde, B , B ’nın bir ekran transversal lightlike altmanifoldu olduğunu varsayalım. O zaman 

Tanım 3.4.8. den ( ( )) ( )Rad TB S TB   dir. Ekran transversal CR-lightlike altmanifoldu tanımından 

2( )Rad TM  ’dir yani, 
1 {0}  ’dır. Buradan ( ( )) ( )ltr TB S TB   bulunur. Tersine, B , B  

belirsiz kosimplektik manifoldunun bir ekran transversal CR-lightlike altmanifoldu ve 
1 {0}   
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olduğunu varsayalım. Bu durumda 2( )Rad TB  ’dir. Buradan ( ( )) ( ) {0}Rad TB Rad TB    ve 

2( ) ( )S TB    dir. Buradan ( ( )) ( )Rad TB S TB   olup, B  bir ekran transversal lightlike 

altmanifolddur. 

Örnek 4.1.3. 
13

4(B= , )g
 
bir ( , , , , , , , , , , , , )              işaretli semi-Öklidyen uzay 

ve 
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6(x , x , x , x , x , x , y , y , y , y , y , y , z) , 

13

4  ün standart koordinat sistemi olsun. B ’nın 

 
2

3 1 3 1 2 4 5 5 cos , y sin , y , 1x x x x x y     
 

ile verilen bir B  altmanifoldu olsun. Bu durumda 

1 2 4 2 1 3 3

3 4 2 4 4 2

5 6 6 6

5 5

7 5 5 8

, cos sin ,

1
, { },

2

, ,

,

Z x y Z x x y

Z x y Z x y

Z x Z y

Z y x x y Z V z

          

      

   

      
 

olmak üzere 1 2 3 4 5 6 7 8{ , , , , , , , }TB Sp Z Z Z Z Z Z Z Z
 dır. Buradan, 1Z

 ve 2Z
 lightlike vektörler olup 

1 2{ , }RadTB Sp Z Z
’ dir. Böylece B ,  13-boyutlu bir 2-lightlike altmanifolddur. Diğer taraftan, 

0 1 3( ) ( ( ))Z Z S TB  
 
ve 0 5 6( ) ( ( ))Z Z S TB  

 
olur. Öyleyse, 1 1{ }Sp Z 

, 2 2{ }Sp Z 
 ve  

0 5 6{ , }Sp Z Z 
 olur. Bu durumda 

   1 1
1 2 4 2 1 3 32 2

, + cos x  + sin yN x y N x           

olarak elde edilir. Buradan 
1 1{ }Sp N   ve 

2 2{ }Sp N 
 

dir. Ayrıca

0 2 0 2 0 7( ) { ( ), ( ), ( )}S TM Sp Z N Z     ve 
0 7{ ( ) W}Sp Z    olur. Böylece

0 1 4 0 7 = Sp{ (N )= Z , (W)= Z   
 

olup B  da bir proper ekran transversal-CR lightlike 

altmanifolddur. 

Örnek 4.1.4. Belirsiz kosimplektik manifoldunun her CR-lightlike altmanifoldu 
2 {0}   olan 

bir ekran transversal-CR lightlike altmanifolddur. 

Örnek 4.1.5. Belirsiz kosimplektik manifoldunun her ekran transversal lightlike altmanifoldu 

1 {0}   olan bir ekran transversal-CR lightlike altmanifolddur.  

Önerme 4.1.6. Belirsiz kosimplektik manifoldunun koizotropik, izotropik yada tamamen 

lightlike bir B  proper ekran transversal-CR lightlike altmanifoldu yoktur. Herhangi bir koizotropik 

ekran transversal-CR lightlike altmanifold, bir CR-lightlike altmanifold ve izotropik ekran transversal-

CR lightlike altmanifold da bir ekran transversal lightlike altmanifolddur. 
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İspat: B  nın bir proper ekran transversal-CR lightlike altmanifold olduğunu varsayalım. O 

zaman 
1 {0}  , 

2 {0}  , 
0 {0}   ve {0}   olduğundan, hem ( ) {0}S TB   hem de 

( ) {0}S TB   dır. Öyleyse B  koizotropik, izotropik yada tamamen lightlike bir altmanifold olamaz. 

Diğer taraftan B  koizotropik bir ekran transversal-CR lightlike altmanifold olsun. O zaman 

( ) {0}S TB  ’dır. Öyleyse 
2( ) {0}    ve 1( )Rad TB   olur. Böylece 

1( ( )) ( ) ( ( ))Rad TB S TB      olacağından, B  bir CR-lightlike altmanifolddur. Aynı şekilde eğer 

B  bir izotropik ekran transversal-CR ligtlike altmanifold ise, o zaman ( ) {0}S TB   dır. Bu durumda 

 1 {0}    ve 2( )Rad TB   dir. Böylece 
2( ( )) ( ) ( ( ))Rad TB S TB       olacağından, B  da 

bir ekran transversal lightlike altmanifolddur. Böylece ispat biter. 

( )TB ’dan 
0( ) , 

1( ( ))  , 1( ( )) 
, ( ( ))S , 

1( )  ve 
2( )  üzerine olan 

izdüşümler, sırasıyla,
0P , 

1P , 
2P , 

3P , 
1S  ve 

2S  ile gösterilsin. Aynı şekilde ( ( ))tr TB ’dan 
2( ( )) 

, 
2( ( ))  , ( ) , 

1( )   ve 
2( )   üzerine olan izdüşümler de sırasıyla,

1R , 
2R , 

3R , 
1Q  ve 

2Q  

olsun. Bu durumda herhangi bir ( )X TB  

0 1 2 3 1 2

X PX SX

P X P X P X P X S X S X

 

     
         (4.1) 

biçiminde yazılabilir. Burada ( )PX   ve ( )SX  ’dır. (4.1) eşitliğine   
kosimplektik yapısı 

uygularsak  

X X X                                                                    
(4.2) 

olur, burada ( )X TB   ve ( ( ))X tr TB   dir. 

(4.1) eşitliğine   
kosimplektik yapısı uygulanır ve 

0 1 2 3 1 2, , , , ,P P P P S S       sırasıyla, 
0 , 

1 , 

L , 
S , 

1
 , 

2
  ile belirtilirse, herhangi bir ( )X TB  için 

0 1 1 2L SX X X X X X X           
                                

(4.3) 

yazılımı doğru olur. Burada 
0 0( )X  , 

1 1( )X  , 
1( )L X   , ( )S X  , 

11
( ( ))X    ve 22

( ( ))X    dir. 

Benzer şekilde, herhangi bir ( ( ))W tr TB  

1 2 3 1 2W RW R W RW QW Q W    
                                            

(4.4) 

olarak yazılabilir. 
1 2 3 1, , ,R R R Q     ve 

2Q  sırasıyla, 
2 , , , LLS

B B B C  ve 
L

C  ile gösterilirse, bu 

durumda 
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2 LL LS

W BW CW

B W B W B W C W C W

  

    
                                   (4.5) 

dır. Burada ( )BV TB  ve ( ( ))CV tr TB  dır. 

(4.3) diferensiyellenip elde edilen eşitlikte (3.9) kullanılırsa, 

2
( ) ( ( , ) ( , ))l s

X L S XY Y Y Y Y h X Y h X Y             

bulunur. Elde edilen son eşitlikte konneksiyonun lineerlik özelliği kullanılırsa, 

2
( , ) ( , )l s

X X L X S X XY Y Y Y Y h X Y h X Y               

bulunur. (3.9), (3.10), (3.11) ve (4.5) eşitliği kullanılarak 

2 2 2

2

( , ) ( , ) { ( ) ( , )}

{ ( ) ( , )} { ( ) ( , )}

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

L

S

l s l s

X Y X L L

s l s l

Y X S S Y X

l l s s

X L X S X X

Y h X Y h X Y A X Y D X Y

A X Y D X Y A X Y D X Y

Y Y Y Y Bh X Y Ch X Y Bh X Y Ch X Y



 

    

   

   

      

       

           

 

bulunur. Bu eşitliğin teğet, lightlike transversal ve ekran transversal kısımları alınarak, sırasıyla, 

2
( ) ( , ),

L SX X X Y Y YY Y Y A X A X A X Bh X Y            
                      

(4.6) 

2
( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , )l l l l l

S L X X LD X v Y D X Y Y Y h X Y Ch X Y        
              

(4.7) 

ve 

2

2

( , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( , ) ( , )

s s

L S X X X S

s s s

X

D X v Y v Y Y Y

Y h X Y Ch X Y

 

 

    

  
               

(4.8) 

olarak bulunur. 

Teorem 4.1.7. B  belirsiz kosimplektik manifoldu B , B  nın bir ekran transversal-CR lightlike 

olsun. O zaman   nın bir metrik konneksiyon olması ancak ve ancak her ( )X TB  için aşağıdaki 

şartların sağlanmasıdır. 

i) 
1( )   için 

* *

1( , ) ( ( ))X h X       ve ( , ) 0Bh X    olur. 

ii) 
2( )   için 1( ( ))A X    ve ( , ) 0s l

XB BD X     olur. 

İspat:   nın bir metrik konneksiyon olduğunu varsayalım. Teorem 3.3.2. den ( )Rad TB  paraleldir 

yani her ( )X TB  ve ( ( ))Rad TB   
için ( ( ))X Rad TB   dir. (3.26) ve (3.28) kullanılırsa 

X X     
 

olur. Son eşitlikte (3.7), (3.16), (4.2) ve (4.5) kullanılırsa her 
1( )   

için 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )X X Xh X h X v vh X Bh X Ch X                      

 

olur.  Bu eşitliğin teğet kısmı alnıırsa 
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( , ) ( , )X X h X Bh X           
 

olur. Buradan  (i) elde edilir. 

Benzer şekilde (3.7), (3.11), (4.2) ve (4.5) kullanılırsa 
2( )   için 

( , ) ( , ) ( , )s s l l

X X Xh X A X A X B C BD X CD X                 
 

bulunur.  Bu eşitliğin teğet kısmı alnıırsa 

( , )s l

X XA X B BD X       
 

olur. Buradan  (ii) elde edilir. Böylece ispat biter. 

Teorem 4.1.8. ( )B c  1c   olmak üzere, belirsiz kosimplektik uzay formu ve B , ( )B c ’nin bir 

lightlike altmanifoldu olsun. O zaman B ’nın ( )B c ’nin bir ekran transversal-CR lightlike altmanifoldu 

olması için ancak ve ancak aşağıdaki şartların sağlanmasıdır. 

i)  

0 1 1( )      
 

ile tanımlı distribüsyon, p B  için 
pT B ’nın maksimal invaryant alt uzayıdır. Burada 

1 2( )Rad TB   
 
ve 

0  non-dejenere invaryant bir distribüsyondur. 

ii) Her , ( )X Y  , ( ( ))Rad TB 
 
ve ( ( ))N ltr TB  için 

( ( , ) , ) 0g R X Y N   

olacak şekilde B ’nın bir lightlike transversal vektör demeti vardır. 

iii) Her , ( )X Y   ve , ( ( ))W W     için 

( ( , ) , ) 0g R X Y W W    

olacak şekilde B  üzerinde ( )   alt vektör demeti vardır. Burada ( )  , 
 
ye ortogonaldir 

ve R , ( )B c ’nin eğrilik tensörüdür. 

İspat: ) :  B , ( )B c , 1c   belirsiz kosimplektik uzay formunun bir ekran transversal-CR 

lightlike altmanifoldu olsun. 
0 1 1( )        olduğundan, i) elde edilir. Ayrıca her , ( )X Y 

, ( ( ))Rad TB 
 
ve ( ( ))N ltr TB  için, (3.30) dan 

( ( , ) , ) ( , ) ( , ) 0
2

c
g R X Y N g X Y g N      

( , ) 0g X Y 
 
ve ( , ) 0g N   olduğu için ( ( , ) , ) 0g R X Y N   bulunur. Böylece ii) elde edilir. 

Aynı işlemler yapılarak, her , ( )X Y   ve , ( ( ))W W     için 

( ( , ) , ) ( , ) ( , ) 0
2

c
g R X Y W W g X Y g W W        
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olur. Buradan iii) sağlanır. 

) :  Tersine, i), ii) ve iii) nin sağlandığını varsayalım. i)’den 
0 1 1( )        maksimal 

distribüsyonu ve 1 2( )Rad TB     için, TB  üzerinde 
1( )  ,  ’ye göre invaryantken 

2  invaryant 

değildir. Böylece 2( ) ( ( ))tr TB     olarak yazılabilir. 
1 2( )    olduğu açıktır ve 

1( )  , ( )S TB  

üzerinde bir distribüsyondur. Ayrıca, 1 2( )ltr TB    ve 
1 1( )  , 

1 1( )N  
 

için 

1 1 1 1( , ) ( , ) 0g N g N      olacağından 
1( )   de ( )S TB  üzerinde bir distribüsyondur. 

2 1( )    ve 
2 2( )  

 
olduğu açıktır. Böylece  2 ( )S TB    dir. Benzer şekilde 

2 2( )   ve 
2 2( )N    için 

2 2 2 2( , ) ( , ) 0g N g N      olacağından  2 ( )S TB    dir. 

iii)’den,    olacak şekilde bir non-dejenere   distribüsyonu vardır ve her , ( )X Y  , 

, ( )W W    için 

( ( , ) , ) ( , ) ( , ) 0
2

c
g R X Y W W g X Y g W W       

dir. Buradan ( , ) 0g W W     dir, yani ( )    
olur. Ayrıca her ( ( ))Rad TB 

 
ve 

( ( ))W S TB  için ( , ) ( , ) 0g W g W     olduğundan yani ( ) ( )Rad TB    olur. Ayrıca bu 

bize ( )    nın ( )ltr TB  ya ait olmadığını verir.   ve   distribüsyonları ortogonal olduğu için, her

( )X   ve ( )W   için 

( , ) ( , ) ( , ) 0g X W g X W g X W      

bulunur. Yani ( )   da  ’ye ortogonaldir. Öyleyse ( )  , ( )S TB  üzerinde ve   da ( )S TB  

üzerinde distribüsyon olur. O zaman yukarıdaki argümanları özetlersek 

     1 1 0( ) { } { },S TB V          
 

eşitliğini buluruz. Böylece B , B  nın bir ekran transversal-CR lightlike altmanifoldu olur ve buradan 

ispat biter. 

Teorem 4.1.9. B  belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B  nın bir ekran transversal-CR lightlike 

altmanifoldu olsun. O zaman her , ( { })X Y V   ve , ( )Z W   için 

i) { }V   distribüsyonunun integrallenebilir olması için ancak ve ancak 

 

( , ) ( , )h X Y h X Y                                              (4.9)  

olmasıdır. 

ii)   distribüsyonunun integrallenebilir olması için ancak ve ancak 

Z WA W A Z                    (4.10)  
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olmasıdır. 

İspat: Her ( { })X V   
için 0vX   olduğu açıktır. O zaman (4.7) ve (4.8) kullanılarak 

her , ( { })X Y V   
için 

2
( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) 

l s

L X S X X

l s

Y Y Y h X Y h X Y

Ch X Y Ch X Y

          

 
 

yani 

( ) ( , ) ( , ) Xv Y h X Y Ch X Y  
                (4.11) 

bulunur. h ’nın simetrik oluşu dikkate alınırsa 

( ) ([ , ]) ( , ) ( , )X Yv Y X v X Y h X Y h X Y     
                                

(4.12)   

olur. Buradan i) sağlanır. 

( )Z   için 0Z   dir. Bununla beraber (4.6) eşitliği kullanılırsa her , ( )Z W   
için 

2
( ) ( , )

L SZ v W v W v WW A Z A Z A Z Bh Z W           (4.13)  

ve buradan 

2
( , )

L SZ v W v W v WW A Z A Z A Z Bh Z W                    (4.14)   

elde edilir. (4.14) eşitliğinde Z
 
ile W  yer değiştirirse 

2
( , )

L SW v Z v Z v ZZ A W A W A W Bh W Z                                   (4.15)   

bulunur. (4.14) ve (4.15) ten 

( ) ([ , ])W Z W ZZ W W Z A Z A W                        (4.16)   

olup ii) sağlanır ve ispat tamamlanır. 

Teorem 4.1.10. B  belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B nın bir ekran transversal-CR lightlike 

altmanifoldu olsun. O zaman { }V   nin integrallenebilir olması için ancak ve ancak her

, ( { })X Y V   için aşağıdaki şartların sağlanmasıdır. 

i) 2( , ) ( , ) ( )l lh X Y h Y X    ’dir. 

ii) 2( , ) ( , ) ( ( ))s sh X Y h Y X     ’dir. 

İspat: Ekran transversal-CR lightlike altmanifoldu tanımından
 

{ }V   nin integrallenebilir 

olması için ancak ve ancak şart her , ( { })X Y V   için [ , ] ( { })X Y V   olmasıdır. Yani her 

, ( { })X Y V  , 
2 2( )N   , 

1 1( )   ve ( )W   için 

1 2([ , ], ) ([ , ], ) ([ , ], ) 0g X Y g X Y N g X Y W     

olmalıdır. (3.9), (3.27) ve (3.28) den 
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1 1 1

1

([ , ], ) ( , ) ( , )

( ( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ) 

X Y Y X

l s l s

Y X

g X Y g Y X g X Y

g X h Y X h Y X Y h X Y h X Y

    

      

     

      
    (4.17) 

dir. 

Ayrıca (3.9), (3.27) ve (3.28) kullanılarak 

2 2 2

2

([ , ], ) ( , ) ( , )

( ( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ) 

X Y X Y

l s l s

X Y

g X Y N g Y X N g Y X N

g Y h X Y h X Y X h Y X h Y X N

  

      

     

      
(4.18) 

ve 

([ , ], ) ( , ) ( , )

( ( , ) ( , )

( , ) ( , ), ) 

X Y Y X

l s

Y

l s

X

g X Y W g Y X W g X Y W

g X h Y X h Y X

Y h X Y h X Y W

   

  

  

     

   

  
                          (4.19) 

elde edilir. (4.17)-(4.19)’dan ispat tamamlanır. 

Teorem 4.1.11. B  belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B nın bir ekran transversal-CR 

lightlike altmanifoldu olsun. O zaman   nin integrallenebilir olması için ancak ve ancak her 

, ( )X Y   için 

( )  X YA Y A X   
                 

(4.20)  

olmasıdır. 

İspat:   nin integrallenebilir olduğunu varsayalım. O zaman her , ( )X Y  , 
1 1( )N    

ve 
0( )Z   için 

1 1([ , ], ) ([ , ], ) ([ , ], ) ([ , ], ) 0g X Y Z g X Y N g X Y N g X Y V     

olmalıdır. (3.8), (3.27), (3.28) ve (3.29) eşitlikleri kullanılarak 

([ , ], ) ( , )

( , ) ( , ),

X Y

X Y X Y

g X Y Z g Y X Z

g Y X Z g A Y A X Z    

  

    
                              (4.21) 

1 1

1 1

([ , ], ) ( , )

( , ) ( , ),

X Y

X Y X Y

g X Y N g Y X N

g Y X N g A Y A X N    

  

                              
(4.22) 

1 1

1 1

([ , ], ) ( , )

( , ) ( , )

X Y

Y X Y X

g X Y N g Y X N

g X Y N g A X A Y N 

 

 

  

                                  
(4.23) 

ve 

 ( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0X Y Y Xg X Y V g Y X V g X V g Y V                    (4.24)  

olur. (4.21)-(4.23) eşitliklerinden, X YA Y A X  ’in sırasıyla, 
0( ) , 

1( ( ))   ve 
1( )  

distribüsyonlarında bileşeni yoktur. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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Teorem 4.1.12. B  belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B  nın bir ekran transversal-CR 

lightlike altmanifoldu olsun. O zaman { }V   distribüsyonunun B  da tamamen geodezik olması için 

ancak ve ancak her , ( { })X Y V   için ( , ) 0Bh X Y   olmasıdır. 

İspat: { }V  , B  üzerinde tamamen geodezik olsun. O zaman her , ( { })X Y V   için 

( { })XY V   ’dir. O zaman her , ( { })X Y V  , 
1 1( )  , 

2 2( )N    ve ( )W   

için 

1 2( , ) ( , ) ( , ) 0X X Xg Y g Y N g Y W        

dır. (3.9), (3.27) ve (3.28) eşitliklerinden 

1 1

1

( , ) ( , )

( ( , ), )

X X

l

g Y g Y

g h X Y

  

 

   

 
                                 

(4.25) 

olur. Yani, ( , )lh X Y ’nin 
1( )  ’de bileşeni yoktur. 

Benzer şekilde 

2 2

2

( , ) ( , )

( ( , ), )

X X

s

g Y N g Y N

g h X Y N

 

 

  


                    

(4.26) 

ve 

( , ) ( , )

( ( , ), )

X X

s

g Y W g Y W

g h X Y W

 



  

 
                    

             

(4.27) 

bulunur. (4.26) ve (4.27) denklemlerinden de ( , )sh X Y ’nin 
2( ( ))   ve ( ( ))S ’de bileşeninin 

olmadığı açıktır. Buradan ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 4.1.13. B  belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B nın bir ekran transversal-CR 

lightlike altmanifoldu olsun. O zaman   distribüsyonunun B  da tamamen geodezik foliasyon 

tanımlaması için ancak ve ancak aşağıdakilerin sağlanmasıdır. 

        i) 1NA X
 in 

   1   
  da hiç bileşeni yoktur. 

ii) YA X  in  0 1 
  de hiç bileşeni yoktur. 

 

İspat: 
  distribüsyonunun B  da tamamen geodezik foliasyon tanımlaması için ancak ve ancak 

her 
 ,X Y 

, 
 1 1N  

 ve 
 0Z 

 için 

 
       1 1, , , , 0X X X Xg Y N g Y N g Y Z g Y V       

 

olmasıdır.   metrik konneksiyon olduğundan ve (3.8), (3.27)  ve (3.28) den 
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    1 1 1, ( , ) ,X X Yg Y N g Y N g A X N                        (4.28) 

  dir. Ayrıca (3.8), (3.27)  ve (3.28) den 

   1 1 1, ( , ) ,X X Yg Y N g Y N g A X N                      (4.29) 

   , ( , ) ,X X Yg Y Z g Y Z g A Y Z                         (4.30) 

 elde edilir. Benzer şekilde   nın metrik konneksiyon oluşu ve (3.8) ve (3.29) eşitlikleri kullanılırsa  

   , , 0X Xg Y V g Y V                    (4.31) 

 dir. Böylece (4.28)-(4.31) eşitliklerinden ispat tamamlanır. 

Teorem 4.1.14. B  belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B nın bir ekran transversal-CR 

lightlike altmanifoldu olsun. O zaman   nin B  da tamamen geodezik olması için ancak ve ancak her 

, ( )X Y   
için ( )vYA X   olmasıdır. 

İspat:   nin B  üzerinde tamamen geodezik olsun. O zaman her , ( )X Y   için

( )XY    olacağından (4.6) eşitliği kullanılırsa 

2
( , )

L SX X v Y v Y v YY Y A X A X A X Bh X Y       
 

dir. Buradan
 

0 ( , )vYA X Bh X Y   

bulunur. Buradan 

( , ) ( )vYBh X Y A X   
 

olur. 

Tersine, her , ( )X Y   için ( )YA X   olsun. (4.6) eşitliğinden 

( , )
Yv XA X Y Bh X Y     

elde edilir. Buradan 0XY  ’dır. Böylece ispat biter. 

Tanım 4.1.15. B  belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B nın bir ekran transversal-CR 

lightlike altmanifoldu olsun. Eğer V 
 
ve 

 
B  da tamamen geodezik foliasyon tanımlıyorsa, B  

ekran transversal-CR lightlike çarpım olarak adlandırılır. 

Teorem 4.1.16. B  belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B nın bir ekran transversal-CR 

lightlike altmanifoldu olsun. Eğer ( ) 0X Y 
 
ise, B  ekran transversal-CR lightlike çarpımdır. 

İspat: , ( )X Y 
 
olsun. Öyleyse (4.2) eşitliğinden 0Y 

 
dır. ( ) 0X Y   ve 0Y   

oluşu (4.6) eşitliğinde kullanılırsa 0XY 
 
bulunur. Buradan ( )XY    bulunur. Böylece  , 

B  da tamamen geodezik foliasyon tanımlar. Şimdi  ,X Y V 
 

alalım. Böylece (4.2) 
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eşitliğinden 0Y 
 
dır. ( ) 0X Y   ve 0Y   oluşu (4.6) eşitliğinde kullanılırsa  , 0Bh X Y 

 

bulunur. Bu da bize Teorem 4.1.12’den V 
 
nin B  da tamamen geodezik foliasyon tanımladığını 

verir. Böylece B  ekran transversal-CR lightlike çarpımdır ve ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 4.1.17. B  belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B nın bir irrasyonel ekran 

transversal-CR lightlike altmanifoldu olsun. Eğer aşağıdaki şartlarlar sağlanırsa, B  ekran transversal-

CR lightlike çarpımdır. 

i) Her  X TB
 
ve   U tr TB  için   XU S TB 

 
dir. 

ii) Her  Y V 
 
için     1A Y      

 
dir. 

İspat: (i) sağlansın. Bu durumda (3.10) ve (3.11) den her  X TB  için 0NA X  , 

0WA X  ,  , 0lD X W 
 
ve 0l

X N 
 
dır. Öyleyse  ,X Y V   ve   W S TB  

oluşu (3.12) eşitliğinde kullanırsa   , , 0sg h X Y W   bulunur. Bu eşitlikte  S TB

 
in non-

dejenere oluşu kullanılırsa  , 0sh X Y 
 

bulunur. Buradan  , 0sBh X Y   dır. Şimdi 

 ,X Y V   ve   Rad TB 
 
için, (ii) ve B  nın irrasyonel oluşu (3.18) de kullanılırsa 

    , , , 0lg h X Y g Y A X  
 

bulunur. Buradan  , 0lh X Y 
 

bulunur. Böylece 

 , 0lBh X Y 
 
dır. O zaman Teorem 4.1.12’den V 

 
B  da tamamen geodezik foliasyon 

tanımlar. 

Diğer taraftan , ( )X Y 
 
için      1 2Y Y tr TB            dir. (4.6) eşitliği 

dikkate alınırsa ( , )XY Bh X Y  
 
bulunur. Son eşitliğin 

 
boyunca bileşenleri karşılaştırılırsa 

0XY 
 
bulunur. Buradan ( )XY    olur. Böylece   B  da tamamen geodezik foliasyon 

tanımlar. B  ekran transversal-CR lightlike çarpımdır. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 Tanım 4.1.18. B  bir belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B  nın V’ye teğet olacak 

şekildeki lightlike altmanifoldu olsun. Eğer h  her  ,X Y TB
 
için 

 ( , ) ( , ) ( ) ( )h X Y g X Y X Y                                                                                                 (4.32) 

ise B  ya kontakt tamamen umbilik altmanifold ve 0   ise B  ya tamamen geodezik altmanifold 

denir. Burada  , B  da transversal vektör alanıdır (Gupta vd., 2012a). 
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Teorem 4.1.19. B  belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B  nın bir kontakt tamamen umbilik 

ekran transversal-CR lightlike altmanifoldu olsun. Eğer  X TB
 

ve  Y V 
 

için 

 , 0Bh X Y   ise, B  ekran transversal-CR lightlike çarpımdır. 

 İspat: Her  ,X Y V 
 
için hipotezden  , 0Bh X Y   dır. O zaman Teorem 

4.1.12’den V  , B  da tamamen geodezik foliasyon tanımlar. 

Şimdi , ( )X Y   alalım. ( )Y 
 
için      1 2Y Y tr TB            dir. (4.6) 

dan 

( , )X YY A X Bh X Y                                                  (4.33) 

bulunur. (3.8) eşitliği (4.33) eşitliğinde dikkate alınırsa ve   nın metrik konneksiyon oluşu kullanılırsa, 

her  0Z 
 
için 

   , ( , ),

                      =-g( , )=g( , )

                      =-g( , )=-g( , )

X Y

X X

X X

g Y Z g A X Bh X Y Z

Y Z Y Z

Y Z Y Z



 



   

 

 

                                     (4.34) 

bulunur. Burada 
0
 
invaryant olduğundan  0Z Z D    dır. Her ( )X 

 
ve  0Z D  için 

(3.28) den 

X XZ Z                                                                (4.35)                                                                                                              

dir. (4.35) eşitliğinde (3.7), (4.2) ve (4.5) eşitliği kullanılırsa 

( , ) ( , ) ( , )X X XZ h X Z Z Z Bh X Z Ch X Z                                   (4.36)                                                                                                              

bulunur. Elde edilen eşitliğin transversal kısmı alınırsa 

( , ) ( , )X Z h X Z Ch X Z                                                 (4.37)     

bulunur. (4.32) den 

 ( , ) ( , ) ( ) ( ) 0h X Z g X Z X Z         

 ( , ) ( , ) ( ) ( ) 0h X Z g X Z X Z    
 

bulunur. Son eşitlikler (4.36) eşitliğinde kullanılırsa 0X Z   bulunur. Bu da bize  X Z    

olduğunu gösterir.  Böylece (4.34) eşitliğinden  , 0Xg Y Z 

 

bulunur.  
0

 
distribüsyonu non- 

dejenere olduğundan 0XY   bulunur yani ( )XY    dir. Buradan  , B  da tamamen geodezik 

foliasyon tanımlar ve B  ekran transversal-CR lightlike çarpımdır. Buradan ispat tamamlanır. 

 

4.2. Minimal Ekran Transversal-CR Lightlike Altmanifoldlar 
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Bu bölümde, belirsiz kosimplektik manifoldunun tamamen geodezik olmayan minimal ekran 

transversal-CR lightlike altmanifoldu için bir örnek verilmiş ve ekran transversal-CR lightlike 

altmanifoldun minimal olması için şartlar verilmiştir.  

Örnek 4.2.1.  15

4 ,B g
 

bir ( , ,+,+,+,+,+, , ,+,+,+,+,+,+)     
işaretli semi-Öklidyen 

uzay ve  1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7, , , , , , , , , , , , , ,x x x x x x x y y y y y y y z               ,
 

15

4  
ün standart 

koordinat sistemi olsun. B  altmanifoldu 
4

1 1 3 2 2

4
3 1 3 4 2

5 4 5 6 6 7 7 6 7

4
1 1 3 2 2

4
3 1 3

u
x =u cosh   + u sinh   + sinh  , x = 2u ,

2

u
x = u sinh   + u cosh   + cosh , x  = u ,

2

x = cosu coshu , x = cosu sinhu , x = sinu sinhu ,

u
y = u sinh u cosh + cosh , y = u ,

2

u
y = u cosh u sinh + sinh

2

  

  

  

  





 4 4

5 4 5 6 6 7 7 6 7

, y = 2u ,

y = sinu sinhu , y = cosu coshu , y = sinu coshu

 

ile verilsin. Bu durumda  

1 1 3 1 3

2 2 4 2 4

3 1 3 1 3,

4 1 3 1 3

4 5 4 4

5 5 5

4 5

6 5

Z = cosh x +sinh x +sinh y +cosh y ,

Z = 2 x + x + y + 2 y ,

Z = sinh x +cosh x cosh y sinh y

1
Z = (sinh x +cosh x +cosh y +sinh y ),

2

Z = sinu coshu x +cosu sinhu y ,

Z = cosu sinhu x +si

   

   

   

   

   

     

   

  

 4 5

5

6 7 6 7 6 7 6 7

7 6 7 6 7

6 7 6 7 6 7 6 7

8 6 7 6 7 9

nu coshu y ,

Z = sinu sinhu x +cosu sinhu x sinu coshu y cosu coshu y ,

Z = cosu coshu x + sinu coshu x + cosu sinhu y sinu sinhu y , Z  = V = z



     

      
 

vektörleri TB ’yı gerer. 
0 1 3(Z )= Z ,  

0 5 6(Z )= Z  olduğundan, 1 2( ) { , }Rad TB Sp Z Z
, 

1 1= Sp{Z } , 2 2 = Sp{Z }  ve  0 5 6 = Sp Z , Z
 
olur. Diğer taraftan 





1 3 1 31

2 2 4 2 4

0 1 4 0 2 0 2 0 7 0 8

1
ltr(TB) = Sp N = ( cosh x sinh x +sinh y +cosh y ),

2

1
N = ( 2 x x + y + 2 y )},

2

(N ) = Z , S(TB ) = Sp (Z ), (N ), (Z ), (Z )}

   

    

     

    

 

dir. 
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 1 2 2 0 1 3 0 1 41

1 5 2 6
2 5 2 4 2 5 2 4

3 7 4 8 9
2 7 2 7 2 7 2 7

1 0 2 2 0 2 3 0 7
2 7 2 7

4 0
2 7 2 7

=Z , =Z , ( )=Z , (N )=Z ,

1 1
= Z , e = Z ,

cosh u cos u cosh u cos u

1 1
e = Z , e = Z , V = Z ,

sinh u +cosh u sinh u +cosh u

1
W = ( ), W = (N ), W = (Z ),

sinh u +cosh u

1
W =

sinh u +cosh u

e

    

   



 

8 1 2(Z ), N , N }

 

olup B , 
15

4B R  uzayının bir ekran transversal-CR lightlike altmanifoldudur. Burada

1 1 1 2 2 2 3 3 3 =g(e ,e )=1, =g(e ,e )=1, =g(e ,e )=1    ve 
4 4 4=g(e ,e )=1  dir. Gauss formülü kullanılırsa 

   

1 1 2 2 1 1 2 2

0 1 0 1 0 1 0 1 3 3 4 4

3 3 4 4 4 43 3
2 7 2 7 2 7 2 72 2

h( , ) = h( , ) = h(e ,e ) = h(e ,e ) = 0,

h( ( ), ( )) = h( (N ), (N )) = h (e ,e ) = h (e ,e ) = 0,

1 1
h (e ,e ) ,h (e ,e )

sinh u +cosh u sinh u +cosh u

l l

s sW W

   

     

  

 

bulunur. Buradan 

s s s s

3 3 3 4 4 4 3 3 4 4( )
izh  = h (e , e ) + h (e , e ) = h (e ,e ) + h (e , e ) = 0

g S TB
   

dir. Böylece B , 
15

4B  ’ün tamamen geodezik olmayan minimal bir ekran transversal-CR lightlike 

altmanifoldudur. 

 1 1,..., , ,..., ,q me e V 
, ( )TB  ya ait olacak şekilde 

 1 1 1 1,..., , ,..., , , ,..., , ,...,q m n qe e V W W N N 

quasi-ortonormal bazını alalım. 

 1,..., p  , 
1 ’in bazı;  1,...,p q 

, 
2 ’nin bazı ve  1 2,..., le e , 

0 ’ın bazı olacak şekilde 

 1 1,..., , ,...,q me e 
  bazını alalım. Ayrıca   ’nın  1,..., kW W  bazını 

1  ’in  1,..., pN N  bazını ve 

 1,...,p qN N
 bazını alalım bu 

2  nin durumda B  nın quasi-ortonormal bazı aşağıdaki gibidir 

 1 1 1 1 1 1 1,..., , ,..., , ,..., , ,..., , ,..., , ,..., , ,..., .p p r ı ı p p ke e e e N N W W             

Teorem 4.2.2. B  belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B  nın bir kontakt tamamen umbilik 

ekran transversal-CR lightlike altmanifoldu olsun. O zaman B  nın minimal olması için ancak ve ancak 

( ( ))q Rad TB 

 
ve 

( ( ))W S TB


 için 

( ) ( )0 0

0
q WizA izA

        

    

olmasıdır. 
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İspat: Minimal tamımından B ’nın minimal olması için ancak ve ancak ( )Rad TB  üzerinde 

 ve ( )S TB  üzerinde  olmasıdır. B  kontakt tamamen umbilik olduğundan ( )Rad TB  

üzerinde  dır. Öyleyse

        

0 1 1( ) ( ) ( )( )

2

1 1 1 1

             , , + , , 0

S TB

p pl k

i i j j j j

i j j

izh izh izh izh izh

h e e h W W h h N N

     

 


     



   

   

      
 

olmalıdır. Öte yandan B  nın tamamen umbilik oluşu kullanılırsa, (4.32) den 

   , , 0j j j j kh g      , 

   , , 0j j j jh N N g N N       

yazılabilir. Böylece 

       

     

0 ( )( )

2

1 1

2

1 1 1

1

             , , , ,

1 1
              = , , , ,

1
              +

S TB

l k
l s l s

i i i i i

i

l r n r
l s

i i i q q i i

i q

r
l

q

izh izh izh

h e e h e e h W W h W W

g h e e N g h e e W W
r n r

g h
r

  

    


 




     

 

 

 



  



 

        

 
 

 

 

  

      
1 1

1
, , , ,

k n r
s

q qW W N g h W W W W
n r

     
 

   


 

 
 

 
   

bulunur. Ayrıca (3.12) ve (3.18) eşitliğinden 

    , , , ,
q

l

i i q q i i qg h e e N g A e e N   

    , , , ,s

i i W i ig h e e W W g A e e W
  

 

    , , , ,
q

l

q q qg h W W N g A W W N          

    , , ,s

Wg h W W W W g A W W W


           

yazılabilir. Böylece yukarıdaki eşitlikler kullanılarak 

   

   

2

( )
1 1 1 1

2

1 1 1 1

1 1
, ,

1 1
             , ,

q q

l r k r

i i i q qS TB
i q q

l n r k n r

i W i i W

i

izh g A e e N g A W W N
r r

g A e e W g A W W W
n r n r 

    


    
  

   

   

 

   

 

   

   
    

   

   
        

   

   
 

bulunur. Buradan B  nın minimal olması için ancak ve ancak 
( ) ( )0 0

0
q WizA izA

        

    olmasıdır. 

Buradan ispat biter. 

0sh  0izh 

0sh 
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Teorem 4.2.3. B  belirsiz kosimplektik manifoldu ve B , B nın bir ekran transversal-CR 

lightlike altmanifoldu olsun. O zaman B  nın minimal olması için ancak ve ancak 
( ( ))q Rad TB 

 

ve 
( ( ))W S TB


 için 

( ) ( )
0

q WS TB S TB
izA izA



    

ve her 1 2, ( ( ))Rad TB  
 
ve ( ( ))W S TB  için 

2 1( , ( , )) 0lg D W  
 
olmasıdır. 

İspat: ( )Rad TB  üzerinde 0lh   dir (Bejan ve Duggal, 2005). Ekran transversal-CR lightlike 

altmanifold tamımından B ’nın minimal olması için ancak ve ancak ( )Rad TB  üzerinde  ve 

( )S TB  üzerinde  olmasıdır. (3.12) den 1 2, ( ( ))Rad TB  
 
ve ( ( ))W S TB  için 

1 2 2 1( ( , ), ) ( , ( , ))s lg h W g D W    
 

bulunur. Yani 
2 1( , ( , )) 0lg D W  

 
bulunur. Diğer taraftan

 

       
2

( )
1 1 1 1

, ,  + , , 0
p pl k

i i j j j jS TB
i j j

izh h e e h W W h h N N 


     
   

        

olmalıdır. Yani 

      

      

     

( )
1 1

1 1

2

1 1 1

1
, , , ,

1
             , , , ,

1
            , , , ,

      

pr
l l

j j q q j j q qS TB
q j

p n r
s s

j j j j

j

n r l k
s s

i i

i

izh g h N g h N N N
r

g h W W g h N N W W
n r

g h e e W W g h W W W W
n r

    


      
 

     

    

  

 



 



  

 

 


 
  

  





  

     
2

1 1 1

1
       , , , ,

r l k
l l

i i q q q q

q i

g h e e N g h W W N
r

 


   
  

 
  

 
  

 

bulunur. Ayrıca (3.12) ve (3.18) eşitliğinden 

   ( , ), , ,
q

l

j j q q j j qg h N g A N    
 

    , , , ,
q

l

j j q q j j qg h N N N g A N N N      
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yazılabilir. Böylece yukarıdaki eşitlikler kullanılarak 
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bulunur. Buradan B  nın minimal olması için ancak ve ancak 
( ) ( )

0
q WS TB S TB

izA izA
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    ve her 

1 2, ( ( ))Rad TB  
 

ve ( ( ))W S TB  için 
2 1( , ( , )) 0lg D W  

 
olmasıdır. Buradan ispat 

tamamlanmış olur. 
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

 

Bu tezde belirsiz kosimplektik manifoldunun bir ekran transversal-CR lightlike altmanifoldu 

tanıtılmıştır. Bu altmanifold, en genel altmanifold sınıflarını oluşturmaktadır. Bir çok manifoldun 

(belirsiz sasakiyan, semi-Riemann çarpım manifoldları, altın semi-Riemann manifoldları vb.) lightlike 

altmanifoldları, bu sınıflar göz önüne bulundurulmadan literatürde çalışılmıştır. Böylece ekran 

transversal-CR lightlike altmanifoldu dikkate alınarak bir çok manifoldun lightlike altmanifoldları 

karakterize edilecek ve bu altmanifoldların geometrisi incelenecektir. Bu altmanifold sınıfı, bu 

sebeplerden dolayı literatüre yeni çalışma alanları kazandıracaktır. 
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