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Bu calisma ii¢ boliimden olugmaktadir.

IIk boliim olan girig boliimiinde klasik analizin kesirli basamaktan tiirev ve integrallere
genellestirmesi olarak bilinen kesirli analizin kisa bir tarihgesi verilmistir. Ayrica kesirli
analizle ilgili baz1 temel kavramlara deginilmistir.

Ikinci boliimde; ilk problem olarak parabolik denklemin taniml oldugu bélgenin icinde bir
1s1 kaynagina sahip olan ve sinirlarda akigin olmadig: tekil kaynakli lineer olmayan kesirli
bir yayilim denklemi ele alinmig ve zaman tiirevi Caputo kesirli tiirev olarak alinmigtir.
Zaman yoniinde kesirli basamaktan 1s1 denkleminin tiirev basmagi «; 0 < a < 1 ara-
ligindadir. Ikinci problem olarak ise iki farkl tip tekil 151 kaynagma sahip (biri parabolik
denklemin tanimh oldugu bolgenin iginde ve digeri parabolik bolgenin simirinda) parabolik
denklem calisilmigtir. Ayrica bu calismada kullanilacak temel teorem, lemma ve tanim-
lar ile kullanilacak yontemler aciklanmistir. Ek olarak; denklemin ¢oziimiiniin séniim
davranigt incelenmigtir. Sonlu zamanda denklem c¢6ziimiiniin sondiigii ve belirli sartlar
altinda zamana gore tiirevin patladig: ispatlanmigtir.

Uciincii boliim olan son boliimde, zaman-kesirli yayilhim denklemleri icin sonlu fark metodu
olugturularak denklemin sayisal ¢oziimleri incelenmigtir. Uygulanan metodun kesin ¢oziime
yakmsama oran (t;, z;) noktasinda ©(A¢** + Az?) olarak gosterilmistir. Metodun tutar-
lilik ve yakinsaklik analizleri yapilmig ve 6nerilen sonlu metodun kararlihigr gosterilmigtir.
Ek olarak; bir séniim orani ve bu séniim oranindan yararlanarak séniim zamani i¢in bir alt
sinir elde edilmistir. Ayrica elde edilen sonuglarin sayisal ve grafiksel olarak karsilagtirildigi
bazi1 simulasyonlar verilmistir.

Dordiincii boliim, sonug kismina ayrilmigtir.

Temmuz 2023, 58 sayfa

Anahtar Kelimeler: Maksimum prensipleri, kesirli analiz, kesirli basamaktan tiirev ve
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The thesis consists of three chapters.

A brief history of fractional analysis and some basic concepts related to fractional analysis
are given in the first chapter.

In the second chapter, a nonlinear fractional parabolic equation with homogeneous boun-
daries is considered as the first problem. The time derivative is taken as the Caputo
fractional derivative. Two different types of singular heat sources, one inside the region
where the parabolic equation is defined and the other at the boundary of the parabolic
region are studied. The finite-time quenching and blow up of time derivative for the
solution is proved.

In the last chapter, a finite difference method for time-fractional parabolic problems is
created and the numerical solutions of the problems are examined. The convergence rate
of the method is shown to be ©(A#>** + Az?). Consistency and convergence analyses
of the method are given and the stability of the proposed finite method is proved. In
addition, a quenching ratio and a lower limit for the quenching time are obtained and
some simulations are given.

The fourth part is devoted to the conclusion part.

July 2023, 58 pages
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1. GIRIiS

Kesirli analiz, klasik analizin tamsayi olmayan basamaktan kesirli tiirevlerinin ve
integrallerinin bir uzantisidir. Kesirli analiz, klasik analizin ilerlemesiyle es za-
manl olarak ortaya c¢ikan matematiksel analizin hem eski hem de yeni sayilabilecek
bir konusudur. 1695 yilinda Leibniz ve L’Hospital arasindaki mektuplagmalarla
baslayan ve giiniimiizde de fizik, matematik, biyoloji ve miihendislik alanlarinda
oldukca genis uygulama alani ile kullanimi devam etmektedir. Klasik analiz kavram-
larinin dogadaki olgularin matematiksel olarak modellenmesinde gercege en yakin
halde ifade edilebilmesinin kesirli analizle miimkiin oldugu gercegi Leibniz ve New-
ton’un diferensiyel hesaplama teknigini bulduklar: tarihe dayanir. Bu tarihten sonra
pek cok matematikginin katkisiyla miihendislik, ekonomi bilimi, visko-elastisite, elek-
tro analitik kimya, kontrol teori ve fizik problemleri, stniim, kaos, yayilhim ve dalga
hareketleri, filtreleme ve tersleme, kontrolor tasarimi gibi konularda kesirli analiz ile
ilgili caligmalar hiz kazanmigtir (Xu ve Wang 2018). Riemann, Liouville, Griinwald
Leitnikov bu alandaki 6ncii matematigilerden yalnizca birkacidir. Kesirli analizin
klasik analizden farkli olarak birden fazla tiirev tanimi bulunmaktadir. Kesirli ana-
lizdeki bu c¢esitlilik problemin tiiriine en uygun olaninin kullanilmasi ve boylece
problemin en iyi ¢oziimiiniin elde edilmesine olanak saglar. Kesirli tiirevlere iligkin
en ¢ok kullanilan tanimlar bagta Riemann- Liouville ve Caputo kesirli tiirevi olmak
tizere Griinwald-Letnikov, Weyl, Riesz ve Marchaud kesirli tiirevleridir (Podlubny

1999).

Keyfi bir [a, b] iizerinde tanimlanan bir f fonksiyonunun « keyfi bir reel sabit olmak
iizere a.basamaktan tiirevini , Dy f(t) ile gosterelim. Burada; f(¢) fonksiyonunun sol
ve sag tiirevleri ise sirasiyla , Dy f(t) ve (Dj' f(t) notasyonlar ile ifade edilebilir. Ke-
sirli integral ise o nin negatif degerlerine kargilik gelir. O halde f(¢) fonksiyonunun
B > 0 basamaktan kesirli integrali ,D, A f(t) ile gosterilebilir. Kesirli diferensiyel
denklem, kesirli tiirevleri iceren denklem olarak, kesirli integral denklem ise kesirli
integralleri iceren integral denklemi olarak tanimlanabilir. Kesirli basamaktan sis-

temler, kesirli diferensiyel denklem veya kesirli integral denklem veya bu denklem-
1



lerin bir sistemi tarafindan ifade edilen sistemlerdir. Burada; a ve b degerleri kesirli

diferensiyel denklemin ug noktalar1 olarak kullamlir (Podlubny 1999).
1.1 Kesirli Analizle Ilgili Temel Kavramlar

Tanim 1.1 (Gamma Fonksiyonu) Gamma fonksiyonu I'(.) notasyonu ile gosteri-
lir.
[(x) = / e dt (1.1)
0

seklinde tamimlanir (Podlubny 1999).

Gamma fonksiyonu I'(.) agagidaki 6zelliklere sahiptir:

o '(z+1)=2ual'(z) =2!, Vz € N.

e Gamma fonksiyonunun limit gosterimi asagidaki gibidir:

nln®

[(x) = nh_>nolo z(x+1)(x +2)...(x +n)

Tamim 1.2 (Beta Fonksiyonu) Beta fonksiyonu agagidaki sekilde tanimlamir (Pod-
lubny, 1999):

Blz,w) = /0 711 — 7)“7Ydr, Re(z) >0, Re(w) >0 (1.2)

Beta fonksiyonu J(.) agsagidaki 6zelliklere sahiptir:

L) (w)

M Ve
b B(z,w) = 6(“72)

™

dir.

e 0 < Re(z) <1,vez#0,£1,£2... olmak tizere ['(z)I'(1 — 2) = —
sinmz

Tanim 1.3 (Bir Parametreli Mittag-Leffler Fonksiyonu) « > 0 olmak iizere

kesirli analizde yaygin kullanim alani olan ve iistel fonksiyonun bir parametreli

genellemesi
o0 k
z
E.(z2) = e 1.3
(2) ;r(akﬂ) (13)

olarak tamimmlanan fonksiyona Mittag-Leffler fonksiyonu denir (Podlubny 1999).
2



Burada a = 1 durumunda
k=

El(Z):Zm:ZE:eZ

[e=]

ve o = 2 durumunda
EQ(Z) = E_ m = COSh(\/E)

k=0

olarak ifade edilir.

Tanim 1.4 (Iki Parametreli Mittag-Leffler Fonksiyonu) «,3 > 0 olmak iizere

iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

k

- z
E, = F_ _a 1.4
=3 s (1.4
olarak tanimlanir (Podlubny 1999).
Boylece;
Bal) = 2 rp=lm =
k=0 k=0
2 2k A % I 2ht e” —1
1,2(2) Zr(k+2) Z(k—i—l)! zz(k+1)! z (1.5)
k=0 k=0 k=0
2 2k % 1 o k2 e —1—=z
E R P — = =
13(2) ;F(lﬁ—?)) kz:; (k+2)! 22 ; (k+2)! 22

ve (1.5) in genellegtirilmesi durumunda

1 T2k
k=0

olur.

Ozel durumlar olarak hiperbolik siniis ve hiperbolik kosiniis i¢in Mittag-Leffler fonk-

siyonu:
, © ok 2k
E = = = cosh 1
21(2 ) ;F(Qk‘—l—l) ; (Qk’)' COS (Z)7 ( 6)
EBya(s?) = f: 2k f: 2R 1SN Y sinh(z)
222 LTk +2) ~@k+D 24 @k+1) 2



Buna gore;

ZI‘ ak+1 Eal(z)

k=0

olarak elde edilir.

Tanim 1.5 (Wright Fonksiyonu) Wright fonksiyonu agagidaki sekilde tanimlan-
maktadir (Podlubny 1999):
Sk

W(Z;Oéaﬁ) = %m

Kesirli lineer kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinde kullanilan Wright fonksi-

yonu iki parametreli Mittag Leffler Fonksiyonu E, 5(2) ile iligkilidir.

1.2 Kesirli Tiirev ve Integraller

Bu boliimde diferensiyel ve integral notasyonlarin genellestirilmig hali verilecektir.
a > 0 keyfi reel bir sabit olmak iizere bir f(¢) fonksiyonunun keyfi basamaktan
a. tirevi ,Df f(t) ile gosterilecektir. Kesirli integral ise o nin negatif degerlerine
kargilik gelir. Yani, (> 0). basamaktan kesirli integral ,D; ° f(t) ile gosterilmekte-
dir (Podlubny 1999).

Tanim 1.6 (Riemann-Liouville Kesirli Integrali) Riemann-Liouville kesirli in-

tegrali
t

/(t — 5P f(s)ds (1.7)

a

1
['(s)

seklinde tanimlanir (Podlubny 1999).

D, f(t) =

Tanim 1.7 (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevleri) Sol ve sag Riemann-Liouville

kesirli tiirevleri agagidaki gibi tanimlanir:

e (%) / (t — 5~ f(s)ds, (18)

a

D) = o ( 5 /b s



a nin tamsay1 olmasi durumunda sol ve sag Riemann-Liouville kesirli tiirevleri

d o (0%
o (2) wemr - ()

seklinde tam say1 basamakli tiirevlere doniigecek sekilde tanimlanir (Podlubny 1999).

_d
dt

Tanim 1.8 (Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirevleri) f, [a,b] C R iizerinde in-
tegrallenebilen bir fonksiyon ve o > 0 olmak iizere a. basamaktan sol ve sag

Griinwald-Letnikov kesirli tiirevleri

Dif() = lm b <—1>’"(jf)f<t—rh>, (1.9)
nh=t—a r=0

DEf) = lm by <—1)T(ff)f<t—rh>. (1.10)
nh=b—t r=0

olarak tanimlanmaktadir (Podlubny 1999).

Tanim 1.9 (Caputo Kesirli Tiirevleri) n — 1 < a < n, n € N olmak {izere f,
[a,b] C R iizerinde integrallenebilen bir fonksiyon olmak iizere . basamaktan sol ve

sag Caputo kesirli tiirevleri

D) = / (t — syet (%)nﬂs)ds, (1.11)
D) = s / et (<) s

seklinde tanimlamr (Podlubny 1999).

Kesirli tiirevler ve integraller teorisinde, Caputo ve Riemann-Liouville yaklagim-
lar1 kiyaslandiginda Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi, matematigin uygula-
malarinda 6nemli bir rol oynamasina karsin Riemann-Liouville yaklagiminin prob-
lemlerin fiziksel yorumlanmasinda yetersiz kaldigi goriilmiistiir.

Bu iki tipten yaklagim arasindaki ¢énemli farklar asagida verilmistir. Buna gore;

e Riemann Liouville kesirli tiirevinin ¢ = a noktasindaki limit degerleri; by, b, ...

5



keyfi sabitler olmak tizere

lim [,[Df ' f(1)] = b
lim [[DF2f(8)] = b

lim [[Dy"f(t)] = b,

t—a

bi¢imindeki baglangic kosullar1 olusmaktadir. Bu tipteki baslangi¢ kogullarina
sahip baslangi¢ deger problemlerinin matematiksel olarak ¢oziimii elde edilebilir
ancak olusan baglangi¢ kosullarini fiziksel olarak yorumlamak miimkiin ol-
may1p kullanigh degillerdir. Bu durumu ortadan kaldirmak i¢in Caputo kesirli
yaklagimi benimsenmistir. Caputo yaklagiminin en temel avantaji, Caputo ke-
sirli tiirevli diferansiyel denklemlerin tam say1 basamaktan tiirev yaklagimlar
ile ayn1 formda baglangi¢ kosullarina sahip olmasidir. Bu ¢aligma boyunca da

Caputo kesirli tiirev yaklagimi kullanilmaktadir.

Riemann-Liouville ve Caputo tiirevlerinin Laplace doniisiimlerinin formiilleri

a=0ve n—1<a<ndurumunda sirasiyla agsagida verilmigtir:

n—1

/ et (D f(t)}dt = s°F(s) = S skDE (B, n—1<a <n
0 k=0

n—1

/Ooe_St {oD{f(t)} dt = s“F(s) — ngf(k)(O), n—1l<a<n
0

k=0
Burada Caputo tiirevinin Laplace doniisiimii tamsayr basamakl tiirevlerin

baglangi¢ degerlerinin kullanimina izin vermektedir (Podlubny 1999).

Riemann-Liouville ve Caputo tanimlar1 arasindaki diger énemli fark da sabitin
tiirevidir. Sabit bir sayinin Caputo tiirevi sifirdir. Bir problemin fiziksel ola-
rak yorumunun yapilabilmesi i¢in sabitin kesirli tiirevinin sifira esgit olmasi
gerekir. Ancak sonlu bir alt sinir degeri i¢in Riemann-Liouville kesirli tiirevi
sifir degildir. C' sabit bir say1 olmak {iizere Riemann-Liouville kesirli tiirevi
agagidaki sekilde tanimlanir (Podlubny 1999):

ct—

oD/ ¢ = I'l—a)

6



e Caputo kesirli tiirevinden yola gikarak farz edelim ki; 0 < n —1 < a < n,

n € Nve f(t), (n+ 1) stirekli tiireve sahip olsun. Bu durumda;

FOa)(t = a)

lim Dyf(t) = lim(

amn \ T(n—a+1)

+ﬁ /t (t =) f0 D (s)ds
= f"(a) + /t FO(s)ds
= f(), na: 1,2,...

olarak bulunur. Sonug gostermektedir ki Caputo kesirli tiirevi « — n igin
n. basamaktan tamsay1 basamakli tiireve egittir. Caputo yaklagiminin temel
avantaji, Caputo tiirevli kesirli diferensiyel denklemler i¢in tanimlanan baglangic
kosullari ile tamsay1 basamakli diferensiyel denklemler i¢in tanimlanan baglangic

kogullarimin aymi olmasidir (Podlubny 1999).

e n—1 < a < n durumunda Caputo ve Riemann-Liouville yaklagimlar: sirasi ile
asagidaki gibi verilir:
DY (DT f(t) = DI™f(t), m=0,1,2,...

D (DY) = oDyFTf(t), m=0,1,2,...

Yukaridaki ifadelerde diferensiyel operatorlerin yer degistirmesi bazi durumlar

altinda gergeklegir:

oDF (D f(1) = oD (DFf (1) =a DI (1) (1.12)

f&0) = 0, s=n,n+1,..m(m=0,1,2,...3n—-1<a<n

DI (D) = (D2 (DIf(t) = DY), m=0,1,2,...  (1.13)

f&0) = 0, s=0,1,...n—1;(m=0,1,2,...;n—1<a<n

Buradan Riemann-Liouville yaklasimmin tersine Caputo tiirevinde f(*)(0) = 0,
(s = 0,1,....n — 1) degerlerinde bir kisitlama olmadig goriilmektedir (Pod-
lubny 1999).



Tanim 1.10 (Ardisik Kesirli Tiirevler) n € N olmak iizere n. basamaktan tiirevler

icin kullanilan T ifadesi tam sayil tiirevler i¢in asagidaki gibi ifade edilir:

dfit) dd d

dtn _dtdt"'ﬂf(t)

d
Kesirli tiirevler igin ise 7 notasyonunun «; 0 < o < 1 olmak iizere D ile degistiril-

mesi durumunda

D" f(t) = DD ... D°f(t)

n

elde edilir. D®, Rieman-Liouville, Caputo ve Griinwald-Letnikov tiirevleri i¢in kul-
lanildiginda

a=qo1+ o+ ...+ oy

olmak {izere

D f(t) = DD%.. DO f(¢)

seklinde tanimlanir. Buradaki tiirev notasyonu problemin tiiriine bagl olarak iste-
nilen kesirli tiirev tanimi yerine kullanilabilir. Ancak Riemann-Liouville ve Caputo

yaklagimlarinin 6zel halleri sirasiyla
N dd d —(n—a)
a tf()_aaaa t

. ey d d d
aDt f(t) —=a Dt ( )Eaa

olarak ifade edilir. Yukaridaki ifadede her iki yaklasimdaki tiirev basamagi « ol-
)

ft),n—1<a<n

flt), n—1<a<n

d
ve — operatorlerinin siralanigi farkli olmasi dolayisiyla tiirev

dt
ozellikleri de degismektedir (Podlubny 1999).

o —(n—a
masina ragmen D,

Teorem 1.1 (Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi) 0 < a < 1igin f(¢) €
C'la,b] ve D f(t) € C(a,b] ise, 0 zaman

1
I'(a+1)

(Odibat ve Shawagfeh 2007).

f(t) = f(a) + DEfE)(t—a)*, a <& <t Vie(a,b] (1.14)

Burada, o = 1 durumunda, genellestirilmis ortalama deger teoremi, klasik ortalama
deger teoremine indirgenir. Genellestirilmis Taylor formiiliinii Caputo anlaminda

sunmadan once, asagidaki teoreme ihtiyacimiz vardir.

8



Teorem 1.2 0 < o < 1 icin D™ f(t) ve D"V f(t) € C(a,b] ise o zaman

(t —a)™

Jrapna £t _J(n+1)O‘D(n+1)O‘ t) =
t tf() t t f() F(TLOé—i—l)

Dy f(a) (1.15)

ve

D™ f(t) = D*D®...D*f(t)

n

ardigik kesirli tiirevdir (Odibat ve Shawagfeh 2007).

Teorem 1.3 (Genellestirilmis Taylor Teoremi) 0 < o < 1 igin DFf(t) €
C(a,b], k=0,1,2,..n+ 1 ise 0 zaman

- () D" f(g) (b 1)
f(t) _Z;th f(a)+F((n+1)Oé+1)(t_a) + 7a§§§t> vtE (a7b]

(1.16)

olup burada

Dy f(t) = DiDy...DE f(1)

ardigik kesirli tiirevdir (Odibat ve Shawagfeh 2007).
Ispat. (1.15) kullanilarak

D JeDR () = D (1)
i=0
elde edilir. Buradan

7t = (J D) (1) = D f(a). (1.17)

Integral icin ortalama deger teoremini kullanarak

1

t
<Jt(n+l)o¢D§n+1)af) (t) _ F(<n - 1)@ - 1) / (t _ S)(n-ﬁ-l)aDt(n-i-l)af(S)ds

_ D£n+1)af<§) ! (n+1)a
= F((n—i—l)a—l—l)/a(t_s) s,

elde edilir ve sonuc olarak,

(n+1)a
(DD (1) = F(l()ri T 1)£(i)1) (t—s)tmrhe (1.18)

bulunur. (1.17) ve (1.18) kullamlarak (1.16) elde edilir. m
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a = 1 durumunda, Caputo genellestirilmis Taylor formiilii (1.16) klasik Taylor for-
miiliine indirgenir. Genellestirilmis Taylor serisi i¢in, yakinsama yarigapt R olmak

lizere

- (t B a)ioz io
> Ta+D) 1>Dt fla) (1.19)
e | Ta+1)  DIYUf(a)
R=[t—af" lim I((n+Da+1) Drf(a) (1.20)
yazilir.

Teorem 1.4 (Varlik ve Teklik Teoremleri) Kesirli basamaktan diferensiyel denk-
lemler icin baslangi¢ deger problemlerinin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi icin asagi-
daki teoremler verilebilir (Podlubny 1999):

Asagidaki baslangic deger problemini diisiinelim:

oDny(t) = Y pi (oD y(t) + pul®y(t) = f(8), 0 <t <T <00 (121)

[onk_ly(t)]tzo =b, (k=1,2,...,n).
Burada
D = D, D* .., DM

ap,—1 ap—1 Qg1 aq
aDt - aDt ‘a Dt "'aDt

a =Y a; (k=1,2,..n), 0<a; <1, (j=1,2,..,n).
7=0

T

ve f(t) € L1(0,T) dir. Yani / F(0)] dt < .
0

Teorem 1.5 f(t) € Ly(0,7) ise

oDiy(t) = f(1)

denklemi (1.21) baglangig¢ deger problemini saglayan y(t) € L1(0,7T) tek ¢oziimiine
sahiptir (Podlubny 1999).

Teorem 1.6 Eger f(t) € L1(0,T) ve p;(t), (j = 1,2,...n) ler [0, T| araliginda stirekli
fonksiyonlar ise (1.21) baglangig deger problemi bir tek y(t) € L1(0,7T) ¢oziimiine

sahiptir (Podlubny 1999).
10



Baglangig deger problemlerinde y(t) ¢oziimleri ya sifir ya da y(t) nin tam sayi
basamakli tiirevleri seklindedir. Bunun sebepleri arasinda agagidaki hususlar gos-

terilebilir (Podlubny 1999):

e Baslangi¢ kosullarinin sifir ya da tamsayr basamakl tiirevler ile belirlenmesi
y(t) ¢oziimiiniin baglangi¢ zamaninda gosterdigi davramigin fiziksel olarak yo-

rumlanabilmesi imkanini saglar.

e Kesirli basamakli tiirevli baglangi¢ kogullar1 yerine tam say1 basamakl tiirevli

baglangic kosullar1 niimerik yaklagimlarda hesaplamalar: kolaylagtirir.

e Baslangi¢ deger probleminde; kesirli analizde gesitlilik gosteren tiirev yaklagim-
larinda kesirli basamaktan tiirevli baglangi¢ kogullar: yerine tam say1 basamak-
tan tiirevli baglangic kosullar1 ¢oziimiin yanlig yorumlanabilmesi durumunu

ortadan kaldirir.
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2. SONUM PROBLEMLERI

Yayilim, dogada yaygin olarak goriinen bir fiziksel olgudur. Mikro olgekte, yayilim
tam karigmaya yol acan atomlarin, bir sivida yiizen veya asili parcacik ve molekiil-
lerin rastlantisal dagilimi olarak tanimlanan Brownian hareketinden kaynaklanir.
Makro diizeyde ise, difiizyonu tanimlayan iinlii Fick yasalar1 veya 1s1 iletim yasasi
olarak bilinen Fourier yasalari ile tanimlanir (Mehrer 2007).

Matematiksel olarak, kaynaksiz ve tasimmimsiz tek boyutlu lineer yayilim modeli
parabolik denklem olan u; = c?u,, tarafindan yonetilir. Burada u sicaklik veya
derigim vb. olarak anlagilabilir ve ¢ yayilim katsayisidir. Bu model lineerdir ve ko-
layca ¢oziilebilir. Ancak denkleme bir kaynak eklendiginde problem olagandigi ve
karmagik olabilir. Dahasi, tamsay1 dereceli yayilhim denklemi kapsamlh bir gekilde
ele alinmistir ve literatiirde verimli sonuclar1 vardir. Ancak, kesirli yayilim denk-
lemleri i¢in bu sorunun cevabi heniiz baglangic asamasindadir. Bu durumun birkag
olas1 nedeni vardir. Birincisi zaman-kesirli yayilim denklemleriyle ilgili mevcut refe-
ranslar, fiziksel modellemeye cok daha fazla dikkat edildigini, kesirli diferensiyel
denklemlerin soyut matematiksel 6zelliklerini incelemek i¢in nispeten az sayida ¢aba
harcandigini gostermektedir. 1975’te Japon uygulamali fizik¢i Kawarada agagidaki
bir boyutlu baglangic-sinir deger problemini ele almistir. Kawarada’nin makalesinde,
tekil bir kaynak fonksiyonuna sahip basit yayilim denklemi su sekilde tanimlanmistir

(Kawarada 1975):

1
Uy = um+1—,0§x§L,O§t<T, (2.1)
w(0,t) = u(L,t)=0,0<t<T

u(z,0) = 0,0<z<L.

L, = yoniindeki uzunlugu ifade eden pozitif bir reel bir sayidir. (2.1) modelinde u
¢oziimiiniin sonlu bir 7', T' < oo zamaninda bire (1) ulagmasi durumunda » nun ¢
zaman degiskenine gore tiirevi sonsuza gider. Bu olaya soniim denilmektedir. Yani

lim sup |ui(x,t)] = o0 (2.2)
t=T7 zel0,L]

12



olarak ifade edilir. Burada, 7" soniim zamam olarak refere edilir ve model (2.1)
tarafindan ilk olarak 1975 yilinda tanitilmig ve dogrusal olmayan bir 1s1 denkleminin
¢oziim kavramini temsil etmektedir. Kawarada bu ¢aligmasindan asagidaki sonuclar:

elde etmigtir:
(S1) Eger L > 2v/2, ise o zaman lim,_p- u(L/2,t) — 1.
(S2) Eger lim; ,7- u(L/2,t) — 1 ise 0 zaman lim; - u(z,t) = oo.

(S2) olugtugunda, Kawarada u nun sonlu zamanda soéndiigiinii styler. Bununla bir-
likte, baz1 aragtirmacilar soniim fenomeninin goriiniimiinii teshis etmek igin (S1)
kullanmay1 tercih etmektedir. Bu sonug, Kawarada’nin kriterlerinden daha zayiftir.
Burada, son yillarda kapsamli bir sekilde incelenen parabolik denklemler i¢in pat-
lama probleminin, esas olarak sonlu zamanda sonsuz hale gelen parabolik denklem-
lerin ¢oziimleriyle ilgili olduguna dikkat ¢ekiyoruz. Dikkat edilirse (S1) durumunun
gerceklenmesi durumunda 1s1 denkleminin kaynaginda patlama olugsmaktadir. Bu
durum; Kawarada tarafindan soniim olarak tanimlanmigtir. Yani, belirli bir za-
manda eger kaynak fonksiyonu sonsuza giderse veya zaman degiskenine gore tiirev
sonsuza giderse ¢oziim soniimliidiir denir. Problem (2.1)’de Kawarada tarafindan
tekil kaynaga sahip standart tek boyutlu bir yayilim modeli ¢alisilmigtir. Zamansal

ve uzaysal tiirevler sirasiyla geleneksel birinci ve ikinci basamaktan tiirevlerdir.

Uzun yillar ¢cok sayida matematikci Kawarada'nin ¢alismig oldugu problem {izerinde
caligmiglar, farkli yontemler gelistirmis ve literatiire kazandirmiglardir. Séniim prob-
lemleri iizerinde hem analitik hem de niimerik yontemler gelistirerek c¢oziimlerin

soniim davraniglarini incelemislerdir. Walter (1976)

U — Uy = fl(u), x € (—a,a), t>0 (2.3)
u(—a,t) = wu(a,t)=0,t>0

u(z,0) = 0,z € [—a,a

problemi iizerinde, Acker ve Walter (1976, 1978)
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U — Uze = g(u,uy), z € (—a,a), t>0 (2.4)
u(—a,t) = wu(a,t)=0,t>0

u(z,0) = 0,z € [—a,aq]

problemi iizerinde galigarak problem (2.1) i¢in elde edilen sonuglar1 genellegtirmiglerdir.
Guo (1990) caligmasinda soniim probleminin smirlarini simetrik bir aralkta in-

celemigtir:

Uy — Upy = €(1—u)P, ze(=1,1), t>0 (2.5)
uw(—=1,t) = u(l,t)=0,t>0

u(z,0) = 0,uy <1, ze[-1,1]

Chan ve Ozalp (1995)

U — Upy = f(u),z€(0,a), t>0 (2.6)
u(0,t) = wu(a,t) = —ku(a,t),t>0

uw(z,0) = ¢(x), z €0,a]

problemini incelemiglerdir. Burada, k > 0, ve pozitif ¢ sabitleri i¢in f(u) € C?[0,c)
oyle ki lim,_.- f(u) = oo, f(0) > 0, f'(u) > 0 ve f"(u) > 0, x € [0,a] da ¢" +
f(#) > 0 dir. Soniim noktasmin yerini gostermiglerdir. Sinir noktalar1 hari¢ sonlu
sayida soniim noktasinin varligini ve soniim zamaninda séniim noktasinda u; nin
patladigimi gostermiglerdir. Buna karsilik; literatiirde denklemin sinirlarinda iki tekil
151 kaynagina sahip olmasi durumu daha az incelenmigtir. Fila ve Levine (1993)

calismasinda tekilligin sinir kogullarinda olusmasi durumu tizerinde ¢alismiglardir:

U = Ugg, v € (0,1), £>0 (2.7)
ug(0,1) = 0, uy(1,t) = —uP(1,t),t >0

u(z,0) = wp(z), up >0, x €[0,1].
14



T soniim zamani olmak iizere soéniim tammi olarak

lim min w(z,t) — 0
t—T— z€[0,1]

almiglardir.

Chan ve Yuen (2001)

U = Uge, € (0,a), t >0 (2.8)
uz(0,8) = (1 —u(0,)7", uz(a,t) = (1 —u(a,t)) ™ ¢t>0

u(z,0) = wup(x),0<wug<1

problemi igin, uy bir alt ¢6ziim oldugunda sonlu bir 7" zamaninda x = a nin tek
soniim noktasi oldugunu ve séniim zamaninda u; nin patladigini gostermislerdir.

Standart tek boyutlu yayilim modeli igin yukaridaki érnekler gogaltilabilir (Deng
ve Xu 1999, Salin 2003, Liang vd 2007, Lin ve Wang 1999, Zhi ve Mu 2007).
Son zamanlarda kesirli analiz kavramiyla birlikte kesirli tiirev ve kesirli integral
konusu kapsaml bir sekilde ¢aligilmaktadir. Giiniimiizde, kesirli basamaktan tiirev
ve integral iceren denklemler cok sayida miihendislik problemlerinde uygulanmigtir.
Miihendislik alanlari, fiziksel siirecler, kat1 hal mekanigi, sinir uyarilarinin iletimi,
insan davranisi, akustik plazma, dalga yayilimi vb. alanlarda uygulamalar: kapsamli
bir gekilde ele alimmigtir (Hilfer 2000, Kilbas 2006, Sabatier vd. 2007, Atanackovic
vd. 2014, Li ve Zeng 2015, Kumar vd. 2018, Singh vd. 2018, Kumar vd. 2017,
Singh vd. 2017, Baleanu vd. 2017, Baleanu vd. 2018). Soniimleme konusunda ise
tekil 1s1 kaynakli kesirli yayilim denklemi {izerine yapilan ¢alismalar ¢ok nadirdir.
Klasik yayilim denklemlerinin genellemesi olarak bilinen kesirli yayilim denklem-
leri soyut matematiksel ¢zellikler yerine fiziksel uygulamanin arastirilmasi nedeniyle
daha fazla dikkat ¢ekmektedir. Ayrica, konunun g¢aligilmasini simirlayan bir diger
husus, tekil 1s1 kaynaklh kesirli yayilim denklemlerinin ¢dziimiiniin elde edilmesi zor-
dur (Xu 2018, Xu ve Zheng 2017). Analitik ¢ziim igin birgok teorik yontem bagarisiz
olabilmekte ve ayni zamanda geleneksel sayisal yontemlerin uygulanmasinda zorluk-
lar ¢ikabilmektedir. Ciinkii, kullanilacak sayisal yontemler i¢in iterasyonlarda daha
biiyiik depolama alanina ihtiyac olusmaktadir. Insanlarin kesirli tiirev modellemesi

icin uygun bir prototip bulmasi da pek olasi degildir. Ornegin hiz, klasik tiirevde
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mesafenin birinci tiirevine kargilik gelmekteyken kesirli tiirevde, su anda fiziksel bir
niceligin kargiligini bulmak hala zor bir istir. Kesirli yayilim denklemlerinin, klasik
yayilim modellerinden daha iyi hafizali yayilim siireclerini tanimlayabildigi dogru-
lanmigtir (Metzler ve Klafter 2000, Sun vd. 2014). Sonug olarak, Kawarada'nin
calismasindan yola cikilarak agagidaki zaman kesirli yayilim denklemleri tizerinde
calisacagiz. Ilk problem olarak parabolik denklemin taniml oldugu bélgenin icinde
bir 1s1 kaynagina sahip olan ve sinirlarda akisin olmadig1 agsagidaki parabolik prob-

lemi ele alacagiz:

1
Div = uxm+1—,0§x§L,O§t<T, (2.9)
—u
ur(0,t) = wu.(L,t)=0, 0<t<T,

u(z,0) = wo(z), 0 <z < L.

Ikinci problem olarak iki farkl tip tekil 1s1 kaynagina sahip (biri parabolik denk-
lemin tamimh oldugu bélgenin iginde ve digeri parabolik bélgenin simirinda) agagidaki

parabolik problemi ele alacagiz:

Difu = g, + O<z<L, 0<t<T, (2.10)

1—u’

uy(0,t) = 0, uy(L,t)=—u*(L,t), 0<t<T,

w(z,0) = wup(z), 0<z<L.

Bu calismanin katkilar: ii¢ acidan 6zetlenebilir. Her seyden ¢nce, son zamanlardaki
difiizyonu tanimlayan kesirli Fick yasasinin ilerlemesi nedeniyle klasik Kawarada
denklemini zamansal kesirli Kawarada modeline genigletiyoruz. Isi1 veya enerjinin
yayiliminin, 1s1 veya enerji konsantrasyonunun kesirli tiirevi (bazen kesirli gradyan
olarak adlandirilir) ile orantili oldugu belirtilir. Pratik olarak, genellikle yanma
isleminin ara agamalar1 baglangic durumuna bagli olabilen karmasik fiziksel ve kimya-
sal reaksiyonlar igerir. Bu nedenle, kesirli tiirev modeli, bu tiir bir olguyu tanimla-
mak icin iyi bir secimdir. Ikincisi, bu modelin karmasik yanma siirecini modellemede
daha fazla avantaji vardir ve sadece soniim olgusu yanmadan kaynaklanan dogal

ozellikleri korumakla kalmaz, ayni zamanda kesirli tiirevin basamaginin sifir ile bir
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arasinda bir degerde degismesi ile denklemin parametrelerine bagl olarak daha ilging
dinamikler sunar.

Bu calismada, onerilen zaman kesirli yayilim denklemlerini ¢6zmek i¢in bir sonlu fark
semas1 uygulanacaktir. Sayisal simiilasyonlar, farkli kogullar altinda fiziksel yanma
siireclerini veren modelin séniim 6zelligini makul bir gsekilde yansitmaktadir. Sayisal
metodun kararliligi, tutarliligi ve yakinsakligi ispatlanacaktir. Buna gore ¢aligmanin
geri kalani agagidaki gibi diizenlenmistir: Bu boliimde, zaman kesirli yayilim denk-
leminin temel 6zellikleri sunulmaktadir ve belirli kogullar altinda problem (2.1)
e karsilik gelen Kawarada denklemindekine benzer soniim fenomeni sergiledigi is-
patlanacaktir. Son boliimde ise elde edilen sonuglarin sayisal ve grafiksel olarak

karsilagtirildigl bazi simulasyonlar verilmigtir.

2.1 Kullanilan Yontem ve Teknikler

Bu boliimde ¢aligmada kullanilacak yontemler ve lemmalar verilmektedir. Kismi
tiirevli denklemlerde maksimum ve minimum problemleri 6nemli bir yer tutar. Dife-
rensiyel denklemlerin coziim karakteri maksimum prensipleri yardimiyla tahmin
edilebilir. Bu nedenle, maksimum prensipleri ¢oziimlerin acik ifadeleri bilinmek-
sizin diferensiyel denklemlerin incelenmesinde ve c¢oziimleri hakkinda bilgi vermesi
nedeniyle sik¢ca bagvurulan yontemlerden biridir. Denklemlerin veya verilen sinir
sartlarinin durumlarina gore problemin ¢oziimiinde maksimum ve minimum deger-
lerinin 6nemi biiyiiktiir. Eliptik ve parabolik tipten kismi tiirevli denklemlerin genel
incelemelerinde, fiziksel olarak gerceklegen 1s1 yayilim problemleri, patlama ve séniim
problemlerinde ¢oziim davraniglar: ¢cogu zaman maksimum prensibi yardimiyla in-
celenir ve literatiirde cok sayida caligma yer almaktadir. Maksimum prensibleri ve

Hopf lemmasi agagida acgiklanmigtir (Protter ve Weinberger 1967, Chan ve Liu 2016).

Tanim 2.1 Bir (z,t) noktasinda eger a(z,t) > 0 ise (reaksiyon-yayilim denklemini

saglayacak sekilde), o zaman

0*u du  du
Lu] = a(x7t)7 + b(x,t)é—x ~ 5

operatoriine paraboliktir denir. Eger, xt-diizleminin bir D bolgesindeki herbir (z, t)
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elemani icin

a(z,t) > p

olacak sekilde bir p > 0 sabiti var ise, L ye D bolgesinde diizgiin paraboliktir denir.

Teorem 2.1 E = (0,L)x(0,£),5 ={z=0,0<t<T},S={t=0, 0<zx <L}
ve S3 ={x =1L, 0 <t < T} olsun. Bir dikdoértgensel F bolgesinde u(x,t) fonksiyo-
nu

0u  Ou

Lu] = a(a:,t)w ~ 5 >0
esitsizligini (a(x,t) = 1, b(x,t) = 0 igin) saglasin. Bu durumda « nun maksimum

degeri F U OF kapali bolgesinin S1, S2 ya da S3 kenarlarindan birinde olmalidir.

Lemma 2.1 u(z,t) fonksiyonu, xt-diizleminin bir E bolgesinde

02 ou 0
Lu] = a(m,t)—u Py b(x,t)a—z — 8—1; >0

diizgiin parabolik egitsizliginin bir ¢oziimii ve a(x,t), b(x,t) simurh olsun. K bir disk
olsun yle ki K nin 0K sinir1 E bolgesinin i¢inde olsun. M, u nun maksimumu olmak
tizere I/ bolgesinde, K nin i¢inde, v < M, K nin smirindaki bazi p noktalarinda
u = M olsun. O taktirde p noktasi K ya teget olup, z-eksenine paraleldir. (Yani, p
noktast K diskinde ya en alt ya da en iist noktadir.)

Lemma 2.2 Kabul edelim ki zt-diizleminin bir F bolgesinde u(zx,t) fonksiyonu,
bir 6nceki lemmadaki L operatorii igin L{u] > 0 egitsizligini saglasin, ve E nin bir
(xo,to) i¢ noktasinda u < M ve E nin tamaminda v < M olsun. Eger I, (xq,to)

noktasini kapsayan yatay bir yol ise o taktirde I {izerinde u < M dir.

Uyar: 2.1 Bir onceki lemmadaki bilgiye gore bolge igerisindeki bir dogru tizerinde
u = M olacak gekilde bir tek nokta bulunabiliyorsa, o taktirde bu dogru iizerindeki

her noktada v = M dir.

Lemma 2.3 zt-diizleminin bir E bolgesinde u(x, t) fonksiyonu L{u] > 0 esitsizligini
saglasin. ty < t < t; seridi boyunca E nin bir kisminda v < M olsun. Buna gore,

FE’nin iginde kalan ¢ = ¢; geridinin bir kisminda v = M dir.
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Teorem 2.2 rt-diizleminin bir £ bélgesinde u(z,t) fonksiyonu

o2 ou
Lu] = a<x,t)7“ + b(m,t)a—z - a—;‘ >0

diizgiin parabolik esitsizliginin bir ¢dziimii ve a(z,t), b(x,t) siurh olsun. Eger E
nin bir (z1,?;) i¢ noktasinda u(x,t) fonksiyonu M maksimum degerine ulagiyor ve
E de (z1,ty) noktasini iceren bir x = xq, tg < t < t; dikey seriti var ise, o taktirde

E deki her bir ¢t =ty dogru parcasi boyunca v = M dir.

Lemma 2.4 (Hopf Lemmasi) zt-diizleminin bir £ bolgesinde u(z, t) fonksiyonu

0%u ou  Ou

diizgiin parabolik egitsizliginin bir ¢oziimii ve a(x,t), b(z,t) simurh olsun. P, OF
sinirinda » nun maksimuma ulastigl nokta ve P noktasindan OF ye ¢izilen normal,
t eksenine paralel olmasin. FE nin iginde p noktasinda OF ye teget bir cember

0
¢izilebilsin ve bu bolgede u < M olsun. Eger E den dis yonlii tiirevi e mevcut ise,
v

o taktirde P noktasinda % > 0 dir.
v

Teorem 2.3 Kabul edelim ki, bir £ bolgesinde yukaridaki teoremin hipotezleri
saglansin, £ de h < 0 ve [L + h] (u) > 0 olsun. Eger, E nin bir (z1,¢;) i¢ noktasinda
u(z,t) fonksiyonu M maksimum degerine ulagiyor ve eger M > 0 ise, teoremin
sonuclar1 saglanir. Ayrica, eger bir P smur noktasinda M > 0 ise o zaman P

noktasinda bir énceki Lemma 2.4 {in sonuclar1 da saglanir.
2.2 Kesirli Is1 Denkleminin Ozellikleri

Bu boliimde bazi teorik sonuclar verilecektir.

Lemma 2.5 u(z,t) fonksiyonu problem (2.9) un bir ¢oziimii ve (0,7") en genis
zaman araligl olsun. Eger u(x,0) = uo(z) = up > 0 ise 0 zaman Q = [0, L] x [0,7)

bolgesinde u(z,t) > 0 dir (Xu ve Wang 2018).

Ispat. U(z,t) fonksiyonu u(x,t) fonksiyonunun bir genislemesi olsun. U(z, t) asag:-
daki gibi yazilir:
u(z,t), (x,t) €
0, (z,t) e RZ—-Q
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o halde problem (2.9)
U _ o
ote 0?2
U(x,0)=Uy>0, —o0o<z<

+F(U), (z,t) € R? (2.11)

olarak yazilir. Problem (2.11)’de kaynak fonksiyonu olarak tammlanan F(U), f(u)

fonksiyonunun geniglemesi olarak tanimlanirsa:

F(U) = fv), (z,1) €
fU)-1, (z,t) eR? = Q
(2.11) ifadesinin her iki tarafina Fourier déniigiimii uygulayarak
(D) (€,6) = —€U + F(T (£,1))
U (&,0)=U(0)
elde edilir. Buradan ¢oziim su sekilde ifade edilir;

U (& t)=U(0) E, [(=E)t°] +/0 (t = 8) “Eun [t —s)" ] F(U (&, 5))ds.

E, ve E,, (1.3) ve (1.4)’de tamimlanan Mittag Leffler fonksiyonlaridir. Fourier
doniigiimii ve Mittag-Leffler fonksiyonunun pozitifligine gore, ’da u(x,t) > 0 oldugu

sonucuna varilir. m

Teorem 2.4 g € C(0,T], ¢'(t), t € (0,T]da siirekli bir fonksiyon ve 7 = 5 nok-

tasinda maksimum degerine ulagtyor ise Df*g(ty) > 0’dir (Luchko 2009).

Ispat. Tk olarak asagidaki gibi bir yardime fonksiyon w ele alalim:
w(t) = g(to) — g(7), 7€10,77.
w(t) >0, 7 € [0,T) saglanir. ¢ fonksiyonunun [0, 7' araligindaki maksimum degeri
T = tp noktasinda ise yukaridaki esitlikte Dj* tiirevi alindiginda
Diw(t) = Dig(to) — Di'g(t) (2.12)
Dpw(t) = —DPg(t), t€[0,7]
elde edilir. Burada, Caputo kesirli tiirevi igin sabitin tiirevi sifirdir. w € C(0,T]

oldugundan

jw(r)| = [g(to) — g(7)] (2.13)

lw(r)] < Cilto—7|, T7€(e,T], 0<e<T.
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olarak ifade edilir. Caputo kesirli tiirevin tanimi kullamilarak

Deu(ty) = ﬁ /0 "ty — 1) ou! (F)dr

1 ) —a o ’ — 7)) %' (7)dT
— m/{) (to — 7))~ “w'(7)dT + F(l—oz)/s (to—7) (T)d
= 5L+1

g, 0 < e <ty yazalir. g € C}0,T] ve w € C}0,T] ise w' € L(0,T)dir. L(0,T);

(0,T)’de Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar kiimesidir. Buradan
Vo >0, 3 >0igin || <. (2.14)

Ikinci integral I, igin kismi integrasyon uygulanirsa, (2.13) yardimiyla asagidaki

ifade elde edilir:

_ (= m) ™ w(n)]” 1 O b L w(\dr
LS T(1—a) 5+Fﬂ—®L (to —7) (r)d
(to — €)™ w(e) 1

T T(-a) +P<1—1_a)/€ o (ty =)~ w(r)dr.

I'(—a) < 0,0 < a< 1 gergeginden yola c¢ikilarak I < 0 oldugu goriiliir ve boylece
(2.12) ve (2.14) ifadelerinden teoremin ispat: tamamlanir. =
Problem (2.9) i¢in T' < oo olmak iizere agagidaki parabolik denklemi diigiinelim:

1
uf‘:um+1—, 0<z<L, 0<t<T
—u

sinir kosullar:

ur(0,8) =0 =wu,(L,t), 0<t<T

ve basglangic kosulu

w(z,0) =up(x) <1, 0<z<L

olsun. Baslangi¢ kosulu uq diizgiin pozitif bir fonksiyon olmak iizere agsagidaki uyum-

luluk sartlar1 saglanir:

uh(0) = 0 = up(L).

Amacimiz, problem (2.9) un stniim davranigini hem teorik olarak hem de niimerik

olarak incelemektir. Problem (2.9) igin ilk olarak stniim tanimini verelim:
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Tanim 2.2 Sonlu bir 7" zamani igin problem (2.9) un bir u(x,t) ¢oziimii vardir Syle
ki

lim max{u(z,t):0<z <L} —1
t—T~

oluyorsa problem (2.9) a soniim problemi denir. Séniim zamam 7T ile ifade edilir

(Kawarada 1975).
Teorem 2.5 Sonlu bir 7' zamamn i¢in (2.9) un bir u(z,t) ¢oziimii vardir dyle ki

I t) =1
Mim fu(z, )]

saglaniyorsa () bolgesinde u; patlar.

Ispat. Q =u® —d6f; 6 >0ve f = (1 —u)~" olarak alalim. Buradan

Q?:ugf_dflufv Qx:<u?)x_6f,uac

ve
Que = (u),, — 0(f"u2 + fut).

ifadesi elde edilir. Boylece

Qf — Qua = ufy — 0f'uf — (uf),, + 0 U2 4 0f ugy
= D (uf = ugw) = 6f (uff — ) + 0 f 1l
= D{(f) = of f+of"u;
= flup =of f+0f"ul
= f'uf =0f) + 61"
Qf — Quw = [Q+0f"ul
Q) — Quw— ['Q = 6f"u>0, 6§>0

olur. Teorem 2.4 den u{ > 0 dir.  bolgesinde Ty < T ve € > 0 igin (a — ¢, a + ¢€)
bir dikdortgensel bolge tammlayacak olursak uf'(a —e,t) > 0 ve u(a + &,t) > 0,
[Ty, T') yazilir.

Bu bolgede, Q = u® — §f olarak tammlanmis ve Q¥ — Q. — f'Q = 6f u2 > 0

oldugu ispat edilmistir. Buradan ) > 0 yazilir. Boylece, t — T iken () > 0 igin
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lim; - |u(z,t)] = 1 saglaniyorsa

1 —u(x,t)

olur. m
2.3 Tekil Simir Yayilimh Kesirli Is1 Denkleminin Ozellikleri

Bu boliimde, problem (2.10) i¢in séniim davramgini inceleyecegiz. T < oo olmak

tizere agsagidaki tekil sinir yayilimh parabolik denklemi diigtinelim.

1
uf‘:um—kl—, O<ax< L, O0<t<T,
— U

ve siir kosullar

uy(0,1) =0, u,(L,t) = —u'(L,t), 0<t<T.

Asgagida belirtilen uyumluluk sartlari saglanacak gekilde baglangig fonksiyonu ug :

[0, L] — (0, 1) segelim.
up(0) =0, up(L) = —u (L), 0<t<T.

Ayrica problem (2.10) igin baglangig hatt1 (0 < x < L) tizerinde ug(z) baglangig

fonksiyonunun
1
22 (2, 0 >0, 2.15
Ua (T )+1_u<x70) (2.15)
uz(2,0) <0 (2.16)

sartlarini sagladigini kabul edecegiz.
Amacimiz iki farkli tipten tekil 1s1 kaynagina sahip problem (2.10) un séniim davranigim
hem teorik olarak hem de niimerik olarak incelemektir. Problem (2.10) i¢in ilk olarak

soniim tanimin verelim.

Tanim 2.3 Sonlu bir 7" zaman: i¢in problem (2.10) un bir u(z,t) ¢oziimii vardir

oyle ki

lim max{u(z,t):0<z <L} —1veya lim min{u(z,t):0<z<L}—0
t—T— t—T—
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oluyorsa problem (2.10) a soniim problemi denir. Soniim zamam 7 ile gosterilir

(Selguk ve Ozalp 2014).

Uyar: 2.2 wuy(z), (2.16) kosulunu saglasin. v = wu,(x,t) alahm. v(z,t) asagidaki

denklemleri saglar.

(uiﬂ)ta = (uar)a:a: + (1 — U)_ngg, O<z < L, 0<t<T
vl = v+ (1—u) (2.17)
v(0,t) = 0, v(L,t)=—u'(L,t)<0, 0<t<T

v(x,0) = u,(z,0) <0, 0<z<L.

Maksimum prensibinden (0, L] x (0,T") bolgesinde v(z,t) < 0 ve boylece u,(z,t) <

0’dir. Ayrica; u(0,t) = maxo<,<z u(x,t) elde ederiz.

Teorem 2.6 ug, (2.15) ve (2.16) kosulunu saglasin. O zaman z = 0 tek soniim
noktasidir.

Ispat. (0,L] x (0,T) bolgesinde b € (0,L], a € (0,b) ve 0 < 7 < T ile smirh bir
dikdortgensel (a,b) x (7,7 bolgesinde

J(z,t) =u, +e(b—x), €¢>0

yardimei fonksiyonu tanmimlayalim. (0, L] x (0, T") bolgesinde wu,(x,t) < 0 oldugundan
(a,b) x(0,7) bolgesinde de

J(2,t) — Jpu(2,t) = (1 — 1) 2u, <0

elde ederiz. Ayrica; (0, L] x (0,7 bolgesinde u,(x,t) < 0 ve yeterince kiiciik € > 0
oldugunda J(z,7) < 0 dir. Dahasi £ > 0, ¢t € (7,T) i¢in

J(a,t) = wuy(a,t)+e(b—a) <0
J(b,t) = wu.(bt) <0

dir. Maksimum prensibinden (z,t) € (a,b) x(7,7T) i¢gin J(z,t) < 0 dir. Yani

J(z,t) = up +e(b—1x) < 0= u, < —¢(b—x) elde ederiz. x e gore a dan b ye
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integral alirsak

—e(b—a)?

u(b,t) —ula,t) < 5

e(b—a)? 1 e(b—a)?

u(b,t) < wu(a,t)— 5 5

<1

elde ederiz. Boylece (0, L] de soniim gerceklesmez. = = 0 n tek soniim noktas

oldugu goriiliir. m

Teorem 2.7 Sonlu bir 7 zamamn igin problem (2.10) un bir u(z,t) ¢dziimii vardir
oyle ki

lim, .p- max{u(z,t):0<z <L} —1

veya lim; .y~ min{u(z,t): 0 <z <L} —0

saglaniyorsa, (0, L] x (0,7") bolgesinde u; patlar.

Ispat. Burada; v = 1 — u alalim. Problem (2.10) agagidaki ifadeye egit olur:

V¢ = v —v L, 0<z<L, 0<t<T, (2.18)

v(x,0) = wvo(x) =1—wup(x),0 <z < L.
Q = v + dv~! olarak alalm.
QY = uj, — 5@*21]217 Q. = (v, — sv=20,

ve

Qux = (V) + 6207202 — v %0,,).

ifadesi elde edilir. Boylece

QY — Que = uf, — v 20) — (v)),, — 020702 + G0 Py,
= DXV — vyp) — 002 (U — vyy) — 020202
= D¥—v') = v (—v ) — 620 %2
= v R +6v (v — 62002
= v (v¥ + vt — 52032

Qf — Que = v 3(Q) — 620 %0}

QY — Que —v2Q = —6207%2 <0, §>0.
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olur ve () < 0 elde edilir. Buradan

olup bu ise istenendir. m
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3. SAYISAL YONTEM

Asagidaki zaman kesirli yayilim denklemini goz ¢niine alalim:

1
uf‘:um—l——l , 0<a<L, 0<t<T, (3.1)
—u

Burada, 0 < a < 1 dir. Bu caligmada, tekil kaynakli kesirli yayilim denklemi
iizerinde ¢alisilacak ve zaman yoniindeki tiireve Caputo tiirevi uygulanacaktir. a =1
ise problem (2.9) kesirli yayilim denklemi basit yayilim denklemini verir ki bu tip
denklemler daha 6nceden calisilmistir. Ilk olarak, lineer olmayan ve sinirlarda akisin

olmadig1 parabolik tipten problemin stniim davramsini ele alacagiz. Problem (2.9)

1

olarak tamimlanir. Yani, f(u) € C?[0,1) oyle ki
—u
lim, ;- f(u) = +o0, f(0) >0, f(u) >0, f"(u) >0 dur.

da kaynak fonksiyonu f(u) = :

T en biiyiik zaman araligini gostermek iizere, problem (2.9) igin baglangig fonksiyonu
0 < up < 1 se¢imi altinda bir u(x,t) < 1 ¢oziimii var olacak gekilde alimir yani
baslangig fonksiyonu ug : [0, L] — [0,1)’dir. Problem (2.9) i¢in u(z, t) ¢oziimiiniin
bolgesinde var oldugu ve siirekli oldugu kabul edilir.

Problem (2.9) igin baglangi¢ ve sinir degerleri agagidaki gibi tamimlansin:

u(z,0) = wup, 0<x <L, (3.2)

ur(0,8) = wu,(L,t)=0,0<t<T.

Problem (3.2) igin

ug(0) = ug(L) =0,0<t < T.

uyumluluk sartlar1 saglanacak sekilde ug : [0, L] — [0,1) baglangi¢ fonksiyonu ele

alalim.

Problem (2.10) igin ise baglangi¢ ve simir degerleri ise agagidaki gibi tanimlansin:

u(z,0) = wy, 0< <L, (3.3)

uy(0,t) = 0, ux(L,t)=—u(L,t), 0<t<T.
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T en biiyiik zaman araligim gostermek iizere, u(x,t) € C*! problem (2.10)’un bir

¢Oziimii olsun. Problem (3.3) igin

I
=]
—
N

I

N
S~
\»

|

—u L), 0<t<T.

uyumluluk sartlar saglanacak sekilde wy : [0, L] — (0,1) baglangi¢ fonksiyonunu
artmayan bir fonksiyon segelim.

Problem (2.9) icin ¢alisma boyunca @ = [0,L] x [0,T) ve © = ([0, L] x {0}) U
({0} x (0,7)) ve S = {L} x (0,T) olarak tanimlanmigtir. L diferensiyel operatoriinii
Lu = uz, — Df olarak tanimlayalim. Boylece problem (2.9), Lu + f(u) = 0 gek-
linde yazilabilir. M € N olmak iizere uzay boyutunda (z-boyunca) adim uzunlugu
Ax = L/M olsun. Bu durumda uzay grid noktalarn z; = iAz, i = 0,1,..., M
seklinde verilir. Zaman boyutunda (¢-boyunca) adim uzunlugu At = T/N, N € N
olsun. Zaman grid noktalar1 ¢; = jA¢, j =0,1,..., N ile verilir. Problem (2.9) i¢in
u ¢oztimiine U/ (t) = (U(t),Ul(t),..., Ul (1)) ile yaklasalim. Zaman yoniindeki

kesirli basamaktan tiirevin niimerik yaklasimi agagidaki gibi verilir:

0°U(z;,t;) _0u(z;, s)
ote 1—04/ ds s

=]

1 L Uz ty) — Uiy tis)

g 3o e gy

Q

=t — k)

Burada

ty

! e = 1 1-a -«
F(l _ &) / (tj - 3) ds = F(Q——Oz) [(t] — tk:—l) — (tj — tk) ]

tg—1
olarak verilir.
O<a<l,1<k<jvel <j< N olmak iizere esitlik yeniden diizenlenirse zaman
yoniindeki tiirev agagidaki gibi elde edilir:

tj

1 _,o0u(z;, s 1 . -
r(1— oz)/(tj —5) %ds “Te—a) > T [(Uf = U]

0 k=1

ve
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(= te) T =t — )
Tjx =
’ At

,1<k<j 1<j<N.

olarak ifade edilir. [0,7] araliginda zamansal boyuttaki her bir ag ve herhangi bir

7=0,1,2,... N igin

Tik >0, Tjp>Tjk 1,1 <k<j, 1<j<N.

yazilir. Burada; T;; = At~ oldugu goriilmektedir. Niimerik yaklagimlarda kul-

lanilacak olan bazi1 notasyonlar ise asagidaki gibi verilecektir:

) Uj _ Uj
0, U(t) = ﬁ7 (3.4)
' Uj N Uj
. Uy M—1
62 — Uij—i—l F 2UZ] 2 Uij—l
T Azx? '

Ayrica, Neumann siir sarti probleme uygulanirken = ekseni yoniinde M ve t ekseni

yoniinde N adet alt aralik ile olugturulan ayrik kiime
Q:{Z)’leo, $2:A$,...7$n+1:L; t1:0, tQZAt,}

olarak elde edilebilir. Sinir sartlarin fark denklemlerine yansitmak i¢in tanimli bol-
genin diginda

To =11 — AT, Tnyo = Tny + A

sanal noktalarinin var oldugunu diisiinelim.

o u,(0,t;) = uy(x1,t;) = 0 siur sart1, merkezi fark yaklagimu ile

u(xa,t;) — u(wo, t;)

Az?) =
5AL +O(Az*) =0

olarak ifade edilebilir ve u(xo,t;) yapay smirlarm degerleri

U(l’g,tj)—lb(l'o,t]’) =0

U(l‘g, tj) = U,(.CL'(), tj)

olarak elde edilir.
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o u,(0,t;) = uy(x1,t;) = 0 siur garty, ileri yonde fark yaklagimi ile

u(wy,t;) — ulwo, b))

Az =0

U(l’l, tj) = U(ZL‘O, t]>
olarak elde edilir.
o u,(L,t;) = uy(xny1,t;) = 0 smur sarty, merkezi fark yaklagim ile

'LL(Z'NJrQ,tj) - U(xNatj) 2\ __
N +O(Az*) =0

olarak elde edilir ve u(zny2,t;) yapay smirlarin degerleri
w(ni2,tj) —ulzn,t;) = 0
w(nte, ;) = u(en, ;)
olarak elde edilir.

o u,(L,t;) = uy(xny1,t;) = 0 smr sarty, ileri yonde fark yaklagim ile

w(@ni1,t;) —uw(@n, t))

Ax =0

w(@ni1,t) = u(xn, t))

olarak elde edilir.
Son olarak kesirli 1s1 denklemi (2.9) un 0 < i < M, 0 < j < N araliginda sonlu fark

formiilleri yardimiyla ayrik hale getirilmis hali agagidaki sekilde verilmigtir:

L o 0TIy
U;(0) = ¢, (3.6)
Up(0) = Ug(M) =0 (3.7)



esitlik (3.5) in sol tarafi agagidaki gibi diizenlenirse

T [0 = 0] = {Z Ty [(0F = UE] 4+ T3y [(0F - 077 }

J

2—a
k:

R {z o]+ e -0

elde edilir. Buradan;

-1

.

1 S Ul (t) = 2U7 () + U (1)
T. k _ rrk—1 At J_ 779 I - Tl 7 141 Y
F(2 _ Oé) — Ji:k [(UZ Uz )]+ t [(Uz Uz )j| AQZ2 + 7
(3.8)
ifadesine ulagilir. (3.8) diizenlendiginde
At* At* A
v ST(2 - a)U) | + (1 + 2A re- a)) U] — AmQF( a)U7,
= U7 =AY T [(UF - UFY] + FY
k=1
ifadesi elde edilir. A 5[(2 — a) = K olarak tamimlanirsa son esitlik
iy
. j_l .
—KU! | + (14 2K) U} = KU,y = U™ = At Ty —UFYH] +F (3.9)
k=1

olarak yazilir. (2.9) igin sonlu fark formiilleri yardimiyla elde edilen yontemde her
zaman (j) iterasyonunda yukarida elde edilen ii¢-kdsegensel matris sistemi bulunur.
Son ifade de & bir tig-kgegensel matris ve £ fark operatorii olmak iizere (3.9) vektorel

formda asagidaki gibi yazilir:

wkU? = LUV FY (3.10)

—1
LU =yl! AtaZTjk — U] (3.11)

k=1

(1+2K) —-K
K  (1+2K) -K
KR =
~K  (1+2K) -K
~K  (1+2K)
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Elde edilen yontem kapali bir yontemdir. Bu denklem sistemini her adimda U’ ye
gore ¢ozmek suretiyle her adimda bir sonraki adimdaki yaklagimlar elde edilir.

£ operatorii kesirli tiirevin karakteri nedeniyle bellege sahip bir tiir operator olarak
degerlendirilebilir. Bu, ¢; zamanindaki U7 degerlerinin U iizerindeki etkisinin énceki
to, t1, tg, ..., tj—1 zamanlarimda hesaplanan tiim U°, U', U?,..., U’~! degerlerine
bagh oldugu anlamina gelir. Kesirli olmayan durumlardakine kiyasla temel fark,
£ yi hesaplamak icin ¢nceki tiim zaman degerleri ty, ¢, ¢,,..., t;_1 igin sayisal
¢oziimlerin gerekli olmasi, kesirli olmayan denklemler i¢in ise yalnizca bir énceki ¢;_;
¢oziimiiniin gerekli olmasidir. ¢;_; zamanindaki ¢oztimden ¢; zamanindaki ¢oziimii
elde etmek i¢in hesaplama maliyeti, j ile artar, yani (3.11)’in ikinci kisminda yer alan
toplamdaki terim sayis1 arttikga artar. Bu da, ¢y dan ¢; ye gitmek i¢in hesaplama

maliyetinin j? ile biiyiidiigii anlamina gelir.
3.1 Ayrik Kesirli Is1 Denkleminin Ozellikleri
Lemma 3.1 n > 0 ve b} ve V" iki dizi olsun. b < 0 dyle ki 0 <+ < M igin

8?‘/;77, - 52‘/2'” + b;z‘/zn

v
=)

<
o

vV

(@]

ise bu durumda

esitsizligi saglanir.

Ispat. Basit bir hesaplama asagidakileri verir:

n—1
KV + (L4 2K) V" = KV + 0PV > Vit — A Ty (V= VA
k=1

n =1 i¢in

~KVM + (14 2K) V= KVE + 0V > V2 >0

KV, +(1+2K) V! = KV, + bV

Y
o

Vl

7

Y
o
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n = 2 i¢in

-«V%+a+ﬂo — KV2,+ 0V > V= AT [(ViH = V)]
—KVZ2 + (142K) V2 = KVA, + bV > V' = At (27 = DA [(Vi' = V)]
—KVE + I+ 2K) VP = KV, + 0V > V=27 = 1) [(Vi = V)]
+(14+2K) V2= KV2, +b7V? > 2-2"V!+ 2" -1V >0
Vi >0

7

Sonug olarak V;”’l >0,0<3i< M ise tiimevarimdan V" > 0 oldugu goriiliir. Bu

teoremi ispatlar. m
Lemma 3.2 n > 0 ve b7, V. ve W ii¢ dizi olsun. 0] < 0 oyle ki 0 <7 < M igin

RV = SV + oIV < W = PW 4 bW
Ve < wo

7 — (3

ise bu durumda

Vi<W 0<i< M, n>0
esitsizligi saglanir.

Ispat. Z = W — V;* vektorii tammmlayalim. 0 < i < M igin basit bir hesaplama
ile
Oz — 87+ b2 >0

Z9 >0 ve Lemma 3.1’den Z" > 0 = W > V" elde edilir. m

Lemma 3.3 U, n > 0 igin bir dizi olsun &yle ki||U}|| . < 1 ise o zaman
M —-U"NT>1A-U"N20rUr, 0<ig<M

esitsizligi saglanir.

Ispat. Taylor seri acilimi kullanilarak

(L —UMNT=1—-UM22U" + (1 — ) 3AL(OCUM)?, 0<i< M.
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07, Ur ve UM arasmda bir degerdir. Sonug olarak
OFA—-Un" > (=00, 0<ig < M.

ifadesi yazilarak ispat tamamlanir. m
Lemma 3.4 n >0 igin U ayrik problem (3.5)’in bir ¢ziimii olsun. Bu durumda;

U >0, 0<i< M, te(0,7).
esitsizligi saglanir.
Ispat. Z! vektoriinii diigtinelim, yle ki Z = 9*U™ olsun.

orUr —0*Ur —(1-U"""=0

ifadesinde esitligin her iki tarafinda 0 alinarak Lemma 3.3 yardimiyla

RopUr - oopur = o [1-Un)7]
gopUr Uy = o [A-UnT = [ -Un oy
ocZr — 870 —(1—-UM 22 > 0

elde edilir. Lemma 3.1 kullanmilarak Z? >0ve0<i< MignZ'>0= 2=

OfU" > 0 elde edilir. m
Lemma 3.5 n > 0 igin U ayrik problem (3.5)’in ¢oziimii olsun. Bu durumda

0<t:< M, n>0icin

esitsizligi saglanir.

Ispat. Basit bir hesaplama ile (3.9) ifadesinden

n—1
—KU" + (14 2K)U = KU, — (1 -U")"" + At* ZTM [(UF —UF Y] =Upt

k=1

yazilir. U? > 0 ve ||U!|| . < 1 bilgisi kullamlarak n =1 i¢in

~KU!, +(1+2K)U} = KU}, —-(1-UH"=U? >0
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U! > 0 elde edilir.

n = 2 i¢in
—KU? + (14+2K)U} = KU, — (1 -U2)"" = Ul = At*To, (U = UY)]
~KU2 + (1+2K)U} — KUA, — (1 -U}))™" = U' - pAt*At

_KUZ2—1+(1+2K) UZ'Q_KUz%i-l - (1_Uz2)_1+6 = Uil Z O

= (2""*—=1) > 0’ dir. Dolayisiyla; U? > 0’dir. Buradan da Ui”_1 >0,0<i<M

elde edilir ve tiimevarimdan U > 0 oldugu goriiliir. Ispat tamamlanir. m
Lemma 3.6 n > 0 igin U ayrik problemin (3.5) ¢oziimii olsun. Bu durumda

0<1<M,n>0igin
Uz, 2 UF

esitsizligi saglanir.
Ispat. 0 < i < M, n > 0 icin Z = U, — U olarak tammlansin. Basit bir
hesaplama ile

a7 — (1—en 22 =0, 0<i<M

elde edilir. &, U, ve U" arasindaki ara degerdir. Lemma 3.1 kullamlarak Z? > 0
ve Z' > 0 yazihr. Buradan da Z}' = U, — U’ > 0 = U}, > U ifadesi bulunur.

|

3.2 Ayrik Kesirli Is1 Denkleminin Soniim Coéziimleri

Lemma 3.7 U € RM*! olsun. Eger ||U|, < 1 ise, bu durumda
Fl-Unt>1-UnUr, 0<i< M.

esitsizligi saglanir.

Ispat. f (s) = (1 —s)~! alahm. f, pozitif s degerleri i¢in konveks bir fonksiyondur.
Taylor serisi agilimi uygulandiginda

(Uiz1 — U;)?

fUis1) = f(U;) + (Ui — U) ' (U;) + 12
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F(Ur) — 10 = prav, + B 2O iy (3.12)

Uiy — Uy)?

J(Uer) — 1) = Fgav, + PO e (3.13)

(3.12) ve (3.13) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa

Uiy1 — Ui)?

JUis1)=fU)+f(Uia) = f(U;) = 2f’(Ui)52Ui+< = (Uisa = U)?

P10 )+ )

2 () = 27 ()50, + T2 I g o Ot 2O e

(Ui—l - Uz)2

Ly (T L el i N ER )

2 ) — / . 2 .
AR A
elde edilir. (3.14) de v, degeri U, ve U; arasinda bir deger ve &, degeri de U;_; ve

U; arasinda bir degerdir. ||U"]|_, < 1 oldugundan

U1 — U;)?

. _T7)\2
F(1-U)" = (1 -U) %V + ( oh2 Wies — Ui)*

)+

f1(&)
(1 —U) > (1 —Uy)25%U;

olup, ispat tamamlanir. m

Teorem 3.1 U', (3.5) ayrik probleminin bir ¢oziimii olsun. U* > 0 ve negatif
olmayan bir A sabiti oldugunu varsayalim 6yle ki (3.5) ayrik probleminin baglangig

kosulu olan (3.6) asagidaki kosulu saglasin:
g+ (1— ) P > A1 —¢)7", 0<i< M. (3.15)

Bu durumda, (3.5) ayrik problemin ¢oziimii U sonlu bir 7' zamaninda soéniimlenir
ve agagidaki esitsizlik saglanir.
b 27 Ve
N e S
— [ 24I'(2 — «)
Ispat. [0,7), maksimum zaman araligi ||U;]| . < 1 ve olsun. J;(t) fonksiyonunu
asagidaki gibi tanmimlayalim.

_0vUM1)

Jilt) ote

—AQ-UMt)™!, 0<i< M.
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T = o (TR - aa - vy ) o (TR - aa - v
:§;<W$3”>_§;@uy—ww»*)—ﬁ§%§9+ﬁAu—Uﬂwrl
_ % (8“;5;@) o 52aag;Z(t)> _% (A(l o Uzn<t>>—1) aa;i(t) +52A(1_Uin<t))fl
(Lemma 3.7 kullanilarak)
> (- Up) ™) - AG - Ur0) g s A o)
= - P ot ag v 0 - vreyceor
w2 | O°UM(E)  0°UP(H) 27
— 1=Ur) { L +A5muﬂ

= - oy | TpEY - aa - o)

= (1=071) 7 [%(1)]

0 < i < M igin (3.15) ifadesinden J;(0) > 0 oldugu goriilmektedir. Buradan da
Lemma 3.1 kullamlarak J;(t) > 0 yazilr.

Ji(t) > 0
U (1) A
>
ot = 1-Un(D)
our
1) Z o s 4 v =,

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafinda s’e gore 0 dan t’ye integral alinirsa

(Ka—wwyfﬁlﬁjmﬁwsz

'l —«) 0Os
tett [(1—¢)?— (1 -Ur())?
Auz—a){ 2 }zt

elde edilir. U"(0) = ¢, ve U*(T) = 1 olmas1 nedeniyle

= [21(41r(_2¢—i):)]

elde edilir. Sonug olarak ayrik problemin séniim zamani i¢in bir sinir elde edilir. m
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3.3 Ayrik Tekil Smmr Yayilimli Kesirli Is1 Denkleminin Ozellikleri

Bu boliimde bazi lemmalar verilecektir. Ilk olarak, ayrik tekil smir yayilimlh lineer
olmayan parabolik denklemin kurulumu iizerinde duracagiz. M > 3 pozitif bir
tamsay1 ve Az = 1/M olsun. Noktasal diizlem iizerinde z; = iAz, 0 < i < M alalim.
(0,L] x (0,T) bolgesinde problem (2.10) un ¢oziimii u(z,t) i¢in yaklagik ¢oziim
Ur(t) = (URt),Ur(t), ..., Uy(t)T ve baslangig kogulu wg igin ise p;(t) = (@o(t),

©1(t), ..., o ()T alalim. Buna gore ayrik denklemler agagidaki gibi ifade edilir.

Ul = SCUM(1-UMY 0<i<M—1,
2
Az
U = ¢, 0<i<M, n>0.

3

OpUy = 08Uy — - (Up) " + (1= Ugy) ™

RUr = ﬁénk (UF-UY], 0<i<M (3.17)
U — U£1—2Uf+Uﬁ17 l<i<M-1,
! i Axf
Sy = —2U1A_x22 o
U, | — 20U
52U& _ szz M

v, > 0, 0<i<M, n>0.
Lemma 3.8 n > 0 ve b} ve V" iki dizi olsun. b < 0 6yle ki 0 <+ < M igin

VI — SV AWV = 0

ise bu durumda

esitsizligi saglanir.

Ispat. Basit bir hesaplama, 0
n—1
—KV 4 (L4 2B) V= KV BV 2 Vi = Ay T (V= Vi)
k=1

38



<< M —1,n >0 oldugunu gosterir. n =1 igin

KV + (1+2K) VP = KVA, + 0V > V0 >0
Vi >0
n = 2 i¢in
—KVZ + (L4 2K) V2 = KVE + 00V > V= ATy, (V= V)]
—KVZ + (14 2K) V2 = KV, + 07V > V= A2 = A [(V = V),
—KVZ + (1 +2K) V2 = KVE, + 07V > V= (27 = 1) (Vi = V)]
—KVZ + (1 +2K) V2 = KVE, + 07V > 2-2)V !+ 2= 11P >0
Vi > 0

7

1 =0 igin
2KV + (14 2K) VP + Ve > Vit >0

1 = M igin
2KV + (1L+2K) Vi + b, Vi > Vit >0

elde edilir. Sonuc¢ olarak V;"_l > 0,0 <7< M ise bu durumda tiimevarimdan

V" > 0 oldugu gortiliir. Bu teoremi ispatlar. m

Lemma 3.9 n >0 i¢in U ayrik problemin (3.17) bir ¢dziimii olsun. Buradan

Ut >0, 0<i< M, te(0,7).
elde edilir.
Ispat. Z" vektoriinii diigtinelim, Z = 92U" olsun.
orUr —0*Ur—(1-U"""=0

ifadesinde egitligin her iki tarafinda 0 almarak 0 < ¢ < M — 1 i¢in Lemma 3.3
yardimiyla
oz — 87 —(1-UMNZ >0,
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elde edilir. 7 = M igin

2
Az
elde edilir. Z? > 0 oldugu i¢in bu boliimdeki Lemma 3.8 kullamlarak 0 < i < M

oz, — 8270, — — (U 2= (1=U}) 220 >0

icin Z' > 0 = Z = 0;U" > 0 elde edilir. m
Lemma 3.10 n > 0 igin U}" ayrik problemin (3.17) ¢oziimii olsun.

Buradan 1 <¢ < M — 1, n > 0 i¢in

elde edilir.

Ispat. Basit bir hesaplama ile (3.9) ifadesinden 1 <i < M — 1, n > 0 icin

n—1
KUy + (14 2K) U = KUy + At Y Ty [(UF = UF D] - (1-U " =0

k=1

U > 0 ve [|UP|,, <1 bilgisi kullamlarak n =1 igin
—KU'  +(1+2K)U = KU, —(1-U)"=U>0
Ul > 0 elde edilir. n = 2 igin
—KU?  + (14 2K)U? — KU, — (L= U} = U} — At*Ty, [(U} = UY)]
—KU2 + (1 +2K)U? — KU, — (1= U2)"' =U! — BAt“At™
~KU?  +(1+2K)U} = KU, — (1 -U2) "' +8=U!>0

= (2""*—=1) > 0’ dir. Dolayisiyla; U? > 0 elde edilir.

1 =0 i¢in
n—1
—2KUP + (14 2K) Uy + At T (U = US| = (1= U ™ = U5
k=1
1 = M igin
9 n—1
—2KUY, +(1+2K) U%M(Ugy)*wma > Tk [(US, = U] -(=Up) " = Uy
k=1

yazilir. U1 >0,0<i < M elde edilir ve tiimevarimdan U} > 0 oldugu goriiliir.

Ispat tamamlanir. m
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Lemma 3.11 n > 0 i¢in U ayrik problemin (3.17) ¢oziimii olsun. Bu durumda

0<1<M-—1,n2>0igin

Uz < U

esitsizligi saglanir.

Ispat. 0 < i< M —1,n > 0icn 2 = U — Uy, alahm. Dolayisiyla; Z' =
U =Uf, 0< 0 <M —2ve Zy,_, = Uy;_, — Uy, yazihir. Basit bir hesaplama ile
0<t1<M-—2icin

Rz =87 —(1=EN7 2 =0
i = M icin

ar7n n 2 n\— n -2 on
Ry — 82y + E(UM> t— (1 r £M71) Zy-1=0

elde edilir. &', U}, ve U* arasindaki ara degerdir. Z? > 0 oldugu i¢in Lemma 3.8
yardimiyla Z' > 0 yazilir. Buradan da Z' = U — U}, > 0 = U > U, ifadesi

bulunur. =

3.4 Ayrik Tekil Simir Yayilimli Denklemin S6niim Coéziimleri

Uyar1 3.1 Ilerleyen boliimde problem (2.10) un sonlu bir zamanda soniimlendigini
gosterecegiz ve sontiim zamanini hesaplayacagiz. V" =1 — U olarak tanimlayalm.

Dolayisiyla problem (2.10) ayrik formda agagidaki gibi yazilir:

GV = SV (V)T 0<i<M -1 (3.18)
ay/n n 2 n\— n\—
oV = 52VM_A_$(1_VM) 1_(VM> !

Vi=¢=1-¢, 0<i<M, n>0. (3.19)

Lemma 3.12 V", n > 0 bir dizi ve ||V}"||, > 0 ise o zaman
VT > (VTR 0<i< M

esitsizligi saglanir.
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Ispat. Taylor Seri acilimi uygulandiginda &; degeri V" ve V! arasmda bir deger

ve [V, > 0 kullamlarak;
07 (Vi)™ = (Vi) 207 Vi + (&) At (57V2)”
SV 2 () 2V
Ispat tamamlanir. m
Lemma 3.13 V;* € RM*! bir dizi olsun oyle ki ||V/"||., > 0 ise bu durumda
PV (VTR 0<i< M
esitsizligi saglanir.

Ispat. 1, degeri Vive V| arasinda, &,, degeri de Vj,;_; ve V), arasinda bir deger
ve 1; degeri V; ive V; arasinda ve &, degeri de V;_; ve V; arasinda bir degerdir.
V", > 0 kullamlarak agagidaki gibi ispat tamamlanir.

1<i1<M—-1,n2>0icin

vy =~y eV VW e (it 2 V0 g
i —0'igin
#rat = —oev+ L e o W0
= v+ B gy
i = M icin
PO = (Vi) 2020y 4 el gy BVl e
= ey« D e
P > (V)RR
.

Teorem 3.2 U, (3.5) ayrik probleminin bir ¢oziimii olsun. A € (0,1] sabiti
oldugunu varsayalim 6yle ki ayrik problem (3.17) nin baglangic kosulu asagidaki
esitsizlikleri saglasin:

0% — (&) < —A(G) T 0<i<M -1 (3.20)
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Fea+ (- &) = (€)7 < — A6 (3.21)

Bu durumda, ayrik problemin (3.17) ¢oziimii U} sonlu bir 7" zamaninda stniimlenir

(1- ||sol-||oo>2] v

ve

<
Ts 2AT (2 — o)

esitsizligi saglanir.
Ispat. [0,7), maksimum zaman araligi olsun ve V;* = (1—||U?||_.). Ji* fonksiyonunu
asagidaki gibi tamimlayalim;
J =8V + AV 0<i< M, n>0.
Buradan
0 =02 = &7 [0 (Vi) + AV T = 6% [o7 (Vi) + AV T

= 0f [or(V") = 8 (V)] + Asp (Vi) TH = AS* (V)T

= (V)T -1+ A] - At (V)T
0<t1<M-—1,n >0 igin

OpJp =80T = = (1= Ay (V)] = A8 [(Vi) 7]

t = M igin

TRy — 8Ty = (1= AR ™ e (1= Vi)™ = AP (V)

Lemma 3.12 ve Lemma 3.13 kullanilarak

O =0t g < (L= A)V) TR (V] + (V) A (V)]

‘/;TL

0P (V) — AV TPV + (V) TR AST (V)]

2oVt + AV
2Jn

VTL

1

(
Vi)~
= (V") [0r (Vi) — Ady (V") + A0*(V)")]
(V")
Vi)~

ST =2 < (VR

2

Dolayisiyla;
Op gy = 8T = (V) <0
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elde edilir. (3.20) ifadesi ve Lemma 3.8 kullanilarak .J;(0) < 0 oldugu goriilmektedir.

Buradan da J;(t) < 0 ise o zaman

Jro= or(VM) + AV TS0

(2

gV < AWV

—A
<

= VR
(VO < —A, VP(0) =€,

o7 (Vi")

Esitsizligin her iki tarafinda s’e gore 0 dan t’ye integral alinirsa

[y [ Grasas = [wreneve [ Sas < -t

Fe ()
AT2—a) 2

y (1- %’)2
24T(2 — )’
il = @0 ve V(1) = 0 kullamilarak

97 1/
(1 = lleillso)
e ] . (3.22)

ta

T<

bulunur. =

Sonug 3.1 Ifade (3.22), [ty,T) arasinda integrallenirse

(1—up)*]Ve
— | 24T(2 - a)
UM < 1—CYT —tg)°/?

T —t

elde edilir. Burada C' = 2AI'(2 — «)’dir. Bu sonu¢ ayn zamanda ayrik problemin

soniimleme zamaninin siirliligi icin énemlidir.
3.5 Yakinsaklik, Tutarlilik ve Kararlilik Analizi

Bu boliimde uygulanan sonlu farklar yonteminin yakinsaklik, tutarlilik ve kararlilik

analizleri yapilacaktir.
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Sonsuz sayida ondalikli basamakli ifadeler sonlu fark denklemlerinin ¢oziimiinde
kullanilabilir olsaydi v tam ¢oziimii elde edilebilirdi. Bu durum pratikte miimkiin
olmamakla birlikte sonlu sayida ondalik basamak iceren hesaplamalarda her zaman
yuvarlama hatasi olmaktadir. Bu yiizden, buldugumuz ¢oziim aslinda u degildir.
Bulunan ¢oztim N ile gosterilsin ve niimerik ¢o6ziim olarak adlandirilsin.

(2 bolgesinde (x;,t;) ag: ile oriilstin. Eger
Lu=f, (x,t)eQ (3.23)
kismi tiirevli denklemlerdeki tiim tiirevler fark denklemi ile degistirilirse sonug,
Dlw; | = fij, (z,t) € (3.24)

sonlu fark denklemi (3.24) olur. Esitlik (3.23) deki siirekli problem ayrik hale getiri-
lerek (3.24) elde edilmis olur. Bu ayrik denklemin (4, j) noktalarindaki w; ; ¢oztimii

kismi tiirevli denklemlerin ayni noktalarindaki tam ¢oziimii u(z,t) ye yaklagir.

Tanim 3.1 (Sayisal Hata) Lu = f ¢oziimiiniin fark denkleminde verdigi hataya

lokal kesme hatasi denir ve bu hata asagidaki gibi ifade edilir:
Nij = Dlui;] = fi;
Tanim 3.2 (Yakinsaklik) Kismi tiirevli denklemi yaklagik olarak ifade eden bir

adimli sonlu fark metodunun yakinsak olmasi ile diferensiyel denklemin ¢oziimii

u(z,t) ve sonlu fark denkleminin ¢oziimii w(i, j) ise

e w(4,0) =u(x,0), iAx —

o w(i,j)— u(xz,t;) ve (iAx, jAt) — (z,t), (Az,At) —0
olarak ifade edilir.

Tanim 3.3 (Tutarlilik) Bir Lu = f lineer kismi tiirevli denklemi ve Liazanw =
f sonlu fark denklemi verilmis olsun. Her basamaktan tiirevi siirekli olan bir ¢(z, t)

fonksiyonu i¢in Ax, At — 0 iken

Lo — Liaz,any® — 0

olmasi durumunda sonlu fark denklemi verilen kismi tiirevli denklem ile tutarlidir

denir. Buradaki yaklagim her ag noktasinda noktasal yakinsakliktir.
45



Tanim 3.4 (Kararlilik) Kismi tiirevli denklemlerin sonlu farklar yontemiyle niime-
rik ¢oziimii elde edilirken hesaplamanin her asamasinda hatalar ortaya cikar. Eger
ortaya ¢ikan bu hatalar hesaplama ilerledikce sinirsiz olarak biiyiimiiyorsa bu yontem
kararlidir denir. Sayisal yontemlerin kararliligini Fourier yéntemi ile de inceleyebili-

riz. Bu yontemde

e (3.25)

seklinde ¢oziimlerin olmasindan faydalanilir. Eger || < 1 ise sayisal yontem karar-

lidir; |€] > 1 ise kararsizdir denir.

Teorem 3.3 (Lax-Richtmyer Denklik Teoremi) Baslangi¢ deger problemi iyi
kurulumlu olarak verilen bir kismi tiirevli denklem i¢in tutarh bir sonlu fark denklemi
yakinsaktir ancak ve ancak bu sonlu fark denklemi kararh ise. Yani; sonlu fark
yonteminin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter kosul tutarhh ve kararli olmasidir.

(Strikwerda 1989)

Teorem 3.4 Uygulanan yontemin (3.5) kesin ¢oziime yakinsama orani (¢;, ;) nok-

tasinda O(A?* + Az?) dir.

Ispat. Genellestirilmis Taylor teoremi (1.16) kullanilirsa

_ S (t — a)ioz prey Dt(n+1)au(a) n+1)a
ult) = ; N R Ot v o vy a)™y
_ (t—a) 0 (t—a)* (t —a)* 201
= TerpltUa+ o Pru@) + pgpPrula -

At

meu(a) + O(AL)** 4 - ..

= u(a) +

olup, sayisal yontemin zaman yoniindeki yakinsama orani At?* olarak bulunur.
Yer degistirme yani uzaysal alanda yakinsama orani ise Taylor serisi agilimlar: yardimi

ile bulunur. Taylor serisi acihimlar: asagidaki gibi verilir:

ou . ,0%
ui+17j = UU—FA{B%—FA m"—@(A.I)
ou 5 0% 5
Ui—1,5 = — Aw% -+ AfE @ — @(Al’ )

Bu ifadeler

0°U (zi,t;) UL (t) = 2U(t) + UL (t)
b — ¥ 3 A Fj 2
ot Ax2 I (3.26)
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esitliginde yerine yazildiginda uzaysal yonde yakinsama orani Ax? olarak bulunur

ki sonug olarak

N;j; = (u?‘ — Kug, — sz) + Atzano‘u + Ktlgpee A% + ...

elde edilir. (Burada N;;: "Lokal Kesme Hatas1" anlamindadir).

Yontemin yakinsama oram O(A#?* 4+ Ax?) dir. Bu da gostermektedir ki uygulanan
sayisal yontemin zaman yoniindeki yakisama oram At?** ve uzaysal yonde yakin-
sama orani ise Az? dir. Ek olarak niimerik hatanin ana kismi At ve Az — 0 iken
sifira yakinsak olup, dolayisiyla uygulanan yontem tutarhdir. m

Yakinsaklik analizi icin cogu zaman yakinsaklik analizi yerine kararhlik ve tutar-
lilik analizlerini yapmak tercih edilir. Bu baglamda; niimerik analizin en 6nemli
teoremlerinden biri ise Lax Theoremi’dir. Bu teorem; yakinsaklik (convergence)
ile kararhlik (stability) + tutarhlik (consistency) birbirini ¢ift yonlii olarak gerek-

tirdigini ifade etmektedir.

Teorem 3.5 Uygulanan yontem (3.5) kararhdir.

Ispat. Kapali sonlu fark yonteminin kararhlik analizi i¢in denklem (3.9) kullanilir.

Buna gore

—1

~KUL + (14 2K) U] = KUy = At ) [Tipn = Ty Uf + F,
0

<.

>
Il

0<i<M-—1,0<j < N yazlabilir. [73 denklem (3.9) igin yaklagik ¢oziim olsun
ve

g=U/-U/, 0<i<M,0<j<N
degerini yuvarlama hatasi olarak alalim.
& = (€€l Eh)
Ve sonsuz normu

e = gmax [62] = €]
1€l = e &3] = l&m

Yuvarlama hatasi1 agagidaki denklemi saglar:

<.
|
—_

_ng—l + (1 +2K) fg — ng—i-l = At® (T k1 — Tkl &r.
0

£
Il
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Sonlu fark yénteminin kararli olup olmadigini kontrol etmek igin, yuvarlama hatasi

¢! nin boyutunun zaman iginde nasil gelistigini inceleyelim:

L€l = —K¢& |+ (1+2K)¢ — K¢l (3.27)
ve
Logl™ = At [Tjun — Tl & (3.28)
k=0

olarak tanimlayalim. Buradan esitlikler (3.27) ve (3.28)
Lig] = Log]™!

olarak yazilir. Denklem (3.28) ve [T} x11 — T} k] > 0 oldugu dikkate alinarak

il
At [T k11 — T ) f?
0

j—1
< ’55_1| At® Z L jev1 — Tj i

k=0

.

|szg_1‘ -

B
Il

elde edilir. Burada,

j_l‘: max |k|
€] oJnax [€;

—1
olarak tanmimlanabilir. Z;O [Tjkt1 — Tjk) = At~ dir. Burada T;; = At~ ve
T;0 =0 dir.

‘L255_1| =

AN [Ty — Tya) €8] < |67

yazilir. Sonug olarak

1€, = [€] = |-K¢&, + (1 +2K) ¢, — K&,
= L&, = L& < 67 = 1]
elde edilir. Yani

Il = 1€l 0= <N

Dolayisiyla, uygulanan yoéntem (3.5) kararhidir. m

Uyar1 3.2 Sayisal yontemin kararliligin1 Fourier yontemi ile de inceleyebiliriz. Buna
gore

g = EnelIn (3.29)
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olsun. (3.29) ifadesini (3.8) denkleminde yerine yazalim. Buradan
n—1
Ata ZTnJg (é—kelﬁjAIE . é—k—lelﬂjAI) 4 |:( nezﬂjA:E o gn—leiﬁij)}
k=1

- K {fneiﬁ(jfl)Ax o 2£nei,8jAa: + gnei,ﬁ(j+1)Ax} 4 OF

n—1
A ZTn,k é;kei,b’jAa: (1 . 5—1) + gneiﬁjAm [(1 . é——l)}
k=1
— Kén eiﬁjAm {efi,BAac 24 eiBAz} + SF

At°T(2 — )

lde edilir. K =
elde edilir A7

ve § = At°T(2 — @) du.
n =0 icin
[(1—¢N] —K {2 —24¢P87L —6F = 0
[(1—¢Y] — K{-2sin’ Az} —6F = 0
(1-¢Y = K{-2sin’pBAz} +6F

¢ = 1-K{-2sin*BAz} — 6F
1

1+ K{Q sin? BAQ:} —oF

gl < 1

elde edilir. Boylece Von Neumann kararlilik analizine gore || < 1 oldugundan

yontem kararhdir.

Teorem 3.6 Uygulanan (3.5) yontemi yakisaktir.

Ispat. u(w;,t;) denklem (2.9) un kesin ¢oziimii olsun. &) = u(w;,t;) — U} olarak

7

tammlansin. Buradan hata denklemi
Lyel = Loel ™' + Ny (3.30)

N, ;, denklem (3.5)’in lokal kesme hatas: olmak {izere

J _ J| — |27
€[], = max [&]] = e},
2 |loo 0<i<M 1 m

sonsuz normu olarak tanimlanir. Buradan,
el = lehl = |Laeh| = | Lol + N

< |LE 4 INul < | + 1INl < |87 4 Ni max
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Ni,jmax = max ‘N%]‘ .
j,m

j =11i¢in
€2 lloc = llE7ll oo + Nigmax = Nijmas
elde edilir.
€. < Nijmaw 0<j<N
Ni,jmax S C (AtQa -+ A$2> s 0 S] S N

Sonug olarak uygulanan yontem yakinsaktir. m

3.6 Sayisal Sonuglar

Bu boéliimde tekil kaynakli zaman kesirli yayilim denklemi i¢in 6nerilen sonlu fark
yonteminin bazi sayisal simiilasyonlar1 ve sayisal sonuglar1 verilmektedir.

[0, L] bolgesinin uzunluguna bagh olarak sondiirme fenomeninin gozlemlenebilecegi
veya goriilmeyebilecegi bilinmektedir. 0 < x < L arahiginda baslangic kosulu olarak
u(z,0) = 0.00052%(z— L)? ahnmustir. Ik olarak zaman kesirli diferensiyel denklemde
L degerlerine gore degisimi gozlemlenmektedir. Buna gore; ilk agamada sabit deger
olarak kesirli tiirevin basamagi a = 0.4 alindiginda farkli L sayisi secimleri iizerine
yontemin sayisal ¢oziimii simiile edilir. Sayisal ¢oziimlerin birkag 6zel durumu Sekil
3.1 de gosterilmektedir.

Sekil 3.1 de, L birden ikiye degismesi durumunda sayisal ¢oziimiin kararl davranis-
tan sondiirme davranigina degistigini gozlemliyoruz. Séndiirme zaman [0, 1] de bu-
lunur. Sekil 3.1(a) ve 3.1(d) nin karsilagtirilmasi, séndiirme olay1 ortaya giktiginda,
u nun zaman tiirevinin Sekil 3.1(d) de patladigini gostermektedir. L nispeten kiigiik
olsa da, u ¢oziimii mevcuttur ve Sekil 3.1(a) da zaman tiirevi sifira yaklagir.

Sekil 3.2 de a basamaginin ¢oziim dinamikleri tizerindeki etkisi gozlemlenmektedir.
a nin etkisinin ¢oziim tizerindeki etkisi aciktir. Sekil 3.2(a) daki o degeri kiigiik
segilirse yani o = 0.4 degeri igin ¢oziim soniim noktasina ¢ok daha hizli yakin-
sar. Sekil 3.2(b) deki « degeri biiyiik segilirse yani o = 0.8 degerinde ise baglangig
kosulundan kararli bir dengeye kadar artacaktir. Burada, biiyiik o degerinde kesirli

tiirevin giiglii hafiza yetenegi nedeniyle yavas yayilim hizina kargilik gelir. Sayisal
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=1 L=1.5

Sekil 3.1 o = 0.4 ve farklh L degerleri igin u(z,t) ¢oziimleri

testimizde, Sekil 3.2(a) da maksimum wu(z,t) degeri yaklagik 0.25 iken, Sekil 3.2(b)
de bu deger yaklagik 0.08 dir. Bu, (x,t) deki ¢dziimiin daha biiyiik « ile daha yavag
yayilldigini gostermektedir.

Sekil 3.3 ve Sekil 3.4 te Neumann simir sarth kapali sonlu fark yonteminin M = 800
de iirettigi ¢oztimleri goriilmektedir. © = L/2 de hem o = 0.4 degerinde hem de
a = 0.8 degerinde sonlu bir 7" zamaninda séniim durumunun gergeklestigi yapilan
niimerik deneylerle gosterilmigtir. Sayisal ¢oziimiin = L/2 de a = 0.4 ve o = 0.8
degerlerinde © nun zaman tiirevinin o = 0.4 degerinde o = 0.8 degerine gore artan

bir oranda biiyiidiigiinii gostermektedir.
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Sekil 3.2 a = 0.4, &« = 0.8 degerleri i¢in u(x,t) ¢oziimleri

T=0.3 T=0.5

Ufx )
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Sekil 3.3 M = 800, o = 0.4 ve farkli 7" zamanlarindaki u(z,t) ¢oziimleri
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Sekil 3.4. a = 0.4 ve a = 0.8 degerleri igin farkli 7" zamanlarindaki u(z, t) ¢oziimleri
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4. SONUC VE DEGERLENDIiRME

Son zamanlarda kesirli analiz kavramiyla birlikte kesirli tiirev ve kesirli integral
konusu kapsaml bir sekilde ¢aligilmaktadir. Giiniimiizde, kesirli basamaktan tiirev
ve integral igeren diferensiyel denklemler ¢ok sayida miihendislik problemlerinde
uygulanmistir. Bu ¢aligmada ise kesirli 1s1 denklemi icin iki farkli soniim problemi
ele alimmigtir. Parabolik denklemlerin bir 6rnegi olarak 1s1 denklemi iizerinde yapilan
calismalar son yillarda artig gostermekte olup bu alanda en ¢ok calisilan alanlardan
biri de soniim ve patlama problemleridir. Literatiirde, kismi tiirevli diferansiyel
denklemler kapsaminda soniim ve patlama problemlerini ele alan ¢ok sayida kaynak
mevcuttur. Kesirli analiz ¢egitli mithendislik alanlarinda galisilmakta olsa bile kesirli
tirev ve integral igeren soniim ve patlama problemleri i¢in yapilan caligmalar cok
nadirdir. Bu tez ile tekil 1s1 kaynakl kesirli yayilim denklemleri {izerine yapilan bir
caligma olarak literatiirdeki eksiklik giderilmeye caligilmigtir. Bu amagcla ilk prob-
lem, parabolik denklemin tanimli oldugu bolgenin icinde bir 1s1 kaynagina sahip
olan ve simirlarda akisin olmadig tekil kaynakli lineer olmayan kesirli bir yayihim
denklemi calisilmustir. Ikinci problem ise iki farkli tip tekil 1s1 kaynagina sahip biri
denklemin tanimli oldugu bolgenin icinde ve digeri bolgenin sinirinda bir parabolik
denklem ele alinmigtir. Calisilan parabolik tipten denklemlerin ¢oziimiiniin séniim
davranig1 incelenmistir. Sonlu zamanda denklemlerin ¢oziimiiniin séndiigii ve be-
lirli sartlar altinda zamana goére tiirevin patladigi ispatlanmstir. Ugiincii boliimde,
zaman-kesirli yayilim denklemleri i¢in sonlu fark metodu olusturularak denklemin
sayisal ¢oziimleri incelenmigtir. Uygulanan metodun kesin ¢dziime yakinsama orani
gosterilmis olup uygulanan metodun tutarlilik, yakinsaklik, ve kararliligi da gos-
terilmigtir. Denklemler i¢in bir soniim orani ve bu soniim oranindan yararlanarak
soniim zamani i¢in bir sinir elde edilmistir. Ayrica elde edilen sonuglarin sayisal ve

grafiksel olarak kargilagtirildigi bazi simulasyonlar verilmistir.
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