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OZET

Q-DIFERANSIYEL DONUSUM METODU VE UYGULAMALARI

Madeha MOHAMMED ABDALRAHMAN IBRAHIM
Ondokuz May1s Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dal1
Yiiksek Lisans, Haziran/2023
Danisman: Dog. Dr. Fatma HIRA

Diferansiyel doniisiim metodu lineer olan veya lineer olmayan adi veya kismi
tirevli pek cok diferansiyel denklemi c¢6zmekte etkili bir yontemdir. Diger
yontemlere kiyasla kolay uygulanabilir olmasi ve o&zellikle lineer olmayan
denklemlere de etkili bir sekilde uygulanabilmesi metodun tercih edilme
sebeplerindendir.

Son yillarin giincel konularindan biri de g-analizdir. Buradaki g-tlirev limit
almadan sadece fark orani ile tanimlandig1 i¢in g-analiz limitsiz analiz olarak da
bilinmektedir.

Diferansiyel donilisim metodunun g-benzeri olarak g-diferansiyel doniisiim
metodu iizerine incelemeler yapilmistir ve yapilmaya da devam etmektedir. Bu tezde,
bir boyutlu g-diferansiyel doniisiim metodu ve temel 6zellikleri incelenerek bazi g-
baslangi¢ deger problemleri lizerinde uygulamasina yer verilmistir.

Tezin birinci boliimiinde, g-analizi, diferansiyel doniisim metodu ve g-
diferansiyel doniisiim metodu ile ilgili literatiir 6zetine yer verilmistir. Tezin ikinci
boliimiinde, g-analizi ve diferansiyel donilisiim metodu ile ilgili temel tanim, teorem
ve Ozellikler verilmistir. Tezin {li¢lincli boliimiinde, g-diferansiyel doniisiim metodu
tanimlanarak, metotla ilgili temel teoremler ve ispatlar1 verilmistir. Tezin dordiincii
boliimii, g-diferansiyel doniisim metodunun g-diferansiyel denklemlere
uygulanmasina ayrilmistir. Bu baglamda g-Lane-Emden diferansiyel denklemi, g-
Riccati diferansiyel denklemi, g-integro-diferansiyel denklemi gibi lineer ve lineer
olmayan g-diferansiyel denklemi iceren baslangic deger problemleri bu metotla
coziilerek, tam ¢oziimler veya seri ¢oziimler elde edilmistir. Q-tiirev tanimi geregi
q — 1 i¢in limit alindiginda g-analizdeki bulgu ve sonuglar klasikteki karsiliklarina
indirgenmektedir. Tez kapsaminda incelenen problemlerde de g = 1 icin limit
alindiginda klasik karsiliklar1 ve ¢oziimleri elde edilmektedir. Tezin son bdliimiinde
diger sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Sozciikler: g-diferansiyel doniisiim metodu, g-analiz, g-baslangic deger
problemi, g-integro-diferansiyel denklem
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ABSTRACT

Q-DIFFERENTIAL TRANSFORM METHOD AND ITS APPLICATIONS

MADEHA MOHAMMED ABDALRAHMAN IBRAHIM
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Master, June/2023
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Fatma HIRA

The differential transformation method is an effective method for solving many
linear or non-linear ordinary or partial differential equations. The fact that it is easy
to apply compared to other methods and that it can be applied effectively to non-
linear equations is one of the reasons why the method is preferred.

One of the current issues of recent years is g-calculus. Since the g-derivative
here is defined only by the difference ratio without limit, g-calculus is also known as
unlimited calculus.

Investigations on the g-differential transformation method as g-analogue of the
differential transformation method have been made and continue to be made. In this
thesis, the one-dimensional g-differential transformation method and its basic
properties are examined and its application on some g-initial value problems is
given.

In the first part of the thesis, literature summary about g-calculus, differential
transformation method and g-differential transformation method is given. In the
second part of the thesis, basic definitions, theorems and properties related to g-
calculus and differential transformation method are given. In the third part of the
thesis, the g-differential transformation method is defined and the basic theorems and
proofs about the method are given. The fourth chapter of the thesis is devoted to the
application of the g-differential transformation method to g-differential equations. In
this context, initial value problems involving linear and non-linear g-differential
equations such as g-Lane-Emden differential equation, g-Riccati differential
equation, g-integro-differential equation are solved with this method, and exact
solutions or serial solutions are obtained. By the definition of the g-derivative, when
the limit for g—1 is taken, the findings and results in the g-calculus are reduced to
their classical counterparts. In the problems examined within the scope of the thesis,
when the limit for g—1 is taken, the classical equivalents and solutions are obtained.
In the last part of the thesis, other conclusions and suggestions are given.

Keywords:  g-differential transformation method, g-calculus, g-initial value
problem, g-integro-differential equation
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1. GIRIS

Fizik, kimya ve miihendislikteki bir¢ok problem, adi veya kismi diferansiyel
denklemler ile modellenmektedir. Bu tiir denklemlerin, 6zellikle lineer olmayanlarin
analitik ¢6zlimiiniin zor oldugu durumlarda sayisal yontemler tercih edilmektedir. Bu
yontemlerden biri de diferansiyel donilisim metodudur ve yar1 analitik bir metottur.
Problemlere uygulanmasinin kolay olmasi ve c¢ogunlukla tam ¢oOziimiin elde
edilmesine olanak saglamasi yoniinden matematigin yam sira farkli alanlarda da

tercih edilen bir metottur.

Diferansiyel doniisiim metodu aslinda Taylor seri agilimina dayanmaktadir.
Bu metot ile Taylor seri agilimindaki katsayilar doniisiim degerleri olarak tanimlanip

seri formda ¢oziim elde edilmektedir.

Diferansiyel doniisiim metodu ilk kez Zhou (1986) tarafindan literatiire
kazandirilmig ve elektrik devrelerinin olusturdugu lineer ve lineer olmayan baslangic
degeri problemlerini ¢6zmek i¢in kullanilmistir. Sonrasinda metodun farkh
boyutlardaki genellemeleri yapilarak c¢ok farkli problemlere uygulanmasi

incelenmistir.

Iki boyutlu diferansiyel doniisiim metodu (Chen ve Ho, 1999; Ayaz, 2003)
caligmalarinda ele alinmistir ve bu metotla kismi diferansiyel denklemler ve

sistemlerinin ¢éziimleri incelenmistir.

Genel olarak diferansiyel doniisiim metodu farkli tiirden pek ¢ok denkleme
uygulanabilen kullanishh bir metottur. Bu metotla diferansiyel ve integral
denklemlerin ¢dziimleri (Odibat, 2008; Arikoglu ve Ozkol, 2005, 2008; Moharin ve
Patila, 2012; Biazar vd., 2012) calismalarinda; denklem sistemlerinin ¢oziimleri
(Ayaz, 2004; Abdel-Halim Hassan, 2008; Ravi Kanth ve Aruna, 2008; Mirzaee,
2011) calismalarinda; lineer olmayan kismi diferansiyel denklem ¢oziimleri (Ravi
Kanth ve Aruna, 2009; Jafari vd., 2010; Gavabaria vd., 2014; Jang vd., 2000)
calismalarinda incelenmistir. Ozdeger problemleri (Chen ve Ho, 1996) ve fuzzy
diferansiyel denklemleri (Allahviranloo vd., 2009) de diferansiyel doniisiim metodu
ile ¢oziilmiistiir. Metodun farkli alanlardaki uygulamalarina 6rnek olarak, KdV ve
mKdV denklemlerinin soliter dalga ¢oziimleri (Kangagil ve Ayaz, 2009), kimyadaki
bazi baslangic deger problemleri (Qin ve Lou, 2021), Euler Bernoulli kolonunun

kararlilik analizinin incelenmesi (Muralikrishnan vd., 2015), konsol kirigin biiyiik
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deformasyon analizi (Abbasi ve Javed, 2020), dogrusal olmayan biyokimyasal
reaksiyon modelinin giivenilir bir sekilde islenmesi (Batiha ve Batiha, 2011)

calismalari verilebilir.

Diferansiyel doniisiim metodu ile farkli metotlarin karsilastirmasi (en kiigiik
karaler yontemi, sonlu fark yontemi, Laplace doniisiimii gibi) veya bu metotlarin
birlikte (hibrid) kullanimi (Chu ve Chen, 2008; Alquran vd., 2012; Hasankhani vd.,
2014; Bozyigit vd., 2017) ¢alismalarinda ele alinmistir.

Kuantum analiz (¢ -analiz) limitsiz analiz olarak bilinmektedir. Klasik tiirevi

bir kuantum fark operatorii ile degistirerek diferansiyellenemeyen fonksiyonlar

kiimesi ile ilgilenmeye olanak saglar. Literatiirde g -analizi ile ilgili, farkli alanlarda,

oldukca fazla ¢aligma bulunmaktadir. Konuyla ilgili temel kaynaklar (Jackson, 1904,
1910; Jordan, 1965; Gasper ve Rahman, 1990; Ernst, 2000; Kac ve Cheung, 2002)

olarak verilebilir.

Klasikte var olan tamim ve Ozelliklerin ¢ -analizdeki karsiliklarina ¢ -
benzerleri denilmektedir. Diferansiyel donilislimiin g -benzeri iizerine de incelemeler
yapilmistir. Jing ve Fan (1995), g -Taylor seri agilimi1 ve bir boyutlu ¢ -diferansiyel

doniisiim metodu lizerine ilk incelemeleri yapmistir. Bu yontem kullanilarak lineer

olmayan soniimlii ¢ -fark denklemi (Liu, 2011), lineer g -deforme Lane-Emden
denklemi (Yener ve Emiroglu, 2014) ve ¢ -Riccati denklemi (Abdulmajeed ve
Khudair, 2021) gibi denklemler ¢oziildii. Iki boyutlu g -diferansiyel doniisiim
metodu (EI-Shahed ve Gaber, 2011; Garg ve Chanchlani, 2014) calismalarinda ele

almmistir. Garg ve Chanchlani bu yontemi kullanilarak ¢ -kinetik (Garg ve
Chanchlani, 2012) ve ¢ -Schrodinger (Garg ve Chanchlani, 2013) denklemlerinin

¢dziimlerini incelediler. Iki boyutlu diferansiyel déniisiim metodunun alternatifi

olarak sunulan indirgenmis diferansiyel doniisiim metodunun ¢ -benzeri (Jafari vd.,
2014; Sadik ve Orie, 2021) c¢alismalarinda sunulmustur. Kesirli ¢ -diferansiyel
denklemleri ¢ézmek icin kesirli ¢ -diferansiyel donlisim metodu (EI-Shahed vd.,
2013; Chanchlani vd., 2019) calismalarinda olusturulmustur.

Bu tezde, (Jing ve Fan, 1995; El-Shahed ve Gaber, 2011; Garg ve
Chanchlani, 2014) calismalar1 temel alinarak bir boyutlu ¢ -diferansiyel doniisiim

metodu lizerine incelemeler yapilmistir. Metodun tanimi verildikten sonra temel

2



ozelliklerin ¢ -benzerleri olusturularak ispatlar1 verildi. Uygulama olarak klasikteki
baz1 problemlerin g -benzerleri olusturulup ¢ -diferansiyel doniisim metodu ile
¢Ozlimleri incelendi. Bu kapsamda g -Lane-Emden, ¢ -Riccati, g -integro denklem
tipinde lineer ve lineer olmayan ¢ -diferansiyel denklemleri olusturularak tam veya

seri formdaki ¢oztimleri elde edildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde ¢ -analiz ve diferansiyel doniisiim metodu ile ilgili temel tanimlar,

ozellikler ve teoremler verilecektir.

2.1 Q-Analiz

Tez boyunca bahsi gecen ¢ sayist 0 ile 1 arasinda sabit bir sayidir. ¢ -analizi

ile ilgili temel tanim ve bilgiler (Gasper ve Rahman, 1990; Kac ve Cheung, 2002;
Annaby vd., 2012) kaynaklarindan alinmis olup bu kaynaklarda daha ayrintili bilgiler

bulunabilir.

Tanim 2.1. Herhangi bir reel veya kompleks & sayisinin ¢ -benzeri

1-¢°
ol = 2.1
lad, =5, @1
ve sonsuzun ¢ — benzeri
[o0], =—— 2.2)
q 1—6] :
ile tanimhidir. @ =n e N ise
1-¢" _
[n], = " el =q" " g +q+1 2.3)
-q
olmaktadir.
Tanim 2.2. n! ifadesinin ¢ -benzeri
n| |n=1{ .12 [1| , n=12,3,...,
S GACRICU] 0
o, n=0,

ile tanimlidir.

Tanim 2.3. ae€C olmak iizere ¢ -Pochhammer sembolii veya ¢ -Gteleme

faktori

H(l—aqk), nx1, 2.5)

seklindedir. Buna gore n =00 igin



(a;q). : lj(l aq)zl a)(1- aq)(l aq) (l—aq”)...,

k=0
yazilir.

Tanim 2.4. ¢ sayist 0< g <1 kosulunu saglayan pozitif bir say1 olmak iizere

her x € 4 i¢in gx € 4 ise A< R kiimesine ¢ -geometrik kiime denir.

Tanim 2.5. 4 bir g -geometrik kiime olmak ilizere 4 da tanimli reel ya da
kompleks degerli bir f* fonksiyonunun ¢ -fark operatérii D, (veya Jackson g -fark
operatorii)

S (gx) - f(x)

D, f(x)= gx-x (2.6)
f'(0), x=0,

ile tanimhdir. Bu durumda D, f ifadesine f fonksiyonunun g -tiirevi denir

(Jackson, 1910).
(2.6) esitliginden limD, f(x)=f"(x) oldugu yani g=1 i¢in limit
q—>

alindiginda klasik tiirevin elde edildigi goriilmektedir. Buna gore ¢ -fark operatorii
icin verilen tanim, teorem ve Ozellikler ¢ —1 i¢in klasikteki karsiliklarina

indirgenmektedir.

Ornek 2.6. ne N olmak iizere f(x)=x" fonksiyonu i¢in (2.6) esitliginden

e o@)' =X (@)
! (g=Dx  (¢-D

yazilir. Burada (2.3) esitligi kullanilirsa

n o__ -1
D x" =[n] x

elde edilir. ¢ — ligin [n]q —n oldugundan, ¢—>1 igin D,x" — Dx" =nx""

oldugu gortiliir.

Tanim 2.7. Bir f* fonksiyonunun ¢ -integrali



[r(0)dr=x(1-q)>q"f(xq"), xe 4, @.7)

ile tanimlidir (Jackson, 1910).

Tanim 2.8. f,g:A4—> R fonksiyonlar1 0 noktasinda siirekli ise ¢ -kismi

integrasyonu
J-Zg(x)qu(x) dx= (f(x)g(x))‘: —sz(qx)Dqg(x)dqx (2.8)

ile tanimlidir (Annaby vd., 2012).
Teorem 2.9. f: 4 — R, 0 noktasinda siirekli olan bir fonksiyon ve

F(x)=J-f(t)dqt, xeA,

0

olsun. O zaman F, 0 noktasinda siireklidir. Ayrica her x € 4 i¢in D F (x) vardir

Ve

seklindedir. Diger taraftan

b

[D,7(t)d,t=1(b)-f(a), her a.bel,

a

olur (Annaby vd., 2012).

Tanim 2.10. Herhangi iki f/ ve g fonksiyonunun ¢ -¢arpimi
D, (f(x)g(x))=g(x)D,f (x)+/(g%)D,g(x) 29
seklindedir (Kac and Cheung, 2000).
Tanim 2.11. Eger f fonksiyonu A4 kiimesinde n kez ¢ -tiirevlenebilir ise

yiiksek mertebeli tiirevleri D, =d_qx ve D;) f = f olmak lizere

q

n . n—1
D!f=D,D"f (2.10)

ile tanimlanir.



Teorem 2.12. f ve g fonksiyonlar1 7 -kez ¢ -tiirevlenebilir fonksiyonlar

olmak iizere g-Leibniz formiilii, » € N ig¢in,

n

2 (rWe)-3] ] () oe) an

r=0
veya

Dy (f(x)g(x))= n {n} g "Dy f (xq") Dg (x) 2.12)

n| !
ile tanimlidir (Garg ve Chanchlani, 2014). Burada {n} = [ ]q seklindedir.
r

. [n—r]q ![r]q !

Tamim 2.13. Klasik analizde iistel fonksiyonun seri agilimi € —Z—'
n=0 Mn:

seklindedir. Bunun ¢ -benzeri olarak iki tane ¢ -listel fonksiyonu tanimlanmistir.

Birinci tiir ¢ -Ustel fonksiyonu e, (x)

= x" 1
eq(x)_;[n]q!_(1—(1—q)x)‘;°’ l<le=], @13

ile ikinci tiir g -tstel fonksiyonu E, (x)
E,(x)= z:““” =(1+1-9)x);, xeC, (2.14)
n=0 q

ile tanimlidir (Kac ve Cheung, 2002). Bu fonksiyonlar i¢in

¢, (x)E, (-x)=1,
e,(0)=E,(0)=1,

lim £, (x) =" =lime, (x), (2.15)
eq" (x) = Eq (x)’
ve
D = 9
o (X) “ (X) (2.16)

D,E,(x)=E, (4x),



esitlikleri saglanir.

Tanim 2.14. Birinci tiir ¢ -trigonometrik fonksiyonlari

1)" x2"

cos, (x) =) = (2.17)
,,Z(; [Zn] !
”’ 2n+1
sin_(x —r 2.18
( )= Z 2n+1 ( )
ile tanimlidir ve
cos,(0)=1, sin (0)=0, 2.19)
D sin (Ax)=Acos (Ax),
, sin, (Ax) .q( ) 2.20)
D, cos, (Ax) =—=Asin (4x),
olmaktadir.
2.2. Diferansiyel Déniisiim Metodu ve Temel Ozellikleri
Tanim 2.15. Bir f* fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii
1(d"f(x)
F(k)=— 2.21
( ) k![ dx* Y (221)

ile tanimhdir. Burada f'(x) orijinal fonksiyon, F (k) doniistiiriilmiis fonksiyondur.

F (k) fonksiyonunun ters diferansiyel doniistiimii

F(k)x* (2.22)

f(x)= ii[dkf(x)l_o x* 2.23)

yazilir.

Diferansiyel doniisiimiin sagladigi temel 6zellikler (2.21) esitligi ve tiirevin

ozellikleri ile kolayca ispatlanabilir. F(k), G(k) ve H (k) srastyla f(x), g(x)



ve h(x) fonksiyonlarinin diferansiyel doniisiim karsiligit olmak {izere, bu

Ozelliklerden bazilar1 Tablo 2.1 ile verilmistir.

Tablo 2.1. Diferansiyel doniisiim metodunun baz1 temel 6zellikleri

Orijinal fonksiyon Doniistiiriilmiis fonksiyon
7(x)=ag(x)£ ph(x),a. p R, F (k)= aG(k)+ pH (k)
f(x)=x",neN, F(k)zé'(k—n):{l’kzn
0, k#n.

) dgd(x) F(k)=(k+1)G(k+1)

o6
()= d’j(rx) F(K)=(k +1)(k+2)..(k+r)G(k +7)

X
f(x)=g(x)h(x) F(k)=§G(k—r)H(r)
f(x)zfg(t)dz F(k)= G(l;_l), k>1,
f(x):eﬂx, AelR, _ﬂk

(k)—g

f(x)=cos(ax+b), a,beR, F(k)=a—kcos(k—ﬂ+bj
f(x)=sin(ax+b), a,beR, F(k)zi—isin(k—ﬂ+b)




3. Q-DIFERANSIYEL DONUSUM METODU VE
OZELLIKLERI

Bu bolimde, bir boyutlu ¢ -diferansiyel donilisim metodunun tanimi

verilerek temel 6zellikleri teorem olarak verilip, ispatlanacaktir.

Tanim 3.1. Bir f fonksiyonunun ¢ -diferansiyel doniistimii

F (k) :L(m] G.1)

(K]

ile tanimlanir. Burada F;(k) , f (x) fonksiyonunun ¢ -diferansiyel doniistimiidiir

(Jing ve Fan, 1995). Ters ¢ - diferansiyel doniisiimden

£(x)=2F, (k) 3-2)

f(x)= ZL_{MJ x* (3.3)

elde edilir.

Bundan sonraki teoremlerde bahsi gegen f(x), g(x) ve A(x) uygun

mertebeden ¢ -tiirevlenebilir fonksiyonlardir ve F,(k), G,(k) ve H, (k)
fonksiyonlar1 sirasiyla bu fonksiyonlarin g -diferansiyel doniisiim karsiligidir.
Teorem 3.1. Eger @, R i¢in f(x) = ag(x)* Bh(x) ise
Fq(k):an (k)irﬂHq (k) 3.4

olur, yani g -diferansiyel doniisiim lineerlik 6zelligini saglar.

Ispat. (3.1) tanimindan ve ¢ tiirevin lineerlik zelliginden
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yazilir buradan da
F,(k)=aG, (k)£ pH, (k)

oldugu elde edilir.

Teorem 3.2. Eger neN igin f(x)=x" ise

F (k)=6(k-n)

q

1, k=n,
olur. Burada o (k o n) = {O I Dirac Delta fonksiyonudur.
b nﬂ

Ispat. (3.1) tanimindan

1 (4 f(x) L [d ¥
E, (k) - [k]q !{ dqu l_o ) [k—]q!(Wl_o

yazilir. Ornek 2.6 dikkate alinirsa

n 1] [n ] x"*, k<n,
kxn
(L [ L[n—lL.-.[ Lo, k=
! 0, k>n,

(3.5)

(3.6)

3.7)

elde edilir. (3.7) esitligi (3.6) da yerine yazilip x =0 degeri i¢in hesaplama yapilirsa

1 (dFx"
F (k) = _(‘f_}
1 [k]q! dqu i,

1 |0, k<nvek>n,
_[k]q' [n]q!’ k:}’l,

elde edilir. Buradan da
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0, k#n,
F (k)=
Q( ) {1, k:n,

olup Dirac Delta fonksiyonunun tanimi geregi

F,()=6(k—n)
elde edilir.
d
Teorem 3.3. Eger f'(x)= &) ise
d,x
F,(k)=[k+1] G, (k+1) (3.8)
olur.
Ispat. (3.1) tanimdan
£ (k)= 1 (quf(x)J 1 { d} dqg(x)J 59
1 [k]q! d x" y [k]q! dx* dx .
yazilir. (2.10) esitligi dikkate alinirsa, (3.9) esitligi
1 d k+1g X
Fq(k):[k] ,( qd xk+(1 )] (3.10)
q° q x=0

olarak yazilir. (2.3) tanimina gore diizenleme yapilirsa

F (k)= [’”l]q(df“g(X)J

=] e

_ [le+1], {dq"”g(x)} _

[e+1] 1 dx*

olup buradan da

F,(k)=[k+1], G, (k+1)

elde edilir.
3 d'g(x) .
Teorem 3.4. Eger f(x)=—"—"— ise
d,x
F, (k) :[k+1]q [k+2]q ...[k+n]q G, (k+n) (3.11)
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olur.

Ispat. (3.1) tanimdan

L (dif(x)) 1 (4 dig(x)
Fq(k)_[k]q!( d x* l_o_[k]q!{dqu dx" ) (312)

yazilir. Yine (2.10) esitligi dikkate alinirsa, (3.12) esitligi

1 d k+ng (x)
F (k)= 1
q ( ) [k] '( d xk+n
q q x=0
olarak yazilir. (2.3) tanimina gore diizenleme yapilirsa

1 [k+1] [k+2] L [k+n], (dq’”"g(x)J _

= 2] el | 4P

!
q

(k1] [k+2], [+ n], (dq’””g(x)} _

[k+n]q! dqx]”"

olup buradan da
F (k):[k+1]q [k+2] ..[k+n]q G, (k+n)

q q y

elde edilir.
Teorem 3.5. Eger AR igin f(x)=¢, (Ax) ise

/flk
F, (k) = [k] ! 3.13)
q
olur.
Ispat. (3.1) tanimdan
1 [d kf(x) 1 (dFe (lx)
E;(k):[k] ,{ qd o :[k] \ qdqu 3.14)
q’ q x=0 q° q x=0
yazilir. (2.16) esitligi dikkate alinirsa, (3.14) esitliginden
1
F (k)= W(ﬂeq (2x)) (3.15)
q
elde edilir. x =0 yazildiginda (2.15) esitligi dikkate alinirsa (3.15) esitliginden
/,Lk
F, (k)= K

q

13



elde edilir.
Teorem 3.6. Eger A€R i¢in f(x)=E, (Ax) ise

olur.

Ispat. (3.1) tanimdan

1[4 f(x) L [dE,(Ax)
Fq"‘):[k]q!{ a0 l_f[k]q!( % J

yazilir. (2.16) esitligi dikkate alinirsa, (3.17) esitliginden

N PP
F(J(k):— Aq *? Eq(/lq x)
x=0

[%],!

(3.16)

(3.17)

(3.18)

elde edilir. x =0 yazildiginda ve (2.15) esitligi dikkate alinirsa (3.18) esitliginden

k(k-1)

elde edilir.

Teorem 3.7. Eger g bir g -integrallenebilir fonksiyon olmak {iizere

f(x)=]ig(t)dqt ise

olur.

Ispat. (3.1) tanimdan

o [“’df()j :@[j—;iigmd@

q

x=0

yazilir. Teorem 2.9 dikkate alinirsa, (3.20) esitligi
1 qu*l

(k)= [k_]q!(dqul ¢ (X)L

olup (2.4) tanimindan (3.21) esitligi

14
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elde edilir.

Iki fonksiyonun c¢arpiminin ¢ -diferansiyel déniisiimiinii (Teorem 3.10)
ispatlamakta kullanilacak olan asagidaki iki dnerme verilsin.

Onerme 3.8. Bir f fonksiyonu i¢in

k| k A i)
f(qu):ZL} (¢=1) g * XD f(x) (3.22)
olur.
Ispat. (2.6) tanimi kullanilirsa D, f(x) :—f(qx)—f(x) esitliginden
gx—x
f(gx)=(q—-1)xD, f (x)+ () (3.23)

elde edilir. Buna gore (3.22) esitligi k£ =1 igin saglanir. Ikinci tiirev alinirsa

f(a°x)=(g+1) f (qx) + o/ (x)
q(q—l)2 x*

Df (x)-

olup buradan
2
f(qzx) = q(q —1) xquzf(x) +(q +1)f(qx) —qf(x) (3.29)
elde edilir. (3.23) esitligi (3.24) esitliginde yerine yazilir ve diizenleme yapilirsa

f(qzx) = q(q —1)2 xzD:f(x) + [2]q (q —l)xqu(x) +f(x) (3.25)

elde edilir. Buna gore de (3.22) esitligi & =2 icin saglanir. Benzer sekilde iiglincii
tiirev alinirsa

D f(x)= f(q3x)_(1+q+612)f(qZX)+q(l+q+q2)f(qx)—q3f(x)
q a q3(q_1)3x3

olup buradan
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f(q3x) =q (q —1)3 x3D;f(x) +[3]q f(qzx) —q[3]q f(qx) +q3f(x) (3.26)
elde edilir. Burada (3.23) ve (3.25) yerlerine yazilir ve diizenleme yapilirsa

f(a'x)=4'(¢-1) D f (x)+[3], a(g=1) D} (x) +[3], (¢ =1)xD, 1 (x)+ 1 (x)
bulunur ve bu da k=3 igin (3.22) esitligi ile aynidir. Benzer sekilde tlirev almaya
devam edip esitliklerin yerine yazilmasiyla (3.22) esitliginin her £ degeri igin

saglandig1 gosterilmis olur.

Onerme 3.9. (3.22) esitliginin n . mertebeden ¢ -tiirevi

k

D;f(qu):Z{ } (q_l) g ? Z{n} q Ji(n=J) J[Lxrﬂ nD; ’f(x)(3.27)

g oL r—n+j]q!

olur.

Ispat. (3.22) esitliginden ¢ -tiirevi almirsa

k [k . r(r-1)
(a3 | e T onfen (o)

yazilir. Esitligin sag tarafinda g -Leibniz formulii (Teorem 2.12) uygulanirsa

k [k L) e Vart ,
D:f(qu)z |: j| (q—l) ' Z|:nj| q J(n—)) UD:*./(xr)Dl;f/f(x)
=0 q q

r r Jj=0

k r(r=1) n !
=0 q q

=lr =L [r—n+j]q!
elde edilir.
Teorem 3.10. Eger f(x)=g(x)h(x) ise

E, (k)= 36, (1) H, (k) @.29)

olur.

Ispat. (3.1) tanimdan

F (k)= [kI]q !(dij;(kx)l_o _ [kl]q {(Zi . g(x)h(x)J (3.29)

x=0

yazilir. Teorem 2.12 dikkate alinirsa, (3.29) esitliginden
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olup buradan da
—r(k=r) yr k—r k—r
(D (g )| [ Di()
F (k)= 1 d 3.30
q x=0 q x=0

yazilir. (3.30) esitliginin sag tarafindaki birinci parantez ic¢indeki ifadenin esitini

bulmak i¢in (3.22) esitligi & —r i¢in yazilip (3.27) esitligi 7 i¢in kullanilirsa

{qr(kr)D;g(qer)]
[7],!

—r(k—r) k—r k _ . "(’.’1) 7 . N ) ' . L
R e MR Wt
&l <l R

olup bu esitlikte x =0 yazilirsa i+ j =r hari¢ diger tiim terimler sifir olacagindan

x=0

buradan kalan terim sadece

elde edilir.
Teorem 3.11. Eger f(x)=g(gx) ise
F, (k) =4"G, (k) (3.31)
olur.
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Ispat. (3.1) tanimdan

£ (k)= [kl]q !(dq;;gx)lzo i [kl]q ![dq;ii’?x)L

yazilir. (2.6) tanim1 ve ¢ -tiirevin lineerlik 6zelligi kullanilirsa

E (k) =[kL]q!(jq—;i((q—l)xDqg(x)+g(x))l_o
1 qu qu
:[k—]q!((q—l) 77 (0,8 (x))+— g(x)]

q

x=0
yazilir. D{f (xDq g(x)) tiirevi i¢in (2.9) kurali ard arda uygulanirsa
D: (xDqg(x)) = [k]q D;‘g(x) +quD;‘”g(x)

elde edilir. (3.34) esitligi (3.33) esitliginde yerine yazilir ve x =0 kullanilirsa

Fq<k)=ﬁ(<q—l>[k1q Dig (x)+Dig(x))

{0 L Dt oo

[£],! q-

= (e Dle(v)

[£],!

x=0

x=0

kalir ve buradan da
F,(k)=4'G, (k)
oldugu elde edilir.
Teorem 3.12. Eger f(x)=cos,(Ax) ise
0, ktek ise
F(k)=C, (K)={ (-1)2 2*
[£],0

kcift ise

olur.

Ispat. (3.1) tanimdan

1 (df(x)) 1 (dSfcos, (Ax)
s~ ) .
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yazilir. Burada (2.19) ve (2.20) 6zellikleri kullanilirsa (3.35) elde edilir.
Teorem 3.13. Eger f(x)=sin, (Ax) ise

()

— 2

F(K)=5,(k)=1 T e (3.36)
0, kift ise

olur.

Ispat. (3.1) tanimdan

(i)~ [kl]q !(dq;:‘x(kx)l_o _ [kl]q!(qu S;j;k(M)l_o

yazilir. Burada (2.19) ve (2.20) 6zellikleri kullanilirsa (3.36) elde edilir.
F (k) , G, (k) ve H, (k) sirastyla f(x) , g(x) ve h(x) fonksiyonlarinin

q

q- diferansiyel doniistim karsilig1 olmak iizere, yukarida verilen teoremlere gore ¢q -

diferansiyel doniisiim metodunun bazi temel 6zellikleri Tablo 3.1 ile verilmistir.

Tablo 3.1. g-diferansiyel doniisiim metodunun bazi temel 6zellikleri

Orijinal fonksiyon

q-Doniistiirillmiis fonksiyon

f(x):ag(x)iﬂh(x),a,ﬁeR,

f(x)=x",neN,

()=t
(=40

F, (k) =aG, (k)= 1, (K)
l,k=n

F,(k)=[k+1], G, (k+1)

F, (k)

q

[k+1]q [k+2]q ...[k+r]q G, (k+r)
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Tablo 3.1. g-diferansiyel doniisiim metodunun bazi temel 6zellikleri (devami)

Orijinal fonksiyon

q-Doniistiirillmiis fonksiyon

f(x):Eq (/lx), AelR,

f(x)=g(a)
f(x)=cos_(Ax)

f(x)=sin_(Ax)

k(k-1)
Alg 2
[£],!

F,(k)=4'G, ()

F, (k)=

q

0, ktek ise
k
F (k)=C, (k)={(-1)> 2%
K)=C, k)= (122 , keift ise
[£],!
()= 2
1)z 4
ktek i

F(k)=8,()=y" Tkt~

0, kcift ise
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4. Q-DIFERANSIYEL DONUSUM METODUNUN Q-
DIFERANSIYEL DENKLEMLERE UYGULANMASI

Bu boliimde, onceki boliimde verilen ¢ -diferansiyel doniisiim metodu ve
temel Ozellikleri baz1 ¢ -baslangi¢ deger problemlerine uygulanarak bu problemlerin
cozlimleri elde edilecektir. Ele alinan ¢ -baslangic deger problemlerindeki
denklemler lineer ve lineer olmayan g -diferansiyel denklemleri tiiriinde olup ¢ -
Lane-Emden, ¢ -Riccati ve ¢q -integro-diferansiyel denklem iceren 6rneklere de yer

verilecektir.

Ornek ¢dziimlerinde Y, (k) fonksiyonu y(x) fonksiyonunun g diferansiyel

doniistimii olarak alinacaktir.

Ornek 4.1. Birinci mertebeden lineer ¢ -diferansiyel denklemi
D,y(x)=y(4) (4.1)

Ve

y(0)=1 4.2)

baslangi¢ kosulu ile olusturulan problem ele alinsin.
(4.1) denklemine ¢ -diferansiyel doniisim metodu uygulanirsa ve (3.31)
esitligi kullanilirsa

k1], ¥, (k1) =4, (&)
veya

7, (k+1)=

1 quq (k) 4.3)

yineleme bagintisi elde edilir. (4.2) baslangi¢ kosuluna da g -diferansiyel doniisiim
metodu uygulanirsa

Y,(0)=1 4.4)

degeri bulunur. (4.3) bagintis1 £ =0 igin yazilir ve (4.4) degeri kullanilirsa
Y (1) =1 4.5)

q

bulunur. (4.3) bagintis1 £ =1 i¢in yazilir ve (4.5) degeri kullanilirsa
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Y (2)=—L (4.6)

R
bulunur. Benzer sekilde devam edilirse
k=2 igin
2 2 3
Y (3)=Ly(2)=L L -9
oL BLERL B
k =3 icin
3 3 3 6
Y,(4)=r Y, (3) = pm i =
B A E R E A A
k=4 icin

ve genelleme yapilirsa

q 2
Y (k)=4— k=0,1,2,.., @.7)

[%], !
doniisiim degerleri elde edilir. Bu Y (k) degerleri (3.2) esitliginde yerine yazilirsa

(4.1)-(4.2) probleminin ¢oziimii

olarak elde edilir. (2.14) esitligi dikkate alinirsa problemin ¢oziimii
y(x)=E,(x)
seklinde tam ¢oziim olarak bulunur. (4.1) -(4.2) probleminin klasik formu g —1 igin

y'(x)=y(x),
y(0)=1,

olup ¢dziimii y(x)=e" seklindedir.
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Yener ve Emiroglu (2014), birkag tane g -Lane-Emden denklemi olusturarak
¢Oziimlerini ¢ -diferansiyel doniisiim metodu ile incelemistir. Benzer sekilde bir ¢ -
Lane-Emden probleminin ¢6ziimii asagidaki drnekte incelenecektir.

Ornek 4.2. Asagidaki g -Lane-Emden problemi ele alinsin:

2

quy(JC)JrMqu(x)+[2]qy(x)]=%x3 +x* +(1+[3])x+(2+4¢"), (4.8)
X q
0)=0
»(0)=0. (4.9)
qu(O)zO.

(4.8) denklemine ¢ -diferansiyel doniisiim metodu uygulanmasi i¢in once
denklem x ile carpilip diizenlenirse

xD:y(x) +(q° + DD, y(x)+[2],xy(x)] = %x" +x +(1+ (3], X +2+¢)x  (4.10)

q

denklemi elde edilir. Simdi (4.10) denklemine ¢ -diferansiyel doniisiim metodu

uygulanirsa
k
Zd(r—l)[k—rﬂ]q [k—r+2]q Y (k-r+2)+(q’ +1)[k+1]q Y, (k+1)

r=0
k

+[2], 2 6(r-1)Y, (k-r) (4.11)

2],

3],

yineleme bagintis1 elde edilir. (4.9) baslangi¢ kosullarina da ¢ -diferansiyel doniisiim

5(k=4)+5(k=3)+(1+[3], )6 (k=2)+(2+4*)5 (k1)

metodu uygulanirsa

Y (0)=0 4.12)
ve
Y (1)=0 (4.13)
elde edilir. (4.11) esitligi k=0 i¢in yazilrsa (¢’ +1)Y,(1)=0 olup buradan
Y, (1)=0 bulunur. (4.11) esitligi k =1 icin yazilirsa

[1], 2], ¥, (2)+(4* +1)[2], ¥, (2) +[2], ¥, (0) =2+¢°

olur. Burada (4.12) esitligi yerine yazilir ve diizenleme yapilirsa
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olup

Y (2) =k (4.14)

vl
bulunur. Benzer sekilde £ =2 icin

(21,131, ¥, (3)+(¢* +1)[3], ¥, (3)+[2], ¥, (1) =1+[3],

olup
31, %,03)(2+a+a°)=(2+4+7’)
yazilirsa buradan
1
Y 3) =— (4.15)
q( [3]q

bulunur. Benzer sekilde

k=3 icin [3] [4] Y, (4)+(q" +1)[4] Y, (4)+[2] ¥, (2) =1 esitliginden ¥, (4)=0,

q

k=4 icin  [4] [5] ¥,(5)+ (" +1)[5], ¥, (5)+[2], ¥,(3) =3~ esitliginden

Y (5)=0,

q

k=5 igin [5] [6] ¥, (6)+(q*+1)[6] ¥,(6)+[2] ¥,(4)=0 esitliginden ¥,(6)=0,

q
ve genel olarak

Y (k)=0, k>4, (4.16)

q

dontisiim degerleri bulunur. Bu degerler (3.2) esitliginde yerlerine yazilirsa (4.8)-

(4.9) probleminin tam ¢ozimii

olarak bulunur.

Ornek 4.3. Lineer olmayan ¢ -denklemine oOrnek olarak g -Riccati
diferansiyel denklemi

qu(x)zZy2 (x)+xy(x)+1 4.17)
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ve
¥(0)=0 (4.18)

baslangi¢ kosulu ile taniml1 problem ele alinsin (Abdulmajeed ve Khudair, 2021).

(4.17) denklemine q -diferansiyel dénﬁsﬁm metodu uygulanirsa

[k+1] ¥, (k+1) 221/ Z&rl (k—r)+5(k) (4.19)

bagintisi elde edilir. (4.18) kosulundan
Y (O) =0 (4.20)

olur. (4.19) bagintis1 £ =0 i¢in yazilirsa
(1,7 (0)=2%, ()7, (0)+1

olup (4.20) esitligi kullanilirsa
Y (1) =1 4.21)

bulunur. (4.19) bagintis1 £ =1 igin yazilirsa
[2],7,(2)=2{x, ()%, (1)+¥, (1), (0)} +¥, (0)

q q q

olup (4.20) ve (4.21) esitliklerinin kullanilmasiyla
Y (2) =0 4.22)

q
bulunur. Benzer sekilde (4.19) bagintis1 k£ =2 i¢in yazilirsa
31, %, (3)=2{%, (0%, (2) + X, ()%, )+, (), (0)} + ¥, (1

q q
olup [3] ¥,(3)=3 esitliginden

Y (3)= (4.23)

dontisiim degeri bulunur. Benzer sekilde
k=3 i¢in

[4],¥,(4)=2{%,(0)7, (3)+ ¥, ()X, (2) + ¥, (2), (1), (3)7, (0} +7, (2
yazilir ve buradan

Y, (4)=0 (4.24)

bulunur.
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k=4 igin
[5], ¥, (5)=2{%,(0), (4)+1, (1)

q

LQ~<
—~
(8]
~—
_+_
h<
—~
[\
~—
o<
—~
[\
~—
+
<<
—~
(8]
~—

Y1)+, (4)7,(0)}+7,(3)

yazilir ve buradan

Y, (5)= (4.25)

bulunur.

yazilir ve buradan
Y (6) =0 (4.26)
bulunur.
k =6 igin
[7] Y. (7)=2{Y,(0)Y,(6)+Y, (1)Y,(5)+Y, (2)Y,(4)+X,(3)Y,(3)

q 4

yazilir ve buradan

yq(7)=;m{75+18[5]+ (4.27)

bulunur. Buna gore Y, (Zk) =0, £k=0,1,2,..., olmaktadir. Bulunan doniisiim

degerleri (3.2) esitliginde yerlerine yazilirsa

8[s],

1
y(x):x+[3] X +[3]q [S]qx +[3]q[5]q[7]q {75+ [3]q }x +... . (4.28)

seri ¢oziimii elde edilir.

(4.17)-(4.18) probleminin g —1 igin klasik Riccati denkleminden olusan problemin
¢oziimii (4.28) esitliginde g — 1 yazilirsa

y(x)=x+x+x3"+x"+...




olmaktadir.

Ornek 4.4. 1kinci mertebeden lineer olmayan g -diferansiyel denklemi
D;y(x)+(qu(x))2 +[2]zy(x)=q3 +3q2 +2q 4.29)
ve

(4.30)

baslangi¢ kosullari ile olusturulan problem dikkate alinsin.

(4.30) kosullarina g -diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa sirasiyla

Y,(0)=[2], (4.31)

ve
Y (1)=0 4.32)
bulunur. (4.29) denklemine g -diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa
[k+1] [k+2] Y, (k+2) +rZ:‘ [r+1] ¥, (r+1 [k—r+1]qu(k—r+1)+[2]zY(k)
=(q" +34" +24)5(k)
4.33)
bagintist yazilir. Buradan k£ =0,L2,..., degerleri i¢in sirasiyla
7,(2)=17,(3)=0.1,(4)=0
ve genel olarak

Y (k)=0, k=3,

doniisim degerleri bulunur. Bu degerler (3.2) esitliginde yerlerine yazilarak

problemin tam ¢oziimii
y(x)=[2], -
elde edilir. (4.29)-(4.30) probleminin klasik formu

y"(x)+(y'(x))2 +4y(x) =0,



ve ¢Ozimil
y (x) =2-x’
seklindedir.

Bir sonraki oOrnekte Wazwaz'in (2001) Adomian ayristirma metodu ile,
Arikoglu ve Ozkol'un (2005) diferansiyel doniisiim metodu ile ¢ozdiigii integro-

diferansiyel denklemden olusan asagidaki sinir deger probleminin ¢ -benzeri
olusturularak ¢ -diferansiyel doniisim metodu ile ¢dziimii incelenecektir. Bahsi

gecen klasik problem

y(O) =1, y'(O) =1,
y(l)=e, y'(1)=e,
seklindedir. Bu problemin ¢ -benzeri baglangic deger problemi olarak

olusturulmustur.

Ornek 4.5. Asagidaki g -integro-diferansiyel denklem igeren baslangic deger

problemi
D2y(x)=1+[E,(~t)y*(r)d,z, (4.34)

»(0)=1, D,y(0)=1, (4.35)

dikkate alinsin ve ilave kosul olarak D;y(0)=1 olsun.

Baslangi¢ kosullarina ¢ -diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa sirasiyla

Y (0)=1,7 (1)=1Y,(2)= (4.36)

bulunur. (4.34) denklemine g -diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa £ >1 icin
r(r—l)
-1) 2 k=l-r
[k+1]q[k+2]qu(k+2)=5(k)+[ 1 Z( E d

= STV ()Y, (k—1-r—i)

q r]q! i=

k-1

(4.37)
bagintis1 elde edilir. (4.37) esitligi k=1,2,3,..., igin yazilir ve (4.36) esitlikleri

kullanilirsa



1
Y(3)=——,Y (4)=——
OGO
ve genel olarak

Y (k)=sm k=012,...

[£],"

dontistim degerleri bulunur. Bu degerler (3.2) esitliginde yerlerine yazilarak

problemin ¢oziimii

y(x)=l+x+ ! X+ X+ ! xt

1
217 Bl ] [] !
olup (2.13) tanimindan tam ¢6ziim

y(x)=¢e,(x)
olarak bulunur.

Yiiksek mertebeli integro-diferansiyel denklem ile olusturulan (Wazwaz,

2001)

X

y(iv)(x):x(l+ex)+3ex+y(x)_J'y(z)dt,

0

y(0)=1, »'(0)

L,

y()=e y'(1)=e,
siir deger probleminin g -benzeri olusturulup (baslangic deger problemi olarak) ¢ -
diferansiyel doniisiim metodu ile ¢oziimii siradaki 6rnekte incelenecektir.

Ornek 4.6. Yiiksek mertebeli g -integro-diferansiyel denklemi

lﬁy@ﬂ=é@—%(m»+%(ﬂaﬂfﬂfﬂ+yﬁﬂib%0%t 4.38)
ve baslangi¢ kosullari
2(0)=2, D,3(0)=1, D}(0)=[2],. D)y(0)=[3], (439)

ve D; y(O) = [4]q ile olusturulan problem ele alinsin.
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Oncelikle (4.39) baslangi¢ kosullarindan
L0 L)L @=L () L) Gy
. !

bulunur. (4.38) denklemine ¢ -diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa £ >1 i¢in

1 1 o4° 4
[k+l]q[k+2]q[k+3]q[k+4]qu(k+4):55(k_1)_5[kq] !+[[k]]q!
q q
" 1 Y, (k1)
g ROl )
r=0 " .

(4.41)
bagintis1 elde edilir. (4.41) esitligi £k=1,2,3,..., igin yazilir ve (4.40) esitlikleri
kullanilirsa

1 1
)= (6=
O O

ve genel olarak

Y, (k)= , k=1,

dontisgim degerleri bulunur. Bu degerler (3.2) esitliginde yerlerine yazilarak

problemin ¢oziimii

1 1 1
y(x):—+x+x2+—x3+—x4+...+ ! x"+...

J BENMER [n—1].

olup bunun diizenlenmesi ile

1 XXX
y(ﬂj”{”“ [2]q!+[3]q!+[4]q‘+m}

=$+xeq (x)

tam ¢oziimii bulunur.

Son 6rnek olarak yine bir Lane-Emden denklemi dikkate alinarak onun g -
benzeri olusturulup ¢6ziimii incelenecektir. Klasik form olarak

y"+ly'+ cosx+lsinx =0
X X ’
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»'(0)=0, y(1)=cosl,

problemi, (Ramos, 2004) calismasinda parcali yar1 dogrusallagtirma yontemi ile,

(Ozdemir, 2019) tezinde sonlu fark yontemi ile ¢oziilerek y(x) =cosx tam ¢Oziimii

bulunmustur.

Ornek 4.7. Asagidaki g -Lane-Emden problemi dikkate alinsin:

D;y(x)+§qu(x)+cosq(x)+%sinq(x) =0 (4.42)

y(0)=1,D,y(0)=0. (4.43)

(4.41) denklemi once x ile c¢arpilip sonra elde edilen denkleme g -

diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa

k

2 8(r=[k=r+1] [k-r+2] Y, (k—r+2)+[k+1] ¥, (k+1)
=0 4.44)

k
+>.C,(r)5(k=r=1)+S,(k)=0
r=0
bagntis1 elde edilir. Burada C, (k) ve Sq(k), sirasiyla cos, (x) ve sin, (x)
fonksiyonlarinin ¢ -diferansiyel doniisiim karsiliklar1 olarak alinmistir. (4.43)

baslangi¢ kosullarina da ¢q -diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa

Y,(0)=1%,(1)=0 (4.45)

bulunur. (4.44) esitligi £ =0 i¢in yazilirsa
Y (1)=0

q

elde edilir. (4.44) esitligi £ =1 icin yazilirsa
[1].[2], %, (2) +[2], ¥, (2) +1.1+1=0

q

olup buradan da

bulunur. Benzer sekilde k=2 i¢in [2] [3] ¥,(3)+[3] ¥,(3)+0.1+0=0

q 4
esitliginden
Y (3)=0
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yazilirsa buradan

1
Yq(4):W
bulunur. £ =4 i¢in [4] [ ] (5)+[5] (5)+0 1+0=0 esitliginden
7, (5)=0
olur.. k=35 igin [5] [6] q(6)+[6]q q( ) {ﬁq'} ([%]q'} 0 esitliginden

yazilirsa buradan

olur. Bulunan degerlere gore genelleme yapilirsa

v (k1) =0, v, (26) =)k —oa

[2k]q

doniigiim degerleri bulunur ve seri ¢oziimii

2 4 6
y(x)=1- * x 2

+...
! ! !
[2],0 [4]," [e],!
olarak yazilir. (2.16) esitliginden problemin tam ¢oziimii

y(x)=cos,(x)

olarak bulunur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, bir boyutlu ¢ -diferansiyel doniisiim metodu tanimlanarak temel
ozellikleri incelendi. Klasikteki bazi problemlerin g -benzerleri olusturularak ¢ -
diferansiyel donilisim metodu ile ¢oziimleri elde edildi. Bu kapsamda ¢ -Lane-
Emden, ¢ -Riccati, ¢ -integro denklem tipinde lineer ve lineer olmayan ¢ -

diferansiyel denklemleri olusturularak tam ve seri ¢6ziimleri elde edildi.

Bu tezde incelenen problemler farkli metotlarin ¢ -benzerleri i¢cin (gq -
Adomian ayrigtirma metodu, ¢ -varyasyon iterasyon metodu, gibi) incelenirse
metotlarin kullanislig1 veya yakinsama hizi karsilastirmasi yapilabilir.

Literatiirde iki boyutlu ¢ -diferansiyel donilisiim metodu iizerine incelemeler de
yapilmis olup daha farkli ¢ -kismi diferansiyel denklemler ic¢in problemler
olusturularak ¢éziimleri incelenebilir.

Son zamanlarin giincel ¢calisma konularindan biri de g, -analizidir veya Hahn

analizidir (Hahn, 1949; Annaby vd., 2012). Bu analizdeki D,, fark operatorti; D,

fark ve A ileri fark operatoriiniin birlestirilmesiyle olusturulmustur ve bu iig

operatdr arasinda

lim D, ,f (x) = A,/f(x)
lim D, ,f(x) =D, f (x),
lim D, ,f(x)=f'(x),

q—1,0—>

bagintist mevcuttur. Bu operatér i¢in ¢, -diferansiyel doniisim metodunun

incelenmesi durumunda tezdeki bulgular ve sonuglar bu incelemeleri oldukca
kolaylagtiracaktir. Yine glinlimiiziin popiiler ¢alisma konularindan olan kesirli analiz

icin de kesirli ¢ -diferansiyel doniisiim metodu {izerine de incelemeler yapilmak

istendiginde tezdeki bulgular bu konuda yapilacak ¢alismalara da onciiliik edecektir.
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