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CARPIM UZAYLARDA DIiZISEL SUREKLILIK, KOMPAKTLIK VE
IRTIBATLILIK

Mina Betiil TEKE
Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Temmuz 2023
Tez Danisman : Prof. Dr. Osman MUCUK

OZET

Yakinsak diziler topolojide ve Matematigin diger bazi1 alanlarinda kullanish ve
ve cesitli uygulamalara sahiptir.  Yakinsak diziler baz1 topolojik kavramlarin
tanimlanmasina imkan saglar. Bu nedenle topolojik kavramlarin diziler yardimiyla
daha kolay bir sekilde tanimlanmasi ve c¢alisilmasi miimkiin hale gelir. Birinci
sayllabilir uzaylarda bazi topolojik kavramlar yakinsak diziler tarafinca tanimlanir.
Ornegin bu uzaylarda siireklilik ve dizisel siireklilik esdegerdir. Bu nedenle
siirekli fonksiyonlar yerine dizisel stirekli fonksiyonlar ele alinir. Bir fonksiyonun
siirekli oldugunu gostermek yerine buna denk olan dizisel siirekli oldugu gosterilir.
Bunlardan baska birinci sayilabilir uzaylarda acik ve kapali kiimelerde yakinsak
dizilerle tanimlanir.Baglantilihik yada irtibatlilik, kompakthk gibi tanimlar agik ve
kapali kiimelere bagh olarak yapildigindan bu uzaylarda diziler cinsinden tanimlanir.
Bu kavramlar gerek matematigin gerekse diger bazi bilim alanlarinda cesitli

uygulamalara sahitir.

Hausdorff uzayda yakinsak dizinin limiti tektir. Bu ise yakinsak dizilerin kiimesinden
Hausdorff uzayin kendisine bir fonksiyon tanimlar. Buradan hareketle son
zamanlarda bazi matematikgiler, farkli yakinsaklik kavramlar1 kullanarak cesitli
topolojik tanimlar gelistirmisler ve kavramlar bu yakinsaklik metodlarina bagh
olarak tanimlama gayreti icinde olmuslardir. Yakin zamanda Hausdorff uzaylarda

limit fonksiyonu bir G yakinsaklik metoduna doniistiiriilmiistiir.

Bu tezde yakinsak diziler kullanarak carpim uzaylarda acik ve kapali kiimeler,
dizisel siireklilik, dizisel kompaktlik ve dizisel irtibatlilik kavramlalar ele alinmis ve
karekterize edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Carpim Uzaylar, Dizisel Kompaktlik ve Dizisel irtibatlilik
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SEQUENTIALLY CONTINUITY, COMPACTNESS AND CONNECTEDNESS IN
PRODUCT SPACES
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ABSTRACT

The convergent sequences in topology and some other branches of the mathematics
are useful and have many applications. The convergent sequences enable to define
some topological definitions. Hence the definitions and studies of topological
concepts in easier ways become possible. In the first countable spaces some
topological concepts are defined by means of the sequences. For example in
these spaces continuity and sequentially continuity are equivalent. Therefore the
sequentially continuous functions are considered for instead continuous functions.
For to prove that a function is continuous it is equivalently proved that the function

is sequentially continuous.

In Hausdorff spaces any convergent sequence has a unique limit. That gives us a
function defined on the set of convergent sequences to the Hausdorff space itself.
Motivated by this, recently many mathematicians have defined some topological
definitions associated with different convergences. In quite recently the limit

function in Hausdorff spaces has been converted to a G -convergence method.

In this thesis using the convergent sequences in product spaces we consider
sequential open and closed subsets and some related concepts such as sequentially

connected and compactness in product spaces.

Keywords: Product spaces, Sequential Continuity, Sequential Compactness and

Sequential Connectedness.
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OZGECMIS



GIRIS
Siirekli fonksiyonlar, kompakt uzaylar, baglantih ya da irtibath uzaylar 6nemli
uygulamalara sahip topolojik kavramlardir. Bu kavramlara dayali bazi sonuglar
topoloji, analiz ve matematigin diger bazi dallarinda olduk¢a kullanishidir. Buve buna
benzer diger baz topolojik kavramlar birinci sayilabilir uzaylarda yakinsak diziler
kullanarak tanimlanabilir. Bununla birlikte birinci sayilabilir olmayan uzaylarda
bu kavramklarin dizisel versiyonlar1 farkhidir. Bu farkliliklar ayrintilh bir sekilde

orneklerle gbz 6niine alinir.

Bu tezde bu kavramlar carpim wuzaylarda dikkate alinmistir, ve cesitli

karakterizasyonlar ve 6érnekler tizerinde durulmustur.

X x Y carpim uzayinda A x B € X alt kiimesi verilsin. Eger terimleri A x B'de
olan yakinsak dizilerin limitleri A x B’nin noktalar1 ise bu kiime dizisel kapalidir
denir. Kapali kiimelerin dizisel kapali oldugunu gostermek kolaydir. Fakat cesitli
orneklerden goriilecegi lizere bu ifadenin tersi genelde dogru degildir. Diger bir
ifadeyle dizisel kapali bir kiimenin kapali olmasi gerekli degildir. A x B alt kiimesinin
herhangi bir noktasina yakinsayan bir dizi kismen A x B’nin i¢inde ise bu kiimenin
dizisel acik oldugunu soyleriz. Eger (A x B)° tiimleyeni dizisel kapali ise A x B alt
kiimesi dizisel aciktir. Kapalilik durumuna paralel olarak X x Y carpim uzayinda
acik kiime dizisel acik oldugu halde dizisel acik kiimenin acik olmasi zorunlu degildir.
Eger bir ¢carpim uzayinda her dizisel acik kiime acik ise bu uzaya dizisel uzay denir.

Ornek olarak birinci sayilabilir uzaylar dizisel uzaylardir.

(X, 7) topolojik uzay olsun. Dizisel acik kiimelerden olusan sinif bir topolojidir. Bu

topoloji 7'dan daha ince ve dizisel bir uzaydir.

Carpim uzaylarda taniml f: X x Y — U x V fonksiyonunun dizisel siirekli olmasi
icin gerek ve yeter sart (a,) — a ve (b,) — b yakinsak olan diziler i¢in f(a,, b,) —

f(a, b) yakinsaktir. f:X xY — U x V fonksiyonu siirekli olsun. Bu taktirde f
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dizisel siireklidir. Fakat tersine olarak dizisel siirekli fonksiyonun stirekli olamasi baz
durumlarda dogru degildir. Dizisel acik ve dizisel kapali kiimeler tanimlandiginda
bunlara dayali diger tanimlarda yapilir. Ornegin X x Y carpim uzay: dizisel
kompakttir ancak ve ancak bu uzaydan alinan herhangi bir (a,,, b,,) dizisinin yakinsak
bir (a,,, b, ) altdizisi vardir. Egdeger bir degisle (a,,) ve (b,) dizilerinin sirasiyla (a,, ) ve
(b, ) alt dizileri vardir. Bagka bir 6rnek olarak X x Y ¢arpim uzayinin dizisel irtibath
olmasi icin gerek ve yeter kosul X x Y nin dizisel acik ve dizisel kapali olan 6z alt (bos
ve kendilerinden baska) alt kiimeleri bulunmasidir. Bu ise “X ve Y nin dizisel acik
ve dizisel kapali olan 6z alt kiimeleri yoktur”” ifadesi ile benzer anlam ifade eder [21],
[7], [18]. Bu tanimlar birlikte degerlendirildiginde dizisel irtibath olan uzayin irtibath
oldugu irtibath oldugu sonucu elde edilir. Orneklerden izlenecegi gibi bunun tersi

bazen dogru degildir. Yani irtibath olan uzayin dizisel irtibatli olmasi gerekmez.

Hausdorff bir uzayda yakinsak dizinin limitinin tek oldugu iyi bilinen bir sonuctur.
Buradan hareketle X ve Y Hausdorff uzaylar i¢in X x Y ¢arpim uzay1 da Hausdorff
oldugundan bir lim: ¢(X x Y) — X x Y fonksiyonu vardir. Burada c¢(X x Y), X x Y'deki
yakinsak dizilerin kiimesi ve lim ise X x Y’deki her yakinsak diziyi limitine esleyen

fonksiyondur.

Son zamanlarda bu sekilde elde edilen lim fonksiyonu bir G fonksiyonu (metodu) ile
yer degistirildiginde G -dizisel kapali, G -dizisel acik kiimeler ve ardindan bu kiimelere
dayali olarak cesitli kavramlar tanimlanmistir [6]. Tanimlanan G-metodu ile baz
dizisellik tanimlar G -siireklilik ( [13], [15], [28]), G-kompaktlik [11] ve G -irtibatlilik

([16], [17]) tanimlar1 donistiirilmiistiir.

Limit tamimindan daha genel olan bir G metodundan elde edilen kavramlar ve
yapilan farkh ¢alismalara referans olarak sunlan verebiliriz: [9], [10], [12], [14], [19],

[22].

Bu G metodu ile ilgili bu kavramlarin carpim uzaylarina donistiiriilmesi

mumkiindiir.

X ve Y tizerinde sirasiyla G ve H metodlari verilsin. Burada X ve Y topolojik uzaylar

veya sadece kiimeler olabilir.
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X tizerinde tanimlanmis G-metodu G : ¢;(X) — X ile Y deki dizilerin bir ¢y (Y') uzay1
tizerinde tanimh H: c;(Y) — Y metodu verildiginde G x H: cgg(X x Y) = X x Y
seklinde bir G x H- methodu tanimlanabilir. Bu metoda X x Y {izerinde G x H
carpim metodu denir. X'deki tiim yakinsak x = (x,,) dizileri i¢in G(x) = limx oluyorsa
G regiiler'dir denir. Buradan kolayca anlasilacag tizere regiiler metotlarin ¢arpimi
da regiiler dir. Ax B € X x Y ve (u,v) € X x Y olmak lizere (G x H)x,y) = (u, v)
olacak sekilde A x B de bir (x,y) = (x,, y,) dizisi varsa (u, v) noktast A x B nin bir
G -dizisel kapanis noktas1 dir. Tiim bu noktalarin kiimesi Ax B olarak yazilir.
Burada Ax B =A° xB' oldugu gosterilebilir. Eger Ax B. C Ax B ise Ax B alt
kiimesi X x Y ¢arpiminda G x H - dizisel kapalidir. O halde X deki G-dizisel kapal
bir A alt kiimesi ile Y deki H-dizisel kapl bir B alt kiimesinin carpimi olan A x B alt
kiimesi X x Y de (G x H) kapalidir. Regiiler metodlarin carpimi daregiiler oldugundan
AxBC AxB° dir. Bundan dolay1 G ve H regiiler metodlari icin Ax B C X x Y alt
kiimesi G x H-dizisel kapalidir ancak Ax B=Ax B' ise,yani A=A ve B=B' dir.
G ve H regiiler Ax BC X x Y altkiimesiicin Ax BCAx BC Ax B dir. G-dizisel
acik A C X alt kiimesi ile H-dizisel acik B C Y alt kiimesinin carpimi Ax Bde X x Y
de G x H dizisel acgik bir kiimedir.

Eger (x,y) € co«(X x Y) ve (G x H)x,y) = (u, v) ise (x,y) = (x,, ¥,) dizisi (u, v) ya G x
H-yakinsak tir denir. X x Y carpim uzayindaki her (x,y) = (x,, y,) dizisine karsilik
(G x H)(x,y) = (u, v) oldugunda (G x H)(f(x), g(y)) = (f(w), g(w)) ise f x g: X x ¥ —
X x Y fonksiyonu (u«, v) noktasinda G x H -dizisel siireklidir. X x Y carpim topolojik
uzayl G x H-dizisel kompakttir ancak ve ancak terimleri A x B da olan her (x,, y,,)
dizisinin G x H-dizisel yakinsak bir alt dizisi vardir. O halde A x B € X x ¢arpim alt
kiimesi G x H -dizisel kompakttir eger A C X ve B C Y dizisel kompak dir. Bir X x Y
carpim topolojik uzay1 G x H -dizisel irtibath dir ancak ve ancak G x H-dizisel acik

ve G x H-dizisel kapali olan 6z alt kiimesi yoktur.

Burada eger G ve H metotlar1 6zel olarak olarak lim olarak alinirsa X x Y c¢arpim

uzayinin dizisel irtibath olmasi elde edilir.

Bu tezde, carpim uzaylarinda dizisel carpim acik kiimeler, dizisel carpim kapali

kiimeler, bazi Ozellikler ile birlikte dizisel siireklilik, dizisel kompaktlik ve dizisel
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irtibathlik kavramlar incelenmistir. Topolojik uzaylarda dizisel siireklilik, dizisel

irtibathlik ve dizisel kompaktlik konulari [24] ve [29] dan incelenmistir.



1. BOLUM

CARPIM UZAYLARDA DIZILER

1.1. Carpim Uzaylarda Diziler

Bu tezde ¢arpim uzaylarinda dizilerin yakinsakligi incelenmistir. Bu béliimde ileride

carpim uzaylarda gerekli dizi kavramlari ve bazi temel sonuclar verilmistir.

R? = R x R c¢arpimindaki dizilerin yakinsakligina benzer olarak asagidaki gibi

tanimlanir. Once tekrardan kacinma amach su tanimi yapalium.

Tanim 1.1.1. X x Y carpiminda (a,, b,,) dizisi verilsin. Belli bir n, € N'den biiyiik tim

n’lericin (a,, b,) € U x V ise dizi kismen U x V’dedir denir.

O halde (a,)ve (b,,) dizileri sirasiyla kismen U ve V de dir ancak ve ancak (a,,, b,,) dizisi

kismen U x V dedir.

Tanim 1.1.2. X x Y carpim uzayinda, (a,, b,) dizisiile (a, b) € X x Y verildigini kabul
edelim. (a,, b,) dizisi (a, b) € X x Y’'nin tiim acik U x V komsuluklar i¢inde kaldig
taktirde (a,, b,) dizisine (a, b) € X x Y noktasina yakinsaktir denir lim,_ . (a,, b,) =

(a,b)veya(a,, b,)— (a,b) yazir. O

Onerme 1.1.3. X x Y carpim uzayinda (a,,, b,,) dizisi (a, b) € X x Y noktasina yakinsar

ancak ve ancak (a,,) ve (b,,) dizileri sirayla X ve Y de a ve b noktalarina yakinsaktir.

Ispat: Bunun ispati icin énce (a,) — a ne (b,) — b oldugunu varsayalim. (a,, b,)
dizisinin (a, b) noktasina yakinsadigini gosterelim. (a, b) noktasinin bir U x V acik
komsulugu verilsin. Burada U ve V kiimeleri sirasiyla a ve b noktalarinin agik
komsulugudur. Varsayimdan (a,) — a ne (b,) — b oldugundan U ve V sirasiyla

kismen (a,) ve (b,) dizilerinin terimlerini kismen icerir. O halde (a,, b,) dizisinin
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terimleri kismen U x V'dedir. Buradan (a,, b,,) dizisinin (a, b) noktasina yakinsadigi

elde edilir.

Tersine olarak (a,, b,) dizisi (a, b) noktasina yakinsasin. (a,) — a ne (b,) — b
oldugunu gosterelim. a ve b noktalarinin sirasiyla U ve V agik komsuluklar verilsin.
Burada U x V c¢arpim kiimesi (a, b) noktasinin acik komsulugudur. Varsayimdan
(a,, b,)— (a,b)oldugundan (a,, b,) dizisinin terimleri kismen U x V dedir. Buradan
(a,) ve (b,) dizilerinin terimleri sirasiyla kismen U ve V de kalir. Bundan dolayi (a,,)

ve (b,,) dizileri sirasiyla a ve b noktalarina yakinsar. O

Ornek 1.1.4. X ve Y asikar (indiskre) topolojileriiken X x Y ¢carpimi da aiikar topoloji
oldugundan (a,, b,) dizisi tim (a, b) € X x Y noktalarina yakinsar. Burada (a, b) € X

elemanini ihtiva eden tek acik kiime X x Y dir. |

Onerme 1.1.5. Bostan olmayan X ve Y kiimelerinin topolojileri ayrik (diskre)
topolojiler olduklarinda X x Y ¢carpim uzayinda(a,, b,,) dizisi(a, b) € X x Y noktasina

yakinsar ancak ve ancak dizinin terimleri kismen (a, b) dir.

ispat: (a,,b,) — (a,b) oldugunu varsayalim. X x Y carpim topolojik uzay: ayrik
oldugundan sadece (a, b) noktasindan ibaret olan {(a, b)} kiimesi (a, b) € X x Y'nin

bir agik komsulugudur. Buradan (a,,) dizisinin terimleri kismen (a, b)'dir.

Tersine olarak eger (a,, b,) dizisinin terimleri kismen (a, b) ise ¢arpim uzaylarda

yakinsak dizi tanimindan acik olarak (a,, b,,) dizisi (a, b) noktasina yakinsar. O

Tanim 1.1.6. X x Y carpim uzayinda bir (a,, b,) dizisi i¢in n; < n;,; kosulunda

(an,, by, ) dizisi (a,, b,) dizisinin alt dizisidir denir. O

Kolayca goriilecegi lizere X x Y carpim topolojik uzayinda yakinsak dizinin alt dizisi

de ayni noktaya yakinsaktir.

X x Y carpim uzayinda (a,, b,,) birden cok elemanlara yakinsamasi miimkiindiir.
Hausdorff uzayda yakinsak dizinin limitinin tek oldugu iyi bilinir. Ispat ¢arpim

uzaylar icin asagidaki sekilde yapilabilir.

Teorem 1.1.7. X ve Y hausdorff uzay oldugunda X x Y carpim uzayinda yakinsak

dizilerin limiti tektir.
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ispat: Hausdorff uzaylarda yakinsak dizilerin limitleri tek oldugundan eger X ve
Y uzaylar Hausdorff ise X x Y carpim uzay1 da Hausdorff oldugunu ispat etmek
yeterlidir. (a, b) ve x, y farkli noktalar ise @ # x yada b # y dir. a # x oldugunu
varsayalim. X uzayr Hausdorff oldugundan farkl a, x € X noktalarini iceren U ve
V ayrik acik kiimeler vardir. Buradan hareketle U x Y ve V x Y sirasiyla (a, b) ve
(x, y)'nin ayrik agik komsuluklari olur. Burada (U x Y)N(VxY)=(UNV)xY =0

olduguna dikkat edelim. b # y olmasi durumunda da ispat benzerdir.
O

X kiimesi iizerinde tanimlanan tiimleyeni sayilabilen topolojisine gore 7 = {A C
X | A¢ sayilabilir} U {#}, (a,) dizisi a € X elemanina yakinsar ancak ve ancak (a,,)
dizisinin terimleri kismen a olmahdir, yani (a,) =(a,, a,,...,a,, a, a,...) seklindedir.
Bunun ispati topoloji derslerinden iyi bilindigi icin ihmal eder, ispati carpim uzaylara

asagidaki sekilde adapte ederiz. .

Teorem 1.1.8. X ve Y iizerindeki tiimleyeni sayilabilir topolojisi ile dikkate
alindiinda X xY uzayindaolan(a,, b,) dizisi(a, b) noktasina yakinsar gerek ve yeter

sart dizinin terimleri kismen (a, b) elemanindan ibarettir.

Ispat: X x Y carpim uzayinda (a,, b,) dizisi (a, b) noktasina yakinsar ise (a,,) dizisi
X de a ve (b,) dizisi de Y de b noktasina yakinsar. X ve Y uzaylarin topolojileri
tlimleyeni sayilabilir oldugundan (a,) nin terimleri kismen a ve (b,)'nin terimleri

kismen b’dir. Bundan dolayi (a,,, b,,) dizisinin terimleri kismen (a, b) dir.

Tersine olarak eier (a,,, b, ) dizisinin terimleri kismen (a, b) ise acik olarak bu dizi(a, b)

noktasina yakinsar. O

Not 1.1.9. Tiimleyeni sayilabilir topolojilerin carpimi genelde tiimleyeni sayilabilir

topoloji degildir. Asagidaki 6rnegi verebiliriz.

Ornek 1.1.10. Tiimleyeni sayilabilir topolojilerin ¢arpiminin genelde tiimleyeni
sayllabilir topoloji olmadig1 da gosterilebilir. R {izerinde tiimleyeni sayilabilir
topolojisi verilsin. Ornegin R \ N alt kiimesi R nin tiimleyeni sonlu topolojisinde
acik oldugundan A = (R\ N) x (R \ N) ¢arpim alt kiimesi R? nin ¢carpim topolojisine

gore aciktir ancak tiimleyeni sonlu topolojisine gore acik deiildir, ¢iinkii A alt kiimesi
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R? deki acik birim dilimlerden olusan alt kiime olup tiimleyeni sayilabilir degildir.
Bundan dolay1 R? =R x R iizerindeki ¢carpim topolojisi tiimleyeni sayilabilir topoloji
degildir.

Not 1.1.11. Tiimleyeni sonlu olan topolojilerin ¢arpiminin tiimleyeni sonlu topoloji

olmadigina da dikkat edelim. Bununla ilgili asagidaki 6rnegi verebiliriz.

Ornek 1.1.12. Bostan farkhi X ve Y kiimeleri iizerinde tiimleyeni sonlu topolojileri
verilsin. X x Y tlizerindeki carpim topolojisinin genelde tiimleyeni sonlu topoloji
olmadigina bir 6rnek verelim. Ornegin R, iizerindeki tiimleyeni sonlu topolojisi ile
goz oniine alinsin. R? tizerindeki carpim topoloji ile tiimleyeni sonlu topolojinin
farkli oldugunu gosterelim. R\ {0} alt kiimesi tiimleyeni sonlu topolojide acik
oldugundan A = (R \ {0}) x (R \ {0}) carpim kiimesi R? nin ¢arpim topolojisine gore
aciktir ancak tiimleyeni sonlu topolojisine gore acik degildir, clinkii A = (R \ {0}) x
(R\{0}) alt kiimesi R? den eksenlerin ¢ikarilmasiyla elde edilen kiime oldugundan A¢

sadece eksenlerden olusan kiime olup sonlu degildir.

Carpim topolojik uzaylarinda asagidaki bazi yakinsak dizi 6rneklerini verebiliriz.

Ornek 1.1.13. Bir R? de (a, b) verilsin. 7 = {G CR?|(a,b) € G¢ veya G° sonlu}
smifi R? iizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye gore asagidaki dizilerin limitlerini

arastiralim.

(@ (a,,b,) = ((1,1),(0,0),(1,1),(0,0),...) dizisi R*de hi¢ bir noktaya yakinsamaz,
yani limiti yoktur. Ciinkii (x,y) € R? icin {(0,0),(1,1)} \ {(x,y)} = G alirsak G°
kiimesi (x, y)'nin bir acik komsulugudur fakat dizinin terimlerini kismen icermez.
Bu nedenle (a,, b,) dizisi (x, y) elemanina yakinsamaz. Benzer nedenle bu dizi hig

bir noktaya yakinsak degildir.

(b) (a)'dakine benzer yolla (a,, b,) = ((1,1),(0,0),(a, a),(1,1),(0,0),(a,a)...) dizisinin
de yakinsak olmadig: degildir.

(¢ (a,,b,) = (%, %) dizisi (a, b) noktasina yakinsar. Hakikaten (a, b) € R? noktasinin
G € 7 acik komsulugu verilmesi halinde G ¢ sonlu olacagindan (a,, b,,) dizisi kismen
G icinde kalir. Fakat (a,, b,,) dizisi (a, b) den farkli bir (x, y) € R? noktasina yakinsak

olamaz. Bunun icin (a, b) elemanindan farkl bir (x,y) € R noktasi alindiginda
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H = {(x, y)} tek nokta kiimesi (x, y)'nin bir acik komsulugu ancak (a,, b,,) dizisinin

terimlerini kismen icermez.

d) (a,, b,) =((1,1),(2,2),(3,3),...) dizisi dikkate alindiginda (c)'dekine benzer olarak

sadece (a, b) € R noktasina yakinsadigi sonucu elde edilir.

(e)(a,, b,)=((1,1),(2,2),(a,a),(3,3),(4,4),(a, a),...) dizisi de (c)'dekine sekilde sadece

(a, b) € R noktasina yakinsar.

Topolojik uzaylarda bilinen bazi hususlar ¢carpim uzaylara aiandaki 1ekilde adapte

edebiliriz.

Onerme 1.1.14. Sonsuz X x Y carpim kiimesi tiimleyeni sonlu topoloji ile goz éniine

alinsin. Terimleri farkli olan bir(a,,, b,) dizisi X x Y nin tiim noktalarina yakinsar.

Ispat: Bir (x,y) € X x Y eleman ile (x, y) nin herhangi bir U x V acik komsulugu
verilsin. X x Y nin tiimleyeni sonlu topolojisine gore U x V acik oldugundan ya U x
V =X x Y yada tiimleyeni (U x V)¢ sonludur. Birinci durumda dizinin tiim terimleri
U x V de dir. ikinci durumda (U x V)¢ de (a,) nin en fazla sonlu sayida terimleri
bulunacagindan dizinin terimleri kismen U x V de kalir. Bundan dolayi (a,,, b,,) dizisi

(x,y)€ X x Y noktasina dolayisiyla X x Y nin her noktasina yakinsar. O



2. BOLUM

CARPIM UZAYLARDA DIZISEL ACIK VE DiZiSEL KAPALI KUMELER

2.1. Dizisel Kapal ve Dizisel Acik Carpim Kiimeler

Carpim uzaylarda carpim kiimelerinin dizisel kapanislar1 ve dizisel igleri
tanimlanmistir. Bu tanimlar ¢arpim kiimelerinin dizisel acik, dizisel kapali olmalarini

tanimlamamaiza katki saglar. Tiim bunlardan dizisel carpim uzaylar elde edilmistir.

Tamim 2.1.1. X x Y ¢arpim uzay, Ax B € X x Y alt kiime ve (x, y) € X x Y verilsin.
A x B’nin elemanlarindan olusan ve limiti (x, y) olan (a,, b,) dizisi bulundugunda
(x, y) elamani A x B'nin dizisel kapanisinda, tiim bu elemanlarin kiimesine A x B’nin
dizisel kapanisi deriz ve AxB’ yazariz. AxB =AxB oldugunda A x B kiimesini

dizisel kapal olarak adlandiririz. O

Onerme 2.1.2. X x Y carpim uzay, Ax B C X x Y alt kiimesi oldugunda sunlar vardir:

(@ AxBCAXB CAxB

(b) A x B dizisel kapalidir gerek ve yeter kosul AxB’ CAxB
(c) A x B dizisel kapalidir gerek ve yeter sart AxB =AxB
(d) A x B kapali ise dizisel kapahdir

(e) A x B’'nin dizisel kapali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A x B’'nin terimlerinden

secilen herhangi yakinsak dizilerin limitleri de A x B’nin elemani olmasidir.

ispat: (@) (a, b) € A x B elemanina karsilik (a,,, b,) =((a, b),(a, b),...) sabit dizisinin
limiti (a, b) oldugundan (a, b) € Ax B dir. Buise A x B C Ax B verir. Buna
ilaveten (x,y) € Ax B’ oldugunda limiti (x, y) olan ve A x B'nin elemanlarindan

olusan (a,, b,,) dizisi bulunur. (a,, b,,) dizisi (x, y) noktasina yakinsadigindan dolay1
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terimleri kismen (x, y) nin her acik komsulugundadir. Bundan dolay1 (x, y) nin her

acitk komsulugu ile A x B arakesiti bostan farklidir. Bu nedenle (x, y) € Ax B olup

Ax B’ C A x B dir. Bu ise (a)'nin ispatini tamamlar.

(b) Eger A x B dizisel kapali ise tanimdan dolay1 A x B = AxBvede haliyle A x B c
A x B dir. Diger yandan her zaman A x B C A x B” oldugundan tersine olarak eger

Ax BD CAx Bise Ax BD = A x B, yani A x B dizisel kapahdir.
(c) ifadesi (a) ile (b) nin veya tanimin direkt bir sonucu olarak elde edilir.

(d) Ax Bkapaliiken Ax B=AxBve (a)dan Ax B=A x BD oldugundan A x B dizisel

kapalidir.
(e) Tanim 2.1.1’nin sonucundan elde edilir. O

Onerme 2.1.3. X x Y carpim uzayinda verilen Ax B C U x V C X x Y alt kiimeleri
olmasi sartiyla A x B alt kiimesinin X x Y carpimindaki dizisel kapanisit A x B ve

U x V deki dizisel kapanig1 A x ngv oldugunda A x ngv =AxB’ N(U x V) dur.

Ispat: Ispat tanimdan elde edilir. O

Onerme2.1.4. X x Y carpim uzay, U x V C X x Y dizisel kapalive Ax B C U x V olsun.
Ax B CU x V dizisel kapaldir gerek ve yeter kosul A x B C X x Y dizisel kapaldir.

Ispat: U x V C X x Y alt kiimesini dizisel kapal olmasi sartiile Ax B C U x V alt
kiimesini dizisel kapali olarak alalim. A x B C X x Y alt kiimesi dizisel kapalidir ispat
edelim. Elemanlar1 A x B kiimesinde bulunan ve limiti (x, y) € X x Y olan bir (a,, b,,)
dizisi secelim. (a,, b,) dizisi U x V c¢arpiminda bulundugundan ve U x V ¢arpim
kiimesi dizisel kapali ve (x,y) € U x V dir. Ax B C U x V alt kiimesi dizisel kapal
oldugundan (x, y) € A x B dir. Bu gerekcelerden dolay1 A x B alt kiimesi X x Y de
dizisel kapahdir.

Karsit olarak A x B € X x Y'nin dizisel kapali oldugunu varsayalim. Ax BC U x V
nin dizisel kapali oldugunu ispat edelim. Ax B nin X x Y deki dizisel kapanisi A x B’
ve U x V deki dizisel kapanis1 A x ngv olmak iizere A x ngv =AxB N (U x V)

oldugundan eger (x,y) € Ax ngv ise (x,y)e Ax BD ve(x,y)eUxV dir. AxBC
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X x Y dizisel kapali oldugundan (x,y) € Ax B dir. O halde Ax B C U x V dizisel
kapalidir. O

Ornek 2.1.5. X x Y nin topolojisi tiimleyeni sonlu topoloji olsun. Bu taktirde Ax B C

X x Y i¢in
Ax B, Ax Bsonlu
(AxB)P =
X, A X B sonsuz

dir.

Eger Ax B C X x Y alt kiimesi sonlu ise kapalhdir. Kapali kiime dizisel kapal
oldugundan (A x B)P? = Ax B dir. Ax B nin sonsuz olmasi durumunda terimleri farkli
ve A x B de olan bir (a,, b,) dizisi secilir. Onerme 1.1.14 den bu dizi X x Y nin her

noktasina yakinsak oldugundan Ax B=X x Y dir.

Ornek 2.1.6. Bostan farkh X ve Y kiimeleri icin X x Y’nin topolojisi tiimleyeni
sayilabilir topoloji oldugunda, X x Y nin tiim alt kiimeleri dizisel kapalidir. Ger¢cekten
Ax B C X x Y alt kiimesi ve (x,y) € Ax B ise limiti (x,y) olan ve elemanlari
Ax B de bulunan (a,, b,) dizisi mevcuttur. (a,, b,) dizisinin elemanlar1 kismen (x, y)

oldugundan (x, y) € A x B ve bu nedenle A x B dizisel kapahdir.

Not 2.1.7. Onerme 2.1.2 (a)’da bulunan A x B C A x B gerceginin karsit1 genelde
dogru degildir. Ornek vermek gerekirse sayllamaz X x Y carpim kiimesi tiimleyeni
sayilabilir topolojisi ile dikkate alindiginda Ornek 2.1.6 den X x Y nin sayilamaz bir
Ax B C X x Y alt kiimesi icin Ax B_ = Ax B ancak Ax B = X x Y dir. O halde bu
ornekten de goriildiigii tizere kapali bir kiime dizisel kapali oldugu halde dizisel kapali
kiimenin kapali olmasi gerekmez. Bundan dolay1 carpim topolojik uzaylarinda kapah

kiime ve dizisel kapalili kiime kavramlar: farkhdir.

Onerme 2.1.8. X x Y carpim topolojik uzayindaki kiimelerin bir sinifi {A; x B; | i € I'}

olsun. Asagidakiler saglanir.
- p ——D
(a) UiEIAiXBi gUiGIAiXBi dir
— _—D .
(b) ﬂiEIAi XBZ' EﬂidAi XB,‘ dir
Ispat: (a) (x,y) € Ul.e[A,-xB,-D ise bir i, € I icin (x,y) € AioxB,-OD dir. O

halde terimleri A; x B;, carpim kiimesinde bulunan ve limiti (x, y) olan bir (a,, b,)
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dizisi mevcuttur. (a,, b,) dizisinin elemanlari | J

—D A
U, Ai x B;  dir.

A; x B; de oldugundan (x, y) €

iel

- D
(b) Eger (x,y) € ();c;Ai X B ise elemanlar ([ ),.; A; x B; de ve limiti (x, y) olan

iel
bir (a,, b,) dizisi vardir. (a,, b,) dizisinin tiim elemanlar1 her bir A; x B;'de olmasi
gerceginden (x, y)€ A; x Bl-D dir. Bundan dolay1 (x, y) €[ );; Ai % B,-D dir. a

iel
O halde bu 6nermenin bir neticesi olarak asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonuc 2.1.9. Carpim uzaylarinda dizisel kapali kiimelerin keyfi arakesitleri dizisel
kapalidir, clinkii A; x B; carpim alt kiimeleri dizisel kapali ise A; x Bl-D C A; x B; olup

. —FF D
Onerme 2.1.8 (b) den (),.; A; X B; S();c; Ai % B; elde edilir.

Carpim topolojik uzaylarinda bir kiimenin dizisel i¢i asagidaki sekilde tanimlanur.

Tanim 2.1.10. X x Y carpim uzaymin A x B € X x Y alt kiimesi ve (a, b) elemani
verilsin. Eger limiti (a, b) olan tiim diziler kismen A x B'de ise A x B kiimesi (a, b)'nin
dizisel komsulugudur. A x B tiim noktalarinin komsulugu oldugunda A x B dizisel
aciktir. A x B’nin dizisel komsulugu oldugu tiim noktalarin kiimesine A x B’nin

dizisel icidir ve (A x B)? ile gosterilir. O
O halde Ax B € X x Y carpim alt kiimesi dizisel acik gerek ve yeter kosul bir (a, b) €
A x B noktasina yakinsayan tiim (a,,, b,,) dizisinin elemanlari kismen A x B icindedir.

Eger A x B kiimesi (a, b)'nin dizisel komsulugu iken (a, b) € A x B'dir. Bunu terimleri
sabit olan (a,, b,) = ((a, b),(a, b),...) dizisinin limitinin (a, b) olmasindan goriiriiz.
Bundan dolayi (a,, b,,) dizisinin terimleri kismen A x B da oldugundan (a,b)€ Ax B

dir.

Onerme 2.1.11. X x carpim uzayinda A x B C X x Y alt kiimesi verilsin. Asagidakiler

dogrudur.
(@) (Ax B)°C(Ax B)°P C Ax B dir
(b) A x B’nin dizisel acik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A x B C (A x B)°P’dur.

(c) A x B dizisel aciktir gerek ve yeter kosul A x B =(A x B)°P dur.
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(d) A x B acik oldugunda dizisel aciktir.

ispat: (a) (A x B)? acik kiimedir. O halde eger (a, b) € (A x B)® ise (a, b) noktasina
yakinsayan diziler kismen (Ax B)”’dedir. Varsayimdan Ax B’dedir. Bunedenle (a, b) €
(A x B)°P dir. Buna ilaveten (a, b) € (A x B)°? ise (a, b) noktasina yakinsayan diziler
(a,,b,) kismen A x B'dedir. Terimleri sabit olan (a,, b,)) = ((a, b),(a, b),...) dizisi de

(a, b) noktasina yakinsar ve A x B'dedir.

(b) Ax B dizisel acik ve (a, b) € A x B iken (a, b) noktasina yakinsayan diziler kismen
AxB’devede (a, b) € (Ax B)°P’dir. Diger yandan eger Ax B C (Ax B)°P ise (a, b) € AxB
iken (a, b) € (Ax B)°P oldugundan (a, b)’ye yakinsayan diziler kismen A x B’dedir. Bu

nedenle A x B dizisel aciktir.
(c)'nin ispat1 (a) ve (b)'den elde edilir.
(d) Eger A x B acik ise (a)’dan A x B = (A x B)°? ve de dizisel aciktir. O

Ornek 2.1.12. Tiimleyeni sayilabilir topolojisine gore X x Y’nin tiim alt kiimeleri
dizisel aciktir. Bu topolojiye gore A x B’nin (a, b) noktasina yakinsayan dizilerin

terimleri kismen (a, b)'dir ve de A x B'nin elemanidir.

Not 2.1.13. Carpim uzaylarda dizisel a¢ik bir kiimenin a¢ik olmadigina dair bir 6rnek
verelim. R x R = R?, tiimleyeni sayilabilir topoloji ile donatildg: taktirde tiim alt
kiimeler dizisel agiktir ancak acik degildir. Orneiin Q rasyonel sayilar kiimesi olmak
tizere Q x Q carpim kiimesi dizisel aciktir ancak tiimleyeni sayilabilir olmadigindan

Q x Q acik degildir.

Ornek 2.1.14. Sonsuz X x Y c¢arpim kiimesi iizerinde tiimleyeni sonlu topolojisi

verilsin. Bu taktirde A x B C X x Y alt kiimesi i¢in

Ax B, (Ax B)‘sonlu
(Ax B)°P =
0, (A x B)¢ sonsuz

dir. Eier (A x B)° sonlu ise A x B acik olduiundan Onerme 2.1.11 (d) den dizisel acik
ve bundan dolay1 (A x B)°Y = A x B dir.
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(A x B)¢ sonsuz ise (A x B)°? =) dir. Bunu gostermek icin aksine olarak (a, b) € (A x
B)°P oldugunu varsayalim. Bu taktirde (a, b) noktasina yakinsayan dizilerin terimleri
kismen A x B de kalir. Halbuki (A x B)¢ sonsuz iken terimleri farkli ve (A x B)¢ de
olan bir (a,, b,) dizisi X x Y nin her noktasina ve de (a, b) ye yakinsar ancak (a,, b,,)

dizisinin terimleri A x B de kalmaz. Bu bir celiskidir. Bundan dolay1 (A x B)°? = dur.

Ornek 2.1.15. X x Y carpim kiimesi sonsuz ve (a, b) € X x B olsun. X x Y carpimi

Ornek 2.1.5 de verilen 7 topolojisi ile dikkate alinsin. Buna gore bir Ax B C X x Y icin

AX B, (A x B)‘ sonlu

(Ax B)\{(a,b)}, (Ax B)°sonsuz
dir.

Eier (A x B)° sonlu ise A x B acik ve Onerme 2.1.11 (d) den dizisel agik oldurundan

(Ax B)°? = Ax B dur.

(Ax B)¢ sonsuzolsun. (a, b) € (Ax B)‘ ise Ax B acik olup dizisel aciktir. Bundan dolay1
(AxB)°P = Ax B=(AxB)\{(a, b)} dir. (a, b) € A olsun. Bu taktirde terimleri farkli olan
(A x B)° deki bir (a,, b,) dizisi Onerme 22 den (a, b) noktasina yakinsar ancak kismen
Ax B de kalmaz. Bundan dolay1 (a, b) ¢ (A x B)°P dir. Diger ayrintilar Onerme 22 den
takip edilebilir.

Onerme 2.1.16. X x Y ¢arpim topolojik uzayinda X x Y nin alt kiimelerinin bir {A; x

B; | i € I'} sinifi verilsin. icin
@) (M;e; A % Bi)*P €, (A; x B;)°P dir.
(b) UieI(Ai X Bi)OD < (UieIAi x Bi)OD

dir.

Ispat: () (a,b) € (., Ai x B;))* ve (a,, b,) — (a,b) ise (a,, b,) dizisinin terimleri
kismen (),.; A; X B; de dir. Bundan dolayi (a,, b,) dizisinin terimleri kismen her bir
A; x B; carpim kiimesinde olup (4; x B;)°? dir. Buradan (a, b) €[ ),.,(4; x B;)°" oldugu
elde edilir.

(b) (a, b) €| J;c,;(A; xB;)°P ve(a,, b,) = (a, b)ise(a,, b,) dizisikismen en az bir A; x B;,
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dedir. Bundan dolay: (a,, b,) kismen | J,_,; A; x B; de olup (a, b) € (| J,; A; x B;)°P dur.

O
O halde bu 6nermeden asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonuc¢ 2.1.17. Carpim uzaylarda dizisel acik kiimelerin keyfi birlesimi dizisel agiktir.

ispat: Eger her bir A; x B; carpim kiimesi dizisel acik ise A; x B; C (A; x B;)°P
oldugundan Onerme 2.1.16 (b) den

U(Ai x B;) € U(Ai x B;)’P C (UAi x B;)°P

iel i€l iel
dir. Burandan | J,_;(A; x B;) S (| ,c; Ai X B;)°P dolayisiyla | J,_,(A; x B;) nin dizisel agik

oldugu elde edilir. O

Onerme 2.1.18. X x Y carpim uzayinda A x B C X x Y alt kiimesinin dizisel agik

olmasi i¢in gerek ve gerek ve yeter kosul X x Y\ A x B’nin dizisel kapali olmasidir.

Ispat: A x B C X x Y carpim alt kiimesinin dizisel acik oldugunu varsayalim.
X x Y \ A x B fark kiimesinin dizisel kapali olduiunu géstermek icin Onerme 2.1.2
(b) den ml) C X x Y \ A x B oldugunu gosterelim. (x, y) € mD
ise terimleri X x Y \ A x B'de ve limiti (x, y) olan (x,, y,) dizisi vardir. Buradan
(x,y)€e X x Y\ Ax B dir. Clinkii A x B dizisel aciktir. Eger (x, y) € Ax B olsaydi (x,, y,,)
carpim dizisinin terimleri kismen A x B’de olurdu. Halbuki (x,, y,,) dizisinin terimleri
X x Y\ Ax B de oldugundan bu miimkiin degildir. Bundan dolay1 X x Y\ A x B dizisel

kapali olur.

Ispatin yeterlilik kismi icin X x Y\A x B nin dizisel kapali ancak A x B nin dizisel
acik olmadigini varsayalim. Bu taktirde bir (a, b) € A x B noktasina yakinsayan ancak
kismen A x B de olmayan bir (a,, b,,) dizisi mevcuttur. O halde (a,, b,,) dizisinin X x
Y\A x B tiimleyen kiimesinin i¢inde sonsuz adette terimi vardir. (a,, b,) dizisinin
X xY\Ax B deki terimlerinden mevcut (a,,, b, ) alt dizisi de (a, b) noktasina yakinsar.
X x Y\A x B tiimleyen kiimesi dizisel kapahdir. (a,b) € X x Y\A x B dir. Oysaki
(a,b) € Ax B'dir. Bubir geliskidir. Bundan dolay1 A x B’'nin dizisel a¢ik oldugu sonucu

elde edilir. O
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Carpim uzaylarda dizisel uzayr tanimlamadan 6nce carpim uzaylarinda asagidaki

Onermeyi verelim.

Onerme 2.1.19. X x Y carpim uzay ve tiim dizisel acik kiimelerin sinifi 72 olsun.
Bu sinif X x Y iizerinde bir topolojidir. Bu 7 topolojisi carpim topolojisinden daha

incedir.

D

Ispat:  Once 7” nin bir topoloji oldugunu géstermak icin asagidaki topoloji

sartlarinin saglandigini gésterelim.

[T1] X x Y carpim kiimesi, her noktasinin bir dizisel komsulugudur, ¢ilinkii bir (a, b) €
X x Y noktasina yakinsayan herhangi bir (a,,, b,,) dizisi kismen X x Y’de dir. Bundan
dolay1 X x Y € 7 dir. Ilaveten @ € T2’dir. Ters yénden eger @) kiimesi 7°’nin elemani

olmasayd1 bazi noktalarinin komsulugu olmazdi. Bu ise celiski teskil eder.

[T2]AxBC X xYveUxV C X xY carpim alt kiimeleri dizisel agik olsun. (A x
B)N(U x V) arakesit kiimesinin dizisel acik oldugunu ispat edelim. Buna denk olarak
(AxB)N(U x V) C ((Ax B)N(U x V))°P oldugunu gosterelim. Bunun i¢in bir (x, y) € (Ax
B)N(U x V) noktast ile (x, y) noktasina yakinsayan bir (a,, b,,) dizisi verilsin. Burada
(x,y)€ AxB=(AxB)P ve (x,y) € U xV = (U x V)°? oldugundan (a,, b,) dizisi
kismen A x B da ve benzer olarak (x,y) € U x V = (U x V)°? oldugundan (a,, b,)
dizisi kismen U x V de dir. Buradan (a,, b,,) dizisi kismen A x BN U x V de olup
(x,y)€(AxBNU x V)P, yani (Ax B)N(U x V) C (Ax B)N(U x V))°P dir. Bu ise

(Ax B)N(U x V) nin dizisel acik oldugunu ispat eder.

[T3] Sonuc 2.1.17’den dizisel acik kiimelerin ¢carpim uzaylarinda keyfi birlesimi dizisel

aciktir.

Tiim bunlardan 72 sinifinin X x Y ¢arpim kiimesi tizerinde bir topoloji oldugu sonucu

elde edilir.

Bunlara ilaveten Onerme 2.1.11 (d) den A x B acgik kiimesi dizisel agik oldugundan 7°

topolojisinin 7 dan daha ince oldugu elde edilir. O

X x Y ¢arpim uzay1 iizerinde Onerme 2.1.19 deki gibi tanimlanan 7 topolojisine gore

bir Ax B C X x Y alt kiimesinin i¢gi (A x B)* olarak gosterilsin.
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Buradan hareketle aiandaki 6nermeyi verebiliriz.

Onerme 2.1.20. X x Y carpim uzaymda A x B C X x Y icin sunlar dogrudur.

(@) (Ax B)* C(Ax B)’® CAx B dir.

(b) A x B’nin dizisel acik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A x B =(A x B)® olmasidur.
(c) A x B’nin dizisel agik olmasi icin gerek ve yeter sart Ax B C (A x B)* dur.

(d) (A x B)* dizisel aciktur.

(e) A x B dizisel acik oldugunda (A x B)°? = (A x B)® duir.

Ispat: (a) Burada (A x B)*s = U{U xV € Ax B | UxV dizisel acik} olarak
tanimlandigini hatirlatalm. Eger (a, b) € (Ax B)* ise(a, b) € U x V C A olacak sekilde

bir dizisel acik U x V C X x Y alt kiimesi vardir. Buradan (a, b) noktasina yakinsayan

her dizi kismen U x V ve de A x B dir. Bundan dolayi (a, b) € (A x B)°P dir.
(b)-(e) ifadelerin ispatlari ise ilgili tanimlar kullanilarak kolayca elde edilir. O

Tanim 2.1.21. X x Y carpim topolojik uzayinda bir A x B € X x Y alt kiimesi icin
(UK xF:AxBC K xF ve KxF dizisel kapali} kitmesine A x B ¢arpim kiimesinin

s-kapanisi denir ve A x B’ olarak yazilir.
Sonug 2.1.9 den hareketle Ax B’ s-kapanis kiimesinin A x B yi kapsayan en kiiciik
dizisel kapali carpim kiimesi oldugunu vurgulamak gerekir.

Carpim uzaylarinda carpim kiimelerinin s-kapaniglan ile ilgili olarak sunlar

verebiliriz.

Onerme 2.1.22. X x Y carpim topolojik uzayinda bir A x B € X x Y alt kiimesi icin

sunlari ifade ve ispat edebiliriz.

(@ Ax BCAx B CAx B dir.

(b) Ax B’ dizisel kapalhdir.

(c)AxBDgAxBS dir.
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(d) A x B dizisel kapalidir ancak ve ancak A x B° C A x B dir.

(e) A x B dizisel kapalidir ancak ve ancak A x B’ = Ax dir.

ispat: (@) Tanim 2.1.21den Ax B C Ax B’ dir. Diger yandan Onerme 2.1.2 (d) den

kapali kiimeler dizisel kapali oldugundan A x B, A x B y1 kapsayan dizisel kapal1 bir

kiime oldugundan A x B’ CAx B d.

(b) Sonug 2.1.9 den ¢arpim uzaylarda kiimelerin dizisel kapali olan ¢arpim kiimelerin

arakesitleri dizisel kapali oldugundan A x B’ dizisel kapalidir.

(© (x,y) e Ax B” ise terimleri A x B de ve (x, y) noktasina yakinsayan bir (a,, b,)
carpim dizisi vardir. Buradan Ax B € K x F ve K x F dizisel kapaliise (x,y)e K x F
oldugundan (x, y)€ A x B’ dur.

(d) Ax B dizisel kapaliise Tanim 2.1.21 den A x B’ C AxBdur. Diger yandan A x B’ c
A x B ise (a) ve (b) den A x B dizisel kapalidir.

(e) ifadesi (a) ile (d) nin bir sonucudur. O

Tanim 2.1.23. X x Y carpim topolojik uzay1 verilmis olsun. Eger dizisel acik olan
her A x B ¢arpim alt kiimesi acgik ise bu uzay carpim dizisel uzay olarak isimlendirilir

denir.

Not 2.1.24. Onerme 2.1.11 (d) den X x Y ¢arpiminda A x B acik alt kiimelerin dizisel

acik oldugu bilinir. Bu nedenle su ifadeler denktir.
(a) X x Y carpim uzayi diziseldir.

(b) A x B carpim alt kiimesinin acik olmas icin gerek ve yeter sart dizisel acik

olmasidir.

Ornek 2.1.25. X x Y sayilamaz bir kiime olsun. X x Y carpimy, {izerindeki tiimleyeni
saylilabilir topolojisine gore dizisel carpim uzay degildir. Clinkii (a, b)) e AxBC X xY
ve (a,, b,) — (a, b) ise (a,, b,) dizisinin terimleri kismen (a, b) dir. Bundan dolay1
(an, b,) dizisi kismen A da dir, yani A x B carpim kiimesi dizisel a¢iktir. Ancak A x B

nin acik olmasi zorunlu degildir.
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Ornek 2.1.26. tanimlanan topolojiye gore X x Y carpim topolojik uzay bir dizisel
uzaydir. Ciinkii Ornek 2.1.15 den (A x B)? = (A x B)°? oldugu gériiliir. Bu nedenle

A x B carpiminin acik olmasi icin gerek ve yeter kosul agik olmasidir.

Ornek2.1.27. X x Y, carpimu tiimleyeni sonlu topolojisi ile verilsin. Ornek 2.1.14'den
(Ax B)? =(Ax B)°? oldugunu biliriz. Bu nedenle uzay diziseldir. Buradan A x B agiktir

ancak ve ancak dizisel aciktir sonucu elde edilir.

Ornek 2.1.28. X x Y c¢arpim uzay birinci sayilabilir ise dizisel uzaydir. Ozel olarak

R? ¢arpim uzay1 birinci sayilabilir bir uzay oldugundan dizisel carpim uzayidir.

Ornek 2.1.29. X x Y carpim uzaylr Onerme 2.1.19'de tamimh 7 topolojisi ile

donatildiginda dizisel uzay olur.

Onerme 2.1.30. X x Y carpim topolojik uzay: diziseldir yeter ve yeter kosul dizisel

kapali olan carpim kiimeleri kapalidir.

ispat: Onerme 2.1.18'den A x B C X x Y carpim alt kiimesi dizisel kapalidir gerek ve
yeteriart X x Y\ Ax B tiimleyeni dizisel aciktir oldugunu biliyoruz. Buradan hareketle

ispat hemen elde edilir. O

Tamim 2.1.31. X x Y ¢arpim uzayinda Ax B € X x Y alt kiimesi ile (x,y) e X x Y
elemanu verilsin. Elemanlar1 A x B\ {(x, y)}de ve limiti (x, y) olan bir (a,, b,) dizisi
varsa (x, y) noktast A x B carpim kiimesinin bir dizisel yigilma noktasidir: A x B’nin

dizisel y1g1lma noktalarinin kiimesi icin (A x B)? yazilir.

Ornek 2.1.32. X x Y sonsuz carpim kiimesi ve (a,b) € X x Y olsun. X x Y carpim

kiimesi Ornek I de verilen topoloji ile gbz 6niine alisin. Bu taktirde Ax B C X x Y i¢in

0, A x B sonlu
(Ax B)P =
{(a,b)}, Ax B sonsuz

dir.

Coziim: Ax B sonluiken Onerme 22 den dolay1 bir (x, y) € X x Y icin terimleri Ax B\
{(x, y)}'de ve limiti (x, y) olan bir dizi yoktur. Bu diisiinceden hareketle (A x B)? =§
dir.
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A x B sonsuz olmasi halinde Oneratumsondiyak'’den elemanlar1 A x B\ {(a, b)}de
ve limiti (a, b) olan bir (a,, b,) ¢arpim dizisi bulunur. Bu gerekceden dolay (a, b) €

(Ax B)'P dir. Buna ilave olarak A x B'nin (a, b)dan baska y1g1lma noktas1 yoktur.

Ornek 2.1.33. X x Y carpim kiimesi tiimleyeni sayilabilir topolojisi ile donatilsin. Bu
taktirde A x B C X x Y alt kiimesinde (A x B)? = § dir. Bunun gerekcesi elemanlar1
Ax B\ {(x, y)}de limiti (x, y) olan hic bir dizi olmamasidir. Bu topolojiye gore limiti

(x, y) olan dizlerin terimleri kismen (x, y)'dir.

2.2. Birinci Sayilabilir Uzaylar

Bu kesimde birinci sayilabilir carpim uzaylar tizerinde durulacak ve bazi sonuglar

verilecektir.

Tanim 2.2.1. X x Y carpim uzaymnin her (x, y) € X x Y elemaninda sayilabilir yerel

baz varsa ¢carpim uzayina birinci sayilabilir carpim uzay denir.

O halde bir X x Y carpim uzay1 birinci sayilabilir dir ancak ve ancak X ve Y uzaylarn

birer birinci sayilabilir uzaylar dir.

Ornek 2.2.2. x € R olsun. {(x — %,x + %): n € N} acik komsuluklarinin sinifi
sayllabilirdir ve x € R'de yerel bazdir. Bundan dolay1 R, alisilmis uzay:1 birinci

sayilabilirdir.

Benzer olarak (x, y) € R? merkezli ve r = = yarigapl acik disk {D(x, %) olmak tizere
{D(x, %): n € N} sinifi (x, y) noktasinda sayilabilir ve yerel bazdir. Bu nedenle R?

carpim uzayi birinci sayilabilir.

Daha genel bir terimlerle vermek gerekirse (X, d) metrik uzayinda x € X icin tiim acik
disklerin siifi {D(x, %): n € N} x noktasinda yerel bazdir ve sayilabilirdir. Bundan

otiiri herhangi (X, d) metrik uzay: birinci sayilabilirdir.
Ornek 2.2.3. X x Y carpim uzay1 sonlu ise birinci sayilabilirdir.

Ornek 2.2.4. Ayrik (diskre) topolojiye gore X x Y c¢arpim uzay1 birinci sayilabilirdir.
(x,y) € Xx icin tek bir {(x, y)} kiimesinden ibaret 93, sinifi (x, y) noktasinda yerel
bazdir.
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Topoloji ders notlarindan bildigimiz kadariyla ‘sayillamaz X kiimesi, tizerindeki
tlimleyeni sonlu topoloji ile donatilirsa birinci sayilabilir uzay degildir”. Buradan

hareketle tiimleyeni sonlu R? uzayi, birinci sayilabilir uzay olamaz.

Birinci sayilabilir uzayin alt uzaymnin da sayilabilir olmasindan hareketle carpim

uzaylar icin de benzer ifade doiru olur.

Topoloji notlarindan hatirlanacagi iizere birinci sayilabilir X uzayindaa € X ve AC X
olmak iizere ‘a € A dir ancak ve ancak (a,) — a olacak sekilde A da bir (a,,) dizisi

vardir”.
Bu sonugc ¢arpim uzaylar icin asagidaki sekilde ifade edilir.

Teorem 2.2.5. Birinci sayilabilir X x Y ¢arpim uzayinda A x B € X x Y alt kiimesi ve

(a,b) € X x Y noktasi i¢in asagidaki ifadeler denktir.
@ (a,b)e AxB=AxB

(b) (a,, b,) — (a, b) olacak sekilde A x B carpim kiimesinde bir (a,, b,,) carpim dizisi

vardir.

Birinci sayilabilir uzaylarin sonlu ¢carpiminin da birinci sayilabilir olmas ile ilgili

asagidaki 6nerme ifade edilebilir.

Onerme 2.2.6. X;,X,..., X, topolojik uzaylarin ¢carpim uzay1 X = X; x X, x ... X,
olsun. Her bir X; uzayinin birinci sayilabilir olmasi icin gerek ve yeter kosul X carpim

uzayinin birinci sayilabilir olmasidir.

Ornek 2.2.7. X x Y carpimi sonsuz bir kiime ve (a, b) € X x Y ise Ornek I de verilen

topolojiye gore X x Y uzay1 birinci sayilabilir olamaz.

(a,b) € X x Y noktasinin sayilabilir yerel baz1 yoktur. bulunamaz. iddianin tersine
olarak 2 = {A; x B;: i € I} smifinin (a, b) noktasinin sayilabilir yerel bazi oldugunu
varsayalm. Burada her bir (4; x B;)° sonlu ve de | J,_;(4; x B;)* = ([);c; Ai X B))*

sayilabilir dir. Bundan dolay1(),.; A; x B; sayilamaz olup (a, b) dan farkh elemanlar

iel

vardir. Bir (x,y) € [);c;4: X B; i¢in {(x, y)}¢ kiimesi (a, b) nin acik komsulugudur,
fakat (a,b)e Ax B C{(x, y)}¢ biciminde bir A x B € 9 yoktur.



3. BOLUM

CARPIM UZAYLARDA DIZISEL SUREKLILIK

Bu boéliimde, carpim uzaylarda dizisel siireklilik kavrami arastirilacaktir..

3.1. Carpmm Dizisel Siireklilik

Tanim 3.1.1. X ve Y topolojik uzaylar, f: X — Y bir fonksiyon ve a € X olsun.
Eger limiti olan tiim (a,) dizileri i¢in (f(a,)) gortintli dizisinin limiti f(a) ise f 'nin
a noktasinda dizisel siirekli oldugu sOylenir. f, X’in tiim noktalarinda dizisel siirekli

ise f’ye dizisel siireklidir dizisel siireklidir denir.

Bu tanimi ¢carpim uzaylar icin su sekilde ifade ederiz.

X x Y ve U x V carpim topolojik uzaylarinda f: X x Y — U x V fonksiyonunun
(a, b) noktasinda siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul limiti (a, b) olan dizilerin

(f(a,, b,)) gortintii dizilerin limiti f(a, b) dir.

Siireklilik ve dizisel stireklilik tanimlar1 asagidaki iliskiye sahiptir.

Onerme 3.1.2. Siirekliolan f: X x Y — U x V fonksiyonu dizisel siireklidir.

ispat: f: X xY — U x V fonksiyonu siirekli ve (a,, b,) dizisi (a, b) noktasina
yakinsasin. (f(a,, b,)) goriintii dizisinin f(a, b) noktasina yakinsadigini gésterelim.
Bunun icin f(a, b) noktasimnin bir A x B ac¢ik kommsulu verisin. f nin siirekli
olmasindan f~!(A x B) ters goriintiisii (a,b) noktasinin agik bir komsulugudur.
(a,, b,) dizisi (a, b) noktasina yakinsadigindan dizinin terimleri kismen f~'(A x B)
icindedir. Bundan dolay1 f(a,, b,) dizisi de kismen A x B icindedir. O halde f(a,, b,)
dizisi f(a, b) noktasina yakinsar. Burada (a, b) noktas1 keyfidir. Her nokta i¢in bu

durum gecerli oldugundan f fonksiyonu dizisel siireklidir. a
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Bu Onermenin tersinin genelde dogru olmadigina carpim uzaylardan bir 6rnek

verelim.

Ornek 3.1.3. R?'nin topolojisi tiimleyeni sayilabilir T topolojisi ve R’nin topolojisi
9 alisilmig topoloji ise f: R*> — R,(x,y) — x birinci izdiisiim fonksiyonu dizisel
stireklidir. Ciinkii R? nin tiimleyeni sayilabilir topolojisine gére (a, b) noktasina
yakinsayan bir (a,, b,) dizisinin terimleri kismen (a, b) dir. Dolayisiyla f(a,, b,)
gorilintli dizisinin terimleri de kismen f(a,b) dir. Bundan dolay1 f(a,, b,) dizisi
f(a, b) noktasina yakinsar. O halde f fonksiyonu (a, b) noktasinda dizisel siireklidir.
Bu nokta keyfi se¢ildiginden bu durum R? nin tiim noktalari i¢cin dogrudur. Bundan
dolay: f fonksiyonu dizisel siireklidir. Fakat f siirekli degildir. Clinkii 6rnegin U =
(0,1) € R agik araligi alisilmis topolojiye gore R de aciktir ancak f~(U) ters gortintiisii
tiimleyeni sonlu topolojisine gore R? de agik degildir. Bunun gerekgesiise ‘ f~1(U) nin

tlimleyeni sonlu degildir”. Bundan dolay1 f fonksiyonu siirekli deiildir.

Onerme 3.1.4. X x Y herhangi bir carpim topolojik uzay ve U x V ¢arpim uzayi

Hausdorffise f: X x Y — U x V verilsin. Sunlar denktir.
(@) f dizisel siireklidir;

(b) X x Y carpim uzayinda (a,, b,) carpim dizisi yakinsak iken (f(a,, b,)) gortintii

dizisi de U x V carpim uzayinda yakinsaktir.

Ispat: Tanim 3.1.1 den (a)=> (b) gerektirmesi asikardur.

(b) = (a) : X x Y carpim uzayinda yakinsak olan (a,, b,) ¢arpim dizilerinin
(f(a,,b,)) goriintii dizileri U x V ¢arpim uzayinda yakinsak olsun. f fonksiyonunun
dizisel siirekli olduiunu ispat edelim. Bunun icin X x Y carpim topolojik uzayinda
(an, b,) carpim dizisinin (a, b) noktasina yakinsadigini varsayalim. f(a,, b,) gériintii
dizisinin f(a, b) noktasina yakinsadigim gosterelim. Eger (a,, b,,) carpim dizisinin
limiti (a, b) ise (a/, b)) = (a1, b),(a, b),(ay, b,),(a, b),...,(a,, b,),(a, b),...) dizisinin
de limiti (a, b)'dir. (b) kabuliinden

(f(a;l» b,/l)):(f(al’ bl)’f(a» b)»f(aZ’bZ)!f(a> b)’--"f(ambn)’f(a» b)’)

goriintii dizisi yakinsaktir. Hausdorff uzayda dizinin limiti tektir. Bundan dolay

bu dizinin limiti f(a,b)dir. Aksi halde eger bu dizi farkli bir (x, y) noktasina
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yakinsak olsaydi (f(a, b), f(a, b),...) sabit alt dizisi de ayni (x, y) noktasina yakinsak
olurdu. Halbuki bu sabitdizi f(a, b) noktasina yakinsadigindan bu miimkiin degildir.

Buradan (f(a,, b,)) de f(a, b) alt dizisinin limiti de (x, y)dir. O

Teorem 3.1.5. f: X x Y — U x V fonksiyonunun dizisel siirekli olmasi i¢in gerek
ve yeter sart dizisel actk A x B € U x V alt kiimelerinin f~'(Ax B) € X x Y ters

goriintiilerinin dizisel acik olmasidir.

Ispat: f’nin dizisel siireklive Ax B C U x V altkiimesinin dizisel acik oldugunu kabul
edelim. f~!(A x B) ters goriintiisiiniin dizisel acgik oldugunu ispat edelim. Bunun
yerine herhangi bir (a, b) € f~!(A x B) i¢in limiti (a, b) olan tiim (a,, b,) dizilerinin
kismen f1(A x B) de kaldigim1 gosterelim. f’nin dizisel siirekli olmasindan eger
(a,,b,) dizisinin limiti (a, b) ise (f(a,, b,))'nin limiti de f(a, b) dir. Burada (a, b) €
f1(Ax B) = f(a,b) € Ax B ve Ax B dizisel acik oldugundan (f(a,, b,)) dizisi
kismen Ax B ¢arpim kiimesi icindedir. Bundan dolay1(a,, b,,) dizisi kismen f~1(Ax B)

ters goriintiisiinde ve de dolayisiyla f~(A x B) dizisel agiktir.

Diger taraftan U x V carpim uzayinda dizisel acik olan A x B € U x V alt kiimelerin
f71(Ax B)ters goriintiisii X x Y de dizisel acik olsun. f fonksiyonunun dizisel siirekli
oldugunu gosterelim. X x Y carpim uzayinda (a, b) € X x Y noktasina yakinsayan bir
(a,,b,) dizisi verilsin. (f(a,, b,)) goriintii dizisinin f(a, b) noktasina yakinsadigini
gosterelim. U x V c¢arpim uzayinda f(a, b) noktasinin bir A x B acik komsulugu
verilsin. Ac¢ik bir kiime dizisel a¢ik oldugundan A x B ¢arpim kiimesi dizisel agiktir. O
halde varsayimdan f~'(Ax B) ters goriintiisii X x Y de dizisel acik ve (a, b) € f (A% B)
dir. Burada (a,, b,) — (a,b) oldugundan (a,, b,) dizisi kismen f~1(A x B) dedir.
Buradan (f(a,, b,)) dizisi kismen A x B de olup (f(a,, b,)) — f(a, b) dir. O

Onerme 3.1.6. Carpim uzaylar arasinda bir f: X x Y — U x V fonksiyonu dizisel
siireklidir ancak ve ancak her dizisel kapali K x F C U x V alt kiimesinin f~(K x F) C

X x Y ters goriintiisii dizisel kapalidir.

Ispat: f fonksiyonunun dizisel siirekli oldugunu varsayalim. Dizisel kapali olan
K x F C U x V alt kiimesinin f~'(K x F) ters goriintiisiiniin dizisel kapali oldugunu

gosterelim. Bunun yerine terimleri f~!(K x F) € X x Y de ve limiti (a, b) olan bir
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(a,, b,) dizisi verilsin. Buradan hareketle (f(a,, b,,)) terimleri K x F kiimesinde olan
bir dizidir. f’nin dizisel siirekli olmasindan (f(a,,, b,))'nin limiti f(a, b) dir. Burada
K x F dizisel kapali oldugundan f(a,b)€ K x F olup (a, b) € f~'(K x F) dir. Bundan
dolay1 f~}(K x F) nin dizisel kapali oldugu elde edilir.

Karsit olarak kapali K x F C U x V alt kiimesinin f~1(K x F) ters goriintii kiimesinin
X x Y carpim uzayinda dizisel kapali oldugunu kabul edelim. f fonksiyonunun
dizisel siirekli oldugunu gosterelim. Bunun icin X x Y carpim topolojik uzayinda
(a,b) € X x Y noktasina yakinsayan bir (a,, b,) ¢carpim dizisi verilsin. (f(a,,b,))
goriintii dizisinin f(a,b) € U x V noktasina yakinsadigini gosterelim. f(a, b)
noktasinin bir A x B ac¢ik komsulugu verilsin. A x B carpim kiimesi U x V carpim
topolojik uzayinda agik dolayisiyla dizisel acik oldugundan U x V \ A x B tiimleyeni
dizisel kapalidir. Buradan kabuliimiizden dolay1 f ' (Ux V\AxB)=XxY\ f}(Ax B)
dizisel kapali olup f~'(A x B) dizisel aciktir. Burada (a,, b,) — (a,b) ve (a,b) €
f~Y(A x B) oldugundan (a,, b,) dizisinin terimleri kismen f~!(A x B) de dir. Bundan
dolay1 (f(a,, b,,)) dizisi kismen A x B de olup (f(a,, b,))— f(a, b) dir. O

Onerme 3.1.7. Carpim topolojik uzaylar arasinda bir f: X x Y — U x V fonksiyonu
verilsin. f’nin siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul her A x B C X x Y alt kiimesi

icin f(Ax")C F(Ax B) dir.

ispat: [ fonksiyonu dizisel siirekli, Ax B C X x Y olsun. f(AxB")C f(AxB)
oldugunu ispat edelim. Bir (u,v) € f(mD) noktas1 verilsin. f(x,y) = (u,v)
olacak sekilde bir (x, y) € Ax B’ noktasi alalim. O halde A x B carpim kiimesinde
(x, y) noktasina yakinsayan bir (a,, b,) carpim dizisi vardur, yani (a,,, b,) — (x, y) dir.
f fonksiyonu dizisel siirekli oldugundan (f(a,, b,)) goriintii dizisi f(x,y) = (u,v)
noktasina yakinsar. Burada (f(a,, b,)) goriintii dizisi f(Ax B) da oldugundan Bundan

dolay1 (u,v)e€ f(Ax B)D dir. Buise f (ED) Cf(Ax B)D oldugunu ispat eder.

Karsit olarak her A x B € X x Y carpim alt kiimesi icin f (mD) C ml)
oldugunu kabul edelim. f fonksiyonunun dizisel siirekli oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in Onerme 3.1.6 den U x V carpim uzayindaki dizisel kapali kiimelerin
ters ters goriintiisiiniin X x Y de dizisel kapali oldugunu gésterelim. U x V carpim

topolojik uzayinda dizisel kapali olan bir K x F € U x V alt kiimesi verilsin. K x F C
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U x V altkiimesi dizisel kapali oldugundan K x F P C K x F dir. Buradan varsayimdan

dolay1 f(f-1(K x F)D) C f(f~UK x F))D C K x £’ C K x F ve de buradan hareketle
f~Y{K xF )D C f~Y(K x F) olur. Buradan da istenilen sekilde f~'(K) nin dizisel kapal

oldugu sonucu elde edilir. a

Onerme 3.1.8. Carpim topolojik uzaylarin f: X x Y — U x V fonksiyonunun dizisel
siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul Ax B C U x V ¢arpim alt kiimesi icin f~!((A x

B)°P)C (f (A x B)°P olmasidir.

ispat: f fonksiyonu dizisel siirekli olsun. Bir A x B C U x V carpim alt kiimesi i¢in
fH(A x B)°?) C (f (A x B))°? oldugunu ispat edelim. Bunun i¢in de bir (x, y) €
f7H((A x B)°P) noktasin secelim (x,y) € (f (A x B))°? oldugunu gorelim. X x Y
carpim uzayinda (x, y) noktasina yakinsayan bir (a,, b,) dizisi secelim bu dizinin
terimlerinin kismen f~!(A x B) kiimesinde kaldigini1 gosterelim. f dizisel siirekli
oldugundan (a,, b,) — (x,y) = (f(a,, b,)) — f(x, y) dir. Burada f(x, y) € (A x B)°?
olup (f(a,, b,)) dizisi kismen A x B de oldugundan (a,, b,) dizisi kismen f~'(A x B)
de dir. Bundan dolayi (x), y € (f (A x B))°? dir.

Tersine olarak A x B C U x V iken f~'((Ax B)°?) C(f~'(A x B))°? olsun. f nin dizisel
surekli oldugunu gostermek icin A x B € U x V carpim alt kiimesi dizisel acik iken
fHAxB)<(f Y(Ax B))°P oldugunu gostermek yeterli olur. Eger A x B kiimesi U x V
)OD

carpim uzayinda dizisel agik iken (A x B)°? = Ax B oldugundan varsayimdan f~'(A x

B)C(f (A x B))’ istenileni elde edilir. O

Simdi ¢arpim uzaylarda dizisel siirekli olamayan bir fonksiyon 6rnegi yazalim.

Ornek 3.1.9. R? iizerinde alisilmis topoloji % ve R iizerinde tiimleyeni sayilabilir
topoloji T olsun. R? iizerindeki alisilmis topolojinin ayni zamanda bir garpim topoloji
oldugunu biliyoruz. Asagida tanimlanan f: (R? %) — (R, ) fonksiyonu dizisel

siirekli degildir

x+1, x=20

f(x’y):

X, x<0

1 1
Her n € Nicin D(6, ;) acik diskten bir (a,, b,) € D(0, E) noktasi secerek bir (a,, b,)
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—1)”
dizisini olusturalim. Burada (a,) = ( n) olarak alalim. Bu sekilde secilen (a,, b,)

dizisi R? de 8 = (0, 0) noktasina yakinsar ancak

1 .
—+1, n gift

f(an! bn) =
— n tek

olup (f(a,,b,)) dizisi (R,7) da yakinsak olamaz. Ciinkii bu (f(a,,b,)) goriinti

dizisinin 1 ve 0 noktalarina yakinsayan iki alt dizisi vardir.

Asagidaki teoremde ifade edildigi gibi birinci sayilabilir uzaylara Siireklilik ve dizisel
stireklilik esdegerdir. Ispati topoloji derslerinden bilindigi gibi yapilabilir. Bunda

dolay ispatin1 ihmal ederiz.

Teorem 3.1.10. (X,7) birinci sayilabilir topolojik uzay olsun. Herhangi bir
f:(X,7) — (Y,0) fonksiyonunun siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul dizisel

siirekli olmasidir.

Tanim 3.1.11. f:(X,7)—(Y,o)fonksiyonu verilsin. Eger dizisel acik olan tim A C X
alt kiimeleri icin f(A) dizisel a¢ik oluyorsa f fonksiyonuna dizisel aciktir denir.
(Garpim uzaylarda acgik fonksiyonu asagidaki sekilde karakterize edebiliriz.

Onerme 3.1.12. Tiim Ax B C X x Y ¢arpim alt kiimelerine karsilik f((A x B)°P) C
(f(Ax B))°? oluyorsa f: X x Y — U x V fonksiyonu dizisel agiktir.

Ispat: A x B dizisel acik ise (A x B)’? = A x B oldugundan varsayimdan dolay1 f(A x
B)= f((Ax B)*?)C((f(A x B))°P olur. O halde f(A x B) dizisel agiktr. O

Tanim 3.1.13. f: X x Y — U x V fonksiyonu verilsin. Eger her A x B C X x Y dizisel
kapali alt kiimesi icin f(A x B) dizisel kapali ise f ye dizisel kapali fonksiyon denir.

Onerme 3.1.14. Her A x B C X x Y alt kiimesi i¢in f(A x B)D C f(Ax BD) ise f: X x

Y — U x V fonksiyonu dizisel kapalidir.

Ispat: A x B dizisel kapal ise A x B =AxB oldugundan varsayimdan f(A x B)D c
f(Ax BD) = f(A x B) olur. O halde f(A x B) dizisel kapalidur. O
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Onerme3.1.15. f: X x Y — U x V bire-bir ve 6érten fonksiyon olsun. f dizisel agiktir

ancak ve ancak dizisel kapalidir.

Ispat: f bire-bir ve orten fonksiyon olsun. f(A x B)°) = (f(A x B))°den ispat elde

edilir. O



4. BOLUM

CARPIM UZAYLARDA DIZISEL KOMPAKTLIK VE DIZISEL IRTIBATLILIK

4.1. Dizisel Kompakt Carpim Uzaylar
Dizisel kompakt bir kiimenin veya uzayin genel tanimi su sekildedir.

Tanim 4.1.1. (X, 7) topolojik uzayinda A € X alt kiimesi verilsin. Terimleri A'dan
secilen tiim (a,,) dizilerinin, limiti A’da olan yakinsak alt dizileri varsa A alt kiimesine
dizisel kompakt, 6zel olarak X deki dizilerin yakinsak alt dizisi varsa (X, 7) uzayma

dizisel kompakt uzay denir. O

Benzer olarak X x Y carpim uzayinda A x B € X x Y carpim alt kiimesinin dizisel
kompakt olmasi icin gerek ve yeter kosul limiti A x B'dan secilen tim (a,,b,)
dizilerinin limiti A x B de olan yakinsak (a,,, b, ) alt dizilerinin bulunmasidir. Bunun
0zel durumu olarak X x Y ¢arpim uzaymin dizisel kompakt olmasi icin gerek ve yeter

kosul X x Y’deki tim (a,, b,,) dizilerinin yakinsak alt dizileri vardir.

Asagidaki 6nermenin ispati dizisel kompakt uzay ve alt uzay tanimlarindan izlenir.

Bundan dolay1 ayrintili ispatini ihmal ederiz.

Onerme4.1.2. X x Y carpim uzaymnin bir Ax B C X x Y altkiimesi verilsin. Asagidaki

ifadeler denktir.
(@) A x B carpim alt kiimesi X x Y'de dizisel kompakttir.
(b) A x B alt carpim uzay1 dizisel kompakttir.

Ornek 4.1.3. X x Y carpim uzayinda sonlu bir A x B € X x Y alt kiimesi dizisel
kompakttir. Bunun ispatin1 gérmek icin A x B carpim kiimesi sonlu olmak tizere

terimleri A x B’'da olan herhangi bir (a,, b,) dizisi seceriz. A x B alt kmesi sonlu
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oldugundan bu dizinin sonsuz tekrar eden en az bir (a,,b,,) terimi olacaktir.
Buradan hareketle terimleri sabit olan (a,,, b,.) = ((a,,, by, ), (@y,, by,),...) alt dizisi

(an,, by,) € A B sabit noktasina yakinsar. O

Buifadeden sonlu X x Y ¢arpim uzayinin dizisel kompakt oldugu neticesi elde edilmis

olur.

Ornek 4.1.4. R?, alisilmis topolojisine gére carpim uzayidir. A x A = (0,1) x (0,1)
carpim kiimesi dizisel kompakt degildir. Ornek olarak terimleri A x A’'dan alinan
(a,, b,) = (=%, =) carpim dizisinin, limiti A x A da olan bir alt dizisi yoktur. Ciinkii

n+1’ n+l

(a,,b,) = (,%H, n+1) dizisi (0, 0) noktasina yakinsak oldugundan her alt dizisi de (0, 0)

noktasina yakinsar ancak (0, 0) noktast A x A carpim kiimesinin elemani degildir. O

Ornek 4.1.5. Bos olmayan X x Y carpim kiimesi {izerinde tiimleyeni sonlu sayilabilir

topolojisiile Ax B € X x Y carpim alt kiimesi verilsin.
A x B ¢arpim alt kiimesi sonlu ise Ornek4.1.3 den dizisel kompakttir.

A x B sonsuz ise dizisel kompakt degildir. Clinkii tiimleyeni sonlu topolojisine gore
X x Y carpim topolojik uzayinda bir dizinin terimleri kismen sabit oldugunda dizi
yakinsaktir. Bundan dolay1 A x B’nin sonsuz olmasi halinde terimleri farkli olacak
sekilde Ax B de bir (a,,, b,,) dizisi secildiginde bu dizinin, limiti A x B de olan yakinsak

bir alt dizisi bulunamaz. O

Onerme 4.1.6. X x Y carpim uzay1 dizisel kompakt olsun. A x B ¢arpim alt kiimesi

dizisel kapali ise dizisel kompakttir.

Ispat: X x Y carpim topolojik uzay: dizisel kompakt ve Ax B C X x Y carpim
alt kiimesi dizisel kapali olsun. A x B’nin dizisel kompakt oldugunu ispat edelim.
Terimleri A x B'de bulunan bir (a,, b,) carpim dizisi verilsin. X x Y carpim uzayinin
dizisel kompakt olmasindan o6tiirii (a,, b,,) carpim dizisinin limiti X x Y’de olan bir
(an,,b,,) alt dizisi vardir. Bu sekildeki (a,,, by, ) alt dizisinin limiti (a, b) olsun. O
halde (a, b) € (A x B)P dir. Fakat k A x B ¢carpim alt kiimesi dizisel kapali oldugundan
(Ax B)P x Ax B dir. Bundan dolay1 (a, b) € Ax B dir. O halde A x B dizisel kompakttir.

O
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Onerme 4.1.7. Carpim uzaylarin bir fonksiyonu f: X x Y — U x V dizisel siirekli
olsun. Eger A x B C X x Y c¢arpim alt kiimesi dizisel kompakt ise f(A x B) goriintii

kiimesi de dizisel kompakttir.

Ispat: f: X xY — U x V ¢arpim uzaylarin fonksiyonu dizisel siireklive Ax BC X x Y
carpim alt kiimesi dizisel kompakt olsun. f(A x B) nin dizisel kompakt oldugunu
ispatlayalim. Bunun icin f(A x B) da bir (x,, y,) dizisi alallm. Her n € N icin
f(a,,b,) = (x,, y,) olacak sekilde A x B da bir (a,, b,) dizisi secelim. A x B dizisel
kompakt oldugundan (a,, b,) carpim dizisinin, limiti A x B de olan yakinsak bir
(an,, by, ) alt dizisi vardir. Bu (a,,, by, ) alt dizisinin limiti (a, b) olsun. Diger taraftan
f: X xY — U x V fonksiyonu dizisel siirekli oldugundan (f(a,,, b, )) = (x,,, Yn)
gortintii dizisi f(a, b)=(x, y) € f(A x B) noktasina yakinsar. Bundan dolay: (x,,, y,,)

dizisi (x,, y,,) nin yakinsak bir alt dizisi olup f(A x B) dizisel kompakttir. O

Bu 6nermenin bir neticesi olarak X x Y carpim topolojik uzayi dizisel kompakt f: X x
Y — U x V dizisel siirekli ve 6rten bir fonksiyon iken U x V ¢arpim uzay1 da dizisel

kompakttir.

Siirekli bir fonksiyon dizisel siirekli oldugundan Onerme 4.1.6’nin bir neticesi olarak

dizisel kompaktlik kavraminin topolojik bir 6zellik oldugu sonucu elde edilir.

Onerme 4.1.8. X x Y carpim uzay1 Dizisel kompakt ve Ax B € X x Y sonsuz olsun.

A x B’nin en az bir alt kiimesi vardir.

ispat: X x Y carpim topolojik uzay1 dizisel kompakt ve A x B C X x Y
carpim alt kiimesi sonsuz olsun. A x B’nin bir yigilma noktasi oldugunu ispat
edelim. Terimleri farkli ve A x B carpim alt kiimesinde bulunan bir (a,, b,) =
((ay, by),(as, by)...,(a,, b,),...) carpim dizisi secelim. X x Y carpim uzaynin dizisel
kompakt olmasina binaen (a,, b,) ¢arpim dizisinin yakinsak bir (a,,, b, ) alt dizisi
vardir. Bu (a,,, b, ) alt dizisinin limiti (@, b) € X x Y olsun. Bundan dolay1 (a, b)
noktasinin her U x V agik komsulugu (a,, , by, ) alt dizisinin terimlerini kismen igerir,
yani n; 2 n, oldugunda (a,,,a, ) € U x V olacak sekilde bir n, € N vardir. Fakat
(an,,b,,) alt dizisinin terimleri farkli oldugundan U x V acik komsulugu (a,, b,)

dizisinin sonsuz coklukta terimini ihtiva eder. Bundan dolay1 (a, b) noktas1 A x B
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carpim alt kiimesinin bir yigilma noktasidir. Bu ise istenilen ispati tamamlamis olur.

O

Bu 6nermeden dolay1 dizisel kompakt olan bir uzay sayilabilir kompakttir. Ancak
bunun tersi her zaman dogru olmayabilir. Diger bir deyisle sayilabilir uzayin dizisel

kompakt olmasi gerekmez. Bununla ilgili olarak asagidaki 6rnekleri inceleyelim.

Ornek 4.1.9. X x Y carpim topolojik uzayi sonsuz ve (a, b) € X x Y olsun. 7 ={G C
XxY|(a,b)e G® veya G° sonlu} verilsin. Bu topolojiye gére X x Y ¢arpim topolojik

uzayl dizisel kompakttir.

Coziim: Bunun icin X x Y carpim topolojik uzayinda bir (a,, b,,) carpim dizisinin
yakinsak bir alt dizisi dizisi bulundugunu ispat edelim. Segilen (a,, b,) dizisinin
terimlerinin kiimesi A x B olsun. A x B sonlu ise Ornek 4.1.3 dekine benzer sekilde
dizinin tekrar eden bir (a,,, b, ) terimi vardir. Buradan (a,, b,)'nin yakinsak bir alt
dizisi (a,,, by, ) = (apy, by,), @y, by,), . ..) olarak secilebilir. A x B’nin sonsuz olmasi
halinde ise (a,, b,) dizisinin terimleri farkh olan bir (a,,, b, ) alt dizisi (a,b) € X x Y

noktasina yakinsar.

4.2. Carpim Uzaylarda Dizisel Irtibathhk

Carpim topolojik uzaylarda carpim dizisel acik ve dizisel kapali kiimeler

tanimlandiktan sonra ¢carpim uzaylarda dizisel irtibath kiime tanimlanabilir.

O halde carpim topolojik uzaylarda dizisel irtibatlik su sekilde tanimlanir.

Tanim 4.2.1. X x Y carpim topolojik uzayinin hem dizisel acik hem de dizisel kapal
olan bos ve X x Y den baska hig bir alt kiimesi yoksa X x Y carpim topolojik uzayina

dizisel irtibath aksi halde dizisel irtibatsiz denir.

Buna gore X x Y carpim topolojik uzay1 dizisel irtibathdir ancak ve ancak ayrik ve

dizisel acik iki 6z alt kiimenin birlesimi olarak yazilamaz.

Benzerolarak Ax B C X altkiimesi dizisel irtibathidir eger bostan farkli, ayrik ve dizisel

acik iki 6z alt kiimenin birlesimi olarak yazilamaz.

Onerme 4.2.2. X x Y carpim topolojik uzay: irtibatsiz ise dizisel irtibatsizdur.
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Ispat: X x Y carpim topolojik uzay irtibatsiz ise X x Y'nin hem acik hem kapal
olan bos ve X x Y den baska bir A x B (6z) alt kiimesi vardir. Onerme 2.1.11 (d)
den dolay1 agik kiimeler dizisel acik ve Onerme 2.1.2 (c) den kapali kiimeler dizisel
kapali oldugundan A x B ¢arpim 06z alt kiimesi hem dizisel acik hem dizisel kapalidir.

Bundan dolay1 X x Y ¢arpim topolojik uzayi dizisel irtibatsizdir. O
Bunun sonucu olarak sunu ifade edebiliriz.

Sonuc¢ 4.2.3. X x Y carpim alt uzayi dizisel irtibatl ise irtibathdir.

Busonucun tersi genelde dogru degildir, yaniirtibath bir uzayin dizisel irtibath olmasi

gerekmez. Simdi irtibatli bir uzayin dizisel irtibath olmadigina dair bir 6rnek verelim.

Ornek 4.2.4. R? carpim kiimesi sayillamaz bir kiimedir, tiimleyeni sayilabilir

topolojisine gore irtibathidir, fakat dizisel irtibath degildir.

R? ¢arpim kiimesi sayillamaz oldugundan irtibathdir. Aksi halde irtibatsiz olsa hem
acik hem kapali bir 6z alt kiimesi bulunur ki bu miimkiin olamaz. Buna ilaveten
Ornek 2.1.6'den tiimleyeni sayilabilir topolojisine gére R? in tiim alt kiimeleri hem
dizisel acik hem dizisel kapali oldugundan dolay1 bu topolojiye gore R? dizisel

irtibatsizduir.

Not 4.2.5. Dizisel uzaylarda alt kiimelerin acik olmasi icin gerek ve yeter kosul dizisel
acik olmasidir. Aym sekilde bu uzaylarda kiimeler kapalidir gerek ve yeter sart
dizisel aciktir. Bu nedenle dizisel uzaylarda irtibathk ve dizisel irtibatlik kavramlari
esdegerdir. Diger bir ifade ile dizisel uzaylarda alt kiimelerin irtibath olmasi icin gerek

ve yeter kosul dizisel irtibatli olmasidir.

irtibatlilik ile ilgili bilinen bir sonu¢ carpim topolojik uzaylarda dizisel irtibatlihga
asagidaki sekilde uyarlanabilir.
Onerme 4.2.6. X x Y carpim uzay1 hakkinda su ifadeler denktir.

(@) X x Y carpim uzayinin dizisel acik ve dizisel kapali A x B 6z alt kiimesi vardir.

(b) Sabit olmayan dizisel stirekli f: X x Y — {a, b} fonksiyonu vardir. Burada {a, b}

kiimesi tizerindeki topolojinin ayrik (diskre) topoloji oldugunu belirtelim.
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ispat: (a)= (b): X x Y carpim uzayinda dizisel acik ve dizisel kapali olan A x B 6z
alt kiimesi oldugunu kabul edelim. Buradan

a, X€AXxXB

flx)=
b, xe€(AxB)°

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan f: X — {a, b} fonksiyonunun
dizisel siirekli oldugunu gosterelim. {a, b} kiimesi iizerindeki topoloji ayrik
oldugundan her alt kiimesi acik dolayisiyla dizisel aciktir. Bu sekilde tanimlanan f
fonksiyonunagore f~'({a})= AxB, f({b})=(AxB), f'({a,b})=XxY ve f{} =
) oldugundan tim dizisel acik kiimelerin ters goriintiisii X x Y de dizisel agiktir.
Burada varsayimdan A x B’'nin hem dizisel acik hem dizisel kapali olduguna dikkat

edelim. Bundan dolay1 Teorem3.1.5'den fonksiyon f: X — {a, b} dizisel siireklidir.

(b) = (a) gerektirmesinin ispat1 i¢cin sabit olmayan ancak dizisel siirekli olan bir
f: X xY —{a, b} fonksiyonunun mevcut oldugunu varsayalim. {a, b} nin topolojisi
ayrik oldugundan {a} tek nokta kiimesi {a, b}'de acik ve kapalidir. Bu nedenle {a}
dizisel acik ve dizisel kapalidir. Diger yandan fonksiyon f: X x Y — {a, b} dizisel
stireklidir. Teorem 3.1.5 ve Onerme 3.1.6’dan f~({a}) ters goriintiisii X x Y de dizisel

acik ve dizisel kapahdir. Bu sebepten X x Y dizisel irtibathdir. O

Onerme 2.1.18den dizisel agik kiimenin tiimleyeni dizisel kapahdir. Bundan

hareketle asagidakiler Tanim 4.2.1 1n direkt bir sonucudur.

Onerme 4.2.7. X x Y carpim topolojik uzayinda asagidakiler esdegerdir.
(a) X x Y dizisel irtibatsizdir;

(b) Birlesimleri X x Y ve kesisimleri () olan dizisel acik A x B ve U x V 6z alt kiimeleri

vardir.

(c) Birlesimleri X x Y ve kesisimleri §) olan dizisel kapali A x B ve U x V alt kiimeleri

vardir;

(d) Sabit olmayan ancak dizisel siirekli olan f: X x Y — {a, b} fonksiyonu mevcuttur.

Burada {a, b} iki elemanl kiime {izerindeki topoloji ayrik (diskre) topolojidir.

Bu dnermeye esdeger olan asagidaki Onermeyi verebiliriz.
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Onerme 4.2.8. X x Y carpim uzayinda asagidakiler esdegerdir.
(a) X x Y dizisel irtibathidir;

(b) Birlesimleri X x Y ve kesisimleri f) olan dizisel acik A x B ve U x V 06z alt kiimeleri

yoktur;

(c) Birlesimleri X x Y ve kesisimleri f) olan dizisel kapali A x B ve U x V alt kiimeleri

yoktur;

(d) Sabit olmayan dizisel stirekli fonksiyon f: X x Y — {a, b} yoktur. {a,b} nin
topolojisi ayrik (diskre) topolojidir.

(e) f: X x Y —{a, b} fonksiyonu dizisel siirekli ise sabittir.

Asagidaki teorem ispat edildigi gibi carpim uzaylarda dizisel irtibath kiimelerin dizisel
siirekli fonksiyon altindaki goriintiileri dizisel irtibathdir. Diger bir styleyisle dizisel

irtibathlik dizisel siirekli fonksiyonlar altinda korunur.

Teorem 4.2.9. X xY ve U x V carpim uzaylar arasinda f: X x Y — U x V fonksiyonu
dizisel siirekli olsun. Dizisel irtibath olan A x B C X x Y alt kiimesinin f(A x B)

goriintiisii dizisel irtibathdir.

Ispat: Ax B C X x Y carpim alt kiimesi dizisel irtibath olsun. f(A x B)'nin dizisel
irtibath oldugunu ispat edelim. Bunun yerine g: f(A x B) — {a, b} dizisel siirekli ise
sabit oldugunu gosterelim. g: f(A x B) — {a, b} fonksiyonu icin g f: Ax B — {a, b}
bileske fonksiyonu da dizisel siireklidir. Burada A x B dizisel irtibath oldugundan
gf:Ax B — {a, b} fonksiyonu sabittir. Bu nedenle g: f(A) — {a, b} fonksiyonu
sabittir. Onerme 4.2.8'den f(A x B) da dizisel irtibathdur. O
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