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Bu tezin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitiilmesi, arastirmalarinin yapilmasi ve
bulgularinin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle riayet
edildigini; bu c¢alismanmin dogrudan birincil iiriinii olmayan bulgularin,
verilerin ve materyallerin bilimsel etige uygun olarak kaynak gosterildigini
ve alint1 yapilan ¢ahismalara atfedildigine beyan ederim.
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OZET

FARK DiZi UZAYLARI HAKKINDA
YUKSEK LISANS TEZi
ELIF TOSGUN
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILiM DALI

(TEZ DANISMANI:PROF.DR.MEHMET AL SARIGOL)

DENIZLIi, MAYIS - 2022

Bu tez calismasi dort bélimden olusmaktadir.

Birinci boélimde hazirlik amaciyla giris verilmistir.

ikinci béliimde diger bélimlerde kullanilacak olan temel tanimlar ve lemmalar
ifade edilmistir.

Uglincli bélimde Kizmaz (1981) ve Sarigdl (1987)iin fark dizi uzaylarini
genellestiren cy(d4), c(d4) ve 1, (dA) dizi uzaylari tanimlanarak bu uzaylarin
sirasiyla ¢y, c ve [y uzaylarina lineer izomorf oldugu gosterilmistir. Ayni zamanda
bu uzaylarla ilgili bazi kapsama bagintilari ile bunlarin dualleri elde edilmistir.
Dordlnci bolimde ise cq(d4) ve c(dA4) uzaylari ile ilgili bazi matris siniflari

karakterize edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Dizi uzayi, Matris doniisiimii, Dual uzaylar.



ABSTRACT

ON DIFFERENCE SEQUENCE SPACES

MSC THESIS
ELIF TOSGUN
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS

(SUPERVISOR:PROF. DR. MEHMET ALI SARIGOL)

DENIZLi, MAY 2022

This thesis consists of four sections.

In the first chapter, the intruduction are given for preparation.

In the second chapter, the basic definitions and lemmas used in other chapters are
given.

In the third chapter, by introducing the spaces cy(d4), c(d4) and [, (d4)
generalizing the difference sequence spaces of Kizma (1981), and it is shown that
these spaces are linear isomorphic to the tha spaces cy, c ve [, respectively.
Further, inclusion relation related to these spaces and duals of these spaces are
obtained.

In the fourth chapter, some classes related to the spaces cy(d4), c(d4) and

l,(dA) are characterized.

KEYWORDS: Sequence spaces, Dual spaces, Matrix transformations
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SEMBOL LISTESI

. Tiim reel veya kompleks terimli diziler uzay1
. N de biitiin sonlu alt kiimelerin koleksiyonu
. Yakinsak diziler uzay1
: Sifir diziler uzayi
. Smirh diziler uzay:
. Mutlak yakinsak seriler uzay1
. p. dereceden mutlak yakinsak seriler uzay1
. Sinirlt salinimh diziler uzayi
. Smnirli seriler uzayi
: Yakinsak seriler Uzay1
. x’in dizisinin A-doniisimii
: X ‘denY ‘ye olan biitiin matrislerin sinifi
: A matrisinin X uzay1 i¢indeki toplama alani
. X uzay1 lizerindeki norm
: X dizi uzaymnin a- duali
. X dizi uzaymin £- duali

. X dizi uzaymin y — duali



ONSOZ

Bu tez ¢alismasi Pamukkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik
Anabilim Dal Yiiksek Lisans programinda hazirlanmistir. Calisma konusunun
belirlenmesinde ve ¢alismanin hazirlanma siirecinin her asamasinda bilgisini,
tecriibesini ve degerli zamanini esirgemeyerek bana her zaman yardimci olan
degerli hocam Sayin Prof. Dr. Mehmet Ali SARIGOL’e tesekkiirii bir borg
bilirim. Ayrica tiim hayatim boyunca bana her zaman destek olan sevgili

aileme ve arkadaslarbma en ig¢ten tesekkiirlerimi  sunarim.



1.GIRIS

Dizi veya seri kavrami Matematigin en temel kavramlarindan biridir. Seriler 17.
ve 18. ylizyill boyunca incelenmis ve kullanilmistir. Donemin matematikgileri
bugiin iyi bilinen yakinsaklik kavraminin tanimlanmadigi periyotta rastgele dort
islemler yaparak serilerin toplamiyla ilgili ¢eliskili sonuglar elde etmis ve bu
celiskilerin tistesinden uzun siire gelememislerdir. Gauss (1777-1855)’un kesirli
bir n sayisi1 igin (1 + x)™ ifadesinin serisel agilimini veren Binom teoremi ile
mevcut celiskilerin bir kisminin istesinden gelinmistir. Bu konunun Oncii
aragtirmacilarindan olan Cauchy (1789-1857) gilinlimiizde halen kullanilan dizinin
(serinin) yakinsaklik tanimini formiiliize etmistir. Cauchy’nin tanimi1 o donemdeki
bircok belirsizligi ortadan kaldirmasina ragmen beraberinde su problemin
dogmasina neden olmustur: Acaba yakinsak olmayan seriler yani 1raksak seriler
toplanabilir mi veya iraksak seriye bir toplam karsilik getirilebilir miydi? Bu
sorunun cevabir yakinsaklik kavraminin genisletilmesiyle verilmistir. Bdylece
toplanabilme teorisi dogmustur. (Powel ve Shah 1988). Bu konuda 6ncii birgok
doniisiim kullanilmistir. Abel, Cesaro, Riesz, Norlund, Borel, Holder, Hausdorff

ve Euler doniisiimleri ilk akla gelenleridir. Ornegin, Euler

1
1+x+x2+-~~+x"=m(|x|<1)

formiiliinde x = —1 koyarak
1-1+1-1+- ==

esitligini elde etmistir. Bu ise esasinda Cauchy anlaminda yanlistir. Ciinki
esitligin solundaki seri 1raksaktir. Ancak serinin (s,) kismi toplamalr dizisinin 1.

Mertebeden Cesaro ortalamasi ile elde edilen doniisiim dizisi

‘ 1
=T Z =2 amr T D

olup bu dizi 1/2 sayisma yakinsaktir. Su halde yukaridaki iraksak serinin bu

metotla toplam1 1/2°dir. Bu 6rnek 1raksak serilerin toplanabilecegini gostermesi

1



acisindan biiyiilk 6dnem tagimasinin yaninda toplanabilme teorisinin dogmasiyla

ilgili mihenk taslarindan biridir.

Dikkat edilirse s6zii edilen doniisiim bir lineer doniisiimdiir ve bu doniisiime ayni
zamanda
- 0<k<n)
Ank =) n+1 (O<ks<n
0 i (k>n)

sonsuz matrisi karsilik gelmektedir. Bu Ornekte oldugu gibi diziler arasindaki
lineer doniisiimlere genel olarak sonsuz matrisler karsilik geldiginden en 6nemli
dontigiim tiirleri matris doniisiimleridir. Bu kavrami ifade etmek gerekirse X ile Y
iki dizi uzay1 ve A = (a,;) kompleks terimli sonsuz bir matris olsun. Eger her

n € N

o)

A =) e (nEN)
k=0
serisi yakinsak ise A(x) = (4,(x)) dizisine x = (x;) € X dizisinin doniigim
dizisi denir. Eger her x € Xicin A(x) € Y ise AyaXdenY ye matris dontisimii
denir ve X den Y ye olan biitiin matris doniistimlerinin simifi (X,Y) ile gosterilir.
Bu baglamda son yillarda 6zel matris doniisiimlerinin toplama alanlar1 goz oniine
alinarak bircok dizi ve seri uzayr tanimlanmig bunlarin cebirsel ve topolojik
yapilart ile matris doniistimleri incelenmistir. Bu konuda dnemli arastirma yapan
bazi yazarlar Gokee & Sarigél (2018), Hazar & Sarigdl (2018), Hazar & Sarigol(2018),
Kizmaz (1981), Malkowsky and Savas (2004), Malkowsky (1997), Mursaleen and

Suantai  (2007), Mursaleen and Noman (2010), Ng and Lee (1978), Sarigél (1987,2011),
Sengoniil and Basar (2005), Wang (1978) sayilabilir.

Bu calismada Kizmaz (1981) ve Sarigél (1987)’lin uzaylarini genellestiren
co(d4), c(d4a) ve l,(d4) dizi uzaylart tanimlanmis ve bu uzaylarmn bazi

topolojik yapilart incelenerek belirli matris doniisiimleri karakterize edilmistir.



2. TEMEL TANIMLAR VE LEMMALAR

2.1 Temel Tanimlar

2.1.1 Tammm Bos olmayan bir X ciimlesi, reel veya kompleks sayilarin bir F cismi

ve
T: XXX ->Xve S:FxX->X

fonksiyonlar1 verilmis olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa X ‘e F cismi

tizerinde bir lineer uzay veya vektor uzayi denir.

1. T(x,y) =x+y islemine gore X degismeli gruptur yani Vx,y,z € X igin

asagidaki sartlar saglanir:

. x+y€eX

h.x+y=y+x

ii.(x+y)+z=x+({y+2)

IV. x + e = e + x = x olacak sekilde bir tek e € X birim eleman1 vardir.
V.Vx € X icin x + (—x) = e olacak sekilde bir tek —x € X mevcuttur.
2.S5(a,x) = a *x skalerle ¢arpma islemi gore, Vx,y € X veVa,B €F i¢in
. a*x€X

. (a+pB)*x=a*xx+P*x

iii. (@a*xB)*x=ax*(B*x)

iv. lx=x

sartlar1 saglanir.

2.1.2 Tamm X bostan farkli bir kiime ve d: X X X — F fonksiyonu verilmis

olsun. Eger Vx,y,z € X i¢in



(M1) d(x,y)=0=x=y
(M2) d(x,y) = d(y,x)
(M3) d(x,y) < d(x,y) +d(y,2)
sartlar1 saglaniyorsa d ye metrik, X ‘e metrik uzay denir ve (X, d) ile gosterilir.
2.1.3 Tammm (X, d) bir metrik uzay ve x = (x,) bu uzayda bir dizi olsun.
Eger her ¢ > 0 i¢in n,m > N oldugunda
d(xp, xm) < €

olacak sekilde bir N = N(&) sayis1 varsa X = (x,,) dizisine (X,d) metrik

uzayimda Cauchy dizisi denir.

X uzaymdaki her x = (x,,) Cauchy dizisi yakinsak ise (X, d) metrik uzayina tam

metrik uzay veya kisaca tam uzay denir.

2.1.4 Tammm X, F cismi lzerinde bir lineer uzay olsun. Eger |.||: X - R

fonksiyonu Vx,y € X ve Va € F igin
N1 llxll =0 x=6

N2-]  lax|l = fal.lx|l

N3-T llx+yll < llxll + [lyll

sartlarin1 sagliyorsa ||. || fonksiyonuna X tizerinde bir norm (X, ||.||) ikilisine de

normlu lineer uzay denir.
Norma gore tam olan uzaya Banach uzay1 adi verilir.

2.1.5 Tanim X veY ayn1 F cismi lizerinde iki lineer uzay olsun. Eger Va,f €

Fve Vx,y € X i¢in

A(ax + By) = aA(x) + BA (¥)



esitligi saglaniyorsa A : X — Y doniisiimiine bir lineer donilisim (veya lineer

operatdr) denir.

Ozel olarak kompleks degerli lineer déniisiimlere lineer fonksiyonel ad: verilir.

2.1.6 Tamim X ve Y iki normluuzay ve T : X — Y lineer doniisiimii olsun.
Eger Vx € X i¢in
ITCOlly < M.llxllx

olacak sekilde M > 0 sayist varsa T’ye sinirl lineer doniisiim denir ve sinirh

lineer donlisiimiin normu

ITEly

ITIl = supx=o
O xllx

seklinde tanimlanir.

2.1.7 Tamm w kompleks terimli biitiin dizilerin uzayr X ve Y w’nin nin keyfi
iki alt kiimesi ve A = (ay) , reel veya kompleks terimli sonsuz matrisi olsun.

Eger x = (x;) € X dizisi igin

A= ) aux,  (EN)

serisi yakinsak ise Ax = {4,(X)} * e x = (x;) € X dizisinin A-doniigimii
denir. Ayn1 zamanda her x = (x;) € X i¢in Ax = {4,(X)} €Y ise A ‘ya X’ten

Y’ye bir matris doniisiimii denir ve A : X — Y seklinde gosterilir.
2.1.8 Tanmmm X ve Y iki dizi uzay1 olsun. Bu durumda

MX,Y)= {a=(ay) Ew:herx € Xicin (aypx;) €Y}
kiimesine X ve Y uzaylarinin ¢arpim uzay adi verilir.
Burada Y c Z c X ise tanimdan dolay1

M(X,Y) c M(X,Z) ve M(X,Y) c M(Z,Y)



oldugu aciktir. Ayni zamanda

X“=M(X,l)={a€w:VxEXi<;in z lagx,| < oo }
k

XB=MX,c) = {a Ew:Vx € X icin Z arx, yakinsaktir }
k

n
> aen| < |

XY =M(X, bs) = {a € w: Vx € X icin sup
L =t
Biitiin sinirh, yakinsak ve sifira yakinsayan dizilerin uzayim sirasiyla L, ¢, ¢ ile

kiimelerine sirastyla X’in a, § ve y duali ad1 verilir.

gosterelim, yani
loo ={er:sup|xk| < 00}
k

c={x€ew: (x)yakinsak }
co={xew: x, >0(k > )}
olsun. Bu uzaylar ayn1 zamanda

lxlle = szlfplxkl

normu ile normlu uzaylardir. Ayrica 1 <p < oo i¢in p. dereceden mutlak

toplanabilen biitiin serilerin uzaym L, ile gosterecegiz, yani

L, = {xEW:Zkaklp < }

Bu uzay ayn1 zamanda

1,
lIxIl;, = | [P 1<p< o
P K

normuyla normlu uzaydir.



(3

Asagidaki kisimlarda kisalik igin sonsuz toplamlar1 0 dan oo ° a kadar

alinacaktir.

Kismi toplamlar dizileri sinirlt ve yakinsak olan dizilerin uzaylari sirasiyla mg ve

s

k
Cs = {x€w: li}zann mevcut}

n=1

¢, ile gosterilir, yani

k

n=1

mg = {wa:sup
k

olsun. Ayni zamanda bu uzaylar

Itllm, = sup
k
n=1
ve
k
Ixlle, = sup | >
k n=1

normlarina gore normlu uzaylardir.



2.2 Temel Lemmalar

Bu kisimda matris smiflarinin karakterizasyonlart ile ilgili temel teoremlerin

ispatinda 6nemli rol oynayan lemmalar1 ifade edecegiz.
2.2.1 Lemma

(P,), B, — oo olacak sekilde monoton artan pozitif sayilarin bir dizisi olsun. Eger

)<

sup|Xy=1 ¢yl < o ise
n

(00

-1
§ Pn+k Cn+k-1
k=1

sup < P,
n
(Kizmaz 1981).

2.2.2 Lemma

(B,) dizisi Lemma 2.2.1 deki gibi tanimlanmis olsun Eger )2, c; Serisi

yakinsak ise

lign < Py Z Prik _1Cn+k—1> =0
k=1

(Kizmaz 1981).

2.2.3 Lemma

Her n,k > 1 i¢in A = (a,;) sonsuz bir matris olsun. Bu taktirde A € (co, )

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

olmasidir (Stieglitz ve Tietz 1977).



2.2.4 Lemma

Her n,k>1 igin A= (ay,) sonsuz bir matris olsun. Bu taktirde A €

(co, ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(00}
sup Z la,,l < oo
" k=1

olmasidir (Stieglitz ve Tietz 1977).

2.25 Lemma

Her n,k > 1 igin A = (ay) sonsuz bir matris olsun. Bu taktirde A € (co,c)

olmasi icin gerek ve yeter sart

i—) Her bir ki¢in lim,a,; mevcut,

co
ii—) sup z la,,l < oo
" k=1

olmasidir (Stieglitz ve Tietz 1977).



3. FARK DiZi UZAYLARI

Bu kisimda Kizmaz (1981) i dizi uzaylarmi kapsayan Sarigdl (1987)
tarafindan verilen fark dizi uzaylarinin baz1 topolojik 6zellikleri ile ilgili matris

doniistimlerini inceleyecegiz.
3.1 ¢o(8y), c(8y) ve l(A,) Fark Dizi Uzaylan

Fark dizi uzaylar ilk kez Kizmaz tarafindan 1981 yilinda asagidaki sekilde ifade

edilmistir:
co(8) = {x = (): Ax = (x — Xpesn) € Co }
() = {x = (x): Ax = (X — Xp41) € C )
lo(D) = {x = (x): Ax = (X — Xps1) € Loo }

Bu uzaylar 1987 yilinda Sarigél tarafindan genellestirilerek asagidaki uzaylar

tanimlanmistir:
co(8g) ={x = (x): Agx = (k9(xx — Xp41)) €ECo,q < 1}
c(8g) ={x = ()i 8gx = (k9 (xy — x41)) €C,q < 1}
loo(Ag) = {x = (x): Agx = (k9(xx — Xp41)) € loo,q < 1}

Bu kiimelerin bilinen toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gore birer lineer
uzay oldugu ve ayrica q ya bagl olarak bu uzaylar arasinda kapsama iligkilerinin

bulundugu agiktir. Gergekten, kapsama iliskisine bakarsak,
0<g<1ligin

co(8g) € (D), c(8,) € c(B) ve l,(8,) © L (D)

ve

q < 0ig¢in

10



co(Aq) D cy(b), C(Aq) D c(A) ve loo(Aq) D I, (A),

ve ayni zamanda g = 0 i¢in Kizmaz’ 1n uzaylarma indirgenir, yani
co(Ag) = co(A), c(Ag) =c(B) ve ly,(Ly) = 1(A)

elde edilir.

Simdi S(x) = (0, x5, x3, ...) esitligi ile tanimli S: I, (4,) — 1o, (A,) d6niisiimiini
goz Oniine alalim. Kolayca gosterilecegi gibi S smirli lineer doniistimdiir ve

iistelik I S I=1. Ote yandan q < 1 igin
sco(Bg) = {x = (x) € co(8y) : x4 = 0}
sc(8q) = {x = () € c(8y)  x, = 0}
slo(B) = {x = (xp) € l(8y) ¢ %, = 0}

uzaylan sirasiyla CO(Aq), C(Aq) ve loo(Aq) uzaylarinin alt uzayidir ve ayni

zamanda

IS Ha, = 1!+ sup I(k?(x — Xg41)!
k

normuna gore Banach uzayidir. Ornek olarak C(Aq) uzayinin Banach uzayi
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in c(4,) uzaymndan keyfi bir (x(™) Cauchy dizisi

secelim. Bu durumda her n € N i¢in
xM™ = (xk(n)) = (x1(n);xz("),---.Xk(”),---) € c(4y)

olmak tuzere

”x(n) — x(m)”A = |x1(n) —x, ™
q

+ supk? [(™ = ) = x50 = 2™ | =0
k

11



(m,n — )

Buradan ise her k € N igin |(x;,™ —x,™)| >0 m,n - o elde edilir. Bu
demektir ki x,™ = (x, D, x, @, ..., x,™,...) kompleks terimli dizisi bir
Cauchy dizisidir. Fakat bu dizi, C kompleks sayilar kiimesinin tam olmasi

nedeniyle her k igin bir x;, kompleks sayisina yakinsaktir. Diyelim ki limx,,™ =
n

Xy, olsun. Dolayisiyla her € > 0 i¢in Oyle bir N = N (&) dogal sayis1 vardir ki, her

m,n = N ve her bir k igin

|x1(n) - xl(m)l < & )

| (a1 = 20017) = (™ — 2, )| < ke

Buradan da her n = N igin limite gegilirse

lim|x; ™ —x, | = |x,®™ — x| <e (1.1)
m

yani

limkql(xk+1(”) — xk+1(m)) — (xk(n) — xk(m))l
m

= kql(xk+1(n) — Xpy1) — (™ — xk)l <€

elde edilir. Bu demektir ki n > N igin [[x" —x||, <2e. Buise x= (%)
q

olmak iizere x™ — x (n — o0) demektir. Simdi x € c(44) yani (k(x, —
Xk+1)) € c oldugunu gostermeliyiz. ¢ *nin tam uzay olmasi nedeniyle (k7 (x; —
Xi+1)) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gostermek yeterlidir. Gergekten,
(™) € c(4,) olduguna gore (k9 (x, ™ — x™,, 1)) bir Cauchy dizisidir. Buna

gore i,j = M(¢) i¢in (1.1) den dolay1
1906 ™) = x4, M) = j1( ™ — %, M| < e

12



olup dolayisiyla

|190x; = x141) = JU (%5 — x741)|
<9 (21 = x341) = (™ — x;)|
+j9| (1™ = 2540) = (6™ = x5)|
G 335 0) = 930 3,0

< 3¢

elde edilir. Bu ise (k9(xy, — xy41)) dizisinin C de bir Cauchy dizisi oldugunu

gosterir. Bu da ispati tamamlar.

13



3. 2. CO(Aq), C(Aq) ve loo(Aq) Dizi Uzaylarmin Dualleri

Bu kisimda fark dizi uzaylarmin o, B ve y duallerini igeren teoremleri ve

ispatlarin1 verecegiz.

Teorem 3.2.1.

Her k > 1 icin

o

Rk: Z dy

v=k+1

ve

Ly =Zk‘qIRkI
k=1

olsun. Bu taktirde

12) (sl(8))" =1a = (@) mkl-m | oo}=1)1
(st(dq)) {a a kz ail <

2_) (Sloo(Aq))B = {a = (ak): Z kl_qak yaklnsak' Lk < OO} = D2
k=1

n
3-) (Sloo(Aq))Y = {a = (ay):supy | Z k7 aq;l <oo, Ly < 00} = Ds.
k=1

Ispat.
(1) Kabul edelimki a = (ay) € (Sl (44))% olsun. Bu durumda her

x €Sl () veq <1 igin Yiqlagxy| < co olur. Simdix; = 0,x, = k'~ ve

14



k = 2 alinirsa (xy) € Sl (4,) elde edilir. Gergekten, Ortalama Deger teoremi
nedeniyle k ile k+ 1 arasinda 6yle bir & sayr vardir ki k9{(k + 1)*77 —
k1=9} = k9(1 — q)((k + 1) — k)é 9 yazlabilir. Buna gore,

q =0 i¢in

0 < k9{(k + 1)179 — k1~9)

q

=(1—q)(§> <1l-g¢q
q < 0igin

0 < k9{(k + 1)1-9 — k1-9}

~a-0f ) ()

<27(1-¢q)

olur. Ote yandan bu dizi igin Y rq|axxy| = Y5 k177 ay| < oo olduguna gore
a = (ax) € D;. O halde (S, (44))% € D;. Simdi bu kapsamanin tersini lemma
2.2.5 ‘1 kullanarak ispatlayalim. a € D; olsun. Bu durumda her x = (x;) €
Sl (44) igin

0
k-1
X = —Z&, k> 2
14

=1

olacak sekilde bir ve yalniz bir y = (y,) € l,, vardir. g < 1 olsun. Biliyoruz ki

lizn (nq‘1 Z v‘q> =(1-9q) (3.1

v=1

15



dir. Bu limiti goz oniine alirsak

oo (0]

: lyil

Vi

< —_—

zlakxkl _ZlakIE i1
i=1

k=1 k=1

k

= 0(1) ) layl (kO71 ) 170 ke
k=1

i=1

= 0(1) ) K
k=1

= 0(D)
elde edilir. Buise D; < (Sl (4,4))" demektir.
(2) a € D, olsun. Keyfi bir x € (Sl,(4,)) alalim. Bu durumda

0 ) k=1
k-1

e = —Zi_qyl- , k=2

i=1

olacak sekilde bir ve yalniz bir y = (yi) € [, vatdir. Buradan

n n k-1 n—1 n
Dan ==Y a() ity ==Y iy Y a (32)
k=1 k=2 i=1 i=1 v=i+1
n-—1

n-—1
= - Z iRy + Ry Z i~y
i=1

i=1
yazilabilir. Eger Lemma 2.2.2 de P, = k179 ¢, = (k + 1)1 9a,,, koyarsak

(n - ) igin n'"9R, - 0 olacagindan
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Z QY = —Z ["9R;y;

k=1 i=1

bulunur. a € D, olduguna goére bu esitligin sag tarafindaki seri yakinsaktir ve

dolayisiyla a = (a) € (Sle(44))? yani D, (Sl (4,))? bulunur.

Tersine a = (ay) € (Sloo(Aq))ﬁ olsun. Bu durumda her x € Sl (4,) icin

Yireq A Xy Serisi yakinsaktir. Eger 6zel olarak

_{0 k=1
Tkt k=2

aliirsa Yy, k179 a, serisi yakinsaktir ve dolayisiyla Lemma 2.2.2 den (n —
) i¢cin n179R,, = 0(1) olur. Buna gore (3.2) den Yo, v 9|R,| < . Bu
demektir ki a = (ay) € D,.Suhalde (Sl,(44))? < D,.

(3) Lemma (2.2.1) kullanilarak benzer olarak (3) sartt da elde edilir. Boylece

teoremimizin ispati tamamlanmis olur.
Ispatta segilen dzel dizilerin dzelliginden r = a, B ve y icin
r T
(sloo(8q) = (sc(8y)

olur. Ayrica bu dual uzaylarindaki sartlar sonlu sayidaki terimlerin atilmasindan
etkilenmeyeceginden Z, [, (Aq), C(Aq) ve ¢ (Aq) uzaylarindan birini gostermek

tizere (sZ)" = Z olur.

Ayrica dikkat edelim ki bu teoremde g = 0 alinirsa Kizmaz (1981)’1n uzaylarinin

duallerini veren agagidaki teorem elde edilir:
Teorem 3.2.2.

Her k > 1 icin

Rk: Z d,

v=k+1

17



ve
Lk = z | Rkl
k=1

olsun.

Bu taktirde

i) (slo()” = {a = (ag): z kla,l < 00} =D,
k=1

ii—) (Sloo(A))B = {a = (ag): Z ka, yakinsak,L;, < o } =D,
k=1

n
iii—)(sle,(A))Y = {a = (ay):supy | Z kayl <oo,L; < oo} =D;.
k=1

3.3. c(Aq) ve loo(Aq) Uzaylarinin Matris Doniisiimleri

E ve F, [, ve c uzaylarindan birini ve E'q, C(Aq) ve lo, (Aq) uzaylarindan birini
gostersin. Bu durumda asagidaki teoremler Sarigol (1987) tarafindan ifade edilmis

ve ispatlanmugtir.

Teorem 3.3.1.

Her k,n = 1 i¢in A = (a,;) bir sonsuz matris olsun. Ayrica g < 1 olmak iizere

A (k1) = ) K1 ay,
k=1

18



ve

R= (ru) = < i anv)
1

olsun.

Bu taktirde A € (E'y, F) olmasi igin gerek ve yeter sart asagidaki sartlarin

saglanmasidir:

i—) (an) €F ve Ay(k'"") eF

ii—) Ry = (v 1) € (EF).

Ispat: A € (E,,F) olsun. Bu durumda her n € N igin A, (x) = X5y QX
serisi yakinsak ve her x = (x;) € E;' i¢in (A, (x)) € F dir. Dolayisiyla 6zel
olarak E,’ uzayma ait x = (x3) = (1,0,0,...) ve x' = (xz) = (k'~7) dizileri
icin (4,(x)) = (ap) €EF ve (An(x;) = Cr1kt™%ay,) € F olur. Diger
yandan Teorem 3.2.1 kullanilarak her n € N igin Y. k™9, | < co elde edilir.

Simdi x € SE," c E, olsun. Bu durumda

0 . k=1
k-1

X = —Zv‘qy,,, k>2
v=1

olacak sekilde bir ve yalniz bir y = (y,) € E vardir. Dolayisiyla

m m-1 m-—1
Z ApgXp = — Z rnkk_qyk + Tam Z k_qyk (3'2)
k=1 k=1 k=1
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yazilabilir. Lemma 2.2.2 nedeniyle k - o i¢in k'797,;, = 0(1) olduguna gore

her n € N igin (3.2) de limite gegilirse

m
limz AnkXr = Ap(x)
m

k=1

elde edilir. Yani esitligin sagindaki seri yakinsaktir. Su halde kabuliimiizden

k=1 k™ yx) € F. Buise Ry = (k™9my) € (E, F) demektir. .

Tersine kabul edelim ki (i) ve (ii) sartlar1 saglansin. x = (x;) € Eq' verilmis

olsun. Bu durumda x' = (x3) € SE;’ ve x; € C olmak iizere

_{xl , k:].
AL Y ) k>2

ifade edilebilir. Dolayisiyla asagidaki esitligi yazibilir.

m—1 m-—1

m
Z ApgXp = Qp1X1 — k_qrnkyk + Tam k_qyk
k=1 k=1 k=1

Boylece son esitlikte Lemma 2.2.1 gz Oniine alinarak m—oo i¢in limite gegilirse

!
hererq

An(x) = ani1X1 — z k_qrnkyk
k=1

elde edilir. Boylece (i) ve (ii) sartlarindan ise A € (E,, F) elde edilir. Bu ise

teoremin ispatini tamamlar.
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4. GENISLETILMIS FARK DiZi UZAYLARI

Calismanin orijinal kismini olusturan bu boliimde Kizmaz (1981) ve Sarigol
(1987)lin uzaylarim1 genisleterek bu uzaylarin a,f ve y dual uzaylarim
belirleyecegiz ve ayn1 zamanda bazi matris doniisiimlerini karakterize edecegiz.

Boliim boyunca (d,), n = o igin
n
D,=0,D, = Ed,,_l —d, e dy o 0
v=1

olacak sekilde pozitif sayilarin dizisini gosterecektir. Bu durumda her v > 1 igin
Ax, = X, — X,41 olmak iizere
co(dd) = {x = (x,) €Ew : (dpdxy) € o}
c(dd) ={x=(x,) eEw: (d,4x,) €Ec}
lo(dd) ={x = (x,) Ew: (d,Ax,) € lo}

uzaylarini tanimlayalim. Dikkat edelim ki , 6zel olarak her v > 1i¢ind, =1
alirsa bu uzaylar sirasiyla Kizmaz’in ¢y(4 ), c(4) ve l,(4,) uzaylarma d,, =
v? almirsa , Sarigol (1987)’tin  c(4,) , c(44) Ve I (44) uzaylarma indirgenir.

Ote yandan bu uzaylarin bilinen metotlar uygulanarak
Ixll = [x1] + supy |dyAx, |
normuna gore Banach uzay1 oldugu kolayca gosterilebilir. Ayn1 zamanda
Sco(dAd) ={x € cy(dl) ,x;, =0}
Sc(dA) ={x €c(db),x; =0}

Sle(dA) ={x €l,(dl),x; =0}
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alt uzaylari ise ||x|| = sup,|d,4x,| normuna gore normlu uzaylardir ve sirasiyla
Co,C Ve l, uzaylarina izomorftur. Yani Scy(d4) =c, , Sc(d4) =c ve
Sle(dA) =1, . Gergekten dA(x) = (d,Ax,) seklinde tanimlanan da :
Sco(dl) = ¢y , dA : Sc(dAd) —» ¢ ve dA: Sl (dA) - |, doniisimleri normu
koruyan izomorfizmlerdir. Omegin , dA4 : Sl (dA) — 1o ; dA(x) = (y,) =
(d,4x,) donisiimiiniin birebir, orten ve lineerligi agiktir. Ayrica her x €
Sl (d4) igin  ||dA(X),, = supnldndx,| = |Ixllsi aay olduguna gore dA

doniisiimii normu korumaktadir.
Oncelikle bu uzaylarm duallerini hesaplayalim.

Teorem 4.1
(d,) ,n— o igin D, =d; ' +d, ' +--+d, " = o olacak sekilde

pozitif reel sayilarin bir dizisi ve a = (a,) € w igin

olsun. Ayrica

H, ={aEW:ZDv_1Iav| < 00}
v=2

H, = {a EwW: ZD”_l a, yaklnsak,z d, ' |R,| < oo }
v=2 v=1

< Oo’zd”_l |R,| < 00}

v=1

Z Dv—l ay
v=2

ng{aEW: sup
n

diyelim. Bu takdirde
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i—) (Sle(dd))* = H,y

ii—) (Slo,(d4))P = H,

fii—) (Sle,(dA))Y = H,

Ispat.

I-) a € H; olsun. Keyfi bir x € Sl (d4) alalim. Bu durumda x € Sl (dA4) icin

0 . k=1
v—1
v = Z d 'y, 2<r<vw 1)
r=1

olacak sekilde bir ve yalniz bir y € [, vardir. Buradan

a, vz_l(yr/dr)

(o]

(o]
R
v=1

v=2

0o v—1
< el ) d 7 iy
v=2 r=1
oo v—1
=0 ) la,1 ) a4,
v=2 r=1

= 0(1) ) Dyyla, | < o
v=2
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olduguna gore a € (S, (d4))*. Buise H; < (Sl (dA))a demektir.
Tersine a € (Sl (d4))* alalim. Bu durumda her x € Sl (d4) igin

Yo o layx, | <oo. Ozel olarak x;, =0 , v>2 icin x, = D,_; almnirsa
d,Ax, = d,AD, = —1 olup x € c ve dolayisiyla x € Sl,,(d4) . Buradan
Yoe1Dy_qla, | < o oldugu gbéz Oniine alinirsa a € H; bulunur. Bu ise
(Sl (dA)™ c H, demektir.

ii-) a € (Sl,,(A))® olsun. Bu durumda her x € Sl (d4) igin ¥, a,x, serisi
yaksaktir. Ozel olarak, x; = 0, v > 2 i¢in x, = D,,_; alinirsa i-) den dolay1 x €
Sl,, (d4) olacagindan Yo, D,_,a, yakmsaktir. Ote yandan Lemma 2.2.2 den
P,=D,_, ve ¢,_1 = D,_;a, alinirsa n = oo igin D,_;R,, = 0 bulunur. Buna

gore (4.1) ifadesinden

n n v—1
_ d -1
AyXy = ay r Yr
v=1 v=2 r=1
n-1 n

n-1 n—-1
= - R,d, 1yv + R, Z d, 13’17
v=1 v=1

yazilabilir. Eger bu esitlikte n — oo i¢in limite gecilirse her y € [,

Z AyXy = — Z Rvdv_lyv
v=1 v=1

elde edilir. Tekrar y, = sgnR, ahmrsa ¥%_, d, '|R, | < o bulunur. Su halde
a € D, yani (Sl,,(dA))? c H,.
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Tersine a € H, ise her x € Sl (d4) i¢in ii-) nin ispatinda oldugu gibi her y € [,

icin

elde edilir. Bu esitligin sagindaki seri yakinsaktir ¢iinkii

z |Rvdv_1yv | =0(1) Z |Rvdv_1 | < .
v=1 v=1

Dolayistyla Y2, a,x, serisi yakmsaktir. Bu demektir ki a € (Sl (d4))? yani
H, c (Sl,,(dA))B .

iii-) a € (Sl (dA4))Y olsun. Bu durumda her x € Sl (d4) i¢in Y52, a,x, Serisi
yakmsaktir. Ozel olarak x; = 0, v > 2 i¢in x,, = D,_; alinirsa i-) den dolay1 x €

Sl,(dA4) olacagma gore Y,o—; D,_1a, serisi yakinsaktir ve dolayisiyla

n
Z Dy_qay
v=1

Eger B, =D,_; Ve ¢,_; = D,_;a, alinirsa sup,|Yn_;c,_1 | < oo oldugu goz

SUupn

ontine almirsa Lemma 2.2.1 den dolay1 sup,|D,,_1R, | < oo bulunur. Buna gore

(4.1) ifadesinden

IIMS

=Ti 2 @) ;" yy

n—-1 n-1
- Z Rvdv_lyv + Rn Z dv_lyv
v=1 v=1

yazilabilir. Fakat her n i¢in
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-1
Rn dv_lyv
1

n-1

< IRyl ) dy 7!l

v=1

N S
Il

< Supl yvl |Rn|Dn—1
=0(1)

olduguna gore her y € [, icin

Sup, < o0

n-—1
Z Rvdv_lyv
v=1

bulunur. Burada o6zel olarak y, = sgnR, almirsa y € [, olur ve dolayisiyla

Y2 . d, | R,| <o elde edilir. Bu ise a € Hy vyani (Slo(d4))Y c H,

demektir.

Tersine a € Hj; ise her x € Sl,,(d4) igin 2-) nin ispatinda oldugu gibi (A) ve (B)
den dolay1 sup, |Y.0-1 ayx, | < oo elde edilir. Bu ise a € (Sl (d4))Y yani H; C
(Sl (dA))Y demektir. Boylece ispat tamamlanir.

Dikkat edelim ki bu teoremde her v > 1 i¢in d, =1 ve d, =v? alinirsa,

sirastyla Kizmaz ve Sarigo!’lin sirasiyla Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 elde edilir.

Teorem 4.2

(dy),n— o i¢in D, =d; " +d, " +-++d, " - o olacak sekilde pozitif

reel sayilarm bir dizisi ve a = (a,) € w igin

R, = Z a, ;n=12,..

olsun. Ayrica
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H, ={a€w:z la,|Dy—1 < OOI
r=2

oo m-1

H, = {a EwW: Z a, yakinsaktir , sup,, z IR, — Ryl d, ' < o0
r=1

v=1

H;={a€w:ac€H,,Ilim,R,,Dy_, =0}

alalim. Bu taktirde

i—=) (Sco(da)* = Hy
ii—) (Sco((d))’ = H,

iii—) (Sco((da))" = Hs
Ispat.

I-) x € Sco(d4) ise

0 , v>m-—1

seklinde tanimlarsak

m-—1
_ d -1
AmXm = Ay v Y
v=1
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m—1

= z CmrYr = Cn(¥)

v=1

yazilabilir. Buna gore a € (Scy)* © (anx,) €L © Hery € ¢, i¢in C(y) € ¢,
yani C € (cy,? ). Buise Lemma 2.2.2 nedeniyle

[ee] [oe]
SUpy z Z Cmy | < 0 & Z |am| Dpo1 < o
m=1 | vEN m=1

ifadesine denktir yani  (Scy)® = H; demektir. Bu ispati tamamlar.

ii-) a € (Sco((dzl))B olsun. Her x € Scy(dA4) igin Y22, a,x, yakinsaktir. Ozel
olarak x = (1,1, ...) € Scy(d4) olduguna gore Y., a,, yakinsaktir. Keyfi bir x €
Scy(dA4) alalim. Bu durumda x € Scy(d4) igin

0 , k=1
v—1

v Zdr_lyr , 2<r<wvw
r=1

olacak sekilde bir ve yalniz bir y € ¢, vardir. Eger C = (c,,-) matrisini

_{(Rr—Rm)dr_l , 1<r<m-1
Cmv_
0 , r>m-—1

seklinde tanimlarsak
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r=1 v=r+l

= Cn(y)

yazilabilir. Buna gére a € (Scy)? © Hery € ¢, i¢in C(y) € ¢, yani C € (¢, c
). Dolayisiyla Lemma 2.2.5 gbéz Oniine alinirsa Y-, a, yakimsaktir ve
Supy XM IR, — Ry ld,~' < oo bulunur. Bu ise a € H, olup (Scy)f c H,

demektir.

Bu kapsamin tersi ise benzer sekilde ispatlanir.

iii-) (4.1) den dolay1 a € (Scy)Y olmasi igin gerek ve yeter sart her y € ¢, igin
C(y) €1y yani C € (cy,1s). Bu ise Lemma 2.2.4 dan dolay1 denk olarak ;- ; a,

yakinsaktir, lim,, Ry Dy—q = 0 Ve sup,, = YR, — Rpld, ' < .

Ayni zamanda dual uzaylarin tanimlar1 dikkate alinirsa asagidaki sonug ifade

edilebilir.
Sonuc 4.3

E € {l,(d4),c(dA),cy(dA)} ve 6 € {a,B,y} olsun. Bu durumda

29



(SE)Y = E°

$lo(@d)’ = (sc((da))’.

Simdi E(dA) € {l,(d4),(dA4)} ve F € {l,,c} olsun. Bu durumda asagidaki

matris sinifin1 karakterize eden teoremi verebiliriz.
Teorem 4.4
(dy)), n—ooi¢in D, =d; " +d, '+ +d, " = oo olacak sekilde pozitif

reel sayilarin bir dizisi ve A = (a,,) kompleks terimli bir sonsuz matris olsun.

Ayrica n,v = 1,2, ... i¢in R = (1,,,%) matrisini

d _ -1
Thw _dl Thw

bi¢giminde tanimlayalim ve

oo

A,(D) = Z AnyDy_1 ’

v=1

)
=)

Il

(e}

olsun. Bu taktirde

i) (an) , A(D)EF

A € (E(d4),F) @{ii—) R® € (E,F)

ispat

A € (E(dA),F) olsun. Bu durumda her x € E(d4) igin Ap(x) = Yprq QnoXy
(n =1,2,..)serisi yakinsak ve A(x) = (4,(x)) € F. Simdi 6zel olarak x; =
x;’=0ve herv>2iginx, =0, x,’=D,_; alirsak x,x" € E(A) olacagindan
A(x) = (an), AD) = (An(x")) = (Xg=1 anyDy_1) € F bulunur. Su halde i-) ve

ii-) elde edilir.
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Tersine i-) ve 1I-) saglansin. Bu durumda 1i-) ve Teorem 1 den dolay1 her n igin
Yoo 1 dytlnw| < oo. Simdi keyfi bir x € E(d4) alalhm. Eger x," = 0 ve her n >

2 i¢in x,," = x,, alinirsa x" € SE(dA) olur ve ayn1 zamanda (4.1) dan dolay1

0 , k=1
, v—1
X Z d, "y, , 2<r<v
r=1

olacak sekilde bir ve yalniz bir y € E vardir. Buna gore

m m

—_ 4
§ ApyXy = Ap1Xy + E ApyXy
v=1 v=2

m v—1
Al -1
= Qp1X; + Z Any 2 d. “yr
v=2 r=1

m-—1 m

=Y () awd Ty

r=1 v=r+l

m-—1 m-—1
= Ap1X1 + z Thw dr_lyr —Tham z dr_lyr (4-2)
r=1 r=1

elde edilir. Ote yandan, Lemma 2.2.2 nedeniyle m — oo icin  Dy,_1%m — 0

olduguna gore (4.2) ifadesinde m — oo i¢in limite gegilirse her n igin

co

An(x) = Z AnpXy = Ap1X1 + rnvdv_lyv

v=1 v=1
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olur. Boylece i-) ve ii-) gbz Oniine alinirsa (Z;‘f’:l Ty Yy ) € F elde edilir. Bu

ise R% € (E, F) olmas1 demektir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 4.5

(d),n—oig¢in D, =d; ' 4+d, ' +-4+d, " - o olacak sekilde pozitif
reel sayilarin bir dizisi ve A = (a,,;,) kompleks terimli bir sonsuz matris olsun.

Ayrica

A(D) = <Z dn (an+1,v _anv)Dv—l) ) Dy =0,
v=1

ve

Ed = (dv_lfnv) = <dv_1 z dn (p1p — anv))

i=v+1

olsun. Bu taktirde

A€ (E(dA),F) e { lll__)) }%‘in (gn(-;;)— .anl)) ,A(D) €F
ispat.

A € (E(dA),F(dA)) olsun. Bu durumda her x € E(dA4)igin

A,(x) = Z AnpXy;n =12, ..

v=1

serisi yakinsak ve A(x) = (4,,(x)) € F(d4). Ciinkii

dAA(x) = {(dn (An+1(X) = An(x))) } €F

dir. Eger hern,v > 1i¢in @ ,, = d;, (@410 — Anyy) dersek bu taktirde
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Zn(x) = Z A ppXy = Z dy (an+1,v - anv)xv (4-3)
v=1 v=1

=dp (Aps1(x) — 4p (%))
olacagindan A ,(x) = (4, (x)) € Folur. Buise A € (E(dA),F) demektir.

Tersine, A € (E(d4),F) ise (4.3) den dolay1 A(x) = (4,(x)) dizisi mevcut ve
A(x) € F(d4) yani A € (E(dA),F(d4)). Boylece ispat Teorem 4.4 den elde

edilir.
Teorem 4.6

(dy),m— oo i¢in D, =d; " +d, '+ +d, " > o olacak sekilde pozitif
reel sayilarin bir dizisi ve A = (ay,,,) kompleks terimli bir sonsuz matris olsun.

Ayrica n,v = 1,2, ... i¢in R = (1,,,%) matrisini

oo

d _q 1 —q 1 . —
' =d, 1, =d, E apitnv=12..

i=v+1
bi¢iminde tanimlayalim. Bu taktirde

[ee]

i—) Her n i¢in z a,, yakinsaktir

v=1

.

m-1

A€ (co(dh),cy) & 1 li—) Ssupp, z Irnv - Tnml dv_l < ©
v=1

iii—) (an1) € co
\ iv—) R% € (cy,co)

Ispat.

A € (¢cy(dA),F) verilmis olsun. Bu durumda her x € ¢y (d4) igin A,(x) =
Y1 AnpXy 3 (n=1,2,...) serisi yakinsak ve A(x) = (4,(x)) € ¢, yani 4,, =
(Ap1 Az s ey Ay s ) € (co(dA))B ve A(x) = (4,,(x)) Ec, . Burada A, €
(co(dA))P olduguna gore Teorem 2 den dolayr Teorem i-) ve [i-) sartlari
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saglanir. Ote yandan eger x € ¢, (d4) ise x;," = 0 ve her v > 2 i¢in x,’ = x,,

alinirsa x” € Scy(d4) olur ve dolayisiyla (4.1) nedeniyle

0 , k=1
, v—1
X Zdr_lyr , 2<r<v
r=1

olacak sekilde bir ve yalniz bir y € ¢, vardir. Buna gore

m m

— I
z anvxv - aTllxl + 2 a’TlUxU
v=1 v=2

m v—1
_d -1
= an1Xy + § Any z di Yi
v=2 i=1

m-—1 m
= z ( Z any) di_lyi
i=1 v=i+1

m-1

-1
=ap1x; + Z (Tnv - rnm) dv 82
v=1
m-1
— d -1
= Qp1Xy + z (Tnv - dv rnm)yv
v=1

elde edilir. Burada m — oo igin 7, = 0 oldugu g6z oniine alinip limite gegilirse

her n i¢in
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An(x) = Z ApyXy

v=1

[ee]
= a,1X; + Ty ®
nit1l nw Yo
v=1

= Qp1X1 + RndO’)

elde edilir. Boylece iii-) ve iv-) sartlarindan ispat tamamlanir.
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