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OZET
YUKSEK LISANS TEZi
SABIT NOKTA TEKNIKLERIYLE GORUNTU IiYILESTIRME
Mustafa Aml DEMIRBAS
Damsman: Prof. Dr. Murat OZDEMIR

Amag: Bu tezin amaci, gerek iilkemizde gerekse diinyada ilgi goren ve lizerinde yogun olarak
calisilan goriintii iyilestirme kavramini incelemektir. Ozellikle iki boyutlu bozulmus goriintiiler
tizerinde sabit nokta iterasyon yontemlerinin etkilerini aragtirmaktir.

Yontem: Bu tezde sabit nokta teknikleriyle goriintii iytilestirme alaninda son yillarda yapilan
ve One ¢ikan ¢alismalar derlenmistir.

Bulgular: Bu tezde Ik olarak konveks minimizasyon problemlerinin ¢ziimiinden hareketle
verilen iki birikimli operatoriin sifirlar i¢in olusturulan iterasyon yontemi tanitilmis ve bu
yontemin goriintii iyilestirme performansi incelenmistir. Daha sonra genellestirilmis Halpern
tipi iterasyon yontemi verilerek bu yontemin performansi incelenmistir. Bu iterasyon
yontemlerinin yani sira hizlandirilmis viskozite iterasyon yontemi ve yeni 6n kosullu iterasyon
yontemi verilerek bu yontemlerinin se¢ilmis goriintiiler iizerindeki etkileri sunulmustur. Son
olarak yukarida bahsedilen iterasyon yontemleri ile sikga ¢alisilan diger iterasyon yontemleri
karsilastirilmistir.

Sonuc: Incelenen makalelerdeki yazarlarm teskil ettigi iterasyon yontemlerinin diger iterasyon
yontemlerine gore daha etkin oldugu ve daha iyi sonuglar verdigi goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Goriintii iyilestirme, sabit nokta, sabit nokta iterasyon yontemleri,
konveks minimizasyon problemi, monoton operator, genislemeyen dontigiim.

Haziran 2022, 51 sayfa



ABSTRACT
MASTER’S THESIS
IMAGE RESTORATION WITH FIXED POINT TECHNIQUES
Mustafa Aml DEMIRBAS
Supervisor: Prof. Dr. Murat OZDEMIR

Purpose: The aim of this thesis is to examine the concept of image restoration which has
attracted attention and studied extensively both in our country and in the world. Especially, it
is to investigate the effects of fixed point iteration methods on two dimensional distorted
images.

Method: In this thesis, recent and prominent studies in the field of image restoration with fixed
point techniques have been compiled.

Findings: In this thesis, firstly based on the solution of convex minimization problems, the
iteration method for the zeros of the two accretive operators is introduced and the performance
of this method in image restoration has been investigated. After, the performance of this method
was investigated by giving the generalized Halpern type iteration method. In addition to these
iteration methods, the accelerated viscosity iteration method and the new preconditional
iteration method are given and the effects of these methods on the selected images are presented.
Finally, the above-mentioned iteration methods were compared with other frequently studied
iteration methods.

Results: It has been seen that the iteration methods created by the authors in the reviewed
articles are more effective and give better results than other iteration methods.

Keywords: Image restoration, fixed point, fixed point iteration methods, convex minimization
problem, monotone operator, nonexpansive mapping.

June 2022, 51 pages
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GIRIS

Gorilintli, gercek yasamdaki {i¢ boyutlu cisimlerin iki boyutlu diizlemlerdeki
yansimalaridir. Goriintii isleme ise insanlarin hayatlar1 boyunca 6nemini koruyan ve geliserek
biiyiiyen bir ¢alisma alan1 olmustur. Ozellikle matematik, fizik, kimya, biyoloji, astronomi ve
sanat dallarinin yani sira askeri endiistrisinde, robotik kodlamalarda, radar sisteminde, denizalti
ses dalga sistemlerinde, su alti goriintiileme sistemlerinde, tibbi goriintiileme sistemlerinde,
petrol kaynaklarinin bulunmasinda kullanilan aletlerde, hava durumunu tahmin etmede, bir
gazeteyi tasarlamada, fotograf endiistrisi gibi pek ¢ok alanda kullanilir. Ayrica NASA’nin
uydularindan elde ettigi gorsellerde goriintii isleme kullanilir. Giinliik hayatta bir iiriini
pazarlamak amaciyla bir brosiir hazirlarken, bir magazanin reklamini yapmak i¢in reklam

panolarina asilacak resimleri olustururken yine goriintii isleme kullanilir.

Goriintli isleme, sayisal bir resim haline getirilmis olan ger¢ek yasamdaki goriintiilerin
bir giris resmi olarak islenerek o resmin o6zelliklerinin ve goriintiisiiniin degistirilmesi
sonucunda yeni bir resim olusturulmasidir (Karakog, 2011). Goriintii islemede ilk adim
islenecek goriintiiniin fotograf makinesi, kamera gibi goriintiileme cihazlariyla yakalanmasidir.
Yakalanan bu goriintiiler 6lcme ve degerlendirme islemine tabi tutularak baska bir cihazda
goriintiilenmek {izere sayisal resimlere donistiiriiliir. Doniistiiriilen sayisal resimler bilgisayar
grafikleri ve resim analizleri tarafindan tanimlanir ve islenir. Bu islemden sonra goriintii farkl

bir cihazda gosterilir. Sekil 1. de goriintii islemenin sistem yapist verilmistir.

Srdntd
Tammlamasi

Bilgisayar Resim
Grafikleri Analizi

- Sayisal
| R \
Gordntd — Gordntayd || _
Yakala \_/ Goster :

Goruntu Isleme

Sekil 1. Gériintii Isleme Sistem Yapist

Bir resmin bilgisayar ortaminda degerlendirilmeye alinmasi i¢in o resimle ilgili verinin
bilgisayar i¢in uygun hale doniistiiriilmesi gerekir. Yapilan bu doniistiirme islemine

sayisallastirma adi verilmektedir. Bir resmi sayisallastirmanin birden ¢ok yontemi vardir. Bazi



resimleri tarayicilar yardimiyla sayisallastirilirken bazi resimleri de programlar yardimiyla
sayisallagtirilabilir. Sayisal goriintiide 1 ve 0 sayilart kullanilir. 1 sayist aydinlik bolgeleri, 0

sayisi ise karanlik bolgeleri temsil eder. Sekil 2. de H harfinin sayisal goriintiisii verilmistir.

IO DOOODE
1] 11 1
1K1 ° EIEIED o EIE
(1K1 ° EIEIEIEN o EIE
1K1 ° EIEIEIED o K
11 11
1K1 ° IEIEIED © EOE
1K1 ° EIEIEIED © EOE
1K1 ° IEIEIED ¢ EOE
1 11 1
] 1]1]9

Sekil 2. H harfinin sayisal goriintiisii

Resimleri sayisallastirma siirecinin sonucunda yeni bir goriintii olusur ve bu goriintiide
giiriiltii mevcuttur. Goriintii islemenin bir alt dali olan goriintii iyilestirme de bu boliimle
devreye girer ve sayisallagmis resimde olusan giiriiltiilerini en aza indirgemede kullanilir. Sekil

3. de bir resmin orijinal hali ve Sekil 4. de orijinal bir goriintiiniin giiriltiild hali verilmistir.

Sekil 3. Orijinal bir goriintii



Sekil 4. Orijinal bir goriintiiniin giiriiltili hali

Bir goriintiiniin igerdigi piksel degerlerinin agirligi histogram kavrami ile gosterilir.
Histogramla birlikte resimler giiriiltiiden ayiklanabilir ve daha belirgin hale getirilebilir.
Gorlintlinlin netliginin yiiksek olmasi i¢in histogramin daha ayrik ve diizgiin bir yapiya gelmesi
gerekir. Buna histogram esitlemesi (Histogram Equalisation) denir (Karakog, 2011). Sekil 5. de

daginik piksel dagilimli ve histogram esitlemeli goriintiiler verilmistir.

Sekil 5. Daginik piksel dagilimli ve histogram esitlemeli goriintiiler

Girtiltiisii  giderilen gorintii i¢in bazi yontemler kullanilarak goriintii iizerinde
degisiklikler yapmak miimkiindiir. Goriintiiye boyutlandirma, biiyiitme, kii¢iiltme ve dondiirme
gibi geometrik doniistiirme islemleri uygulanarak goriintii degistirilebildigi gibi parlaklagtirma,
koyulastirma, bulaniklastirma, keskinlestirme gibi renk diizenleme islemleriyle de goriintiiniin
rengi degistirilebilir. Ayrica steganografi ile goriintii lizerinde bazi bilgileri gizleyebilirken

optik karistirma ile birden fazla goriintii birlestirilebilir.



Goriintiiler; ikili goriintii (binary), gri seviyeli goriintii ve renkli goriintiiler olmak iizere
tice ayrilirlar. Ikili goriintiide her piksel 0 veya 1 degerini alir. 0 degeri siyah rengi, 1 degeri
beyaz rengi gosterir. Sekil 2. de verilen goriinti bir ikili goriintiidiir. Gri seviyeli goriintiiler gri
renginin tonlarindan olusur ve bu goriintiilerin her bir bileseninin piksel degeri 0 ile 255
arasindadir. Yani gri seviyeli gortintiiler 256 farkli piksel degerini alabilir. Ayrica gri seviyeli
goriintiilerin dosya boyutu 1,2,4 veya 8 bit olabilir. Sekil 7. de verilen goriintii gri seviyeli
goriintiidiir. Renkli goriintiiler ise {i¢ ana renk olan mavi, yesil ve kirmizinin olusturdugu
goriintiilerdir ve RGB olarak isimlendirilir. Renkli goriintiiler gri seviyeli goriintiiler gibi 256
farkli piksel degerlerini alirlar ve RGB=(0,0,0),...,(255,255,255) bigiminde gosterilir. Renkli
gorlntiilerin gri goriintiilerden farkli ise dosya boyutudur. Renkli goriintiilerde 3 renk
kullanildig1 ve her bir rengin boyutu 8 bit oldugu i¢in renkli goriintiilerin boyutu 24 bittir. Bu
durumda 28.28.28 = 22* = 16777216 olup RGB goriintiileri yaklasik 17 milyon farkli renk
degerine sahip olabilir. Bunun yani sira renkli gériintiide tek bir renk kullanildig1 takdirde dosya
boyutu 8 bit de olabilir. Sekil 6. da bazi temel renklerin RGB degerleri verilmis olup Sekil 8.

de ise renkli bir goriintii verilmistir.

Renk R G B Gorliniim
Kirmizi 255 0 0 _
Yesil 0 255 0
Mavi 0 0 255 | [
Beyaz 255 255 255
Siyah 0 0 o | |
Agik Gri 200 200 200
KoyuGri | 100 100 100 | KGN
Sari 255 255 0
Turkuaz 0 255 255
Eflatun 255 0 255 | |G

Sekil 6. Baz1 temel renklerin RGB degerleri



Sekil 7. Gri seviyeli goriintii

Sekil 8. Renkli goriintii

Bir goriintii elde edilirken telefon veya fotograf makinasinin ¢ekim aninda elin titremesi
ile gortintii bulanik ¢ikabilir. Bunun yani sira fotografi ¢ekilen kisi veya nesnenin hareket
etmesi, fotograf c¢ekilen ortamdaki 151k gibi sebeplerle de goriintii bulanik ¢ikabilir. Ayrica
goriintli bir kaynaktan baska bir kaynaga aktarilirken goriintiidde giiriiltiiler olusabilir. Bu gibi
durumlarda goriintii iyilestirme problemiyle bulanik olan veya giiriiltiilii goriintiiler miimkiin
oldugunca orijinal goriintiisiine yaklastirllmaya c¢alisilir. Goriintli iyilestirme problemi
matematiksel olarak b = Ax + y ifadesinin ters gevrilmesi ile gosterilmistir. Bu formiilde b €
R™1  gozlemlenen goriintii olmak iizere x € R™! orijinal goriinti, A € R™™

R™*1 ortaya cikan giiriiltiidiir. Burada ortaya ¢ikan y

bulaniklastirma fonksiyonu ve y €
giriiltiisiiniic en aza indirgeyerek gozlemlenen b goriintiisiinii orijinal x goriintiisiine

yaklastirmaktir.



Bu tez 5 boliimlen olusmaktadir. Tezin ilk boliimii olan giris kisminda goriintii islemenin
tanim1, kullanim alanlar1 ve goriintii iyilestirme problemine yer verilmistir. Ikinci béliim olan
kuramsal temeller kisminda goriintii iyilestirmeye alt yap1 olusturan sabit nokta teoremlerine
ve baz1 dontisiim siniflara yer verilmistir. Ayrica kiime degerli doniisiimlere ve Hausdorff
metrigine deginilmistir. Calismanin {li¢iincli boliimii olan materyal ve yontemde ise goriintii
lyilestirmede kullanilan iterasyon yontemlerine yer verilmistir. Dordiincii boliim olan arastirma
bulgulart boliimiinde ise dort ayri1 baslik altinda son yillarda yapilan 6nemli ¢alismalar
derlenmis ve goriintii iyilestirme sonuglar1 verilmistir. Besinci boliimde olan tartisma ve sonug
kisminda ise arastirma bulgular1 boliimiinde kullanilan iterasyon yontemlerinin etkinlikleri

karsilastirilmistir.



KURAMSAL TEMELLER

2.1. Sabit Nokta Kavram ve Bazi Doniisiim Siniflar:

2.1.1. Tanmim (Sabit Nokta): X # @ ve T:X — X herhangi bir doniisim olsun.
Eger Tx = x olacak sekilde bir x € X noktas: varsa, bu x noktasmna T doniisiimiiniin sabit

noktas1 denir.

Tx = x denkleminin ¢éztimleri T doniisiimiiniin sabit noktalaridir. T doniisiimiiniin sabit
noktalariin kiimesi F(T) veya Fix(T) ile gosterilir. Yani
F(T)={x€X: Tx =x}

dir.

2.1.2. Ornek: X # @ olmak iizere T: X — X, Tx = x doniisimil icin X kiimesinin her

noktasi sabit noktadir. Dolayisiyla F(T) = X dir.

2.13. Ornek: X =R olmak iizere T:X - X szgx doniisiimiiniin  sabit

noktalarinin kiimesi F(T) = {0} dur.

2.1.4. Ornek: X = R olmak iizere T: X — X, Tx = x? doniisiimiiniin sabit noktalarinin

kiimesi F(T) = {0,1} dir.

2.1.5. Ornek: X = R olmak iizere T:X - X, Tx =x + k (k # 0) doniisiimiiniin
sabit noktas1 yoktur. Dolayistyla F(T) = @ dir.

2.1.6. Ornek: X = R olmak iizere T: X - X, Tx =x%+x+1 doniisiimiiniin sabit
noktast yoktur. Dolayisiyla F(T) = @ dir.

Bu orneklerden hareketle bir doniisiimiin sabit noktalar1 hakkinda asagidaki ifadeleri

yazabiliriz:

1. Verilen kiime {izerinde taniml1 bir doniisiimiin sabit noktasi olmayabilir.

2. Verilen kiime iizerinde taniml1 bir doniisiimiin tek bir sabit noktas1 olabilir.

3. Verilen kiime {izerinde tanimli bir doniisiimiin birden fazla sabit noktas1 olabilir.

4. Verilen kiime iizerinde tanimli bir doniisiimiin sabit noktasi o kiimenin biitiin

elemanlar1 olabilir.



X # @ olmak tizere T: X — X bir doniisim olsun. Herhangi bir x € X i¢in x in T

altindaki n.iterasyonu T™x ile gosterilir ve T"*1x = T(T"x) olarak tanimlanur.

T: X — X bir doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeleri yazabiliriz:
1. Keyfi birn € Nigin F(T) c F(T") dir.
2. Keyfibirn € Nigin F(T") = {x} ise F(T) = {x} dir. Ancak bunun tersi her zaman
dogru degildir.

2.1.7. Ornek: X = {x,y,z} olmak iizere T: X — X déniisimii Tx =z, Ty =y, Tz =
x olarak tamimlanirsa T2x = x, T?y =y, T?z = zolup F(T?) = {x,y, z} dir. Fakat F(T) =
{y} dir. Dolayisiyla tersi her zaman dogru degildir.

2.1.8. Tammm (Ortak Sabit Nokta): X # @ olmak iizere T;,T,: X — X iki doniistim
olsun. Eger T;x = T,x = x olacak sekilde bir x € X varsa bu x noktasima T; ve T,

dontsimlerinin ortak sabit noktas: denir. Bu doniisiimlerin ortak sabit noktalarmin kiimesi

F(T) = F(T,) N F(T,) ile gosterilir (Karahan 2015).

2.1.9. Ornek: T;, T,: R — R olmak iizere T; = x3 ve T, = x? + x iki doniisiim olsun.
Buna gore F(T;) = {—1,0,1} ve F(T,) = {0} dir. Dolayisiyla bu iki doniisiimiin ortak sabit
noktalarinin kiimesi F(T) = F(T;) N F(T,) = {0} dur.

2.1.10. Ornek: T;, T,: R = R olmak iizere T; = x> — 2 ve T, = x? iki doniisiim olsun.
Buna gore F(T;) = {—1,2} ve F(T,) = {0,1} dir. Dolayisiyla bu iki doniisiimiin ortak sabit
noktasi yoktur. O halde F(T) = F(T;) n F(T,) = @ dir.

2.1.11. Tammm: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X
i¢cin
d(Tx,Ty) < ad(x,y) (2.1)

olacak sekilde bir a > 0 sabit sayist varsa bu T doniisiimiine Lipschitzian doniisiimii denir.
(2.1) esitsizligine de Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kiiglik a sabit sayisina da Lipschitz

sabiti denir. (2.1) esitsizligine gore asagidaki ifadeleri yazabiliriz:
1. a = 1ise T doniisiimiine genislemeyen doniisiim (nonexpansive) denir.

2. a € (0,1) ise T doniisiimiine daraltan doniisiim veya biiziilme doniistimii (contraction)

denir.

3. x#y icin d(Tx,Ty) <d(x,y) ise T doniisimiine kesin daraltan doniisiim
(contractive) denir (Ansari 2010).



2.1.12. Ornek: X = [1,00) metrik uzay olmak iizere T:X - X, Tx = %(x +%)

10 1 10 1
d(Tx,Ty) = |ﬁ(x+;) ‘ﬁ(y +;)|

doniisiimii i¢in

10[x2+1 y2+1

T11 x y ‘

_10fxy(x—y )—(x—Y)|

11 X

_0‘(x—y)(xy—1)
xy

10 xy—1

Hl —}’|| |

10

<H|x—Y|

10

= 7d(xy)

olup d(Tx, Ty) < % d(x,y) dir. T doniistimii daraltan bir dontisiimdiir ve Lipschitz sabiti a =

g dir (Ansari 2010).

2.1.13. Ornek: X = [0,1] metrik uzay olmak iizere T:X — X, Tx = %(x3 +x24+1)

dontistimii igin
1 1
d(Tx, Ty) = 7(x3 +x2+1) —7(y3 +y2+1)

1
=7|x3—y3+x2—y2|

1 2 2
=7|x—y||x +xy+y +x+y|

< —_ —_
~lx =yl
olup d(Tx, Ty) < ;d(x, y) dir. T doniisiimii daraltan bir donilisiimdiir ve Lipschitz sabiti a =

g dir (Ansari 2010).

2.1.14. Ornek: X = {x € Q:x > 1} metrik uzay olmak iizere T:X —» X, Tx = §+

R |-

dontisiimii i¢in



x 1 y 1
arx 1) = |(3+3) - G+3)
x — x —
- ( Zy)_( xyy)|
1 1
= (X—J’)(E—E)|
1 1
=|X—Y||§—E
1
<lx-yl37
1
=5d(xy)

olup d(Tx, Ty) < %d(x, y) dir. T doniisiimii daraltan bir donilisiimdiir ve Lipschitz sabiti a =

% dir (Ansari 2010).

2.1.15. Ornek: X = R metrik uzay olmak iizere T: X — X, Tx = cos x doniisiimii igin

X X+ X —
d(Tx,Ty) = |cosx —cosy| = |2 sin( 7 y) sin( > y)| < |2 sin > y|

dir. Ayrica xz;y =w # 0 i¢in |[sinw| < |w| dir. Buna gore

xX=Yy
2

xX=Yy
2

d(Tx, Ty) < |2 sin | < |2 | =|x—yl=d(xy)

dir. w # 0 oldugu i¢in x # y olur. Dolayisiyla x # y i¢in d(Tx, Ty) < d(x,y) oldugundan T

dontisiimii kesin daraltan bir doniisiimdiir (Ansari 2010).

2.1.16. Ornek: X = R metrik uzay olmak iizere T: X — X, Tx = sin x doniisiimii igin

x + X — X —
d(Tx,Ty) = |sinx —siny| = |2 (cos 5 y)(sin > y)| < |2 sin 5 Y
dir. Ayrica % =w # 0 i¢in [sinw| < |w| dir. Buna gore
X — X —
d(Tx,Ty) < |2 sin y| < |2 yl =|x -yl =d(xy)

2 2

dir. w # 0 oldugu i¢in x # y olur. Dolayisiyla x # y i¢in d(Tx, Ty) < d(x,y) oldugundan T

dontistimii kesin daraltan bir doniisiimdiir (Ansari 2010).

Her Lipschitzian doniisiimiiniin siirekli oldugu tanimdan agiktir. Ayrica her daraltan

doniisiim ayn1 zamanda kesin daraltan doniistimdiir fakat bunun tersi her zaman dogru degildir.
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2.1.17. Ornek: X = [0, ] olmak iizere (X, d) metrik uzay, T:X —» X ve Tx = 1+1x2
dontisiimii kesin daraltan doniisiim olmasina ragmen daraltan doniisiim degildir. Gergekten her

X,y € X Ve x # yicin

1 1
Tx, Ty) = -
AT, Ty) 1+x2 1+y?
B 1+ y? 1+ x?
@+ xD)A+y?) A +y)(A+x2)
y+x | |
= —x
1+ x5 +y5)l "7
= - + 4 ly — x|
T+ +y?) A+ +y)lY
< 1 + - | |
1+y? 1+x? Y
<l|y—x|
=d(x,y)

olup d(Tx,Ty) < d(x,y) dir. Dolayisiyla T doniisiimii kesin daraltan doniisiimdiir ancak
d(Tx,Ty) < ad(x,y) esitsizligini saglayan a € (0,1) sabit sayisi olmadigi i¢in T doniistimii
daraltan doniisiim degildir (Ansari 2010).
2.1.18. Tamim: X bir lineer uzay ve f: X — (—o0, o) bir doniisiim olsun. Buna gore
1.Herx,y € X ve A € [0,1] igin
fAx+ (A =Dy) =Af () + A =Df ()
esitsizligi saglaniyorsa f doniisiimiine konveks doniisiim denir.
2.Herx,ye X, x #yveld e (0,1)igin
fAx+ A =Dy) <Af () + A =Df )
esitsizligi saglaniyorsa f doniisiimiine kesin konveks doniisiim denir.
3.Herx,y € Xve A € [0,1] i¢in
fAx+ A =DY) <A+ A -Df)—1/2a2Q =D Il x =y II?
esitsizligi saglanacak sekilde bir a > 0 sayisi varsa, f doniistimiine kuvvetli konveks doniisiim

denir (Cegielski 2012).

2.1.19. Tammm: H bir Hilbert uzayr T bu uzayda D(T) tamim ve R(T) goriintii

kiimelerine sahip lineer olmayan bir doniisiim olsun. Buna gore
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1. Her x,y € D(T) igin
(Tx =Ty, x—y)=0
esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiine monoton doniisiim denir.
2.Herx,y € D(T) ve x # y i¢in
(Tx =Ty, x—y)>0
esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiine kesin monoton doniistim denir.
3.Herx,y € D(T) ve x # y i¢in
(Tx —Ty,x—y)y=nllx—yl?
olacak sekilde n > 0 sabiti varsa T doniisiimiine n-kuvvetli monoton doniisiim denir.
4. Her x,y € D(T) i¢in
(Tx —Ty,x —y)=>v I Tx—Ty |?
olacak sekilde v > 0 sabiti varsa T donusiimiine v-ters kuvvetli monoton doniisiim denir.

Bir T monoton doéniisiimiiniin G (T) grafigi baska bir monoton doniisiimiin grafigi

tarafindan igerilmiyorsa, T doniisiimiine maksimal monoton doniisiim denir (Zeidler 1986).

2.1.20. Ornek: H = R ve C = [0,1] olmak iizere T: C — C déniisiimii igin

1.Tx = %olarak tanimlanirsa,

(Tx—Tyx—y) = Tx-TE-y) = G- D -y) =3 =220
olup T déniisiimii monotondur.
2. Tx = 2x olarak tanimlanirsa,
(Tx =Ty, x—y)=(Tx=Ty)(x—y) = 2x-2y)(x—y) =2l x—y|?
olup T doniisiimii 2-kuvvetli monotondur.

3. Tx = 4x olarak tanimlanirsa

(Tx =Ty, x —y)=(Tx—Ty)(x —y)
=(4x—4y)(x—y)

= 4(x - y)’
> 16v(x — y)?
= v(4x — 4y)?
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=v | Tx—Ty II?
olup (Tx—Ty)(x —y) =4(x—y)? = 16v(x —y)? esitsizligi v = % igin  saglanir.

Dolayisiyla T doniigiimii i-ters kuvvetli monotondur.

Simdi ilerleyen bdliimlerde kullanacagimiz bazi tanimlari verelim:

2.1.20. Tamm (Kesin Konveks, Diizgiin Konveks Banach Uzaylar1 ve
Normallestirilmis Dualite Doniisiim): (E,||-||) bir reel Banach uzay1 ve E*, E nin duali olsun.
f € E* nin x € E deki degeri (x, f) ile gosterilir. ||x|| = ||y|| = 1 sartin1 saglayan her x,y € E

i¢in ”x;—y” < 1 ise E Banach uzayina kesin konvekstir denir. E de ||x,|| = [lynll =1 ve

lim [lxn+ynll —

n—->oo

1 sartlarini1 saglayan herhangi iki {x,}, {y,} dizileri i¢in lim |[x,, — y,|| = 0 ise
n—-oo

bu durumda E Banach uzayina diizgiin konvekstir denir. J, E Banach uzayindan E* daki bos

olmayan zayif yildizil kompakt alt kiimelerin ailesine

J@) ={f € E":{x, ) = llx|I> = lIf1I*}

seklinde tanimli doniisiime normallestirilmis dualite doniistim denir (Kitkuan vd. 2019).

2.1.21. Tanim (Gateaux Tiirevlenebilme): U = {x € E: ||x|| = 1}, (E,||-]|) Banach

uzayinda birim kiire olmak lizere x, y € U i¢in

Al + eyl = Ml
lim

t—0 t

limiti varsa, E normu Gateaux tiirevlenebilir denir.

2.1.22. Tamim (Genislemeyen Sunny Cekme): E bir Banach uzay1 ve C c E olsun.
Eger Q: E — C, Qx = x siirekli doniisiimii varsa, C ye E nin ¢gekmesi ve Q Yya da ¢ekme denir.
Herx € Evet > 0icin Q(Qx + t(x — Qx)) = Qx ise Q ya sunny ¢ekme denir. Q, ayni
zamanda genislemeyen bir doniisiim ise bu durumda Q ya genislemeyen sunny ¢ekme denir

(Goebel ve Reich 1984).

Bir H Hilbert uzayindan onun kapali konveks bir C altkiimesine tanimli genislemeyen
sunny ¢ekmesinin, metrik projeksiyon oldugunu biliyoruz. Boyle bir metrik projeksiyonunu P,

ile gosterecegiz.

2.2. Kiime Degerli Doniisiimler ve Hausdorff Metrigi
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2.2.1. Tammm (Kiime Degerli Déniisiim): X ve Y bostan farkli iki kiime, 2¥ de Y’ nin
biitiin bostan farkli alt kiimelerinin ailesi olsun. T: X — 2Y fonksiyonuna kiime degerli (veya
cok degerli) doniisiim denir. Bazen bu fonksiyon T:X — Y veya T:X ~ Y seklinde de
gosterilir (Solmaz 2019).

T:X — 2Y kiime degerli doniisiimii, X kiimesinden alman her bir x elemanma Y nin bir
T(x) alt kiimesini karsilik getirir. Eger her bir x € X e karsilik gelen T(x) tek noktadan
olusuyorsa T tek degerli doniisiim olur. Verilen bir f: X — Y tek degerli donilisiim yardimryla
her x € X i¢in T(x) = {f(x)} seklinde kiime degerli bir doniisim tanmimlanabilir. T (x) # @
olacak sekilde en az bir x € X varsa T ye has (proper) denir. Bu durumda T nin tanim ve deger

kiimesi sirastyla
D(T)={x€X: T(x) # 0}, R(A) =U{Tz:z € D(T)}
ile ve grafigi de
G(T) ={(x,y) eXxY: xeD(T), yeT(x)}

seklinde tanimlanir. T min tersi 71 ile gosterilir ve x € T~y < y € Tx seklinde tanimlanur.

(Solmaz 2019).

{1}, x<1/2
2.2.2.0rnek: T:[0,1] - 2[%Y T(x) ={{0,1}, x = 1/2 déniisiimii kiime degerli bir
(0}, x>1/2

dontistimdiir (Solmaz 2019).

2.23. Ornek: T:[0,0) - 2[0®) | T(x) =[0,x] doniisiimii kiime degerli bir
dontisiimdiir (Solmaz 2019).

2.2.4. Tamm (Kiime Degerli Doniisiimlerin Sabit Noktasi): T: X — 2% kiime degerli
bir doniisim olsun. Eger x € X i¢in x € T(x) oluyorsa x elemanina, T kiime degerli

dontigiimiiniin sabit noktas1 denir (Nadler 1976).

2.2.5. Ornek: 2.2.2. Orekte gegen kiime degerli T doniisiimiiniin higbir sabit noktasi
yoktur (Solmaz 2019).

2.2.6. Ornek: 2.2.3. Ornekte gecen kiime degerli T déniisiimii icin her x € [0, o)
noktasi sabit noktadir (Solmaz 2019).

2.2.7. Ornek: K = [0, ) ve K nin kapali ve smirl alt kiimelerinin ailesi CB(K) olsun.
T:K—CB(K) kiime degerli doniisiimii
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{0}, x<1

e = {[x —34,x—13], x> 1

seklinde tanimlansin. Bu durumda x = 0, bu doniisiimiin tek sabit noktasidir.

2.2.8. Tammm (Hausdorff Metrigi): (X, d) bir metrik uzay, A € X ve x € X olsun. x

noktasinin A kiimesine olan uzaklig

D(x,A) = inf{d(x,y):y € A}
ve A, B € 2% kiimeleri arasindaki uzaklik

6(A,B) = sup{D(x:B): x € A}
seklinde tanimlanir. Eger

H(A; B) = max{6(A,B),5(B,A)}
olarak tanimlanirsa bu durumda H, CB(X) {izerinde bir metrik olur. Bu metrige Hausdorff
metrigi denir.
2.2.9. Tanim (Genislemeyen Kiime Degerli Doniisiim): (X, d) bir metrik uzay ve
T:X - CB(X) kiime degerli bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X i¢in
H(Tx,Ty) < kd(x,y)

sartin1 saglayan bir k > 0 sabiti varsa T dontisiimiine Lipschitz doniisiimii ve k sayisina da T
nin Lipschitz sabiti denir. Eger 0 < k < 1 ise T kiime degerli doniigiimiine daraltan ve k = 1

ise T ye genislemeyen kiime degerli doniisiim denir (Agarwal vd. 2007).

2.2.10. Teorem (Nadler Sabit Nokta Teoremi): (X, d) bir metrik uzay T: X - CB(X)
kiime degerli bir donilistim olsun. Bu durumda T doniisiimiiniin X de bir sabit noktas1 vardir

(Nadler 1969).
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MATERYAL ve YONTEM

3.1. iterasyon Yontemleri

Bir doniisiimiin sabit noktasin1 veya noktalarini bulurken cesitli iterasyon yontemleri

kullanir. Bunlardan bazilar1 asagida verilmistir.

3.1.1. Picard Iterasyonu: (X, d) metrik uzay, C € X kapal bir alt kiime ve T: C — C

bir doniisiim olsun. x, € C olmak iizere Picard iterasyonu
Xp =Txp_q =T"xy, n=1,2,..
seklinde tanimlanir (Picard 1890). Picard iterasyonu literatiirde ardisik yaklasiklar dizisi olarak

da bilinir.

3.1.2. Mann Iterasyonu: Banach daralma ilkesini saglamayan doniisiimlerin sabit
noktalarini elde etme igin Mann (1953) tarafindan olusturulmustur. X normlu uzay, C € X bos
olmayan konveks bir alt kiime , T: C — C bir doniisiim ve x, € C keyfi bir nokta olmak tizere

Mann iterasyonu
Xns1 = A —ay)x, +a,Tx,, n=012,..
seklinde tanimlanir. Burada {a,}, (0,1) araliginda 111_{‘210 a, =0 ve }o_;a, = o sartlarin
saglayan bir dizidir (Mann 1953).
3.1.3. Ishikawa Iterasyonu: 1974 yilinda Ishikawa tarafindan kurulmus ve ilk olarak
bir Hilbert uzaymin konveks ve kompakt alt alt kiimesi iizerinde tanimli Lipschitzian ve

pseudocontractive bir doniigiimiin sabit noktaya giiclii yakinsadigimi gostermek amaciyla

kullanilmistir.
X bir normlu uzay C < X bos olmayan konveks alt kiime, T: C — C bir doniisiim ve x, €
C keyfi bir nokta olmak tizere Ishikawa iterasyonu

{xn+1 = (1 - an)xn + a,Ty,
Yn =1 = Bp)xn + BrTx,, n=0,12,..

seklinde tanimlanir. Iterasyonda gecen {a,} ve {$,}, (0,1) araliginda lim a,, = 0, lim B, =
n—-oo n—-oo

0 ve Yo, a, = oo sartlarin1 saglayan dizilerdir (Ishikawa 1974).
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3.1.4. Siterasyonu: X bir lineer uzay C S X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: C -

C bir doniisiim ve x; € C keyfi bir nokta olmak tizere S-iterasyonu

{xn+1 = (1 - an)Txn + a, Tyy,
Yn=0-B)xn+BnTx,, n=12,..

seklinde tanimlanir. Burada {a,}, {#,} € (0,1) dir (Agarwal vd. 2007).

Agarwal, O’Regan ve Sahu, daraltan doniistimler i¢in S iterasyonunun yakinsama hizinin
Picard iterasyonunn yakinsama hizina denk ve diger sabit nokta iterasyonlarinin yakinsama

hizlarindan daha iyi olduklarin1 géstermislerdir (Agarwal vd. 2007).

Ilerleyen yillarda yukaridaki iterasyonlarin cesitli versiyonlar1 gerek tek degerli gerekse

kiime degerli dontistimler i¢in yogun olarak calisilmistir.

3.2. iki Birikimli Operatér i¢in iterasyon Yontemleri

Genel goriintii iyilestirme problemi, b = Ax + y modelinin tersi olarak formiile edilir. Bu
formiilde x € R™, y ve b sirasiyla bilinmeyen orijinal goriintii, bilinmeyen rastgele giiriiltii ve
bilinen bozulmus gézlemdir. A, lineer bir operatdr olup bulaniklagtirma fonksiyonunu temsil
eder. Burada amag ortaya ¢ikan y giiriiltiisiinli en aza indirgeyerek gézlemlenen b goriintiisiinii

orijinal x goriintiisiine yaklastirmaktir. Goriintii isleme problemi,

minimizexegr (f1(x) + f2(x) + - fn (%)) (3.1)

formundaki konveks optimizasyon problemi olarak formiile edilebilir. Burada f;, f,, ...,

fm:R™ = (—o00, 0] konveks fonksiyonlardir. (3.1) probleminde m = 1 alinirsa
minimizeegn f(x)

elde edilir. f, diizgiin, reel degerli ve Vf Lipshitz gradiyentine gore her yerde tiirevlenebilir ise
f proximal (yakinlik) operatordiir. x* i f in bir ¢6ziimii oldugunu kabul edelim. Skalerli Af

fonksiyonun proximal operatorii ile sik sik karsilagsacagiz. Bu durumda A > 0 i¢in

1
prox;(v) = argmin, (£ () + 7= llx = vI1>

ifadesi yazilabilir. f proximal operatdriiniin sabit noktalar1 tam olarak f nin minimizerleridir.
Diger yandan prox;f(x*) = x* olmasi i¢in gerek ve yeter sart x* m f nin minimizeri
olmasidir. Ayrica f fonksiyonu proper, konveks ve alttan yar siirekli olmak lizere, prox;s

proximal operatorii ve df alt diferansiyel operatorii arasinda

prox;s = (I + 20f)~*
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seklinde bir baglanti vardir. 4> 0 olmak Tlzere Jz5r = (I + 10 )1 doniisiimii, 9f

opratoriiniin  resolvent operatorii olarak adlandirtlir. Bu nedenle proximal operator, alt

diferansiyel operatoriiniin resolventidir. O halde

1
Jro7 (¥) = argmin, (f (x) + 37 llx = vII2)

dir. Ayrica x* 1in f nin minimizeri olmasi igin gerek ve yeter sart J;,(x*) = x* olmasidir.
Burada A = df, sirasiyla Banach ve Hilbert uzayinda m-birikimli (accretive) ve maksimal
monoton operatoriidiir. A operatoriiniin birikimli olmasi demek her x; € D(A) ve y; € Ax; i =
1,2 igin {(y; — y,,j) = 0 olacak sekilde bir j € J(x; — x;) mevcut olmasi demektir. A > 0
olmak iizere D (A) € R(I + AA) ise A=10 = F(J,,) dir. Gergekten de her A > 0 i¢in

Z€EA0 = 0 € 1Az
S z€Ez+ Az
S ze(+AA)z
S zZ =z

<:>ZEF(])LA)

dir. A kiimesinin sifir noktalarinin kiimesi zerA ile gosterilir ve zerA := {z: 0 € Az} olarak
tanimlanir. Ayrica zerA, J;, nin sabit noktalarinin kiimesine esittir. (3.1) probleminde m = 2

alinirsa

minimize yegn(fi(x) + fo(x)) (3.2)

olup, bu problemin minimizeri, Jy44+p) Nin sabit nokta kiimesidir. Yani F(]MA+B)) =
zer(A+ B) ={z:0 € Az + Bz} dir. Burada A, f; in alt diferansiyeli ve B, f, nin
gradiyentidir. A + B maksimal monoton oldugunda 34+ 5) ifadesini ¢6zmek kolaydir fakat A

ve B ayr1 adimlarda kullaniliyorsa alternatif bir bolme yontemi kullanilir (Kitkuan vd. 2019)

Asagidaki teoremde verilen ve Douglas-Rachford yontemi olarak adlandirilan iterasyon

yontemi, (3.2) problemin ¢6ziimiinde 6nemli sonuglari olan bir yontemdir.

3.2.1. Teorem (Douglas-Rachford Iterasyon Yontemi): A ve B, H Hilbert uzayindan
2H uzayma tanimli, zer(A+ B) := {x € H: 0 € Ax + Bx} # @ olacak sekilde maksimal
monoton operatorler ve {1, },en, [0,2] arahiginda Y, en 4,(2 — A,,) = o sartin1 saglayan bir

dizi olsun. y € (0, ) ve x, € H olmak iizere

Up = ])}/an ’
Yn = ])Ifq(zun — Xn), (3.3)
Xns1 = Xn + (Y — Up)
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olarak tanimlansin. Bu durumda asagidakiler saglanacak sekilde x € F(Ry, R, z8) vardur:

1.Jyx € zer(A + B),
2. n € N olmak tizere {u, — y,} dizisi 0 a gii¢lii yakinsar.
3. n € N olmak iizere {x,} dizisi x e zayif yakinsar.
4.n € N olmak tizere {u,} dizisi J; x e zayif yakinsar.
5.n € N olmak tizere {y,} dizisi J; x e zayif yakinsar.
6. Asagidaki ifadelerden bir tanesi gegerli olsun.
(@) A, D(A) nin her bos olmayan sinirl alt kiimesinde diizgiin monotondur.

(b) B, D(B) nin her bos olmayan sinirli alt kiimesinde diizgiin monotondur.

Bu durumda {y,} ve {u,} dizileri, zer (A + B) nin tek noktasina giiglii yakinsar (Bauschke ve
Combettes 2011).

Asagidaki teoremde verilen yontem, ileri-geri yontemi olarak bilinir. Burada B

operatoriiniin tek degerli olduguna dikkat edelim.

3.2.2. Teorem (ileri-Geri Iterasyon Yéntemi): H, bir Hilbert uzay1 olmak iizere
A: H — 2% maksimal monoton operatér, B € (0, ) i¢in B: H — H déniisiimii S-zorlayic1 (-

cocoercive), y € (0,28) ve § = min {1,5} +% olsun. Ayrica {1, },en dizisi [0, §] araliginda

Ynen An (8 — A,) = oo sartim1 saglayan bir dizi ve x, € H olsun. zer(A+ B) :={x € H: 0 €
(Ax + Bx)} # @ olmak {izere

=x, —yYBx
{Yn n —VDXp (3.4)

Xny1 = Xp + An(])éyn — Xn)
olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:

1. {x,}nen dizisi zer(A + B) nin bir noktasina zayif yakinsar.
2. infrenAn > 0 ve x € zer(A + B) olmak tizere {Bx,, }ney dizisi Bx e giiglii yakinsar.
3. infpenAn > 0 olmak tizere asagidaki ifadelerden biri gegerli olsun.

(@) 4, D(A) nin her bos olmayan sinirli alt kiimesinde tekdiize monotondur.

(b) B, H nin her bos olmayan sinirli alt kiimesinde tekdiize monotondur.

Bu durumda {x,},ey dizisi, zer(A + B) nin tek noktasina giigli yakinsar (Bauschke ve
Combettes 2011).

Kritik problem, H Hilbert uzayinda A ve B monoton operatorlerinin toplaminin sifirini
iteratif olarak bulmaktir. Yani 0 € Ax + Bx i bulmaktir. Bir Banach uzayimda lineer olmayan
operator denklemleri i¢in bolme yontemleri hakkinda mevcut literatiirde ¢ok az ¢alisma vardir.

19



Bunlardan biri de Q := A710 n B~10 olmak iizere x € Q y1 bulmaktir. Burada karsilasilan en
temel sorun Hilbert uzayinin i¢ carpim yapisinin Banach uzaymda dogru olmamasindan

kaynaklanmaktadir.

Asagida verilen lemmalar, 2019 yilinda Kitkuan vd. tarafindan verilen 3.2.9. Teoreminin

ispatinda kullanilacaktir.

3.2.3. Lemma: Bir E Banach uzaymin diizgiin smooth olmasi i¢in gerek ve yeter sart, |
dualite doniistimiiniin tek degerli ve E nin smirh alt kiimelerinde normu koruyan, diizgiin

stirekli bir doniisiim olmasidir (Quin ve Su 2007).

3.2.4. Lemma: E, bir Banach uzayi1 olsun. Her x,y € E ve her j(x +y) € J(x +y)
icin ||x + y|I? < |lx]1? + 2(y, j(x + v)) dir (Petryshn 1970).

3.2.5. Lemma: E, bir Banach uzay1 ve A: D(A) — 2F birikimli bir operatér olsun. 1 >
0, 1>0vex€E igin Jx =J,(Ex + (1 —%)]Ax) dir. Burada J, = (I + A4)™ ve J, =
(I + uA)~1 dir (Barbu 1976).

3.2.6. Lemma: E, bir Banach uzay1 ve J normallestirilmis dualite doéniistimii olsun.

Eger E* diizglin konveks ise bu durumda J, E nin her smirlt kiimesinde diizgiin stireklidir
(Agarwal vd. 2009).

3.2.7. Lemma: E diizgiin konveks bir Banach uzayi olsun. Her x,y € E igin
max{|lx|l, [Iyll} < R her j, € J(x), jy € J(y) i¢in

e g(0)=0,
e Hert>0icing(t) >0ve

o (x=yjx—Jy) = g(lx = =ylDllx — =yl
sartlar1 saglayacak sekilde bir g: Rt - R™* artan fonksiyonu vardir (Agarwal vd. 2009).

3.2.8. Lemma: {a,} ve {c,}, negatif olmayan reel diziler, {t,} < (0,1) ve {b,,} say1

dizisi olmak tizere a,., < (1 — t,)a, + b, + c, olsun. Buna gore
e Ynzoln =,
: b
e limsup,_ e t—” <O0ve
n
® Z‘?lo=0 Cn <

ise bu durumda lim a,, = 0 dir (Liu 1995).
n—>oo

20



3.2.9. Teorem: C, diizgiin konveks ve diizgiin smooth bir X Banach uzaymnin bos
olmayan kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. A: D(A) € C - 2¥ ve B:D(B) € C — 2%,
Q=A"10)NB10)# @, D(A) € C C NysoRU +74) ve D(B) € C C NysoR(U +rB)
olacak sekilde birikimli operatorler olsunlar. f:C — C, a € (0,1) daralma sabiti ile daraltan

bir doniisiim olsun. x, € C olmak iizere {x,} dizisi

— _ A
{yn - ann + (1 ﬁn)]/lnxnr (35)

Xpy1 = nf (6n) + (1 — an)Jy, In
seklinde teskil edilsin. Ayrica {a,,}, {8}, {1} Ve {y,,} dizileri asagidaki saglar1 saglasin:
I. 111_1)120 a, = 0ve Yn_,a, = oo dir,
ii. Bira € (0,1) icin 8, € [0, a) dir.
iii. Bire > 0i¢in A,,,y, = € olmak {izere Y o—ol@ps1 — Anl < 0, Yool Brs1 — Bul < 0,
Ln=olAn+1 = An| < 00 Ve XnolVns1 — ¥al < codur.

Bu durumda {x,,} dizisi w € Qf (w) noktasina gii¢lii yakinsar. Burada Q, X den Q ya tanimhi

genislemeyen sunny ¢ekmedir (Kitkuan vd. 2019).

Ispat: 1. Adim: Bu adimda {x,,} ve {y,,} dizilerinin simirli oldugu gosterilecektir. w €
Q olsun. Bu halde

lyn = @ll = ||Ba(tn — @) + (1 = B U4, x5 — )|
< Ballxn — wll + (1 = B |4 xn — J1, 0|
< Ballxy — @l + (1 = B)llx, — ol
= [lx, — wll

ve boylece

211 = @l = [|an(f(rn) = @) + (1 = @) Uy yn — @) ||
< anllf () — 0ll + (1 = &) |7y — @|
< anllf () = fF(@) + anllf (@) = @ll+(1 = a7y — Iy, ||
< apallx, — wll + anllf () —wll + (1 = @)y, — wl|
< apallx, — wll + anllf (@) — wll+(1 = a)llx, — wli

<A -0 -aa)lx, — ol + axllf (@) — wl|

lIf (w)-wll
< max{llxn — a)II,—l_a }

lIf (w)-wll
< max{llxo - 0)”,7}
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<
olur. Dolayisiyla {x,} ve {y, } dizileri sinirlidir.
2.Adim: Bu adimda lim ||x,,;; — x,|| = 0 oldugu gosterilecektir. 3.2.9.Teoreme goére
n—-oo
{yn = Brxn + (1 — Bn)]fnxn:
Yn+1 = Pns1Xnsr + (1 — ﬁn+1)]/114n+1xn+1
dir. Buradan
Yn+1 —IYn = (1 - Bn+1)(]/"14n+1xn+1 _]/Ilqnxn) + .Bn+1(xn+1 - xn)
+(,Bn+1 - .Bn) (xn_]/{lnxn)
elde edilir. Dolayisiyla
I Yn+1 — yn” <(1- ﬁn+1)“]fn+1xn+1 _]/Ilqnxn” + Bn+1”xn+1 - xn”
+(Bn+1 - ﬁn)”xn_]fnxn” (3-6)

olur. Eger 4,41 = A4, ise 3.2.5. Lemma kullanilarak

A A
4, (i + (1= ) T i) = S
n+1 n+1

||])IL4n+1xn+1 _]fnxn” =

An A\ 4
< Anar Xn+1 t (1 - An+1)]zn+1xn+1 — Xn
A 241 — 2nl
< /1—111 ”xn+1 - xn” + n/1 L k (||];14n+1xn+1|| + ”xn+1”)
n+ n+
< ”xn+1 - xn” + K|An+1 - Anl (37)

A
SuPn{||]An+1xn+1 ” +||xn+1||}
€

olur. Burada K = dir. Eger 4,41 < 4, ise 3.2.5. Lemmaya gore

Ay Ay
]fn+1xn+1 _]/1147“_1 ( :{+ Xn + (1 - :{+ )]fnxn>
n n

V2 nss = I, ]l = |

A A
Xn+1 — (n—ﬂxn +(1- n+1)])14nxn)

<
An An

Mn+1 -4
An

< xpa1 = Xpll + KlAng = Anl (3.8)

|
< lxneq = xnll + = (|72 xn || + 1211y
olur. (3.6), (3.7) ve (3.8) den

”yn+1 - yn” < (1 - .8n+1)(”xn+1 - xn” + Kl/ln+1 - Anl) + ,Bn+1”xn+1 - xn”
+|,Bn+1 - .Bnlllxn _]fnxn”
< ”xn+1 - xn” + K|An+1 - Anl + Ml,Bn+1 - .Bnl (39)
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elde edilir. Burada M = sup,{||x,, — J3 x|} dir. Diger taraftan 3.2.9. Teoreminden
{xn+1 = anf(xn) + (1 - an)]]l/?nyn
Xnt2 = an+1f(xn+1) +(1- an+1)]]§n+1yn+1
olup
Xn+2 — Xn41 = (an+1 - an)f(xn) + an+1(f(xn+1) - f(xn)) + (an - an+1)])l/3nyn
+ (1 - an+1)(])l/?n+1yn+1 _]]l/gnyn)
elde edilir. Boylece

lxns2 = Xniall < laner — anlllf )l + @i llf (1) — eI
+|an - an+1|”]]l/3nyn” + (1 - an+1)”])§n+1yn+1 _]]énYn”
< a1 — anl(”f(xn)” + ||])I/3nyn||) +1- an+1)”])€n+1yn+1 _])I/Bnyn”

< Wlan+1 - anl + an+1a”xn+1 - xn”

+(1 - an+1) ||]]l/3n+1yn+1 _]])/Bnyn” (3-10)

olur. Burada W = sup,{Ilf x|l + |JE yx||} dir. Eger ¥p41 = vy, ise 3.2.5. Lemmadan

Yn
Yn+1

||])’n+1yn+1 ]Vnyn” =

)]5n+13’n+1) _lfnYn

YV
]yn< k yn+1 +(1_

)4 )4
< = —Yn+1 T+ (1 - = )]]lfn+1yn+1 —n
n+1 n+1
[Yn+1 — al
< ”yn+1 - yn” +u(”])€n+137n+1” + ||Yn+1||)
Vn+1
< lyn+1 = Yull + Llvner — vl (3.11)

5upn{||]]§n+1Yn+1”+”3’n+1”}
€

olupL = dir. Eger y,41 < ¥y iSe yine 3.2.5. Lemmadan

Yn+1 VYn+1
]yn+1yn+1 ]yn+1( ;l/+ Yn +( = )]yn n)
n

Vn+1 Yn+1
Vn+1 — (;l/_+yn + ( = )]yn n)

n

||])/n+1yn+1 ]Vnyn” =

[Vne1 — 7,
< lyns1 — all +%(||15nynll + Iy
n

< lyn+1 = Yull + Llvner — val (3.12)
yazilir. (3.9), (3.10), (3.11) ve (3.12) den
|xpi2 — Xni1ll < Wlaner — anl + apprallxgir — x|l + (1 — api) Ulynser — vall
+LYn+1 — ¥ul
< (1 - an+1)”xn+1 - xn” + K|/1n+1 - Anl + Mlﬁn+1 - .Bnl
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+L|Vn+1 - an + Wlan+1 - anl + an+1a”xn+1 - xn”
= (1 - (1 - a)an+1)”xn+1 - xn” + Kl/ln+1 - /1n| + Mlﬁn+1 - ﬁnl
+ Llyn+1 - an + Wlan+1 - anl

elde edilir. 3.2.8. Lemmaya gére lim ||x,;; — x,|| = 0 dir.
n—-oo

3.Adim: Bu adimda lim |[x,,+; — ¥»|l = 0 oldugu gosterilecektir. 3.2.9. Teoremden
n—-oo

— Yn—PBnXn

=y olmak {izere x,, € 1,,Au,, + u, yazilabilir. A, birikimli oldugundan

Un

(xn = up, j(Un —q)) 2 0
elde edilir. Buradan
(K41 = Un, j(un —q)) 2 0
ve
U = Xn+1 + Bn(nsr = %), J (U — 4 + Bn(q = X)) < 0

elde edilir. Boylece

Wn =X+ J O — D) < W — X1, J O — @ — O — q + Br(q — X)) + BrKy
< KUliom —a) = jOm — q + Bn(q — x )l + BrKy (3.13)

olur. (3.33) esitSiZIiginde K; = Supn{(”xn+1” + ”xn”)(“yn —q+t ﬁn(q - xn)”)} ve K, =

Xn+1—Anf (Xn)
—ay

supp {1241l + llynll} dir. 3.2.9. Teoremden v,, = olmak tizere y,, € v, + ynBv,

yazalim. B birikimli oldugundan
<yn - vn'j(vn - Q)) =20
olarak yazilabilir. Buradan

(yn —Xp41 t an(f(xn) - yn)rj(q —Xp41 t an(f(xn) - q))) <0

olup bu ise

P = Xns1 + @ (f () = ), J(q = Xna1 + an(f(x0) — @)))

< (Vn = %n+1,J(q — Xp11))

< Wn = Xna 1,0 (@ = Xn41) = J(q = Xna1 + @ (F (X)) — ©))) + @y Ks

< Ko [li(a = %n41) = (0 = Xns1 + @n(f (o) — )| + anks (3.14)
olmasimi gerektirir. Burada K5 = supn{”f(xn) + ||yn||||||q — X1+ an(f(xy) — q)II} dir.
(3.13) ve (3.14) den

W= X1, O = @) = j s = D) S Ko (i — @) — j(vn — @ + Bn(q — x)))|
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+Bn Ky + Kzllj(q — Xpt1 + an (f () — CI))”
+a,K3
elde edilir. 3.2.3. Lemmadan j, E nin sinirlt alt kiimeleri iizerinde normu koruyan diizgiin

stirekli bir dontlisim oldugundan

N —a) — O — q + Br(q — x Il = Bullx, — qll 2 0, n >
ve

1(q = *n+1) = (@ = Fns1 + A (f () = @)l = anllf(x2) —qll = 0, n - oo
olur. Buradan
1/On = @) = jm =g + Brl@ = x| > 0, n > 00 (3.15)
ve
1/(q = %n+1) = j(@ = Xp41 + @n (F () =)l = 0, n = o0 (3.16)
sonuglarina ulasilir. (3.15) ve (3.16) dan
Vn = %41, J 0 = @) = j(tns1 = )) = 0, n > o

olur. 3.2.7. Lemmadan

g(”yn - xn+1” -0, no>o

olur. g nin 6zelliklerinden lim ||x,,+; — ¥ || = 0 elde edilir.
n—-oo
4.Adim: Bu adimda r € (0, €) olmak iizere T = %(];4 + JB) igin lim ||x, — Tx,|| = 0
n—->oo
oldugu gosterilecektir. || Yo — ] fnxn” = ﬁn”xn -] fnxn” yazilir. Buradan
”xn _]fnxn” < ”xn - xn+1” + ”xn+1 - yn” + ”yn _]/I{lnxn”
< ”xn - xn+1” + ”xn+1 - yn” + .Bn”xn _]/flqnxn”

dir. Yani

[l — I3 x4 || < 1% = Xpaa Il + s = ¥l

1
1_ﬁn

elde edilir. 2. adimda elde edilen lim ||x,,+; — x,|| = 0 ve 3. adimda elde edilen lim |[x,;; —
n—-oo n—oo

Y|l = 0 ifadelerine gore n — oo iken ||x, —J fnxn” — 0 olur. Boylece

r r
Wt = sl = 12 (G + (1 = 5 00 ) =
n n
r A
< (1 =) e = 2l
n
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= ”xn _]fnxn”

dir. Ayrica
12t = JExall < || = I3, 2| + V2,0 = T2l
< V72 = xall + U7, 20 =
= 2|/ % — x| 2 0, n > (3.17)
dir. Buradan
241 = I nll = el f Cen) = 12 3nl| = 0,m > o0
ve

7,211 = Fo il < Wnss = yull > 0, n > o0
yazilabilir. Yukarida verilen iki ifade yardimiyla n — oo iken
”xn+1 _])I/Snxn+1” -0

elde edilir. Boylece

r r
8 541 =12l = (12 (= e+ (1 =72 st ) = e
n n

r
< (1= ) otner = St
Yn
=< ||xn+1 _])l/-}nxn+1”
dir. Buradan n — oo iken
”xn _jrl?xn” -0 (318)

olur. (3.17) ve (3.18) den

A B 1 A B
”xn - Txn” = ”xn - (]r Xn +]r xn)” < E(”xn _]r xn” + ”xn _]r xn”
olup buradan lim ||x,, — Tx,|| = 0 elde edilir.
n—-o0o

5.,Adim: Bu adimda limsup(f(x;) — Qaf(x:),j(xn — Qaf(x:))) <0 oldugu

n—-o0o
gosterilecektir. t € (0,1) olmak tizere {x;} dizisi x; = tf(x.) + (1 —t)Tx; seklinde

tanimlansin. Ayrica M = sup{||x; — x,||: t € (0,1) ,n = 0} olsun. Buna gore

”xt - xnllz = t(f(xt) - xnfj(xt - xn)) + (Txt - xnfj(xt - xn))
= t(f (xe) = %0, j (e — %)) + tllxe — xI2
+(1 = )(Tx, — T, jOcp — %)) + (1 = O(Txp — X, j (¢ — X))
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< t(f(xt) - xn;j(xt - xn)) + t”xt - xn”2 + (1 - t)”xt - xnllz
+M”xn - Txn” + (1 - t)<Txt - xn'j(xt - xn) )

olup (f(xy) — x¢, j (xr — x)) < %len — Tx,|| dir. x,, — Tx,, = 0 oldugundan

limsup(f (x¢) = Xy, j(x¢ = %)) < 0 (3.19)

olur. Simdi ise t - 0% iken x; - Qqf (x;) oldugundan
[{f (xe) — Qaf (x¢), j (e — Qaf (x))) — {f (x¢) — ¢, j (e — x))
= |[{f(x0) — Qaf (x¢),j (xn — Qaf (x))) — (G (xr — x0)) +(Qaf () — X1, j (. — x¢)|

< |<f(xt) - Qﬂf(xt)’j(xn - Qﬂf(xt))> — (e — xn)>| + M||x; — Qaf (xo)l
-0, t->0*

elde edilir. € > 0 olsun. her t € (0, 9) i¢in

(f (xp) — an(xt):j(xn - QQf(xt))) <A(f(xe) = x6, (e —xp)) + €

olacak sekilde § € (0,1) vardir. (3.19) dan

limsup(f (x,) — Qﬂf(xt)»j(xn - Qﬂf(xt))) < %I_I)“Ic}o(f(xt) — X, j(xe —xXp)) +E€<€

n—oo

dir. € keyfi oldugundan

limsup(f (x;) — Qﬂf(xt)rj(xn - Qﬂf(xt))) <0

n—oo
elde edilir.

6. Adim: Bu adimda lim ||x,, — Qqf (x;,)|| = 0 oldugu gosterilecektir. 3.2.4. Lemmaya
n—->oo

gore

”xn+1 - Qﬂf(xn)llz = ”anf(xn) + (1 - an)]ﬁnyn - Qﬂf(xn)”z

< (1= a)?|JEyn — Qaf ||’

+2a, (1 — @ ){(f () = Qaf (n), j(ns1 = Qaf (X))
< (1= ap)llyn — Qaf Ce)I?

+20,(f (%) = Qaf (n), j (Fns1 — Qaf (5))
< (1 = ap)llxn — Qof (k)12

+20n(f (%) = Qaf (n), j (Fnsr — Qaf (5)))

olur. 3.2.8. Lemmadan lim ||x;,, — Qqf (x,) || = 0 elde edilir.
n—0o

3.3. Genellestirilmis Halpern Tipi iterasyon Yontemi
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2020 yilinda Kitkuan, Kumam ve Martinez-Moreno, ileri-geri yonteminden esinlenerek

yeni bir iterasyon semasi teskil etmis ve asagidaki teoremi vermislerdir.

3.3.1. Teorem: H bir Hilbert uzay1, A: H - H a-ters gii¢lii monoton doniisiim (a > 0)
ve B:H — 2" maksimal monoton bir operatér olsun. 4, >0 i¢in J; = (Id +2,B)™", B

operatoriiniin bir resolventi olsun. Q := (A + B)~1(0) # @ oldugunu kabul edelim. u € H,

X1 = X € H olmak tizere {x,,} c H dizisi

Zn = Xy + (1 = 1)J7 (Id = A, A)xy,
Y = SpXn + (1 = s)J; (Id — A,A)z, (3.20)

Xnt1 = apu + (1 — an)yn
seklinde tanimlansin. Ayrica {r,}, {s,}, {an} < (0,1) dizileri asagidaki sartlar1 saglasin:
1. lima,=0ve),,a, =,
n—->oo

2. 0<liminf,Le Ay <limsup, ., 4, < 2L,
3. liminf, o (1 —1ry)(1—s5s,) >0.

Bu durumda {x,} dizisi (A + B)~1(0) n bir z noktasina giiglii yakinsiyor. Burada z = Pqu
dur. (Kitkuan vd. 2020).

Bu teoremin ispati, genel olarak Kitkuan, vd. tarafindan verilen 3.2.9. Teoremin ispati ile
benzerdir (Kitkuan, Kumam ve Martinez-Moreno 1563-1568 sayfa).

3.4. Hizlandirilmis Viskozite iterasyon Yontemi

2009 yilinda Beck ve Teboulle tarafindan adina hizli yinelemeli biiziilme esigi yontemi

(FISTA) dedikleri asagidaki iterasyonu teskil etmistir.

( Yn =Txp,
14+ ./1+4t2
tn+1 = f:
) 1
t —
6, = ——0
th+1

bCn+1 =Ynt+ en(yn - yn—l): vn = 1.

Burada 2 > 0 igin T = prox;4(I — AVh), x; =y, € R" ve t; = 1 dir (Beck ve Teboulle,
2009)
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H bir Hilbert uzayi, T,;: H = H genislemeyen doniisiimlerin sonsuz bir ailesi ve x;,
X1 € H olsun. 2018 de Verma, Sahu ve Shukla, viskoziteye dayali ileri geri yontemi (VIFBA)
olarak adlandirdiklar1 asagidaki iterasyon ile ¢alismiglardir.

Yn = Xp t Hn(xn - xn—l)

Zn = (1 = B)Yn + Bnf )

Xne1 = Tphzy,, n=12,..
Burada f, H kiimesi tizerinde daraltan bir doniisim ve {a,}, {8,}, {6} € [0,1] dir (Verma vd.
2018).

2020 yilinda Jenwit Puangpee ve Suthep Suantai, yukaridaki iterasyonlardan esinlenerek
asagidaki bir sabit nokta iterasyonu vermislerdir. Baz1 uygun kontrol sartlari altinda, onerilen
yontemin yakinsamasi sonucunda uygulama olarak goriintii iyilestirme problemini ele
almiglardir. Yazarlar yontemlerinin mevcut ¢alismalara gore daha verimli oldugu sonucuna
varmuslardir. H bir Hilbert uzay, {T,,}, H dan kendisine tanimli genislemeyen bir doniistimlerin
bir ailesi ve f, k-daraltan doniisim olsun, Ayrica {u,} € (0,) ve {a,,}, {@,}, {Bn}, {¥n} ©

(0,1) olsun. xy,x; € H, 6 2 0ven = 1igin

. .unan .
min {9, , Xp F Xp_q 1S€

0. = ”xn - xn—l”
n 0, diger durumlarda

olmak lizere

Yn = Xp + en(xn - xn—l);
Zn = (1 - O-n)yn + 0, Ty, (3-21)
Xn+1 = anf(xn) + .BnTnyn + YnThzn

dir (Puangpee ve Suantai 2020). Yazarlarin teoremi agagida verilmistir.
3.4.1. Teorem: {T,,} genislemeyen dontigtimlerin bir ailesi ve T:H - H, @ # F(T) c
Ny=q F(T,,) sartiyla genislemeyen doniisimi olsun. Ayrica {T},} dizisi NST sartin1 saglasin.

{x,}, (3.21) iterasyonuyla olusturulan bir dizi olmak iizere asagidakilerin saglandigini kabul

edelim: k,t,m, k', t',m' € Rigin

Ayt Pptyn =1,
. 0<k<o,<k'<1,

1

2
3.0<tsp, St/ <1,
4. 0<m<y,<m' <1,
5

. lim n,, =0,

n—-oo
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6. lima, =0 ve };_;a, = oo dur.

n—-oo

Bu durumda {x,,} dizisi, u € F(T) ye gii¢lii yakinsar. Burada u = Pr(r)f (w) dir. NST Sart::
lim ||x,, — T, (x,) || = 0 sarti1 saglayan her smurli {x,,} dizisi i¢in lim ||x,, — T (x,,)|| = 0 dir
n—-oo n—oo

(Puangpee ve Suantai 2020).

Bu teoremin ispat1 genel olarak 3.2.9. Teoremin ispati ile benzerdir (Puangpee ve Suantai
8-13 sayfa).

3.5. Iki Monoton Operatériin Toplam I¢in Yeni On Kosullu iterasyon Yéntemi

2015 yilinda Lorenz ve Pock, asagidaki 6n kosullandirma yontemini teskil etmislerdir:

{yn =Xnp+ en(xn - xn—l) (3 22)

Xny1 = (I + AnM_lA)_l(I - AnM_lB)(Yn)-
Burada M, 6n kosul terimi olup sinirhi lineer bir operatordiir. Ayrica 6,, [0,1) lizerinde
hizlandirilma terimi ve 4,, de adim boyu terimidir. Lorenz ve Pock (3.22) ile verilen yontemin
zayif yakinsamasini ispatlamislardir. 8,, = 0 ve M = I alinirsa (3.22) ile verilen yontem, ileri

geri bolme yontemine indirgenmektedir.

2021 yilinda Dixit vd. adina hizlandirilmis 6n kosullu ileri geri normal S-iterasyonu
(APFBNSM) dedikleri asagidaki iterasyonu teskil etmislerdir:
Yn = Xp + 0 (X — Xp_1)
Xn+1 = (I + AnM_lA)_l(I - AnM_lB)(l - an)Yn (323)
+a,(I + AM~TA)"1(I — AM~1B)(y,).
Burada ,, € (0,1), 1 € [0,1) ve 6,, € [0,1) dir. Ayrica Dixit v.d. reel Hilbert uzayinda bazi

varsayimlar altinda 6nerilen yontemin zayif yakinsamasini ispatlamislardir.

2022 yilinda Altiparmak ve Karahan yeni bir 6n kosullandirma ileri geri bdlme iterasyonu
teskil edip, bu iterasyonun reel bir Hilbert uzayinda gii¢lii yakinsakligini ¢alismislardir. Bu

calismanin ana teoremi asagidadir.

3.5.1. Teorem: M: H — H sl lineer, kendi {izerine ve pozitif taniml1 bir operator,
A: H - 2% maksimal monoton bir operatdér ve B: H — H ise Q = (A + B)™! (0) # 0 olacak
sekilde M-zorlayici operator olsun. f, H lizerinde M-normuna gore k-daraltan bir doniisiim ve

A € (0,1] olsun. xg, x; € H olmak tizere {x,,} dizisi
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{yn =Xpt+ Hn(xn - xn—l)
_ -1 1\—=1 -1 (1 - an)}’n +
izn = (I +AM™'4)"'(I — AM~'B) (an(l A AM_lB)(yn)) (3.24)
Xni1 = Pnf(z2) + (1 = B)U + AM~TA)1 (I — AM™'B)(z,)

seklinde teskil edilsin. Ayrica 6 € [0,1) olmak iizere {6,} c [0,60] ve {a,}, {B.} € (0,1)

dizileri agagidaki sartlar1 saglasin:

. a,beERicin0<a<a, <b<1dir.
ii.c,deERigin0<c< B, <d<1dir.
. 3521 01 — 2 _1llay < o0 dlur.

iv. lim 8, =0ve Y, _; B, = codur.
n—->oo

Bu durumda {x,,} dizisi p € Q noktasina giiglii yakinsar. Ayrica p = Pqof (p) dir (Altiparmak
ve Karahan 2022).

Simdi iki konveks fonksiyonun toplami olarak

h(x*) + g(x*) = minyeu{h(x) + g(x)} (3.25)

seklinde verilen konveks minimizasyon problemini tekrar ele alalim. Burada h: H - R, L;,-
Lipschitz gradiyentine gore (ki bu Vh 1n Lipschitz sabitidir) diferensiyellenebilir olsun. Vh, Lj-
Lipschitz siirekli ise Baillon-Hadded teoremine gore Vh, L, " igin zorlayicidir. Ayrica g: H —
R has konveks ve alttan yari siirekli fonksiyon ise dg maksimal monotondur. Ayrica x*, (a) ile
verilen minimizasyon probleminin bir ¢oziimii olmasi i¢in gerek ve yeter sart 0 € Vh(x™) +

dg(x™) olmasidir. Dolayisiyla A > 0 olmak tizere

0 € AVA(x*) + A0g(x*) < 0 € AL, “Vh(x*) + AL, ‘0g(x*)
& x* — AL, 'Vh(x*) € x* + AL, tag(x")
o x* = (I+ AL, '3g) " (I + AL, 'VA)(x")

yazilabilir. Burada (3.24) ifadesine gore A = dg, B = Vh ve M(x) = Lyx alinmistir. Buradan
hareketle asagidaki sonug ¢ikarilabilir (Altiparmak ve Karahan 2022).

3.5.2. Sonu¢: h:H — R diferensiyellenebilir ve L, -Lipschitz gradiyentine gore
konveks bir fonksiyon, g: H — R has konveks ve alttan yar siirekli bir fonksiyon olsun. (3.25)
ile verilen konveks minimizasyon probleminin ¢éziim kiimesinin bos kiime olmadigini kabul
edelim. Ayrica {6,} c [0,0] ve {a,},{B.} € (0,1) parametreleri 3.2.9. Teoremde verilen

sartlar1 saglasin. xg, x; € H olmak tizere {x,} dizisi
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Yn = Xp t Qn(xn - xn—l)

{ zy = (I+ ALy *3g) ™ (1 — AL, ~'Vh) ( (1~ @yt
\

(I + ALy *3g) ™ (I = AL, ""VR) ()
Xns1 = Buf (@) + (1= B)(I + ALy "20g) " (I — ALy "'VR) (20

) (3.26)

seklinde teskil edilsin. Bu durumda {x,,} dizisi konveks minimizasyon probleminin bir ¢6ztimii

olan x* noktasina giiglii yakinsar (Altiparmak ve Karahan 2022).
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu boéliimde Sabit Nokta Teorisinin 6nemli uygulama alanlarindan biri olan iki boyutta

goriintii iyilestirme ile ilgili son yillarin 6nde gelen ¢alismalar1 incelenerek karsilastirilacaktir.

4.1. Kitkuan vd. nin iterasyon Yéntemi ile Douglas-Rachford ve Ileri-Geri iterasyon

Yontemlerinin Karsilastirilmasi

Ilk olarak Duangkamon Kitkuan, Poom Kumam, Anantachai Padcharoen, Wiyada
Kumam ve Phatiphat Thounthong’ un teskil ettigi yontemin goriintii iyilestirme uygulamasini

gorecegiz.

Genel goriintii iyilestirme problemi, b = Ax + y modelinin tersi olarak formiile edilir. Bu
formiilde x € R™, y ve b sirasiyla bilinmeyen orijinal goriintii, bilinmeyen rastgele giiriiltii ve
bilinen bozulmus gozlemdir. A, lineer bir operatdr olup bulaniklastirma fonksiyonunu temsil
eder. Burada amag ortaya ¢ikan y giiriiltiislinii en aza indirgeyerek gézlemlenen b goriintiisiinii

orijinal x goriintiisiine yaklastirmaktir.

Konveks fizibilitenin ¢ergevesi goriintii kurtarma problemini, bir 6n bilgi ve gézlemlenen
verilerden elde edilen m kisitlamalarin1 saglayan bir H Hilbert uzayinda bulma ve goriintii
olarak formiile etmekten ibarettir. Kisitlamalar, kapali konveks (C;) <ij<n kiimeleri ile temsil

edilmek tizere problem x € S = N, C; yi bulmaktir. Buna gore her i € {1,2,---,m} igin P,
C; lizerinde projeksiyon operatorii ve x € H olmak iizere Pc,x, minimizepeciéllx —pll?

probleminin tek ¢oziimiidiir. Popiiler diizgiinlestirme (regularization) tekniklerinden biri de

Tikhonov tarafindan verilen
. 1 2 2
argmin, {>114x = bll3 + 2lxI}

problemin ¢oziimiidiir. Burada [|-]|, , 2 -normunu ifade eder ve A >0 ise Tikhonov
diizgiinlestirme parametresidir. Bu ifade optimizasyon problemleri i¢in mevcut olan birkag
farkl1 formiilasyona esdegerdir. Literatiirde bu tiir problemleri ¢6zmek icin total varyasyon

diizgiinlestirmesinin kullanmasinda bir artis olmustur. Total varyasyon diizgiinlestirmesi
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Rmxn

goriintiilerin iyilestirilmesi siirecinde kenarlar1 geri yiikler. x € i¢in ||x|| 7y, ayrik total

varyasyon diizgiinlestirme terimi

m—-1n-1

lxl 7y = Z Z \/(xl] xl+1]) + (xl,] xl]+1)

i=1 n—1

m-—1 n-1
+ z |xi,j - xi+1,n| + lemj - xm,j+1|
i=1 =1

seklinde tanimlanmak iizere kisitlamasiz total varyasyon bulaniklagtirma probleminin bir

versiyonu
(1 2
argmin, {>114x = bl + Allxllr, |
seklinde verilebilir.

[o(R™), R™ de has, alttan yari siirekli konveks fonksiyonlarimin kiimesi ve x € R™ olsun.

A € (0, ) i¢in g € IH(R™) nin yakinlik (proximity) operatorii

1
prox () = argminyen {29() +5 llx =y}

seklinde tanimlanir. Kitkuan v.d., b = Ax + y seklindeki goriintii iyilestirme problemini ¢6zen

asagidaki yontemi teskil etmislerdir.

. 1
Z, = argmin, {E |Ax — bl|3 + yIIxII%}

Yn = argming {21lx — 2,13 + llxli 7y } (4-1)

Xn+1 = Unf (2n) + (1 = ap)yn.
Yn =y = 0,03 ve 4, =1 = 0,03 segimleri altinda (4.1) yontemini kullanilarak asagidaki 9 X
9 boyutundaki resimlere rastgele bulaniklik ve giiriiltii eklenmistir. Sonuglar asagidadir:
(Kitkuan vd. 2019).




@ | @
Sekil 9. (a), (d) orijinal goriintii; (b), () bozulmus goriintii ve (c), (f) ise (4.1) deki yontem ile
diizeltilmig goriintii

Asagida verilen konveks minimizasyon problemini géz dniine alalim:
. 1 2
x € argminyegn f=114x = bI3 + vallxllrv )

Burada b bozulmus goriintii, A ise maskeyi temsil eden bir operatordiir. Kitkuan vd, yukaridaki
problemi ¢6zmek igin viskozite iterasyon yontemi dedikleri (4.1) iterasyonunu kullanmiglardir.
flx) = 116, Bn=107% a, =107% ve A,, = 0,4 almarak goriintii ilk olarak rastgele bir
bulanikliktan ve giiriiltiiden gegmistir. Buna gore asagidaki goriintiiler elde edilmistir (Kitkuan,

Kumam, Padcharoen ve Thounthong 2019).

Orijinal Goriintii Bozulmus Goriintii
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Douglas-Rachford Yéntemi Ile Meri-Geri Yontemi ile (4.1) de Verilen Yontem

Tyilestirilmis Goriintii Iyilestirilmis Goriintii Ile Tyilestirilmis Goriintii

Sekil 10. Baz1 yontemlerle iyilestirilmis goriintiiler

Sinyal-giiriiltii oran1 (SNR) ve sinyal-giiriiltii oraninda iyilestirme (ISNR) iyilestirilen

goriintiilerin kalitesini 6l¢mek i¢in kullanilmaktadir. Bu degerler

2 . 2
5NR=1010g””& ve ISNR= 10log X=talz

x=xnll3 lloc=2xnll3

formiilleri ile hesaplanmaktadir. Burada x orijinal goriintii, b gozlemlenen goriintii ve x,, iSe n.
iterasyon adimindaki goriintiidiir. Sekil 10. da verilen goriintiilerde uygulanmis Douglas-
Rashford, Ileri-Geri ve (4.1) ile verilen yontemlerinin SNR ve ISNR degerleri Tablo 1. de

verilmistir (Kitkuan, Kumam, Padcharoen ve Thounthong 2019).

Tablo 1. Douglas-Rashford, Ileri-Geri ve (4.1) ile verilen yontemlerin SNR ve ISNR
degerleri

Goriintiiler Yontem SNR ISNR
Sekil 4.2. de Douglas-Rashford Yo6ntemi 24,6043 19,9291
verilen orijinal Ileri-Geri Yontemi 23,7859 19,1106
goriinti (4.1) ile Verilen Yontem 24,6062 19,9310

4.2. Genellestirilmis Halpern Tipi Iterasyon Yontemi ile ileri-Geri iterasyon Yonteminin

Karsilastirilmasi
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Simdi Kitkuan, Kumam ve Martinez-Moreno’nun 2020 yilinda teskil ettigi yontem ile

ileri geri yontemini karsilagtiracagiz. Burada
, 1 )
x € argminyegn {3 l14x = bIE + yalxl.}

ile verilen konveks minimizasyon probleminin ¢dziimiinii bulmak i¢in 3.3.1. Teoremde verilen
(3.20) yontemi kullanilmistir. Bu ifadede b bozulmus goriintii ve A ise maskeyi temsil edilen

bir operatordiir. Asagidaki sekiller ve tabloda goriintiiler verilmistir.

Ileri-Geri Yontemi ile Tyilestirilmis Goriintiiler

\ »

(3.20) Yontemi ile lyilestirilmis Goriintiileri

Sekil 11. ileri-Geri yontemi ve (3.20) ydntemi ile iyilestirilmis goriintiiler

Tablo 2. Araba ve kelebek goriintiilerine uygulanan ileri-geri yontemi ile (3.20) ile verilen
yontemin SNR degerleri

Sinyal-Giiriiltii Oram (SNR)
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Ileri- Geri Yontemi (3.20) ile Verilen Yéntem
n Araba Kelebek Araba Kelebek
Goriintiisii Goriintiisii Gorintiisii Goriintiisii

1 39,86436 16,83523 39,55234 16,50330
10 42,19495 20,18632 42,79734 21,13300
20 43,68652 22,39802 44,93117 24,05614
30 44,79580 23,85739 46,36425 25,82078
40 45,66785 24,93198 47,40526 27,12594
50 46,37740 25,79450 48,28946 28,18605
60 46,97198 26,52621 48,88423 29,08495
70 47,48276 27,16796 49,45157 29,86661
80 47,93072 27,47253 49,94540 30,55806
90 48,33023 28,26413 50,38221 31,17742
100 48,69134 28,74241 50,77312 31,73764

4.3. Hizlandirilmis Viskozite Yontemi ile Biiziilme Esigi Yonteminin Karsilastirilmasi

2020 yilinda Puangpee ve Suantai, kendi (NAVA) iterasyonundan elde ettikleri ve
Hizlandirilmis Viskozite ileri-Geri Yontemi (AVFBA) adim verdikleri yontemini asagidaki

kabullerle teskil etmislerdir:

e H bir reel Hilbert uzayi,
e h:H - R tiirevlenebilir konveks ve Vh, L-Lipschitz siirekli gradiyentine sahip bir
fonksiyon,
s £JEIB(H)1
e argmin(h+ g) # 9,
e f, H da k-daraltan doniisiim,
e 1€ (0,9 ve{la} c (0,) igin Ay — A,
o {1} < (0,0) ve {on}, {an}, {Bn}, (¥} < (0,1).
Bu halde 6 > 0 ve x,, x; € H olmak tizere

HUnOn

ot — xp—1ll
0, diger durumlar

min {9, }, Xp F Xp_q 1S€

0, =
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i¢in
Yn = Xp + 0 (X — Xp_1),
zZp =1 — o)y, + OnPT0X} . g U = 2V yy, (4.2)
Xn+1 = anf(xn) + ﬁnproxlng (1 - Ath)yn + YnPT0X,, g (I - Ath)Zn
dir. Yazarlar, 3.3.3. Teoremde kullanan ayn1 parametre sartlari altinda (4.2) ile olusturulan {x,,}
dizisinin u € argmin(g + h) noktasina giiglii yakinsadigini ispatlamiglardir. Ayrica bu

yontemi kullanarak
, 1
min, {21l Ax = bII3 + Allx|l;} (43)
ile ilgili goriintii isleme &rnekleri vermislerdir. Regiilestirme parametresi A = 5e~° alinsin.

Buna gore Schonnburnn saraymin orijinal goriintiisii ile bulaniklagmis goriintlisii agsagida

verilmistir (Puangpee ve Suantai 2020).

Schonbrunn sarayinin bulaniklagmis
goruntiisu
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Schonbrunn sarayinin (4.2) yontemi ile Schonbrunn saraymin FISTA yontemi ile
tyilestirilmis goriintiisi tyilestirilmis goriintiisii

Sekil 12. (4.2) yontemi ve FISTA yontemi ile iyilestirilmis goriintiiler

Sekil 12. den hareketle (4.2) ile verilen AVFBA yonteminin FISTA yonteminden daha

iyi sonug verdigi goriilmiistiir (Puangpee ve Suantai 2020).

2009 yilinda Thung ve Raveendran, iyilestirilmis goriintiilerin kalitesini 6l¢mek icin tepe

sinyal-giiriiltii oranin1 (PSNR) adini verdikleri formiilasyonu

2552
PSNR(x,) = 10log VSE

seklinde teskil etmislerdir. Burada MSE = ﬁllxn — x||? olup x orijinal goriintiisii i¢cin
ortalama kare hatasidir. Ayrica daha yiiksek bir PSNR, goriintiiniin bulanikligini gidermek i¢in

daha yiiksek bir kalite gosterir.

Buna gore ilk olarak asagida verilen 6 farkli durumu g6z 6niinde bulundurarak (4.2) ile
verilen yontemin yakinsama davraniglar1 Tablo 3. de verilmistir (Puangpee ve Suantai 2020).
Tablo 3. (4.2) de verilen yontemindeki parametrelerin 6 farkli durumu

P 1.DURUM 2. DURUM 3.DURUM 4.DURUM 5. .DURUM 6.DURUM

. 1 1 1 1 1 1
" 33n 33n 33n 33n 33n 33n
n n n n n n
Bn n+1 300n+1 300n+1 300n+1 300n+1 300n+1
l1—a, = ar, =, L=z, 1—a, 1—a,
Yn
_.Bn _ﬁn _ﬁn _.Bn _ﬁn _ﬁn
n n n n n n

% 10(n+1) 10(n+1) 10(n+1) 10(n+1) 10(n+1) 10(n+1)
33.1020 33.1020 33.1020 33.1020 33.1020 33.1020

Mn
n n n n n n
5 n n n 31n 31n 31n
" L(n+1) L(n+1) L(n+1) 20L(n+1) 20L(n+1) 20L(n+1)
0 0,5 0,5 0,5 0,5 0,09 0,09

Bu durumlarda verilen parametrelerinin (4.2) de verilen kosullar1 sagladigi agiktir. f(x) =
0,25x alinirsa (4.2) ye gore {x,,} dizisi orijinal gériintiiye yakinsar ve Tablo 3. de verilen her

durum i¢in {x,,} dizisinin yakinsama davranisi PSNR degerleri ile Tablo 4. de verilmistir.
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Tablo 4. (4.2) deki yontemin 6 durum i¢in PSNR degerleri

n 1.DURUM 2 DURUM 3.DURUM 4.DURUM 5.DURUM 6.DURUM
1 19,435266  19,440476  19,528889  19,686937  19,686937  19,686937
5 20,539773  20,568442  20,849492  21,151064  20,888207  21,598216
10 | 21,126851  21,174059  21,606305 22,068696  21,554700  23,435160
25 | 22,136789  22,228847  22,949968  23,587612  22,788089  25,383824
50 | 23,125241  23,246531  24,087158  24,748261  23,893124  27,283463
100 | 24,198479  24,331965  25,199378  25,852069  25,000206  29,440357
250 | 25,605450  25,741976  26,608033  27,265159  26,408127  31,342524
500 | 26,645135  26,784026  27,674898  28,365891  27,466181  32,443743

Ikinci olarak f(x) = k.x daralma doniisiimii i¢in {x,,} dizisinin yakinsama davranislari

icin agagidaki 4 farkli durum ele alinsin.

Tablo 5. f(x) = k.x doniistimii i¢in 4 farkli durum

DURUM (A) f(x)=01.x
DURUM (B) f(x) =05.x
DURUM (C) f(x) =0,75.x
DURUM (D) f(x) =095.x
. . 1 99
Tablo 5. i¢in parametreleri @,, = o Bn = ﬁ, wm=1—ay—PBn, on= W:H)'
_33.10%° _ 31n
nTon T T 20L(n+1)
1020

min {0,99, } Xp F Xp_q LSE
0, =

n?{|xy, — Xyl

0,99, diger durumlar

olarak secilsin. Tablo 6. da sirasiyla 32,212326 , 32,929758 , 33,580650 ve 34,170032
degerlerine esit olan biitiin durumlarda x5, deki PSNR degerleri elde edilir. Ayrica Tablo 6.
ve Sekil 13. de k, 1 e yakin oldugunda PSNR degerinin en kiigiik bir k dan daha yiiksek oldugu
goriiliir (Puangpee ve Suantai 2020).

Tablo 6. (4.2) ile verilen yontemin Xy, X5, X109, X25, X50, X100: X250, X500 € gOre 4 farkl
durum i¢in PSNR degerleri

ITERASYON

DURUM (A)
NUMARALARI

DURUM (B) DURUM (C) DURUM (D)

41



1 19,645629 19,742816 19,781947 19,800875
5 21,595741 21,600924 21,601822 21,601207
10 23,430366 23,441553 23,445829 23,447628
25 25,433348 25,289174 25,178923 25,079196
50 27,329109 27,167872 26,997762 26,819210
100 29,375156 29,468395 29,352150 29,121785
250 31,091760 31,811123 32,260577 32,431003
500 32,212326 32,929758 33,580650 34,170032
36
34} J
szt
30}
8 20
%zs- ,
24-;”
22H E—r——
a gune ]
; ‘ J ‘ — Durum (D)
0 100 200 300 400 500

iterasyon Mumaralar

Sekil 13. (4.2) deki yontemin 4 farkli durum i¢in PSNR degerlerin grafigi

Ucgiincii olarak (4.2) de verilen hizlandirilmis viskozite ileri-geri yontemi (AVFBA) ile
hizl1 yinelemeli biiziilme esigi yonteminin (FISTA) goriintii iyilestirme sonucundaki kalitelerini
karsilagtiralim. Bunun igin (4.2) de verilen yontemdeki biitiin parametreler Tablo 5. igin
kullanilan parametreler ile ayni segilmis olup f(x) = 0,95. x olarak se¢ilmistir. Ayrica hizli
yinelemeli biiziilme esigi yontemi (FISTA) i¢in A = % parametresi i¢in h(x) = ||Ax — b||3,
g(x) = Allx|l; ve T = prox,4(I — AVh) olsun. Buna gore Schonbrunn sarayr goriintiisii igin
(4.2) yonteminin ve hizli yinelemeli biiziilme esigi yonteminin (FISTA) PSNR degerleri Tablo
7. de verilmistir (Puangpee ve Suantai 2020).

Tablo 7. Schonbrunn Saraymin PSNR degerleri

TEPE SINYAL-GURULTU ORANI (PSNR)

AVFBA
‘ 19,800875

FISTA
19,785363

S

42



10
25
50
100
250

500

21,601207
23,447628
25,079196
26,819210
29,121785
32,431003

34,170032

20,774354
21,530504
23,502806
25,401943
217,342763
30,290802

32,356010

44. Yeni On Kosullu iterasyon Yontemi ile Diger Iterasyon Yontemlerinin

Karsilastirilmasi

Bu son baglikta (3.26) ile verilen iterasyon yontemi ile (3.22) ve (3.23) de verilen

yontemleri karsilastiracagiz. Yapilan karsilastirmada hareket ve gauss bulaniklik
fonksiyonlarimi goz onilinde bulundurarak dag goriintiisiine rastgele giiriiltii eklenmistir. Matlab
ortaminda hareket fonksiyon degeri 15,60 ve gauss fonksiyon degeri 9,4 alinarak rastgele
giiriiltii eklenmistir. Daha sonra giiriiltiilii gorintiiler (3.26), (3.22) ve (3.23) ile iyilestirilmistir.
Bu yontemlerle iyilestirilen goriintiilerin kalitesini 6l¢mek icin sinyal-giiriiltii oran1 (SNR) ve

tepe sinyal-giiriiltii oran1 (PSNR) asagidaki gibi segilmistir:

SNR = 20 log , PSNR (x,) = 10log (22),

llxl2
llx—xnl2 MSE

Burada x orijinal goriintii ve x,, , n iterasyonuna gore iyilestirilmis goriintiidiir. Ayrica MSE =

S On =7 Ba=5-A=099vef(x) =

%le — Xy |l olup M goriintii 6rnegi sayisidir. a, = >

0,9999. x secimleri ile dag goriintiisiiniin (3.26), (3.22) ve (3.23) ile elde edilen SNR degerleri

Tablo 8. de, PSNR degerleri Tablo 9. da ve iyilestirilmis goriintiileri de Sekil 14. de verilmistir
(Altiparmak ve Karahan 2022).

Tablo 8. Dag goriintiistiniin SNR degerleri

Iterasyon (3.26) (3.22) (3.23)
Numaralar
1 33,150494 32,970274 33,079983
5 33,975156 33,758195 33,862282
10 34,235762 33,975192 34,094985
25 34,593426 34,271498 34,411929
50 34,919419 34524013 34,688625
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100 35,350730 34,822088 35,031797
250 36,222684 35,362060 35,692589
500 37,213319 35,977868 36,460288
1000 38,502561 36,867338 37,530003
Tablo 9. Dag goriintiisiiniin PSNR degerleri
Iterasyon (3.26) (3.22) (3.23)
Numaralar
1 68,908473 68,818362 68,873217
5 69,320821 69,212336 69,264381
10 69,451135 69,320840 69,380740
25 69,629990 69,469005 69,539228
50 69,793020 69,595278 69,677597
100 70,008724 69,744343 69,849221
250 70,444861 70,014391 70,181534
500 70,940457 70,322399 70,563717
1000 71,585632 70,767362 71,098913
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i)

(b 1)

(d) ()

Sekil 14. (a) Dag goriintiisii, (b) Bozulmus goriintii, (c) (3.22) ile iyilestirilmis goriintii, (d)
(3.23) ile iyilestirilmis goriintii, (e) (3.26) ile iyilestirilmis goriintii
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TARTISMA ve SONUC

Kitkuan, Kumama, Padcharoen, Kumam ve Thounthong tarafindan 2019 yilinda goriintii
restorasyonu i¢in verdikleri viskozite iterasyon metodunun deneysel sonuglari diger bazi
yontemlerden daha iyi performans gosterilmistir. Buna gore Douglas-Rashford, ileri-Geri ve
(4.1) yontemlerinin sinyal-giiriiltii oranlar1 agisindan Sekil 10. tizerinden grafiksel

karsilastirilmasi asagida verilmistir.

40

Ileri-geri .
—— Douglas-Rachford y.
- - (4.1) . |

5 10 15 20 25 30

iterasyon Numaralar

Sekil 15. fleri-geri, Douglas-Rachford ve (4.1) yontemleriyle elde edilen kadin gériintiilerinin
SNR grafigi
Buna gore (4.1) iterasyon ydnteminin, yakin olsa da Douglas-Rashford ve Ileri-Geri

algoritmasindan daha etkili oldugu gozlenmektedir.

Diger taraftan Kitkuan, Kumam ve Martinez-Moreno’nun 2020 yilinda teskil ettigi
iterasyon yontemi ile ileri geri iterasyon yonteminin SNR degerlerine gore araba ve kelebek

gorlntiileri tizerinden ileri-geri yontemi ile grafiksel olarak kargilastirmasi agsagida verilmistir.

50 - " (3.20) yontemi
~—— |leri- geri yontemi

SNR

0 20 40 60 80 100

iterasyon numaralari

Sekil 16. Araba goriintiisiiniin ileri-geri yontemi ve (3.20) yontemine gore SNR grafigi
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30 L~ (3.20) yontemi
T e ileri-geri yéntemi

28

SNR

0 20 40 60 80 100
iterasyon numaralari
Sekil 17. Kelebek goriintiisiiniin ileri-geri yontemi ve (3.20) yontemine gére SNR grafigi
Buna gore Sekil 11. deki olusturulan resimler iizerinden (3.20) iterasyon ydnteminin ileri geri

iterasyon yontemine gore daha iyi sonug verdigi goriilmektedir.

2020 yilinda Puangpee ve Suantai, hizlandirilmis viskozite ileri-geri yontemi (AVFBA)
admi verdikleri yontem ile hizli yinelemeli biiziilme esigi yontemini (FISTA) Schonbrunn

saray1 goriintiileri lizerinden karsilastirmis ve PSNR degerlerinin grafikleri asagida verilmistir.

M ,
32 E
30 - -

g 20 :

=

w 2B -

i
2t -
22p |
20r AVEBA

FISTA
IB i i I
L1 100 200 300 400 500

Iterasyon numaralan

Sekil 18. Schonbrunn Sarayimin AVFBA ve FISTA yontemlerine gére PSNR degerlerinin
grafigi

Sekil 18. den hareketle (4.2) ile verilen AVFBA yonteminin hizli yinelemeli biiziilme
esigi yonteminden (FISTA) daha iyi sonug verdigi goriilmektedir.

47



Son olarak 2022 yilinda Altiparmak ve Karahan tarafindan (3.26) ile verilen iterasyon
yontemi ile (3.22) ve (3.23) de verilen yontemleri karsilagtirilmistir. Bu iig iterasyon yonteminin

deneysel sonuglara gore gore SNR grafigi Sekil 19. dave PSNR grafigi Sekil 20. de verilmistir.

38}
37 ]
=
asf -
14 G
7]
35} et
34 (3.26) yontemi
(3.23) yontemi
- (3.22) yontemi
33 i { H ( Jy
0 200 400 800 800 1000

iterasyon Numaralari

Sekil 19. (3.26), (3.22) ve (3.23) e gore elde edilen dag goriintiilerinin SNR degerlerinin
grafigi

71.5F
71
705} B =
. S5
= -
& ok =
4
so st
(3.26) yontemi
69 (3.23) yontemi
| { § (3.22) yontemi
0 200 400 600 800 1000

iterasyon Numaralari

Sekil 20. (3.26), (3.22) ve (3.23) e gore elde edilen dag goriintiilerinin PSNR degerlerinin
grafigi

Buna gore Altiparmak ve Karahan’in (3.26) ile verdikleri iterasyon yontemi ile (3.22)
ve (3.23) yontemlerinin goriintii iyilestirmede siirecindeki SNR ve PSNR degerleri
karsilastirildiginda segilen gorseller tizerinden (3.26) ile verilen yontemin goriintii iyilestirme

performansinin (3.22) ve (3.23) yontemlerine gore ¢ok daha iyi oldugu goriilmektedir.
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