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OZET

KESIRLI MERTEBEDEN DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
FONKSIYONEL DEGISKEN YONTEMI ile TAM COZUMLERI

Bes boliimden olusan tezin, giris boliimiinde kesirli tiirev ile ilgili literatiir bilgisi
verildi.

Ikinci béliimde, conformable kesirli tiirev ve fonksiyonel degisken yontemi ile daha
onceden yapilan ¢alismalara yer verildi.

Ugiincii  boliimde, bazi kesirli tiirev yaklagimlar1 ve fonksiyonel degisken
yontemine yer verildi.

Tezin orjinal kismi olan dordiincii boliimde ise kesirli mertebenden genisletilmis
BKP-Boussinesq, genellestirilmis Calogero—Bogoyavlenskii—Schiff ve genellestirilmis
(2+1) boyutlu Hirota-Satsuma-Ito denklemlerinin fonksiyonel degisken yoOntemi
kullanilarak analitik ¢6ziimleri elde edildi. Elde edilen analitik ¢oziimlerin iki ve g
boyutlu grafikleri verildi.

Son boliim olan besinci boliimde ise sonug ve dnerilere yer verildi.

2021, 47 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler, Fonksiyonel
degisken yontemi, Analitik ¢6ziim.



ABSTRACT

EXACT SOLUTIONS OF FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH
FUNCTIONAL VARIABLE METHOD

In the introduction part of the thesis, which consists of five chapters, information
about the fractional derivative is given.

In the second part, previous studies with conformable fractional derivative and
functional variable method are given.

In the third chapter, some fractional derivative approaches and functional variable
method are given.

In the fourth chapter, which is the original part of the thesis, analytical solutions of
the fractional order BKP-Boussinesq, generalized Calogero—Bogoyavlenskii—Schiff and
generalized (2+1) dimensional Hirota-Satsuma-Ito equations were obtained using the
functional variable method. Besides, Two and three dimensional graphics of the obtained
analytical solutions are given.

In the fifth chapter, which is the last chapter, conclusions and recommendations are
given.

2021, 47 Page

Keywords: Partial differential equations of fractional order, Functional variable method,
Analytical solution.
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1. GIRIS

1695 yilinda, G.W. Leibnitz’ in L’ Hospital’a sordugu soru ile ortaya ¢ikan kesirli
tiirev kavrami, bu tarihten itibaren bir¢ok bilim adaminin ¢alisma alaninda popiiler bir
konu haline geldi (Oldham ve Spanier, 1974; Hilfer, 2000).

Kesirli tiirev kavrami igin tanimlanan birgok yaklasim mevcuttur. Tanimlanan bu
kesirli tiirev yaklagimlarindan bazilari ise Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville,
Caputo ve Conformable kesirli tiirev yaklagimlaridir. Bu yaklagimlardan Riemann-
Liouville kesirli tiirev yaklasimi, {inli matematik¢iler olan Riemann ve Liouville
tarafindan tanimlanan kesirli mertebeden tiirev yaklasimidir (Kilbas ve ark., 2006). Diger
bir yaklasim ise sonlu farklar yardimiyla tanimlanan Griinwald-Letnikov Kkesirli
mertebeden tiirev yaklagimidir. Bu kesirli tiirev yaklagimlarimin denk olduklari, verilen
fonksiyonun belli sartlar1 saglamasi durumunda, goriildii (Debnath ve Bhatta, 2007). Bazi
sartlar altinda denk olan bu kesirli tiirev yaklagimlarinin bazi dezavantajlar1 vardir.
Ornegin, bu kesirli tiirev yaklasimlar i¢in, sabit bir fonksiyonun tiirevi sifir degildir. Bu
dezavantaji ortadan kaldiran ve diger yaklasimlara gore bazi avantajlari olan Caputo
kesirli tiirev yaklagimi ise, 1967 yilinda Caputo tarafindan tanimlandi. Literatiirde siklikla
kullanilan, burada bahsedilen kesirli tiirev yaklagimlara gére daha basit bir tanim1 olan ve
normal mertebeden tiirev ile ifade edilebilen Conformable kesirli tiirev yaklagimi ise 2014
yilinda Khalil ve arkadaslari tarafindan tamimland1 (Khalil ve ark., 2014). Ayrica,
Conformable kesirli tiirev yaklagimi, Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo
yaklagimlarinin saglamadigi birgok 6zelligi de saglamaktadir (Rezazadeh ve ark., 2017).

Diferansiyel denklemler, dogadaki birgok fiziksel olayin modellenmesi ile ortaya
cikmaktadir. Son zamanlarda ise, bu diferansiyel denklemler kesirli mertebeden tiirev
iceren denklemler olarak karsimiza c¢ikmaktadir. Kesirli mertebeden tiirev igeren
diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerinin elde edilmesi de olduk¢ca Onemlidir.
(Aminikkah, 2016).

Bu tezde, Conformable kesirli mertebeden tiirev igeren lineer olmayan Kkesirli
mertebeden kismi diferansiyel denklem olan kesirli mertebenden genisletilmis BKP-
Boussinesq, genellestirilmis Calogero—Bogoyavlenskii—Schiff ve genellestirilmis (2+1)
boyutlu Hirota-Satsuma-Ito denklemlerinin analitik ¢oziimleri fonksiyonel degisken

yontemi ile elde edildi. Ayrica, fonksiyonel degisken yontemi ile elde edilen bu kesirli



mertebeden tiirevli kismi diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimlerinin yilizeyleri ve

egrileri ¢izildi.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu tezde, ele alinan kesirli mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin analitik ¢oziimlerinin bulunmasinda kullanilan, fonksiyonel degisken
yontemi ilk olarak, 2010 yilinda A. Zerarka ve arkadaglari tarafindan literatiire
kazandirildi (Zerarka, 2010). 2010 yilinda yayimlanan bu makalede, fonksiyonel
degisken yontemi kullanilarak, Boussinesq ve PHI-four denklemlerinin analitik
¢oziimlerini elde edildi. 2010 yilindan sonrada etkili bir yontem olan fonksiyonel degisim
yontemi bircok lineer olmayan kismi tiirevli denklemlere uygulandi. Ornegin; 2013
yilinda, W. Liu ve K. Chen kesirli mertebeden Klein—Gordon denkleminin ve kesirli
mertebeden Hirota—Satsuma ikili KdV sisteminin analitik ¢oziimlerini elde ettiler (Liu ve
Chen, 2013). A. Nazarzadeh ve arkadaslari, genellestirilmis Klein—Gordon, Camassa—
Holm Kadomtsev—Petviashvili ve yiiksek mertebeden lineer olmayan Schrodinger
denklemlerinin analitik ¢dzlimlerini buldular (Nazarzadeh ve ark., 2013). 2014 yilinda A.
Biswas ve arkadaglari, bu yontemi kullanarak lineer olmayan Schrodinger denkleminin
tam coziimlerini elde ettiler (Biswas, 2014). 2014 yilinda Schrodinger denkleminin
analitik ¢oziimleri de fonksiyonel degisim yontemi yardimiyla bulundu (Mirzazadeh ve
Biswas, 2014). 2016 yilinda ise, Bogoyavlenskii denkleminin analitik ¢6ziimleri H.
Aminikhah ve arkadaslar1 tarafindan verildi (Aminikhah ve ark., 2016). Zakharov—
Kuznetsov, Benjamin—Bona—Mahony ve Korteweg—de Vries denklemlerinin analitik

¢Oziimleri de, fonksiyonel degisken yontemi ile elde edildi (Rezazadeh ve ark., 2020).



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, tezde ele alinacak olan kesirli mertebeden kismi diferansiyel
denklemlerde bulunulan conformable kesirli tiirev yaklagiminin tanimi verildikten sonra,
kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin analitik ¢ozliimiinlin bulunmasinda

kullanilacak olan fonksiyonel degisken yontemi verilecektir.

3.1. Conformable Kesirli Tiirev Yaklasim

Conformable kesirli tiirev yaklasgiminin tanimint vermeden once, literatiirede
suklikla kullanilan kesirli tiirev yaklasimlari olan Griinwald-Letnikov, Riemann-
Liouville ve Caputo kesirli mertebeden tiirev yaklagimlarinin temel tanimlar verilsin.

f(t) ve k=0,1,2,3,...,m + 1 olmak iizere f®(t) fonksiyonlarmin her biri
[a, t] kapali araliginda siirekli olsunlar. Burada m sayissm <p <m+ 1 sartim
saglayan bir tamsayidir. Bu sartlar altinda f(t) fonksiyonunun p-inci mertebeden

Griinwald-Letnikov kesirli tiirev yaklagimi,

(p) pp—-Dp-2)..(p—1r+1)
r/ r!

olmak lizere

opf) = limhv » (17 (0) e —rh)
r=0

N [P@ - 1
—Z r(-p+k+1) I(-p+m+1)

t
f (t _ T)—p+m f(m+1) (‘[)d‘[

seklinde tanimlanir (Podlubny, 1999). Burada I' fonksiyonu faktériyel fonksiyonu olarak
da bilinen Gama fonksiyonudur. Gama fonksiyonu

F(x) = [, t*"te~tdt, x>0
seklinde genellestirilmis integrali ile tanimlidir (Podlubny, 1999).
0<a<1igin k—a>0 olmak iizere f(t) fonksiyonunun (k — a) —mertebeden

Riemann-Liouville kesirli tiirev yaklagimi

DY f (D)= [t - D (@D

olarak tanimhidir (Podlubny, 1999).



f(t) fonksiyonu, [a,b] kapali arahiginda siirekli ve m+ 1 defa sirekli
diferansiyellenebilir oldugu varsayilirsa, 0 < m <p < m + 1 sartim1 saglayan her p
degeri icin EDYf(t) Riemann-Liouville kesirli tiirevi meveuttur ve Griinwald-Letnikov
kesirli tiirevine esittir. Gergekten, Riemann-Liouville kesirli tlirev yaklasimma m + 1

defa kismi integrasyon uygulanirsa

¢ 1 m+1 -
aDi /() = [(—p+m+ 1) dtm+? f(t —7)™P f(D)drt
_ fk(a)(t B a)—p+k +m £(m+
_Z I(p+k+1) +F( p+m+1)J( — )7 fOD (1) de
k=0
=aD ()

esitligi elde edilir (Podlubny, 1999).
f(t) fonksiyonu n kez siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. n — 1 <
a < n sartim saglayan a degeri i¢in f(t) fonksiyonunun a-inci mertebeden Caputo

anlamindaki kesirli tiirev yaklagimi

1 g "(t)d
(DEF(©) = DD = s [ ¢ MOLy

t— T)(x+1—n

esitligi ile tanimlidir (Podlubny, 1999).

Literatiirde siklikla kullanilan kesirli tiirev yaklasimlart Griinwald-Letnikov,
Riemann-Liouville ve Caputo kesirli mertebeden tiirev yaklagimlari olup, bu kesirli tiirev
yaklagimlarinin bazi dezavantajlar1 vardir. Bu dezavantajlar1 asagidaki gibi siralanabilir
(Khalil ve ark., 2014).

e Sabit fonksiyonun Riemann-Liouville kesirli tiirevi sifir degildir.

e Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo Kkesirli tiirev yaklasimlari, f; (x) ve
f2(x) fonksiyonlar1 y-mertebeden diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere, iki
fonksiyonun ¢arpiminin tiirevi olan
DY (fi(0)f(0) = f(IDY (g()) + f()DY (F (%))

esitligini saglamazlar.

e Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev yaklagimlari, f; (x) ve
f2(x) fonksiyonlar1 y-mertebeden diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve f, # 0 olmak

tizere iki fonksiyonun boliimiiniin tiirevi olan



DY (fl(x)) _ fz(x)D;/ (fi(x) — fl(x)D;/ (f2(x))
* \fo(x) [f2(0)]?

esitligini saglamazlar.

¢ Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev yaklasimlari

DY (fi@ofz(x) = [V (L@)AEY )
olarak verilen zincir kurali esitligini saglamazlar.
¢ Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev yaklasimlari
DYDUf(t) = DY*f;(x)
esitligini saglamazlar.
Tamm 3.1.1. f;:[0,00) — R bir fonksiyon olmak tizere x > 0 ve 0 < y < 1 igin

f1(x) fonksiyonunun y —inci mertebeden conformable kesirli tiirev yaklagimi

filx + &x7Y) = f1(x)
$

denklemi ile tanimlidir. Eger f; (x) fonksiyonu k > 0 olmak tizere (0, k) acik araliginda

T,(f,(x)) = lim

y —inci mertebeden diferansiyellenebilir ve
Jim 47 @)

limiti varsa

fl(y) (0) = ,}L%L fl(y) (x)

esitligi saglanmaktadir (Khalil ve ark., 2014).

Teorem 3.1.1. f;:[0,00) - R fonsiyonu x, > 0 noktasinda 0 <y <1 olmak
tizere y —inci mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak tizere, f; (x) fonksiyonu x,
noktasinda siirekli bir fonksiyon olur (Khalil ve ark., 2014).

Teorem 3.1.2. 0 <y <1 ve x>0 igin f,(x) ve f,(x) fonksiyonlari1 y —inci
mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak iizere asagidaki 6zellikler saglanmaktadir
(Khalil ve ark., 2014):

e Conformable kesirli tiirev yaklasimi lineerlik 6zelligini saglamaktadir. Yani, her
k,l € Rigin
T, (kfy (x) + L5 () = KTy (£,00) + 1T, (f5(x)
esitligi saglanmaktadir.
e Herm € Rigin, f;(x) = x™ ile verilen fonksiyonun y —inci mertebeden conformable

kesirli tlirevi



T,(f1(x)) = T,(x™) = mx™7¥
seklindedir.
e f,(x) = d sabit fonksiyonunun y —inci mertebeden conformable kesirli tiirevi sifirdir,
yani
T,(f1(x) =T,(d) =0
esitligi saglanmaktadir.
e Conformable kesirli tiirev yaklagimi, iki fonksiyonun ¢arpiminin tiirevi olan
T, (fi(x)f2(x)) = f1(x0)T, (fz (x)) + f2(x)T,(f1(x))
esitligi saglamaktadir.

e Conformable kesirli tiirev yaklasimi, iki fonksiyonun boliimiiniin tiirevi olan

(fl(x)> _f T, (£(0) = LET, (f(x))
f2(x) [f2(0)]?

esitligini saglamaktadir.

Ty

e Conformable kesirli mertebeden tiirevi, tamsayr mertebeden tirev ile ifade
edilmektedir. Conformable kesirli mertebeden tiirevi
1, () = xr )
esitligini saglamaktadir. Bu esitligin saglanmasi, conformable kesirli mertebeden tiirev
icin ¢ok biiyiik bir avantajdir.
Bazi temel fonksiyonlarin 0 <y < 1olmak fiizere y —inci mertebeden
conformable kesirli tiirevleri
e k€ R olmak iizere T, (e**) = kt' Vek*,
e [ € R olmak iizere y(sin(lx)) = [t Y cos(Ix),

e m € Rolmak iizere T, (cos(mx)) = —mt'~sin(mx),



Tamm 3.1.2. 0 < y < 1 olmak iizere f;(x) fonksiyonunun y —inci mertebeden

conformable kesirli integrali
ECHG0) = @ @) = f; B2 dy (3.1

seklinde genellestirilmis Riemann integrali ile verilmektedir (Khalil ve ark., 2014).

(3.1) ile verilen genellestirilmis Riemann integrali yardimiyla

o I (vxcos (x)) = sin (%),
o I?(cos(2vx)) = sin(2vx)

esitliklerinin saglandig1 kolayca goriilmektedir.

Teorem 3.1.3. x > k olmak tizere f; (x) siirekli fonksiyonu i¢in

T, (I () = A6
esitligi saglanmaktadir (Khalil ve ark., 2014).

3.2. Fonksiyonel Degisken Yontemi

Dogada ki meydana gelen bir¢ok fiziksel olayin matematiksel modelleri genellikle
lincer olmayan adi veya kismi diferansiyel denklemler yardimiyla ifade edilebilir. Bu tiir
denklemlerin analitik ¢6zlimlerinin arastirilmasi uygulamali matematikte biiyiikk 6neme
sahiptir. Son yillarda bilgisayar teknolojisinin de hizli gelisimi ile birlikte ortaya ¢ikan
yeni analitik yontemler lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerinin analitik
¢Oziimlerinin bulunmasinda oldukg¢a sik kullanilmaya baslanmistir. Bu yontemlerden
bazilart homojen denge (Wang, 1995; Wang ve ark., 1996), F-acilimi (Zhou ve ark., 2003;
Zhou ve ark., 2004), hiperbolik tanjant acilimi1 (Malfeit, 1992; Parkes ve ark., 1996), sine-
cosine (Yang, 1996; Wazwaz 2007), jakobi eliptik fonksiyon (Liu ve ark., 2001; Fu ve
ark., 2001; Huiqun, 2007; Liu ve ark., 2004; Abdou ve ark., 2007; Parkes ve ark., 2002;

Fan ve ark., 2002), varyasyonel iterasyon (He ve ark., 2006; Wazwaz, 2007), (%I) acilim

(Wang ve ark., 2008; Kutluay ve ark., 2010), homotopi perturbasyon (He, 2005), iistel
fonksiyon (He ve ark., 2006; Wu ve ark., 2007), fonsiyonel degisken (Zerarka ve ark.,
2010; Aminikhah ve ark., 2016) vb. yontemler olarak siralanabilir.

Bu yontemlerden biri olan fonksiyonel degiskenken yontemi, ilk olarak A. Zerarka
ve arkadaslar1 (Zerarka ve ark., 2010) tarafindan lineer olmayan kismi diferansiyel

denklemlerin analitik ¢6zlimlerini elde etmek i¢in onerildi.



Fonksiyonel degiskenken yonteminin genel bir lineer olmayan kismi diferansiyel
denkleme uygulanmasi i¢in,
P(u, U, Uy, Uy, Uz, Uge, Usxs Uyy, Uzz) Unes Uy Uty Unz) Utz Uyz, ) = 0 (3.2)
seklinde genel bir lineer kismi diferansiyel denklem ele alinsin. Burada u bagimli
degisken, x,y,z,t bagimsiz degiskenlerdir. (3.2) ile verilen lineer olmayan kismi
diferansiyel denkleme
u(x,y,2,t) = U(S)
Ve ag, a1, A, a3, B reel sabitler olmak tizere
E=aqpt+ax+a,y+azz+f
seklinde dalga doniistimii uygulanirsa, (3.2) ile verilen lineer olmayan kismi diferansiyel
denklem
G(U,U;, Ugs,..) =0 (3.3)
seklinde adi tiirevli diferansiyel denkleme indirgenir. Burada U bagimli degiskeni ve &
ise bagimsiz degiskeni gostermektedir. ¢ degiskenine bagli olan U fonksiyonuna bir
doniistim yapilmast i¢in,
Ug = F(U) (3.4)
formunda bir fonksiyonel degisken ele alinsin. Boylece, (3.2) ile verilen esitliginin

kullanilmasi ile U fonksiyonunun ¢ bagimsiz degiskenine gore tiirevleri
1 /
Uge =S (F?),
Ufff = % (FZ)”\/E, (35)

Uggee = %[(FZ)'”FZ + (F)"(FH],

/o

olarak elde edilir. Burada simgesi % ifadesini gostermektedir. (3.5) ile verilen

denklemlerin (3.3) ile verilen adi diferansiyel denkleminde kullanilmasiyla, U, F ve F
fonsiyonunun tiirevlerinden olusan

R(UF,F,F'",F",..)=0 (3.6)
denklemi elde edilir. Gerekli integral islemlerinden sonra, (3.6) ile verilen diferansiyel
denkleminden F fonksiyonu elde edilir. Elde edilen F fonksiyonunun degerinin (3.4) ile
verilen denklemde yerine yazilmasiyla, (3.2) ile ele alinan lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii elde edilir (Zerarka ve ark., 2010).



Teorem 3.1.1. k; ve k, # 0 sabitler ve U bagimli fonksiyonu (3.4) ile verilen bir
fonksiyonel degisken olmak iizere

Ugs = kU — k,U? (3.7)
seklinde ikinci mertebeden adi tiirevli diferansiyel denklemi ele alinsin. O halde

Uge = %(F 2

esitliginin kullanilmasi ile (3.7) ile verilen adi diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimleri

asagidaki gibidir (Aminikhah ve ark., 2016):

1. Durum: k; > 0 olmak iizere (3.2.6) ile verilen adi diferansiyel denklemin analitik

¢Oziimleri
2
3k, NI
U1(§) = 2%, ( ech <T€>>
ve
2
_ (/&
0.6 = - 52 e (7))
seklindedir.

2. Durum: k; < 0 olmak tizere (3.7) ile verilen adi diferansiyel denklemin analitik

¢Oziimleri
2

3kq \J—k
Us(§) = 50 (sec< - 15))

ve
2

0 =52 ¢ c<J;_ks>>

seklindedir.
Ispat: Ilk olarak,

1
Uge = 5 (F2)'
i =5 ()
esitligi (3.7) ile verilen adi diferansiyel denklemde yerine yazilirsa

~(F2(U))'= ky U — kpU? (3.8)

<l

esitligi elde edilir. Burada “" simgesi ¢ degiskenine gore tiirevi gostermektedir. (3.8) ile

verilen esitligin, U degiskenine gore integrali alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

10



/ 2k
F(U) = +U |k, —?ZU

veya

F(U) = +\/kU /1 _ e LU (3.9)

esitligi elde edilir. Burada

, 2k
3k,

seklinde degisken degistirmesi kullanilirsa

3k, _
2k,

esitligi ve bu esitligin diferansiyellenmesiyle

2147 = du(§) (3.10)
2k,

esitligi elde edilir.

(3.4) (3.9) ve (3.10) esitliklerinin kullanilmasiyla

+./k.d
Z \/1 - \/_ :
adi dlferansiyel denklemi elde edilir. Integral sabitinin sifir olarak almmasiyla, bu

diferansiyel denklemin ¢6ziimii

1—-vV1—-Z2
In|——| = +/ki¢
1+vV1—-Z
veya
1=V1=2) i
1+v1—-2Z7

olarak bulunur.

Eger 6 = -I_-\/k—l ¢ olarak segilirse, iki durum s6z konusu olmaktadir. Bu iki durum ayri
ayr1 incelensin.

1. Durum: Varsayilsin ki k; > 0 olsun. Bu durumda
1-v1-Z7
1+Vi-Z
olarak bulunur. Bu ifadeden

_ 4
T e 4ef 42

e@

11



2
coshfd +1
1

(cosn(§)) +1
- (sen ()

esitligi elde edilir. Boylece

Z= (sech (@E))Z (3.11)

bulunur. Varsayilsin ki k; < 0 olsun. Bu durumda da

1-v1-Z7 _ 6
1+V1-Z
esitligi bulunur. Bu esitlik yardimai ile de
4
Z:e‘i9+ei9+2
2
~cosf+1
1

0

esitligi elde edilir. Sonug olarak da

Z = (sec( - 5))2 (3.12)

esitligi bulunur.

2. Durum: Varsayilsin ki k; > 0 olsun. O halde
1-vV1-27Z
1+vV1-Z
olup, bu esitlikten

4
WEETEY
2
~coshf — 1

—ef

12



(son(@)
- (e (3))

bulunur. Boylece

2= (a(59))

olur. Varsayilsin ki k; < 0 olsun. Bu durumda da
1-vV1-Z 0
_ = —p
1+v1-—-2Z
olur ki, bu esitligin kullanilmasiyla da
4
e 4eif 2
_ 2
~ 1—cosf

esitligi elde edilir ki, boylece de

7= (se(55))

denklemi bulunur. (3.11), (3.12), (3.13) ve (3.14) denklemlerinin

3ky , _ U
2k, "

esitliginde kullanilmasiyla (3.7) denkleminin analitik ¢6ziimleri elde edilir.

k; > 0 oldugunda, (3.7) denkleminin analitik ¢éziimleri

U,(¢) = 3—kl<sech <\/k—1 ))

2k, 2
ve
2
3k k
U,(¢) = —2—ki<csch (QE))

13

(3.13)

(3.14)



seklinde olup, k; < 0 oldugunda ise (3.7) denkleminin analitik ¢6ziimleri

2
k W/_kl
Us(f)—2k2< C( > f))

ve

2
k _k1
0= 25 ()

seklindedir.

Teorem 3.1.2. k; # 0 ve k, sabitler ve U bagimli fonksiyonu (3.4) ile verilen bir
fonksiyonel degisken olmak iizere

Uge = k1[k3U + 3k,U? + 2U3] (3.15)
seklinde ikinci mertebeden adi tiirevli diferansiyel denklemi ele alinsin. O halde

Uge = %(F 2

esitliginin kullanilmasi ile (3.15) ile verilen adi diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimleri
asagidaki gibidir (Aminikhah ve ark., 2016):

1. Durum: k; > 0 olmak tizere (3.15) ile verilen adi diferansiyel denklemin

analitik ¢oztimleri

=55

ve
Uy(8) = — k2 [1 + tan h( Z*Z/k—lgf)l
seklindedir.

2. Durum: k; < 0 olmak tizere (3.15) ile verilen adi diferansiyel denklemin

analitik ¢oziimleri

22

Us;(&) = —%ll - icot( 5

ve

=

U4(€)——k [1+ltan< 2 >

seklindedir.
Ispat: Ik olarak,
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1
Uss = = (F?)'
i =5 )
esitligi (3.15) ile verilen adi diferansiyel denklemde yerine yazilirsa

~(F2(U))'= ky [K3U + 3k, U? + 2U°] (3.16)

[334%

esitligi elde edilir. Burada “"” simgesi ¢ degiskenine gore tiirevi gostermektedir. (3.16)

ile verilen esitligin, U degiskenine gore integrali alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

F(U) = i\/k_lU\/kg + 2k,U + U2,

veya

F(U) = +/k U(U + k) (3.17)
esitligi elde edilir. Burada (3.4) ve (3.17) denklemlerinin kullanilmasiyla

du
U + k) _\/—df

adi diferansiyel denklemi elde edilir. Integral sabitinin sifir olarak alinmasiyla, bu

diferansiyel denklemin ¢oziimii

_F
olarak bulunur. Bu denklemin diizenlenmesi ile de

Utk

—ln

esitligi elde edilir.
Eger 6 = ikz\/k_l ¢ olarak segilirse, iki durum s6z konusu olmaktadir. Bu iki durum ayri
ayr1 incelensin.

1. Durum: Varsayilsin ki k; > 0 olsun. Bu durumda

u —
U+k,
olarak bulunur. Bu ifadeden

kzeg
ef —1

0

U=-

15



— _ke 6

== [1 + coth (2)]
esitligi elde edilir. Boylece
U=-2 [1 + coth (%"_15)] (3.18)
bulunur. Varsayilsin ki k; < 0 olsun. Bu durumda da

u _ oif
U+ k,

esitligi bulunur. Bu esitlik yardimi ile de

esitligi elde edilir. Sonug olarak da
U=-%2 [1 — icot ("Z—VZ"“ 5)] (3.19)

esitligi bulunur.
2. Durum: Varsayilsin ki k; > 0 olsun. O halde

U

__ 0
U+k,

—e

olup, bu esitlikten

_ k,e®
e +1

Kk 2e"
o2 \ef+1
_ kZ 1+89—1
T2 ef +1

)

bulunur. Béylece

u=-Lk [1 + tanh (%"_ 5)] (3.20)

16



olur. Varsayilsin ki k; < 0 olsun. Bu durumda da

U
U+k,

i

= —e

olur ki, bu esitligin kullanilmasiyla da

|
N | &=
/N
[}
=| ro
CDQ
+| 3
[N
~_—

esitligi elde edilir ki, boylece de
U=-2 [1 + itan ("Z—Vz"‘l E)] (3.21)

denklemi bulunur. (3.18), (3.19), (3.20) ve (3.21) denklemleri ile (3.15) denkleminin
analitik ¢oziimleri elde edilir.

k; > 0 oldugunda, (3.15) denkleminin analitik ¢6ziimleri
k ko k

U, (§) = —72 [1 + coth(%_l)fl

ve

ol

U,(¢) = ——ll + tanh(

seklinde olup, k; < 0 oldugunda ise (3.15) denkleminin analitik ¢6ziimleri

k ko\/—ky
Us (§) = —f[l—ieot( = )f]

ve

ko[ —k4
2

k,
Us(§) = — Il tita n( )fl

seklindedir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde; conformable kesirli tlirev yaklasimi igeren, kesirli mertebeden
genisletilmis BKP-Boussinesq, genellestirilmis Calogero—Bogoyavlenskii—Schiff ve
genellestirilmis (2+1) boyutlu Hirota-Satsuma-Ito denklemlerinin analitik ¢oziimleri elde
edildi. Fonksiyonel degisken yontemi ile elde edilen bu kesirli mertebeden tiirevli kismi

diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerinin yiizeyleri ve egrileri ¢izildi.

4.1. Conformable Kesirli Mertebeden Genisletilmis BKP-Boussinesq Denklemi

Genigletilmis BKP-Boussinesq denklemi bir¢ok arastirmaci tarafindan analitik
olarak ¢oziildii. 2017 yilinda yapilan ¢alismada, A. M. Wazwaz ve S. A. El-Tantawy,
Hirota yontemini kullanarak denklemin analitik ¢6ziimiinii elde ettiler (Wazwaz ve El-
Tantawy, 2017). 2018 yilinda yapilan ¢alismada ise, Yan ve arkadaslar1 genisletilmis
BKP-Boussinesq denkleminin analitik ¢éztimlerini buldular (Yan ve ark., 2018). C. M.
Khalique ve L. D. Moleleki tarafindan, 2019 yilinda (G’/G) ag¢ilim yontemini kullanarak
genisletilmis BKP-Boussinesq denkleminin analitik ¢oziimlerini elde edildi (Khalique ve
Moleleki, 2019). 2019 yilinda yapilan diger bir caligmada ise, kesik Painlevé acilimi ve
Bell polinom yaklagimi kullanilarak denklemin analitik ¢6ztimleri elde edildi (Verma ve
Kaur, 2019). 2021 yilinda, H.O. Roshid ve arkadaslarit BKP-Boussinesq denklemini {istel
fonksiyonlarin yardimu ile analitik olarak ¢ozdiiler (Roshid ve ark., 2021).

Conformable kesirli mertebeden genisletilmis BKP-Boussinesq denklemi,

0 <y < 1 olmak iizere,

oY <6u> 0*u 3 0 (au 6u>+ Y (6Vu> 3 0°u
at¥ \dy/) 03xdy dx \dx dy/ oty \otY 0xdz

seklindedir. (4.1) ile verilen conformable kesirli mertebeden genisletilmis BKP-

0 (4.1)

Boussinesq denklemine, a,, a1, a,, a3, § reel sabitler ve
u(x,y,z,t) =U(¢)

olmak tlizere,

t]’
E=a07+a1x+a2y+a3z+ﬁ

seklinde dalga doniisiimii uygulanirsa

(a02+3a1a3 + aoaz)UEE - a13a2U4E - 6“120{2UEUEE = O (42)

18



adi tiirevli diferansiyel denklemi elde edilir. Integral sabiti sifir aliarak, (4.2) adi tiirevli
diferansiyel denkleminin & degiskenine gore bir kez integralinin alinmasiyla, (4.2)

denklemi

(@o®+3a a3 + apay)Us — ar® ayUgee — 3a12a2(U§)2 =0 (4.3)
formunda yazilir. (4.1.3) ile verilen adi diferansiyel denkleme

U=V

seklinde doniisiim yapilirsa, (4.1.3) ile verilen denklem

(o® + 3aya3 + apa)V — a’ay Vg — 3a,%a,V? = 0 (4.4)
olarak yazilir. Elde edilen bu denklemin diizenlenmesi ile de

Ao + 3a a4 + apa 3
Ve = — =22y ——y? (4.5)
a7y aq

esitligi elde edilir. (4.1.5) ile verilen lineer olmayan diferansiyel denkleminde bulunan

Vge ifadesinin yerine, (3.2.4) denklemlerinde yer alan

1
Ve = > (F?)' (4.6)
esitligi kullanilirsa, F (V) fonksiyonu
ag? + 3a a3 + aga 2
F(V) = iV\j 0 =2y (4.7)
a1 a; aq

olarak bulunur. (4.7) ile verilen denklemde (3.4) esitligi kullanilirsa, Teorem 3.1 yardimi
ile (4.5) adi diferansiyel denkleminin analitik ¢oziimleri,

o’ + 3a a5 + aga, S0

a3a,

olmak tlizere,

2
ao? + 3a a5 + aga ao? + 3a,a5 + apa
vi(e) = 20 123 0% ( . h Jag 103 ¥ otz ) )
2a1%, 2\ a3a,

ap? + 3aya3 + apa Jao? +3ayas + aga ’
v,(e) = - %0 123 0%/ h 0 103 + otz
zal 24) 2\/“13052
seklinde olup,

ao?® + 3,035 + aga, <0

ada,

olmak tizere ise,
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2
ay? + 3a a5 + apay (sec <\/—(a02 + 3a a5 + ayay) f))

V. -
(8 2a,%a, 2\ a3a,
2
@y + 3a,a, + apa —(ap? + 3,05 + apa
V() =2 103 ozcscx/(o 103 02)f
zalzaz 2‘\/“13&:2

seklinde elde edilir. Ug = V oldugu dikkate alinirsa,

o’ + 3a a5 + aga, S0

ada,

olmak tizere,

U1(§) =

seklinde olup,

ay? + 3a a5 + apay

3 <0
a1 a;

olmak tizere ise,

U.(6) \/—(aoz + 3a,a3 + apas) . \/—(aoz + 3 a3 + apay) ¢
= an ,
3 Vaia, 2 a3a,
0. J—=(@o? 4+ 3a a3 + apay) . V—(ao? + 3aya;3 + apa,) ¢
_ _ co
4 Vaja, 2 a3a,

yazilir. Yukarida verilen U; (§), U, (€), U5 (&), U, (€) esitliklerinde

ux,y,z,t) = U()

degeri kullanilirsa, (4.1) ile verilen conformable kesirli mertebeden genisletilmis BKP-
Boussinesq denkleminin analitik ¢oziimleri

ao? + 3a a5 + aga,

3 >0
a1°a;

olmak tlizere,

ap? + 3a 0, + apa ap? + 3a a0, + apa
\/o 103 02tanh<\/0 103 02€>'

u(x,y,z,t) =
! NS 2a’a,

Jag? + 3aia; + aga;,

u,(x,y,z,t) = cot
2 Valaz ( 2\/ a13a2 )
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ve

ay? + 3a a5 + apay -0

ada,

olmak tizere,

us(x Y,z t) — \/ ( 02 t3aas 4 aoaz)ta \/ ‘(CKOZ + 3a,a3 + agay)
’ o V“laz 2/ 132 é )
uy (x Y, Z t) = _‘/ (aoz +3aqa3 ao“z) cot \/—(%2 + 3a,05 + ao“z)
4 y Y4y = 2 13 :

olarak bulunur. Burada

tY
E=a07+a1x+a2y+a3z+ﬁ
seklindedir.

Sekil 4.1. ile verilen yiizey, (4.1) ile verilen conformable kesirli mertebeden
genisletilmis BKP-Boussinesq denklemin u, (x, y, z, t) analitik ¢6ziimiiniin
aw=1lo,=1a,=1,a3=1y=1,z=1y=09,=0
degerleri i¢in verildi. Sekil 4.2. ile verilen yiizey ise conformable kesirli mertebeden
genisletilmis BKP-Boussinesq denklemin u, (x, y, z, t) analitik ¢6ziimiiniin
av=1la,=1a,=2,a3=1,x=1,z=1y=09=0

degerleri i¢in verildi.

Sekil 4.1. Farkli x ve y degerleri i¢in u,(x,y, z, t) analitik ¢6ziim ylizeyi
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0
uy (xrat)
1

Sekil 4.2. Farkli y ve t degerleri i¢in u,(x,y, z, t) analitik ¢bziim yiizeyi

Conformable kesirli mertebeden genisletilmis BKP-Boussinesq denklemin
av=1lo,=1a,=2,a3=3,z=1y=1y=09=0
degerleri igin u,(x,y, z, t) analitik ¢oziimiintin yiizeyi Sekil 4.3. ile verildi. Ele alinan
denklemin, u, (x, y, z, t) analitik ¢6ziimiiniin
aw=1lLo,=1a,=1,a3=1,z=1y=1y=09,=0,t=0.1
degerlerinde ki egrisi Sekil 4.4. ile,
an=lLa;=10,=2,a3=1,z=1,x=1,y=09,=0,t =0.1
degerlerinde ki egrisi Sekil 4.5. ile,
apn=lLa;=10a,=2,a3=3,x=1y=1y=09,=0,t=0.1
degerlerinde ki egrisi ise Sekil 4.6. ile verildi. Sekil 4.7. ile verilen yiizey, (4.1) ile verilen
conformable kesirli mertebeden genisletilmis BKP-Boussinesq denklemin us(x,y, z, t)
analitik ¢oziimiiniin
ay=1a0,=1,a,=1,a3=-1,y=1z=1y=09,=0

degerleri i¢in verildi.
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Sekil 4.3. Farkli z ve t degerleri i¢in u,(x, y, z, t) analitik ¢6ziim yiizeyi
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Sekil 4.4. Farkh x degerleri icin u,(x,y, z, t) analitik ¢6ziim egrisi
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gerleri i¢in u, (x, y, z, t) analitik ¢oziim egrisi

Sekil 4.5. Farkli y de
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Sekil 4.7. Farkli x ve t degerleri i¢in u5(x,y, z, t) analitik ¢6ziim ylzeyi

Sekil 4.8. ile verilen ylizey ise conformable kesirli mertebeden genisletilmis BKP-
Boussinesq denklemin u;(x, y, z, t) analitik ¢oziimiiniin
av=1lo,=1a,=-2,a3=—1,x=1z=1y=09[=0
degerleri i¢in verildi. (4.1) ile verilen denklemin
ay=1a0,=1,a,=-2,a3=-3,x=1y=1y=09,=0
degerleri i¢in u;(x, y, z, t) analitik ¢oziimiiniin yiizeyi Sekil 4.9. ile verildi. Ayrica (4.1)
ile verilen denklemin, u;(x, y, z, t) analitik ¢oziimiiniin
ap=lLa,=10a,=1,a3=-1,z=1,y=1,y=09,=0,t =0.1
degerlerinde ki egrisi Sekil 4.10. ile,
ao=lLa;=10a0,=-2,a03=—-1,z=1,x=1,y=09,=0,t =0.1
degerlerinde ki egrisi Sekil 4.11. ile,
ay=1a0,=1,a,=-2,a3=-3,x=1y=1y=09,=0,t=0.1
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degerlerinde ki egrisi ise Sekil 4.12. ile verildi.

0
i 2t

Sekil 4.10. Farkli x degerleri igin u3(x,y, z, t) analitik ¢oziim egrisi
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Sekil 4.12. Farkli z degerleri i¢in us(x,y, z, t) analitik ¢6ziim egrisi

4.2. Conformable Kesirli Mertebeden Genellestirilmis Calogero—Bogoyavlenskii—

Schiff Denklemi

Bu kisimda, conformable kesirli

Bogoyavlenskii—Schiff denklemi analitik olarak ¢oziildii.

2008 yilinda, A.M. Wazwaz genellestirilmis Calogero—Bogoyavlenskii—Schiff
denkleminin analitik ¢Oziimlerini elde etti (Wazwaz, 2008). 2013 yilinda yapilan
calismada ise, genellestirilmis Calogero—Bogoyavlenskii—Schiff denkleminin analitik
¢Oziimleri tanjant hiperbolik yontemi ile elde edildi (Moatimid, 2013). Genellestirilmis
Calogero—Bogoyavlenskii—Schiff denkleminin analitik ¢6ziimleri, 2018 yilinda, Chen ve

Ma tarafindan yapilan calismada Hirota bilineer form kullanilarak elde edildi (Chen ve

26

mertebeden genellestirilmis Calogero—


https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0096300308002890#!
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0096300313006735#!

Ma, 2018). 2018 yilinda yapilan bir diger ¢calismada ise, denklemin analitik ¢6zliimlerini
tan(¢p(£)/2) agilim yontemi ile elde edildi (Hammouch, 2018). 2021 yilinda yapilan
calismada ise, Y. M. Li ve arkadaslar1 denklemi Bernoulli alt denklem fonksiyon ve iistel
fonksiyon yontemlerini kullanarak analitik olarak ¢6zdiiler (Li ve ark., 2021).

61, 0, sifir olmayan reel sabitler ve 0 <y < 1 olmak iizere, conformable kesirli

mertebeden genellestirilmis Calogero—Bogoyavlenskii—Schiff denklemi

aY (6u>+ 0*u +36u 0%u +362u6u+6 0%u N azu_
oty \ox/ ' ax3dy = T oxoxdy '~ ax2dy  ‘oxdy  ‘dy?

seklindedir. (4.8) ile verilen conformable kesirli mertebeden genellestirilmis Calogero—

0 (4.8)

Bogoyavlenskii—Schiff denklemine, a, @4, a,, B reel sabitler ve
u(x,y, t) =U(&)

olmak tizere,

(A
E=a07+a1x+a2y+ﬂ (4.9)
formunda dalga dontisiimii uygulanirsa
(@oa; + 8110, +8,0,*) U + ai>ayUsgg + 60120, UgUse = 0 (4.10)
adi tiirevli diferansiyel denklemi elde edilir. Integral sabiti sifir alinarak, (4.10) adi tiirevli
diferansiyel denkleminin & degiskenine gore bir kez integralinin alinmasiyla, (4.10) adi

diferansiyel denklemi

(@oa; + 8y a1a,+8,a,*) U + o> ayUggr + 3a12a2(Ug)2 =0 (4.11)
olarak yazilir. (4.11) ile verilen adi diferansiyel denkleminde

Ug=V

formunda doniisiim yapilirsa, (4.11) ile verilen diferansiyel denklem

(@oa; + 8110, + 8,a,2)V + aay Ve + 3a2a,V2 = 0 (4.12)
seklinde yazilir. (4.12) ile verilen diferansiyel denklemin diizenlenmesi ile

Aoy + S 0, + 6,052 3
e e L (4.13)
a,°a; aq

Vgg = —

denklemi elde edilir. (4.13) ile verilen lineer olmayan adi diferansiyel denkleminde

bulunan Vg ifadesinin yerine, (4.13) esitligi kullanilirsa, F (V') fonksiyonu

Ao, + 61 a, + 6,2 2

F(V) = J_rv\/— - v (4.14)

a3, aq
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olarak yazilir. (4.14) ile verilen denklemde (3.4) esitligi kullanilirsa, Teorem 3.1.1
yardimi ile (4.13) ile verilen lineer olmayan adi diferansiyel denkleminin analitik
¢cOziimlert,

Aoy +810a,+8,052

S < 0 olmak iizere,
a1°Qaz

2
—(aga; + 611y + 62a22) \/—(aoal + 8 a0, + 6,a52)
sech &l

Vi) =
! Zalzaz 2\/ a13a2
2
apa, + 61105 + 5,052 \/—(aoal + S a5 + 6,a52)
V(&) = > csch &
2“1 aZ 2\/ a13a2
2
a°a1+61a31a2+62a2 > 0 olmak iizere ise,
a,°a;
2
—(apa; + 6110y + 62a22) \/aoal + 61a a5 + 6,052
V3(§) = > sec Sl
Zal az 2\/“13(12
2
V() —(apa; + 611, + 62a22) \/aoal + 6,a 0, + 6,052 ¢
= csc
* zalzaz Zw/ a13a’2

seklinde elde edilir. Ug = V oldugu dikkate alinirsa,

2
a°a1+8;a;22+62a2 < 0 olmak iizere,
1 2
U, (&) = V(s + 8,210, + 5,a,2) tanh V(@ + 81010, + 8,0,?) ¢
1 - )
Va1, 2\/ a13a2
U, (&) = \/‘(“o% + 81a10; + 6,052) coth \/‘(“00‘1 + 6 a1, + 520‘22)5
2 Vaia, 2\ a3a,
2
“°a1+5;a3122+52a2 > 0 olmak iizere ise,
1 2
U, () = Jaoa + e a; + 8,052 tan Jaoay + 81 a; + 8,52 ¢
3 p— )
Vaja, 2 a3,
U, () = V oy + 8101, + 8,052 cot V@@ + 81a1a; + 8,0, £
L(8) =
Va1ay 2\/ 0(130:2

elde edilir. Yukarida verilen U, (§), U, (§), U3 (), U4 () esitliklerinde

u(x,y, t) =U(&)
deger kullanilirsa, (4.8) ile verilen conformable kesirli mertebeden genellestirilmis

Calogero—Bogoyavlenskii—Schiff denkleminin analitik ¢6ziimleri
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Qo1 +0101 85 +8,077 < 0 olmak tizere
b

a’13a2

\/—(aoal + 61&10(2 + 62@22) \/—(aoal + 61(11@2 + 52@22)
ul(xl }’; t) = tanh f ,
Vaa; 2\/ 0(13a2

\/—(0(06(1 + 61“1(12 + 62“22) \/—(0(0(11 + 51“1“2 + 52(122)
Uy (xl Y, t) = coth 5
Va,1a; 2\/ a13a2

a0a1+61a1a2+62a22

2 > 0 olmak tizere ise,
ay”a;

Jaoa; + 81 a; + 8,052 . (Jaoal + 8,0, + 8,52 f)
— an )

us(x,y,t) =
3 V alaz 2\/ 0(13a2

\/aoal + 61a105 + 6,52 t<\/a0a1 + 61a105 + 6,52 f)
co

u,(x,y,t) =
! Va1 a; 2/ a3a,

olarak elde edilir. Burada

tY
€:a07+a1x+azy+ﬁ

seklindedir.

(4.8) ile verilen denklemin

a==-3,a,=1,a,=1y=1y=09=0,6; =02,6, =0.1

degerlerinde ki u, (x, y, t) analitik ¢6ziimiintin ylizeyi farkli x ve t degerleri igin Sekil
4.13 ile verildi. Sekil 4.14 ise conformable kesirli mertebeden genellestirilmis Calogero—
Bogoyavlenskii—Schiff denkleminin u; (x, y, t) analitik ¢éziimiiniin
ay=—-3,a,=1,a,=2,x=1y=09,=0,6; =02,6, =0.1

degerlerinde ki yiizeyi gostermektedir. Ayrica (4.8) ile verilen denklemin
ay=-3,a,=1,a,=1t=01,y=09,=0,6, =02,6, =0.1

parametre degerleri farkli x ve y degerleri i¢in u; (x, y, t) analitik ¢oziim yiizeyi Sekil
4.15 ile verildi. Sekil 4.16 ile denklemin farkli x degerleri ve
ay=—-3,a,=1,a,=1y=1y=09=0,6,=026,=01t=0,11

parametre degerleri i¢in uq (x, y, t) analitik ¢oziimiiniin egrisi gosterildi. Sekil 4.17 ile
ay=—-3,a,=1,a,=2,x=1y=09=06=026,=01t=0,1

degerlerinde ki u4 (x, y, t) analitik ¢6ztim egrisi farkli y degerleri igin gosterildi.
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Sekil 4.15. Farkli x ve y degerleri igin u; (x, y, t) analitik ¢6ziim yiizeyi
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(4.8) ile verilen denklemin
ay=1La,=1,a,=1y=-01,y=09,=0,6; =0.2,6, =0.1

degerlerinde ki uz(x,y, t) analitik ¢oziimiiniin yiizeyi farkli x ve t degerleri igin Sekil
4.18 ile verildi. Sekil 4.19 ise conformable kesirli mertebeden genellestirilmis Calogero—
Bogoyavlenskii-Schiff denkleminin u; (x, y, t) analitik ¢6ziimiiniin
ay=10,=1a,=15x=-01,y=09,=0,6, =026, =0.1

degerlerinde ki yiizeyi gostermektedir. Ayrica (4.8) ile verilen denklemin
a=-1a,=1a,=1t=01y=09,=0,6 =026, =01

parametre degerleri ve farkli x, y degerleri igin us(x, y, t) analitik ¢oziim yiizeyi Sekil
4.20 ile verildi.

Sekil 4.21 ile denklemin farkli x degerleri ve
a=10,=1,a,=1y=-01,y=09,=0,6, =026, =01,t=0,1
parametre degerleri igin us(x, y, t) analitik ¢éziimiiniin egrisi gosterildi. Sekil 4.22 ile
de farkli y degerleri ve
ay=1a,=1a,=15x=-01,y=09=06=026,=0.1¢t=0,11

parametre degerlerinde ki uz(x, y, t) analitik ¢oziim egrisi gosterildi.

Sekil 4.16. Farkli x degerleri i¢in u, (x, y, t) analitik ¢oziim egrisi
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Sekil 4.19. Farkl1 y ve t degerleri i¢in u3(x, y, t) analitik ¢oziim ylizeyi
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Sekil 4.22. Farkli y degerleri i¢in us(x, y, t) analitik ¢6ziim egrisi
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4.3. Conformable Kesirli Mertebeden Genellestirilmis (2+1) Boyutlu Hirota-
Satsuma-Ito Denklemi

Genellestirilmis (2+1) boyutlu Hirota-Satsuma-Ito denkleminin analitik ¢6ziimleri
Hirota bilinear yontemi yardimi ile bulundu (Ma ve ark., 2018). 2020 yilinda, Y. Zhang
ve arkadaglari tarafindan yapilan ¢alismada ise, denklemin analitik ¢éziimleri elde edildi
(Zhang ve ark., 2020). 2020 yilinda yapilan bir diger calismada ise, Kuo ve Ma,
genellestirilmis (2+1) boyutlu Hirota-Satsuma-Ito denklemini analitik olarak ¢ozdiiler
(Kuo ve Ma, 2020). 2021 yilinda yapilan ¢alismada, genellestirilmis (2+1) boyutlu
Hirota-Satsuma-Ito denkleminin analitik ¢oziimleri bilineer yontemi ile elde edildi (Zhao
ve He, 2021). 2021 yilinda yapilan bir diger ¢alismada ise, Lie simetri teknigi ile
genellestirilmis (2+1) boyutlu Hirota-Satsuma-Ito denkleminin analitik ¢oziimleri elde
edildi (Kumar ve ark., 2021).

C1,C3, C3, C4 sifir olmayan keyfi sabitler ve 0 < ¥ < 1 olmak iizere, conformable

kesirli mertebeden genellestirilmis (2+1) boyutlu Hirota-Satsuma-1to denklemi

Ba(ayuau)JraV 23%u p oY <6u)+ 02u+ aY (au)_o 415
“35x\aerax) T \ax3 )| T 2o \5y) T a2 T g \Gx) =0 (1)

seklindedir. (4.15) ile verilen conformable kesirli mertebeden genellestirilmis (2+1)
boyutlu Hirota-Satsuma-Ito denklemine, a,, a1, a,, B reel sabitler ve

ulx,y,t) =U(%)

olmak tizere, (4.9) ile verilen dalga doniisiimii uygulanirsa

(c2apaz + c301% + caapa1)Uge + craoa13Usgg + 6¢10001*UgeUs = 0 (4.16)
adi tiirevli diferansiyel denklemi bulunur. Integral sabiti sifir aliarak, (4.16) adi tiirevli
diferansiyel denkleminin & degiskenine gore bir kez integralinin alinmasiyla, (4.16) adi

diferansiyel denklemi

(200 + c301°% + ooy U + craoa;*Ugge + 3c1a0a12(U§)2 =0 (4.17)
olarak yazilir. (4.17) ile verilen adi diferansiyel denkleminde

U=V

formunda doniistim yapilirsa, (4.17) ile verilen diferansiyel denklem

(200 + C301° + caapa))V + cra0a1 Vg + 31200, °V? = 0 (4.18)
seklinde yazilir. (4.18) ile verilen diferansiyel denklemin diizenlenmesi ile

CoQoQy + C2012 + Cattp 3
200y + C30q - @0y, 3 (4.19)
C10p0q aq

Vg = —
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esitligi elde edilir. (4.19) ile verilen lineer olmayan adi diferansiyel denkleminde bulunan

Ve ifadesinin yerine, (4.14) ifadesi yazilirsa F (V') fonksiyonu

Collo@y + C31% + Cchapt; 2

F(V) = J_rvj— ~-Zv (4.20)

C100043 xq

olarak yazilir. (4.20) ile verilen denklemde (3.4) esitligi kullanilirsa, Teorem 3.1.1
yardimi ile (4.19) ile verilen lineer olmayan adi diferansiyel denkleminin analitik
¢Ozliimleri,

C2a0a2+C3a’12+C4a0a1

< 0 olmak iizere,

ciapay3
2
— (o + 301 + C4toq) V(2000 + 3012 + Caa0t)
(6 = 5 > sech &1,
C1Qpaq 2\/ C1a0a13
2
v (f) Colply + C3(l12 + Cpoq h \/—(Czaoaz + C3a12 + C4a0a1) 5
2 - CSC
chaoalz 2 C1a0a13

C2a0a2+C3a12+C4a0a1

> 0 olmak tizere ise,

crapay3
Vy(8) = —(coapa, + c3a1” + C4000) (sec (\/(Czaoaz + c301% + €,apa1) E))Z’
2¢cia0a4” ZW
V,(8) = —(C2a0 @z + c3a1° + C40004) (csc (\/(Czaoaz + C301% + C4@pQ1) E)>2
2c1a0a4? 2\cia0a,3

seklinde elde edilir. Ug = V oldugu dikkate alimirsa,

C2a0a2+C3a’12+C4a0a1

< 0 olmak tizere,

C1a0a13
—(cr,apa, + c204% + caap —(cr,apq, + C2a4% + caap
Ul(g):\/(zoz 30 401)tanh\/(202 30 401)5’
Vo, 2./ ciapaq
—(c,aga, + caa1% + chapa —(c,aga, + 212 + chapa
Uz(f):\/(zoz 30 401)C0th\/(202 30 401)5
Vo, 2\/ciapaq’

Copllop+C30 2 +Cattoy
3

> 0 olmak iizere ise,

Claoal
\/czaoaz + 3042 + cuapay \/czaoaz + c3a,% + chapy
Us(§) = — tan ¢
3 3
\ CLagay 2 /cragay
\/czaoaz + c3a,% + chapay \/czaoaz + c3a1% + chapa,
U,(§) = cot
4/ Claoal 2 C1a0a13
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elde edilir. Yukarida verilen U, (§), U, (&), U3(§), U4 (&) esitliklerinde
ulx,y,t) =U($)
esitligi kullamlirsa, (4.15) ile verilen conformable kesirli mertebeden genellestirilmis

(2+1) boyutlu Hirota-Satsuma-Ito denkleminin analitik ¢6ziimleri

C2a0a2+C3a12+C4a0a1

3 < 0 olmak tizere,
€101

ul (-x; y' t)

_ V—(C2a0a; + 3012 + Ca0aty) tanh (\/—(Czaoaz + c3a1% + €,a0Q1) f)

\Capay 2./ ciapaq

uZ (X, y' t)

V(o + c3a42 + caa0ay) ik <\/—(cza0a2 + c3a12 + C4a0Q4) f)

A €1y 2/ crapay

C2a0a2+C3a12+C4a0a1

3 > 0 olmak iizere ise,
C1®pay

B JCaos + c3042 + chuapay Jeaoas + c3a42 + chapay
u3(xny; t) - 3 tan 3 ,
V Claoal 2 Claoal

Jeaoas + c3a4% + chaapay )

3
2,/ ciapaq

JCaos + c3a42 + chiapay
Uy (xl Y, t) = cot
VC1&oaq

bulunur. Burada

tV
E=a07+a1x+a2y+ﬂ

seklindedir.

Sekil 4.23 ile conformable kesirli mertebeden genellestirilmis (2+1) boyutlu Hirota-
Satsuma-Ito denkleminin farkli x, t degerlerinde ve
av=10,=1,a,=1,y=01y=09=0,c,=1,c,=-3,c3=1,¢c, =1
parametre degerleri i¢in uq (x, y, t) analitik ¢6ziimiiniin yiizeyi gosterildi.

Sekil 4.24 ile de
ay=1,a,=1,a,=2,y=01y=09,=0,c;=2,c,=-3,c3=1,¢c,=1
degerlerinde ki u, (x, y, t) analitik ¢oziim yiizeyi farkli y ve t degerleri i¢in gosterildi.

(4.15) ile verilen conformable kesirli mertebeden genellestirilmis (2+1) boyutlu
Hirota-Satsuma-Ito denkleminin

ay=2,0;=1,a,=2,t=01,y=09,=0,¢c;=2,c, ==-3,c3=1,¢c, =1
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Parametre degerlerinde ki u, (x, y, t) analitik ¢oziimiiniin yiizeyi farkli x ve y degerleri

icin Sekil 4.25 ile verildi. Sekil 4.26 ise (4.15) ile verilen conformable kesirli mertebeden

genellestirilmis (2+1) boyutlu Hirota-Satsuma-Ito denkleminin wu,(x,y,t) analitik

¢Ozuimuniin

ay=1a0,=1,a,=1,y=01y=09,=0,c;,=1,c,=-3,c3=1,¢c, = 1,t
=0.1

degerlerinde ki egrisini gostermektedir. Bunlarin yaninda, (4.15) ile verilen denklemin

av=10,=1,a,=2,x=01y=09,=0,c;=1,c,=-3,c3=1,¢c, = 1,t
=0.1

degerleri ve farkli y degerleri igin us(x, y, t) analitik ¢6ziim egrisi Sekil 4.27 ile

verildi.

a1 et

Sekil 4.24. Farkl1 y ve t degerleri i¢in u,(x, y, t) analitik ¢6ziim yiizeyi
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Sekil 4.26. Farkli x degerleri i¢in u, (x, y, t) analitik ¢oziim egrisi

Sekil 4.27. Farkli y degerleri igin u, (x, y, t) analitik ¢6ziim egrisi

Sekil 4.28, (4.15) ile verilen conformable kesirli mertebeden genellestirilmis (2+1)

boyutlu Hirota-Satsuma-Ito denkleminin farkli x, t degerlerinde ve
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an=La;=10a,=1,y=01,y=09,=0,c,=1,c,=1,c35=1,¢c, =1
degerleri i¢in us(x, y, t) analitik ¢6ziimiiniin yiizeyi gosterildi. Sekil 4.29 ile
ao=1La;,=1,a,=02,x=01,y=09,=0,c;=2,c,=1,c3=1,¢c, =1
degerlerinde ki uz(x, y, t) analitik ¢6ziim ylizeyi farkl y ve t degerleri igin gosterildi.
(4.15) ile verilen denkleminin
an=1La;=1,a,=02,x=01,y=09,=0,c;=2,c,=1,c3=1,¢c, =1
parametre degerlerinde ki u5(x, y, t) tam ¢6ziimiiniin yiizeyi farkli x ve y degerleri i¢in
Sekil 4.30 ile verildi. Sekil 4.31 ise (4.15) ile verilen conformable kesirli mertebeden
genellestirilmis (2+1) boyutlu Hirota-Satsuma-Ito denkleminin us(x,y,t) analitik
¢Ozimuniin
ap=La;=1,0a,=1,y=01,y=09,=0,c;=1,c,=1,c35=1,¢c, = 1,t
=0.1
degerlerinde ki egrisini géstermektedir. Bunlarin yaninda, (4.15) ile verilen denklemin
apn=1La;=1,0a,=2,x=01,y=09L=0,c,=1c,=1,c3=1,¢c, = 1,t
=0.1
degerleri ve farkli y degerleri i¢in u3(x,y, t) analitik ¢oziim egrisi Sekil 4.32 ile

verildi.

Sekil 4.28. Farkli x ve t degerleri icin us(x, y, t) analitik ¢6ziim ylizeyi
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Sekil 4.31. Farkli x degerleri i¢in u3(x,y, t) analitik ¢6ziim egrisi
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Sekil 4.32. Farkl1 y degerleri i¢in us(x, y, t) analitik ¢oziim egrisi
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde, zaman degiskenine bagli conformable kesirli tiirev yaklasimi igeren,
conformable kesirli mertebenden genisletilmis BKP-Boussinesq, genellestirilmis
Calogero—Bogoyavlenskii—Schiff ve genellestirilmis (2+1) boyutlu Hirota-Satsuma-Ito
denklemlerinin tam ¢oziimleri elde edildi. Fonksiyonel degisken yontemi ile elde edilen
bu conformable kesirli mertebeden tiirevli kismi diferansiyel denklemlerin analitik
cozlimlerinin, bazi parametre degerleri i¢in ylizeyleri ve egrileri ¢izildi.

Tezde, gbz Oniine alinan {i¢ denkleme, fonksiyonel degisken yontemini uygulamak
icin ilk olarak, dalga doniisiimii uygulandi. Dalga doniisiimii uygulanmasi sonucu
conformable kesirli mertebenden kismi diferansiyel denklemler, tamsayr mertebeden
tiirev iceren adi tiirevli diferansiyel denklemlere doniistiiriildii. Elde edilen adi tlirevli
diferansiyel denklemlerin tam c¢oziimleri etkili ve uygun bir yontem olan fonksiyonel
degisken yontemi yardimai ile bulundu.

Her bir denklem icin elde edilen analitik c¢oziimlerin, conformable kesirli
mertebeden kismi tiirevli denklemleri sagladigi Mathematica programi ile goriildii. Elde
edilen analitik ¢oziimlerin bazi parametre degerlerindeki ylizeyleri ve egrileri de verildi.

Sonug olarak; fonksiyonel degisken yontemi conformable kesirli tiirev i¢eren kismi
diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerinin bulunmasinda etkili ve uygun bir
yontemdir. Fiziksel olaylarin modellenmesinde ortaya ¢ikacak olan farkli conformable
kesirli tiirev iceren kismi diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimleri de fonksiyonel

degisken yontemi yardimui ile elde edilebilir.
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