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Merve ISIK
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Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Ahmet YUCESAN

Bu tez calismasinda, uzaysal Minkowski Pisagor hodograf egrinin kuaterniyonik
formu ele alind1 ve bu kuaterniyonik form kullamilarak ¢ift Minkowski Pisagor
hodograf egrinin tanimlanmasinda onemli bir egitlik elde edildi. Daha sonra,
¢ift Minkowski Pisagor hodograf egri tanimlandi ve timelike asli normalli regiiler
spacelike ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egrinin Frenet elemanlarinin rasyonel
vektorel fonksiyonlar oldugu gosterildi. Polinom timelike asli normalli spacelike,
yari-null veya null genel ve slant helislerin ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egriler
oldugu gosterildi. Reel ve kuaterniyon polinomlar kullanilarak c¢ift Minkowski
Pisagor hodograf egrinin Hopf benzeri doéniigiim formu ve kuaterniyon formu elde
edildi. Son olarak, besinci dereceden polinom timelike asli normalli spacelike
egrinin bir genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sartin bir ¢ift Minkowski Pisagor

hodograf egri oldugu gosterildi.
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Pisagor hodograf egriler, polinom genel helis, polinom slant helis.
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In this thesis, the quaternionic form of the spatial Minkowski Pythagorean
hodograph curve is examined and by using this quaternionic form, an important
equation is obtained in describing the double Minkowski Pythagorean
hodograph curve. Then, the double Minkowski Pythagorean hodograph curve is
defined and it is shown that the Frenet elements of the timelike principal normal
regular spacelike double Minkowski Pythagorean hodograph curve are rational
vector functions. It has been shown that polynomial timelike
principal normal spacelike, pseudo-null or null general and slant helices are double
Minkowski Pythagorean hodograph curves. Hopf-like map form and quaternion
form of double Minkowski Pythagorean hodograph curve are obtained by using
real and quaternion polynomials. Finally, it is shown that the necessary and
sufficient condition for a timelike principal normal spacelike quintic to be a

general helix is a double Minkowski Pythagorean hodograph curves.
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1.GIRIS

R3 Oklid 3—uzayda (t) = (x(t),y(t), z(t)) polinom egrisinin 7' (t) hodografi baz

o(t) reel polinomu i¢in

2 (1) + " () + 27 (1) = (1)
Pisagor sartini sagliyorsa «y(t) egrisine Pisagor hodograf denir (Farouki ve Sakkalis,

1990; Farouki ve Sakkalis, 1994). Moon (1999), Pisagor sartim R? Minkowski

3—uzaya genellegtirmis ve bazi o(t) reel polinomu igin

2 () +y" (1) = 27 (t) = *(t)
sartim1 saglayan y(t) egrisini Minkowski Pisagor hodograf olarak tanimlamigtir.

R3 Minkowski 3—uzaydaki Lorentz metrigi notasyonu ile bu sart

< (t).7 (t) >1=0*(t)
seklinde yazilir. Boylece Minkowski Pisagor hodograf egrisinin teget vektorii asla
timelike olamaz ve Minkowski Pisagor hodograf egriler ya spacelike ya da null

Minkowski Pisagor hodograf egrilerdir.

Cesitli uygulamalar igin diizlemsel egrilerin ofsetleri (kaymalari) gereklidir.
Ornegin, ofsetler bilgisayar sayisal kontrol makinelerinin takim yollar1 olarak
kullanilir.  Egriler ve yiizeylerin temsilinin dogrulugu ve etkinligi, bilgisayar
destekli geometrik tasarimdaki temel konulardan biri oldugundan, polinom veya
rasyonel ofsetlere sahip egriler ayrintili olarak arastirilmustir. Ozellikle, Farouki ve
Sakkalis (1990) tarafindan tamitilan Pisagor hodograf egrileri, rasyonel
ofsetlere sahip polinom egrileridir. Belirli bir egrinin ofsetini bir takim yolu olarak
veya diger uygulamalar i¢in kullanmak i¢in, kirpma islemi uygulanmalidir. Bu
islem istenmeyen parcalari keser ve gercek offseti verir. Geometriye ve offset
mesafesine baglh olarak, kirpma islemi zaman alici ve hesaplama agisindan zor
olabilir. Bu soruna zarif bir yaklagim Moon (1999) ve Choi vd. (1999) tarafindan
getirilmig ve kirpma iglemi formiile edilmistir. Diizlemsel bir bélgenin (Pottmann
ve Peternell, 1998; Degen, 2004) orta ekseni, sinira en az iki noktada temas eden
tiim dis teget cemberlerinin merkezlerinden olusmaktadir. Orta eksen doniisiimii

daha sonra, ek koordinat olarak karsilik gelen g¢emberin yarigapinmi kullanarak,
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bolgenin orta ekseninin noktalarinin zyz—uzayina kaldirilmasiyla elde edilen uzay
egrileri sistemidir (Kosinka ve Jiittler, 2006). Diizlemsel bir bolgenin sinirlar:
i¢in offset formiilii ile motive edilen Moon (1999), Minkowski Pisagor Hodograf
egrilerini Lorentz metrigine gére Minkowski (veya yari-Oklid) uzaymdaki
polinom hiz egrileri olarak tanimlamigtir. Eger orta eksen déniigiimii bir (pargali)
Minkowski Pisagor hodograf egri ise, smr bolgesine karsilik gelen d—offset
egrileri rasyoneldir. Ayrica i¢ ofsetler i¢in diizeltme prosediirii daha basit hale
gelir (Pottmann ve Peternell, 1998). Boylece, Minkowski Pisagor Hodograf egriler
diizlemsel bolgelerin orta eksen doniisiimlerini temsil etmek i¢in ¢cok uygundur ve

bu gozlemler Minkowski Pisagor hodograf egrileri caligmaya tesvik eder.

Uzayda sabit bir vektor ile sabit bir ac1 yapan polinom egriler kavrami Farouki vd.
(2004) tarafindan ¢alisild1 ve bu tiir egriler polinom helis olarak adlandirilir. Bir
egri igin, verilen sabit bir vektor (helisin ekseni) boyunca bir u birim vektorii igin
(T, u) = c oluyorsa bu egriye helis denir. Burada ¢ € R ve T' = m birim teget
vektordiir. Ancak, diger kaynaklarda bu egriler genel helis olarak da adlandilir.
Benzer sekilde, T" birim vektor yerine egrinin N asli normal vektorii diisiiniiliirse

egri slant helis olarak adlandirilir.

Egri ve yiizeylerin bilgisayar destekli tasarimi alanindaki bazi problemler ve
helis egriler arasindaki iligkinin kurulmasinda besinci dereceden polinom helislerin
kullanimimin uygun oldugu goriilmektedir (Choi vd., 2002; Farouki, 2002). Farouki
vd. (2004) nin ¢aligmasinda bahsedildigi gibi herhangi bir polinom helis bir
Pisagor hodograf egrisi olmalidir. Yani ny' H2 bir polinomun tam karesidir. Ayrica,
bu durum f{iciincii dereceden polinom durumda yeterlidir. Yani, tiim Pisagor

hodogaflar iigiincii dereceden polinom egriler helistir. Helis olmasi icin diger
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gerekli sart ise ifadesinin de bir polinomun tam karesi olmasidir.
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nin polinomlarin tam karesi olmasi gerektigini gostermislerdir. Bu tiir egrileri de

ifadesine odaklanilmig ve polinom helisler i¢in hem ‘

2—Pisagor hodograf (veya ¢ift Pisagor hodograf) egriler olarak isimlendirmiglerdir.

Ayrica c¢ift Pisagor hodograflar1 karakterize etmigler ve besginci derece polinom
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helis olmasi i¢in gerek ve yeter sartin polinom egrisinin ¢ift Pisagor hodograf
olmasi gerektigini gostermiglerdir. ~ Farouki vd.  (2009) R® deki regiiler
polinom egriler icin helis kogulu, rasyonel Frenet catilarimin varhigr ve cift
Pisagor hodograf yapisi arasindaki iligkileri uzaysal Pisagor hodografin
kuaterniyon ve Hopf doniisiim temsilleri acisindan agiklamiglardir. Deshmukh vd.
(2019) da bir polinom egrisinin slant helis ise bir polinom ¢ift Pisagor hodograf

olmas1 gerektigini gosterdirler.

Minkowski 3—uzayda herhangi polinom spacelike ve null helislerin bir Minkowski
Pisagor hodograf egriler oldugu Kosinka ve Jiittler (2006) tarafindan elde edilmis
ve Minkowski 3—uzayda bir uzaysal egrinin ii¢iincii dereceden polinom Minkowski
Pisagor hodograf olmasi icin gerek ve yeter sartin egrinin spacelike veya null

tigiincii dereceden polinom helis oldugunu gostermislerdir.

Bu calismalarin devami olarak bu tez calismasinda Minkowski Pisagor hodograf
egriler yeniden ele alindi ve uzaysal Minkowski Pisagor hodograf egrinin
kuaterniyonik formu kullanilarak ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egrinin
tanmimlanmasinda 6nemli bir egitlik elde edildi. Daha sonra, c¢ift Minkowski
Pisagor hodograf egri kavrami tanimlandi ve timelike asli normalli regiiler
spacelike ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egrisinin Frenet elemanlarinin rasyonel
vektorel fonksiyonlar oldugu gosterildi. Polinom timelike asli normalli spacelike,
yari-null veya null genel ve slant helislerin ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egriler
oldugu gosterildi. Reel ve kuaterniyon polinomlar kullanilarak c¢ift Minkowski
Pisagor hodograf egrinin Hopf benzeri doéniigiim formu ve kuaterniyon formu elde
edildi. Son olarak, besinci dereceden polinom timelike asli normalli spacelike
egrinin bir genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sartin bir ¢ift Minkowski Pisagor

hodograf egri oldugu gosterildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, Minkowski Pisagor hodograf egriler ve ¢ift Minkowski Pisagor

hodograf egrilerin ¢alisilabilmesi i¢in gerekli olan tanim ve teoremler verildi.
2.1. Minkowski 3—Uzay
Tanmim 2.1. R?, Oklid 3—uzaymda u = (u1, u, u3) ve v = (v, v, v3) vektorleri
icin

(w,v), = u1v1 + usvs — usvs (2.1)

seklinde tanimlanan simetrik, bilineer ve non-dejenere metrikli uzaya Minkowski
3—uzay denir ve R? ile gosterilir. Burada tammlanan (, ), metrigi Lorentz metrigi

olarak adlandirilir (O’Neill, 1983; Lopez, 2014).

Tanim 2.2. R? Minkowski 3—uzay ve u € R? olsun.

i) Eger < u,u >;> 0 veya u = 0 ise u vektorii spacelike,
i1) Eger < u,u >;< 0 ise u vektorii timelike,

i11) Eger < u,u >5= 0 ve u # 0 ise u vektorii lightlike (null) olarak adlandirilir
(O"Neill, 1983; Lopez, 2014).

Bir vektoriin causal karakteri; spacelike, timelike veya lightlike (null) olma

ozelligidir (Lopez, 2014).
Tanim 2.3. R} Minkowski 3—uzayinda,
Q = {(u17u27u3) € R? : U’% + 'U,% - U% = O} - {(07070)}

seklinde tamimlanan tiim lightlike vektorlerin kiimesine R? iin light konisi denir

(O’Neill, 1983; Lopez, 2014).

Tanim 2.4. R} Minkowski 3—uzaymnda tiim timelike vektorlerin kiimesi

T = {(uy,ug,uz) € R : u? +u2 —uZ <0}

olsun. u € 7 igin

Cw)={ueT:<uv>,<0}

seklinde tammlanan kiimeye v yi bulunduran R? {in timekonisi denir (O’Neill,
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1983; Lopez, 2014).

Tamm 2.5. U, R? Minkowski 3—uzaymn bir altuzay olsun. u,v € U igin
<u,v >, p=<u,v >p

seklinde taniml indirgenmis metrik U yu asagidaki sekilde siniflar:

i) Indirgenmis metrik pozitif tamimh yani U i¢ carpim uzay1 ise U ya spacelike

altuzay
ii) Indirgenmis metrigin indeksi 1 olan non-dejenere ise U ya timelike altuzay,

iii) Indirgenmis metrik dejenere ise U ya lightlike altuzay denir (O’Neill, 1983;
Lopez, 2014).

Tanim 2.6. R? Minkowski 3—uzayinda herhangi bir u vektorii icin

lull = V1< w,u >

seklinde tanimlanan reel say1 4 nun normu olarak adlandirilir ve normu 1 olan

vektore de birim vektor denir (O’Neill, 1983; Lopez, 2014).

Teorem 2.7. R} Minkowski 3—uzaymnda iki timelike vektér u ve v olsun.

O zaman,

i) |[< w0 > = full vl

dir ve egitlik ancak ve ancak u ve v orantil ise gecerlidir.
i1) Eger u ve v ayn1 timekonide ise

< u,v >r=—|lu||||v| cosh ¢

olacak sekilde u ve v vektorleri arasinda hiperbolik a1 olarak adlandirilan bir tek

¢ > 0 reel sayws1 vardir (O’Neill, 1983; Lopez, 2014).

Tanim 2.8. R} Minkowski 3—uzaymda u bir spacelike vektor ve v bir timelike

vektor olsun. O zaman,
|<u,v>p] = [Jul| [|v] sinh ¢

olacak sekilde u ve v vektorleri arasinda hiperbolik ag1 olarak adlandirilan bir tek

negatif olmayan ¢ reel sayis1 vardir (Ratcliffe, 2006; Ali ve Mahmoud, 2014).



Tanim 2.9. u ve v, R? Minkowski 3—uzaymda timelike altuzaymda bulunan

spacelike vektorler olsun. O zaman,
|[<u, 0> > [lull o]

dir ve

|<u,v>p] = [lul| [[v]] cosh ¢

olacak sekilde u ve v vektorleri arasinda hiperbolik a1 olarak adlandirilan bir tek

pozitif ¢ reel sayis1 vardir (Ratcliffe, 2006; Ali ve Mahmoud, 2014).

Tamm 2.10. u ve v, R? Minkowski 3—uzayimda spacelike altuzayinda bulunan

spacelike vektorler olsun. O zaman,
[<u,v > < lull o]

dir ve

|<u,v>p| =|ul||v| cosb

olacak gekilde u ve v vektorleri arasinda trigonometrik ac1 olarak adlandirilan bir

tek pozitif 6 reel sayis1 vardir (Ratcliffe, 2006; Ali ve Mahmoud, 2014).

Tanim 2.11. R? Minkowski 3—uzay ve u = (u1,us,u3), v = (vi,v9,v3) € R}

olsun.

<uAv,w >p=det(u,v,w)

esitligini saglayan

u A v = (U3 — U3Vg, U3V — UIV3, UgV] — UV2)

seklinde tanmimh vektore, v ve v nin Lorentz vektor carpimi denir. Burada
det(u, v, w), u, v, w vektorlerinin koordinatlarinin siitunlari olugturdugu matrisin

determinantidir (Lopez, 2014).

Tanim 2.12. v : I C R — R} diferansiyellenebilir doniisiime R3 de bir
(diferansiyellenebilir) egri denir. Burada I, R reel ekseninin bir agik araligidir

(Lopez, 2014).
Tamm 2.13. 7: I C R — R3, R? de bir egri olsun. V¢ € I igin

V() = dy(£],) € TR}



teget vektoriine v min hiz vektorii denir (O’Neill, 1983).
Tanim 2.14. (t) = (7,(t),75(t), v5(t)), n. dereceden polinom egrisi olsun.
7 (1) = (1(#), 72(1), 75(1),

(n — 1). dereceden bir polinom egrisine y(¢) nin hodografi denir (Farouki ve

Sakkalis, 1994).

Tanim 2.15. 7, R? de bir egri olsun. V¢ € I igin

i) ' (t) hiz vektorii spacelike ise 7 egrisine spacelike,

i1) ' (t) hiz vektorii timelike ise v egrisine timelike,

ii1) vy (t) hiz vektorii lightlike (null) ise « egrisine lightlike (null) dir denir (O’Neill,
1983; Lopez, 2014).

Eger Vt € I icin v/ (t) # 0 ise egri regiiler olarak adlandirilir ve R? Minkowski

3—uzayda egrilerin causal karakteri regiilerlik sartini etkiler (Lopez, 2014).
Onerme 2.16. R? Minkowski 3—uzayinda herhangi bir timelike ya da null egri

regiilerdir (Lopez, 2014).

Spacelike egriler bazi noktalarda regiiler olmayabilir. Bu nedenle ¢aligmanin

bundan sonraki kisimlarinda regiiler spacelike egriler dikkate alinacaktir.

Ornek 2.17. ~(t) = (¢, 12, %), ikinci dereceden polinom egrisi y — z = 0 denklemli

lightlike diizleminde bir spacelike egridir ve «y(¢) nin birinci dereceden hodografi
7 (t) = (1,2t,2t)

dir (Lopez, 2014).

Onerme 2.18. v : I € R — R3, spacelike veya timelike bir egri olsun. t, € I
verildiginde Vs € (—¢,¢€) icin [|5’ (s)]] = 1 6zeligini saglayan 3 = v o ¢ ile verilen
B (—e¢,€) — R? egrisi olacak sekilde ¢ : (—¢,¢) — (09 — ,0¢ + §) difeomorfizmi

ve 0, € > 0 vardir (Lopez, 2014).

R3 Minkowski 3—uzayinda regiiler spacelike ve timelike egriler s yay-uzunlugu
parametresi ile yeniden parametrize edilebilirler. Bir lightlike (null) egri igin ise

yay-uzunlugu ile yeniden parametrizasyonu anlaml degildir.
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Lemma 2.19. v : [ C R — R3, izi dogru olmayan bir lightlike (null) egri olsun.
H B’ (S)H = 1 olacak sekilde § = =~ o ¢ ile verilen 7 mn yeniden
parametrizasyonu vardir. v mnin yay-uzunlugu ile yari-parametrize

(veya yari-yay uzunlugu ile parametrize) edildigi soylenir (Lopez, 2014).

Uyar1 2.20. Eger v = ~(t) bir regiiler egri ve § = 7 o ¢, v nin yeniden

parametrizasyonu ise vy ve [ nin causal karakteri aymidir (Lopez, 2014).

Tamim 2.21. R} Minkowski 3—uzayda spacelike veya timelike asli normal
vektore sahip spacelike veya timelike egriler Frenet egrileri olarak adlandirilir

(Lopez, 2014).

Teorem 2.22. v, R? Minkowski 3—uzayda s yay uzunlugu ile parametrize edilmis
spacelike bir egri olsun. O zaman T' = ' (s), v nin birim spacelike teget vektorii,
N birim asli normal vektorii ve B birim binormal vektorii olmak iizere {T', N, B}

Frenet catisi icin,

i) Eger T' vektorii spacelike veya timelike ise Frenet formiilleri

T = kN
N = —exkT + 7B
B =71N

dir. Burada, e =< N, N >;= +1 dir.

ii) Bger T' vektorii Vs icin null (lightlike) yani v yar-null egri ise Frenet formiilleri

T =N
N =7N
B =-T-1B

dir. Burada < T,7 >;,=1, < NN >,=<B,B>;,=<T,N >,=<B,N >;,=0
ve < N, B >;=1 dir. 7 fonksiyonu v nin yari-burulmas: olarak adlandirihir ve ~

nin egriliginin tanimi yoktur (Lopez, 2014).

Onerme 2.23. ~(t), R? Minkowski 3—uzayda bir spacelike egri olsun.
O zaman (t), to € I ye karsilik gelen bir biikiilmeye sahiptir ancak ve ancak
tel igin”v’(t) /\7“(75)”2 = 0 dir. Bu, izole bir biikiilme noktasi durumunu
icerir. Burada I = {to} dir (Kosinka ve Jiittler, 2006).



Teorem 2.24. v, R3 Minkowski 3—uzayda yay uzunlugu ile parametrize edilmis
bir Frenet egri olsun. O zaman, ~ bir afin diizleme indirgenir ancak ve ancak

burulma sifirdir (Lopez, 2014).

Ashinda 7 = 0, bir egrinin Minkowski 3—uzayda diizlemsel olmasi i¢in ne gerekli ne
de yeterli bir koguldur. Diger taraftan, lightlike diizlemlerde bulunan
egrilerin yalnizca biikiillmelerden olugtugu gosterilebilir. Dolayisiyla bu tip egriler
burulmanin sifir olmaksizin diizlemseldirler (Minkowski egriligi 1 olarak

degerlendirilir ve burulma egrilik roliinii oynar) (Kosinka ve Jiittler, 2006).

Onerme 2.25. Eger +(t), R? Minkowski 3—uzayda sifir burulmaya sahip bir egri

ise v(t) bir diizlemsel egri veya yari-yay uzunlugu ile parametrize edilmis

W (s) 65 — 53,3v/252, 65 + 57)

_ 1
= W§<
seklinde W—null kubik (iigiincii dereceden polinom W —null) egri olarak

adlandirilan bir egridir (Walrave 1995; Kosinka ve Jiittler, 2006).

Tamm 2.26. R} Minkowski 3—uzayda bir diizlemde bulunmayan egriye uzaysal

egri denir (Kosinka ve Jiittler, 2006).

Tanim 2.27. v, R? Minkowski 3—uzayda yay uzunlugu (eger v null ise yari-yay
uzunlugu) ile parametrize edilmis regiiler bir egri olsun. 7 nin teget vektorii 7'
olmak {izere < T,u >, sabit olacak sekilde sifirdan farkh u € R? vektorii varsa
~ ya bir genel helis ve u ya paralel herhangi bir dogruya da genel helisin ekseni
denir. Ozellikle, genel helisin ekseninin null veya null olmamasina gére genel helis,
sirasiyla, dejenere veya dejenere olmayan geklinde adlandirilir (Barros vd., 2001;

Lopez, 2014).

Teorem 2.28 (Lancret Teoremi). v, R? Minkowski 3—uzayda r egrilik ve 7
burulmasina sahip bir null olmayan egri olsun. O zaman, ~ bir genel helisdir

ancak ve ancak T sabittir (Barros vd., 2001).
Teorem 2.29. v, R? Minkowski 3—uzayda s yari-yay uzunlugu yani ||’y”(s) || =1
ile parametrize edilmis bir null egri olsun. O zaman T = 7'(s), v nin lightlike

teget vektorii, N = ~"(s) birim spacelike asli normal vektorii ve < T, B >;= 1

olacak sekilde N ye ortogonal olan bir tek lightlike B binormal vektorii olmak
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tizere {T', N, B} null ¢atis1 i¢in, Frenet formiilleri

T =N
N =—T-B
B =7N

dir. Burada, B = —" (s) — 77/ (s) binormal vektor ve 7 = 1 <" (s),7"(s) >, v
nin lightlike egriligi olarak adlandirilir (Duggal ve Bejancu, 1996; Ferrandez vd.,
2001; Wang ve Pei, 2011).

Teorem 2.30. v, R} Minkowski 3—uzayda yari-yay uzunlugu ile parametrize
edilmig bir null Frenet egri olsun. Eger v nin lightlike egriligi sabit ise v bir null

helis olarak adlandirlir (Ferrandez, vd., 2001; Inoguchi ve Lee, 2008).

Teorem 2.31. v, R? Minkowski 3—uzayda yari-yay uzunlugu ile parametrize
edilmis bir null Frenet egrisi bir null genel helisdir ancak ve ancak v bir null

helisdir (Ferrandez vd., 2002; Inoguchi ve Lee, 2008).

2.2. C£(2,1) Clifford Cebiri

Dejenere olmayan bir kuadratik form ile donatilmig herhangi bir reel lineer uzay
iligkili bir Clifford cebirine sahiptir. Ozellikle, (2.1) belirsiz kuadratik forma sahip
ii¢ boyutlu reel lineer uzay olan R? Minkowski 3—uzaya karsilik gelen Clifford
cebiri C?(2,1) ile gosterilir. C'?¢(2,1) Clifford cebiri, baz elemanlarinin dort farkl
sinifina sahiptir. Bunlar; skalere 6zdes eleman 1, ortonormal baz vektorler

e1, €2, es, bivektorler ess, €31, €12 ve yari-skaler eqo3 diir.

ve eger 1 # j ise,
€Z'€j = —ejei,

temel iligkilerinden carpma igleminin degismeli olmadig kural rahatlhikla goriilebilir.
Clifford cebirinin herhangi elemani bu baz elemanlarinin bir lineer bilegimidir.
Gosterimi basitlestirmek icin Clifford cebirinin elemanlarim temsil etmek icin R3

deki vektorler kullanilacak. O halde,
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A = [ao,a17a27a37a4,a5,@67@7]
= aol + aieq + A2€9 + A3€3 + Q4623 + A5€31 + age12 + areio3

seklinde yazilabilir. Elemanlarin eslenigi ve normun karesi sirasiyla
A* - [(IO, —Qay, —Q2, —A3, —A4, —a5, —0g, —(l7]
ve
N(A) = AA* = (a2 +al+a3—a2—a2— a2+ a2+ ad?)
+(2a0a7 — 2@1(14 — 2@265 — 2&366)6123
seklinde tanimlanir. Eslenik operatorii (AB)* = B*A* esitligini saglar.
R? Minkowski 3—uzaymn tiim vektorleri,
u = (uy, ug, ug) = urey + uges + uses = [0, uq, ug, us3,0,0,0,0] € C¥(2,1)
seklinde saf vektorler ile 6zdes olarak ifade edilebilir. R? ve C¢(2,1) deki normlar
2
N (u) = |lu]
ile iligkilidir. Bivektorlerle birlegtirilmig skaler kiimesi, C'¢(2,1) Clifford cebirinin

H=R1 + Relg + Regg + R€31

ile gosterilen (split) kuaterniyonlar olarak adlandirilan alt cebirini olusturur.

Kuaterniyonlar cebirinin elemanlar:
A = [CL[), 07 07 Oa Gy, G5, Gg, 0]
= apl + asea3 + ases1 + agern

seklinde kaligrafik karakterler ile gosterilir.

.A. = aol + agq€o3 + asesz; + ageia ve B = b()l + b4€23 + b5€31 + 66612 iki (Spllt)

kuaterniyonun ¢arpimi
AB = s sp+ < vg,v5 > +S408 + Sgvs + Ug A g

ile verilir. Burada s4 = ag ve sg = by sirasiyla A ve B (split) kuaterniyonlarinin
reel kisimlari, v 4 = agea3 + ases; + agerz ve vg = byeas + bsesy + bgera sirasiyla A

ve B (split) kuaterniyonlarimin vektor kisimlar: ve
< Vg, VB >1= asbs 4+ asbs — agbg
dir (Inoguchi, 1998; Choi, 2002; Kosinka ve Jiittler, 2009).
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Lemma 2.32. H alt cebirinde WexW* = e5 nin tiim ¢oziimleri

W(1, ¢)=[ch¢,0,0,0,0,—she,0,0], ¢ € R,

W(2,¢) = [—che,0,0,0,0, —she,0,0],¢ € R,

W(3,¢) =1[0,0,0,0,—ch¢,0, —sh¢,0], ¢ € R,

W(4,¢) =1[0,0,0,0,che,0,—she,0], ¢ € R,

seklinde dort 1—parametreli sistem formundadir (Kosinka ve Jiittler, 2009).
Uyar: 2.33. WeW* = es nin tiim ¢oziimlerinin kiimesi
W={W(,¢):i=1,.,4,¢ € R},

ile gosterilir (Kosinka ve Jiittler, 2009).

2.3. Bezier Egrisi

Tanim 2.34. i = {0,1,2,...,n} olmak iizere

n : :
=" e
i
seklinde tanimlanan n. dereceden bir polinoma Bernstein polinomu denir. Burada

binom katsayilar
n _nl _ 0<i<n

i(n—i)!”
1 0, diger durumlarda
dir (Gerald, 2002).

Teorem 2.35. Bernstein polinomlar: asagidaki ozeliklere sahiptir:
1, 1:=0
0, ©#0,

i) B (0) =

1, 1=n

ii) By(1) = { |
0, i+#mn,
Br (L), te0,1],

w) B (L) < B (L), 1 #1,
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n m
. 1 [ e

vi) B} (t) Bi" (t) = ~———="B," (),
n+m
141

1
vii) / B} (t) dt = 25 (Gerald, 2002; Gravesen, 2002).
0
Tanim 2.36. ¢ € [0, 1] olmak iizere Bernstein polinomlar1 yardimiyla tanimlanan

(t) = ;B?(t)Pz
seklindeki egriye Py, Py, ..., P, kontrol noktalarina sahip bir Bezier egrisi denir

(Gravesen, 2002).
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3. MINKOWSKIi PISAGOR HODOGRAF EGRILER

Bu bolimde, Minkowski 3—uzayda Minkowski Pisagor hodograf egriler
incelendi. Oncelikle Minkowski Pisagor hodograf egrinin tanmmm ile spacelike
ve null Minkowski Pisagor hodograf egri ¢rnekleri verildi. Minkowski Pisagor
hodograf egri ile (split) kuaterniyon arasindaki iligki ele alindi ve uzaysal
Minkowski Pisagor hodograf egrinin kuaterniyonik formu verildi. Daha sonra,
¢ift Minkowski Pisagor hodograf egrinin tanimlanmasinda énemli bir egitlik elde
edildi. Son olarak, iki kompleks polinom ile tanimlanan Hopf doéniistimii
kullanilarak verilen bir Minkowski Pisagor hodografin bilesenleri, egrinin hiz ve

serbest hiperbolik agisal parametre yardimiyla iki karmagik polinom elde edildi.
Tanim 3.1. v(t) = (z(t),y(t), 2(¢)), R} Minkowski 3—uzayda polinom egri olsun.
v nm v (t) = (2'(t),y'(t), 2 (t)) hodografi baz1 o(t) reel polinom fonksiyonu icin
Pisagor yani,

22(t) +y (1) — 2%(t) = (1)
sartini sagliyorsa «y egrisine Minkowski Pisagor hodograf egri denir (Moon, 1999;

Choi vd., 2002).

Lorentz metrigin notasyonu ile Minkowski Pisagor sarti

< ()7 (t) >=0*(t)

seklinde yazilir ve Minkowski metrigi altinda (¢) min hizi |o(¢)| dir. O halde,
Minkowski Pisagor hodograf egrinin ' (t) teget vektorii (yani hodografi) timelike

olamaz. Boylece, Minkowski Pisagor hodograf egriler ya spacelike ya da null

polinom egrilerdir (Moon, 1999; Choi vd., 2002; Kosinka ve Jiittler, 2006).
Ornek 3.2. R} Minkowski 3—uzaynda

_ (16 10,3 102 10043 38 2043
v(t) = (Ft° + Ft°, 2% 4+ 2% 4 25t, 2° 4 2¢?)

polinom egrisi beginci dereceden spacelike Minkowski Pisagor hodograf egridir.

Gergekten de,

o?(t) = <y (t),7 (t)>1 = (25 + 100t + 96t4)2 > 0
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Ornek 3.3. R} Minkowski 3—uzayda

y(t) = (3t2,t — 33t + 3t3)

polinom egrisi null Minkowski Pisagor hodograf egridir. Gercekten de,

o*(t) = <v'(8),7 (t)>L =0

dir (Kosinka ve Jiittler, 2006).

Uyar1 3.4. Onerme 2.25 de verilen iiciincii dereceden polinom W —null egrisi ayni

zamanda bir Minkowski Pisagor hodograf egridir. Ciinkii herhangi polinom null

egri bir Minkowski Pisagor hodograf egridir (Kosinka ve Jiittler, 2006).

3.1. Uzaysal Minkowski Pisagor Hodograf Egrilerin Kuaterniyonik Formu

R? Minkowski 3—uzayda ' (t) = (z'(t),y (t), 2 (t)) Minkowski Pisagor hodografinin
bilegenleri, po(t), p1(t), p2(t), p3(t) polinomlarina gore

o(t) =p5(t) = pi(t) — p3(t) + pi(t)
olmak {izere
2'(t) = =2 (po(t)ps(t) + p1(t)p2(1))
y'(t) = p3(t) + pi(t) — p3(t) — p3(1), (3.1)
2 () = 2 (po(t)pa(t) + pa(t)ps(t))
seklinde ifade edilir oyle ki,

<A (1),7 () >1=a(t) +y3(t) - 22(t) = o*(t)
dir. Eger po(t), pi(t), p2(t), ps(t) polinomlart en fazla m. dereceden ise 7(t)
Minkowski Pisagor hodograf egrisi, v'(t) hodografimin integralinin alinmasiyla
n = 2m + 1 olmak {izere tek dereceye sahip olarak elde edilir. Bilegenleri (3.1)
esitligi ile verilen hodograf, kuaterniyonlarin cebiri kullanilarak

v(t) = A(t)ea A*(t) (3.2)

seklinde yazilabilir. Burada

A =p,,(t) + p1,e23 + p2,(t)ess +p3 (Hers, €=0,1,...m

Bernstein bilegenleri ile n. dereceden bir Minkowski Pisagor hodograf egri icin

1

5(n — 1) dereceye sahip

m =
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m

A(t) = po(t) + p1(t)eas + pa(t)esr + ps(t)ern = Z A7) (1 =)t (3.3)

=0

seklinde bir kuaterniyon polinom ve (3.2) deki
A*(t) = po(t) — p1(t)eas — pa(t)esr — pa(t)eis,

A(t) nin eslenigidir. A(t) nin po(t), p1(t), p2(t), ps(t) bilesen polinomlarina gore

uzaysal Minkowski Pisagor hodografi,

Y (t) =—=2(po(t)ps(t) + pr1(t)p2(t)) €1
+(P5(t) + pi(t) — p3(t) — p3(t))ea + 2 (po(t)pa(t) + pa(t)ps(t)) es
seklinde ifade edilir (Choi vd., 2002).

7'(t) Minkowski Pisagor hodografi (3.2) araciigiyla tek parametreli bir
kuaterniyon polinomlar: ailesi tarafindan iiretildigine dikkat edilirse secilen
herhangi bir A(t) nin A(t)Q(f) ile degistirilmesiyle tam olarak ayni hodograf
elde edilir. Burada, 0 < 0 < 27 i¢in

Q(0) = cos B + sin ey,

olmak iizere Q(0)e2Q*(0) = ey esitligini saglar. Ayrica, agisal degisken (3.2)
hodografinda herhangi bir degisiklik olmaksizin ¢ egri parametresinin bir

fonksiyonu olarak belirtilir. Ayni zamanda, A(t) ve B(t),

A(t)ea A"(t) = v (t) = B(t)e2B7(t)

esitligini saglayan kuaterniyon polinomlar: olmak iizere A(t) = B(t)W olacak

sekilde W € W vardir. Ornegin, ¢ € R icin
W(1,¢) = W, = cosh ¢ — sinh ¢es,
olmak tizere
WieoW5 = eq
esitligini saglar.
Uyar1 3.5. v (t) = (2'(),y (t), 2 (t)) ilkel hodografi,
obeb(z' (t),y (t), 2 (t)) = sabit

olmasiyla karakterize edilir. Pratikte ilkel hodograflar tercih edilir. Ciinkii ' (t),
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y'(t), 2'(t) nin ortak bir reel kokii genellikle y(t) egrisi tizerinde bir tepe
noktasma (ani teget ters gevrilmesine) neden olur. Bununla birlikte, asal
polinomlar po(t), pi(t), p2(t), ps(t) yi A(t) nin bilesenleri olarak se¢mek 7' (t)
nin ilkelligini garanti etmez. Asal reel polinomlar py(t), pi(t), pa(t), ps(t) igin
(eger varsa) 2 (t),% (t), 2 (t) nin ortak carpan

obeb(z'(t),y (), 2 (t)) = |obeb(po(t) + ps(t)erz, p1(t) — pa(t)ers)|” (3.4)
ile verilir. Bu, reel kokleri olmayan reel bir ¢ift dereceli h(t) polinomunu

tammmlar.  Ilkel olmayan bir uzaysal Minkowski Pisagor hodografi, A nin

derecesi 2r oldugunda m — r dereceli uygun bir kuaterniyonik polinom B(t) i¢in
h(t)B(t)eaB*(t) (3.5)
bi¢iminde yazilabilir. Elbette, po(t), p1(t), p2(t), p3(t) asal degilse

Obeb(p[) (t)a Y4 (t) P2 (t)a p3 (t) )7
(3.4) deki h(t) ye katkida bulunacaktir.
Bir polinom spacelike egrinin 7' birim spacelike tegeti ¢t parametresine gore

rasyonel bir bagimliliga sahiptir ancak ve ancak spacelike egrinin hodografi

Minkowski Pisagordur. Gercekten de T birim spacelike tegeti,

T — Hv/(t)H _ (—2(po(t)p3(t)+p1(t)pz(t)),pﬁ(t)+p§(tz—)pg(t)—p§(t),2(po(t)pl(t)+pz(t)p3(t))
7' (®) ot

ile po(t), p1(t), pa(t), ps(t) ve o(t) polinomlarma gore tanmmlanir. Null egri igin
T null tegeti,
T=7(t) = (=2(po(t)ps(t) + pr(t)pa(t).,
po(t) + pi(t) — pa(t) — pi(1), 2 (po(t)pa (L) + p2(t)ps(t)))

oldugundan py(t), p1(t), p2(t) ve p3(t) polinomlarina gére tammlanir.
Bununla birlikte, bir polinom spacelike egri i¢in

N=¢BAT, B= GG
|| TV om" ol

seklinde tanimlanan N asli normali ve B binormali genel olarak rasyonel birim
vektorler degildirler. Ciinkii ny' (t) Ay (t)H degeri genel olarak bir polinomun

karekokiinii icerir. Benzer gekilde,
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o = YIEYO AW 70 Ay > (3.6)
@]

esitligi ile verilen x burulmasinin genel olarak ¢ ye rasyonel bir bagimliliga sahip

olmasina ragmen
<A AY"(0),7" (1) >1
€
<) AY'(E), Y (t) A" (t) >1
esitligi ile verilen 7 burulmasi rasyonel bir bagimlihiga sahip degildir. 7T, N,

B, k ve T nun t ye rasyonel bagimliligin1 saglamak i¢in Boliim 4 de tanimlanacak

¢ift Minkowski Pisagor hodograf egriler dikkate alinacaktir.

Teorem 3.6. R} Minkowski 3—uzayda herhangi spacelike veya null helis bir
Minkowski Pisagor hodograftir (Kosinka ve Jiittler, 2006).

Onerme 3.7. R3 Minkowski 3—uzayda {igiincii dereceden polinom uzaysal

spacelike Minkowski Pisagor hodograf bir helisdir (Kosinka ve Jiittler, 2006).

Teorem 3.8. R} Minkowski 3—uzayda bir wuzaysal egri iigiincii
dereceden polinom Minkowski Pisagor hodograftir ancak ve ancak uzaysal egri

iiciincii dereceden polinom spacelike veya null helisdir (Kosinka ve Jiittler, 2006).

Onerme 3.9. 7(t), ‘teget vektorii po(t), pi(t), p2(t) ve ps(t)
polinom fonksiyonlar1 ile (3.1) egitligindeki gibi tamimlanan bir spacelike

uzaysal Minkowski Pisagor hodograf egri olsun. O zaman,

<A (B AY (0,7 (1) Ay () >p= 0 (t)p(t) (3.7)
seklinde bir polinom fonksiyondur. Burada,
’ / ’ 2
p(t) = 4(po(t)pi(t) — po(t)p1(t) + pa(t)pa(t) — p2(t)ps(t)) (3.8)
— (Po()ps(t) — Py ()po(t) + Py (D)pa(t) — p1(D)Ph(t)) ]
dir.
Ispat. (1) = (x(t),y(t),2(t), teget vektorii po(t), pi(t), pa(t) ve ps(t)
fonksiyonlari ile (3.1) egitligindeki gibi tanimlanan bir spacelike uzaysal Minkowski
Pisagor hodograf egri olsun. O halde,
Y () = (=2(po(t)ps(t) + pr(t)pa(t)) , p(1) + PR(t) — P3(t) — p3 (1),
2 (po(t)p1(t) + p2(t)ps(t)))

ve
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V(1) = (=2 (po(t)ps(t) + po(H)ps(t) + py(E)pa(t) + pa()pa(1) , 2(po(t)p()
= p3()p3(1)), 2(po ()1 (t) + po(t)py (1)

olmak tizere
() A (8,7 () AV (), =411 O [(po(8)ph (1) — Po(E)pr(t) + pa()ps(t)
’ 2 ’
—p2(t)ps(t))” — (Po(t)ps(t) — p3(t)po(t)
+p1(Op2(t) — pr()p5(1)?]
oldugu goriiliir. Boylece,
(&) AY"(£),7' () A" (8))
esitliginin (3.7) geklinde bir polinom fonksiyon oldugu goriiliir.
3.2. Uzaysal Minkowski Pisagor Hodograf Egrilerin Hopf Do6niisiim

Formu

Kuaterniyon gosterimine bir alternatif olarak (3.1) uzaysal Minkowski Pisagor

hodografinm C x C — R} seklinde Hopf doniigiimii araciligiyla iki karmagik

polinomdan iiretilebilecegi gozlemlendi. Bu doniisim p = (z,y,2) € R}
noktalarini

p=H(2,2) = (—Im(z3 + 22), Re(2? + 22), 2 Re(2,2)) (3.9)
esitligine gore z1(t) = po(t) + ps(t)erz ve 22(t) = pi(t) + pa(t)ers

karmagik say ciftleriyle iligkilendirilebilir.

21(t) ve z3(t) karmagik polinomlar: goz oniine alimirsa (3.1) ile tanimlanan egrinin

~'(t) hodograf,
v (t) = H(z1(t), 2(t)) (3.10)
seklinde yazilir (Choi vd., 2002).

Sanal birim ¢ yi kuaterniyon temel eleman e, ile tamimlayarak,
(3.3) kuaterniyon formdaki .A(¢) polinomu, (3.10) Hopf déniistimii formundaki
21(t) = po(t) + ps(t)era ve 29(t) = p1(t) + p2(t)er2 karmagik polinomlar: cinsinden

A(t) =21 (t) + Zg<t)€23 (311)
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seklinde ifade edilebilir (Choi vd., 2002). Tersine A(t) dan 21 (t) ve 25(t), sirasiyla

Zl(t) - %[A(t) - 612A(t)€12]> 22(t> = %[A<t) + 612A(t)€12]€23 (3'12)

esitlikleriyle elde edilir. Tabii ki, (3.11) ve (3.12) ifadeleri (3.2) veya (3.10)
aracihigiyla  belirli bir 4'(t) hodografini tammlayan A(t) kuaterniyon
polinomlarin tek parametreli ailesi veya z;(t) ve 2(t) karmagik polinom iftleri

arasinda 6zel olarak iligkilendirilir.

Bir 7' (t) = (2'(t),y'(t), 2 (t)) Minkowski Pisagor hodografi verildiginde, (3.2) ile

tanimlanan H — R} doniisiimii altindaki kuaterniyon én-goriintii A(t),

’ . acl inh z/ h
A) = /5o () + 5/ (#))[cosh ¢ + sinh pegy + ZWhors Beosho,,

- Z (t) cosh d)—l—zl (t) sinh ¢ e ]
o ()44 (1) 2

olarak ifade edilir. Burada, o(t) =< ~'(t),7(t) > ve ¢ bir serbest hiperbolik

a¢1 parametresidir. Her ¢ icin yukaridaki bagmt: R? deki belirli bir ' (t) nok-
tasinin 6n goriintiisiinii ¢ yi artirarak izlenen H kuadratik uzayimnda bir hiperbol
olarak tammlar. Hopf déniisiimii C x C — R? icin én-goriintii karmasgik polinom-

larin tek parametreli ailesi 21 (t) ve 25(t) serbest hiperbolik acisal parametre ¢ ile

sirasiyla
a1(t) = \/3(0(t) +y/ (1)feosh ¢ — HOehoz (amhe |
ve

2(t) = \/ 3o (1) +y (1)) [T RS sinh ey

seklinde verilir.
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4. CiFT MINKOWSKIi PISAGOR HODOGRAF EGRILER

Bolim 3 de belirtildigi {izere spacelike uzaysal Minkowski Pisagor hodograf
egrilerin T tegeti ve k egriligi egrinin parametresine bagh rasyonel bir
bagimhliga sahip olmasina ragmen N asli normal vektorii, B binormal vektorii
ve 7 burulmasi rasyonel bagimlihga sahip degildir. Ciinkii ||7/(t) A" (t)| degeri
genel olarak bir polinomun karekskiinii igerir. Egri parametresinde {T', N, B},
ve 7 nun tamaminin rasyonel oldugu egrileri olugturma olasiligini arastirmak igin
17/ (&) A" (t)| yani < ~'(t) A" (t),~'(t) A +"(t) > nin yapisim daha ayrintili

olarak incelemek gerekir.
(3.1) esitligi,

<AOAY' @A AYE) >0 =y [1): (1) —y ()2 1)
+a" ()2 (t) = 2'(6)2" (1))?
—(@"(t)y' (1) — 2'(t)y" (1))?
esitliginde yerine yazilirsa (3.8) ile verilen p(¢) ile (3.7) denklemi dogrulanabilir.
Ayrica (3.8) polinomu,

p(t) = o (t)— <"(1),7"(t) >L
seklinde yazlabilir. ~y(¢) polinom egrisi timelike asli normalli spacelike uzaysal

Minkowski Pisagor hodograf egri ise

p(t) = 17" (1)]” sink® g (¢)

seklinde yorumlanabilir. Burada ¢(t), timelike diizlemde bulunan spacelike 7' (t)
ve spacelike 7" (t) arasmdaki acidir. Aslinda p(t) polinomu po(t), pi(t), pa(t),
ps(t) polinomlar1 ve bunlarm tiirevleri py(t), p;(t), py(t), ps(t) cinsinden birkag
farkh sekilde yazilabilir. Ornegin,

p(t) = 4l(po(t)po(t) — pr(t)py () — pa(t)pa(t) + ps(t)ps(t))?
—(po(t)pa(t) + po(t)ps(t) + Py (H)p2(t) + pr()pa(t)?
—(po(t)po(t) + Pr(t)py (1) — p2(t)pa(t) — p3(t)ps(1))?
+(po(O)p1(t) + po(t)py (1) + pa(t)ps(2) + pa(t)ps(1))?]
seklinde veya yalmzca iki karenin farki olan (3.8) esitligindeki gibi yazilabilir.
(3.8) esitliginde iki kare fark: geklinde ifade edilen p(t) > 0 sart1 {T', N, B} Frenet

(4.1)
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catisi, k egrilik ve 7 burulmasinin egrinin ¢ parametresine gore rasyonel bir sekilde

karakterize edilmesini saglar.
Tamm 4.1. R? Minkowski 3—uzayda ~(¢) polinom egrisi i¢in

<A (0,7 (1) >L=a"(t) +y2(1) — 22(t) = o*(t) (42)
<A AY ),/ O A1) > = (Y ()" () —y ()2 (6)* + (" (1) (1)
—a'(1)2"()? = (2" () (1) — ' (t)y" (1))* (4:3)
= (ow)*(t) = *(t)p(t)

nin her ikisi de ¢ nin polinom fonksiyonlar: ise yani, (4.2) ve (4.3) kosullar1 baz
(

4.
o(t) ve w(t) polinomlar igin aym anda saglaniyorsa (t) polinom egrisine ¢ift

Minkowski Pisagor hodograf egri denir.
Ornek 4.2. R} Minkowski 3—uzaynda
v(t) = (815 — 64¢,16¢%, 315 4 64¢)

polinom egrisi t # 0 i¢in spacelike Minkowski Pisagor hodograf egri olmasina

ragmen ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egri degildir. Gergekten de,
o(t) = <y (t),7 (t)>L = 256t* > 0

ve

<Y () A" (), ~' (1) A" (t)>p = —2097152t° < 0

dur.

Uyar: 4.3. 7(t) spacelike uzaysal Minkowski Pisagor hodograf egrisinin ¢ift
Minkowski Pisagor hodograf egri olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8) esitligi ile

verilen p(t) polinom fonksiyonun sifira egit veya sifirdan biiyiik olmasidir.

O halde, cift Minkowski Pisagor hodograf egriler; timelike asli normalli spacelike
egriler, yari-null (teget vektoriiniin tiirevi null olan spacelike) egriler veya null

egrilerdir.
Ornek 4.4. R? Minkowski 3—uzaynda

(t) = (517 =8, 5%, =37 + 1)
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polinom egrisi besinci dereceden yari-null ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egridir.
Gergekten de, t # 0 igin

a?(t) = <y (), (t)>L = 16t* > 0

ve

< () AY(E), ' (8) A (t)>1 =0

dir.

Ornek 4.5. Ornek 3.3 de verilen R? Minkowski 3—uzaymda

y(t) = (3t2,t — 3t3,t + 3t3)

polinom egrisi ii¢iincii dereceden null ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egridir.

Gercekten de,

Uyar 4.6. R? Minkowski 3—uzayinda herhangi polinom yari-null veya null egriler

bir ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egridir.

Ispat. v(t), R? Minkowski 3—uzaymda herhangi polinom null egrisi olsun.

O zaman

dir. O halde,

<A OM (), Y (ON () >1=<~(t),7" () >3 — <~ (), (t) >2<7"(),7" (t) >1
esitliginden
<A NAY (@), A ) Ay () >=0
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dir. Benzer sekilde, polinom yari-null egri de bir ¢ift Minkowski Pisagor hodograf
egridir.
Simdi, agsagidaki Lemma ile timelike asli normalli spacelike ¢ift Minkowski Pisagor

hodograf egrilerin rasyonel Frenet elemanlara sahip egriler olup olmadig1 kontrol

edilecek.

Lemma 4.7. Timelike asli normalli regiiler spacelike ¢ift Minkowski Pisagor

hodograf egrisinin Frenet elemanlar: rasyonel vektorel fonksiyonlardan olusur.

Ispat. ~(t), timelike asli normalli regiiler spacelike ¢ift Minkowski Pisagor

hodograf egri olsun. O zaman +(t) min Frenet ¢atisi,

v (t)

o(t)’

V(1) A (1)
b= 0

Ne_pap2®r(®)—o®)yQ)
o(t)w(t)
dir. Ayrica egrilik ve burulmasi,
_ w(®)
- o2(t)
_ <A () >
o2 (t)w?(t)

dir. Boylece, Frenet elemanlarinin rasyonel vektorel fonksiyonlar oldugu aciktir.

Kosinka ve Jiittler (2006) den bilindigi iizere herhangi polinom spacelike veya null
genel helisler Minkowski Pisagor hodograf egrilerdir.
Diger taraftan, polinom genel helisler ile ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egriler

arasindaki iligkiyi veren agsagidaki énerme verilir.

Onerme 4.8. Polinom timelike asli normalli spacelike, yari-null veya null genel

helisler ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egrilerdir.

Ispat. =, bir polinom yari-null veya null genel helis olsun. Acikca herhangi
polinom yari-null veya null egri bir ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egri
oldugundan herhangi yari-null veya null genel helis de c¢ift Minkowski Pisagor

hodograf egridir.
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v, bir polinom timelike asli normalli spacelike genel helis ve u, v nin eksenine

paralel olan sabit bir vektor olsun. O zaman,

(Tyuy, =c
ve
(N,u); =0

dir. Burada c reel bir sabittir. O halde,
uw= (T,u); T+ (B,u), B

seklinde yazilabilir. w, T ve B nin gerdigi spacelike diizlemde oldugundan

u spacelike bir vektordiir. Boylece,
(B,u); =vV1—¢?

dir. Diger taraftan, regiiler timelike asli normalli spacelike egrisinin spacelike

birim teget vektor alani,

!

T — Vl(t)
ISl

ve spacelike binormal vektor alani,

_ O @)
|7 & @]

dir. O halde bir 6nceki ifadede verilenler, sirasiyla
(V' (®),7®), =2 (V) ),

ve

(Y OA A OANY (1), = = (VO A (1) u),

ifadelerine egittir. Hipotezden ~(t) timelike asli normalli spacelike egrisi bir
polinom genel helis oldugundan hem (7(t), u), hem de (v (t) A" (t),u) ; ifadeleri
polinomdur. O halde polinom timelike asli normalli spacelike genel helisler ¢ift

Minkowski Pisagor hodograf egrilerdir.

Lemma 4.9. Eger ~(t) polinom timelike asli normalli spacelike uzay egrisi bir
genel helis ise <7/ ) Ay (1), 7,” (t)> karma carpimi w(t) polinomunun kiipii ile
L

orantili olmak zorundadir.
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ispat. ~(t) polinom timelike asli normalli spacelike uzay egrisi bir genel helis

olsun. O zaman,

(0 (om0 0),
K(t) w3 (t)

=C

dir. Burada, ¢ bir reel sabittir. Boylece, <fy/ (t) A (1), fym (t)> karma, carpimi
L
w(t) polinomunun kiipii ile orantili olmak zorundadir.

dir. Karelerin fark: olan p(t) icin (4.1) esitligi ¢ok ilgingtir. Qﬁnkﬁ bu esitlik

ikinci Pisagor sart1 olarak isimlendirilen (4.3) sartini saglamas i¢in

W2(t) = 4(po(®)Rh (1) = Ph(DIpr(8) + Po(Ops(t) — pa(pi(t))” (4

— (Po(t)ps(t) = po(t)pa(t) + P (D)pa(t) — p1(O)Ph(t)) ]
esitligini saglayan 2 (po(t)ph (t) = po()pa (1) + pa(t)ps(t) — p2(t)ps(1)),
2 (b ()ps(t) — po(t)ps(t) + ph(O)p2(t) — pr(t)pa(t)),  w(t) Pisagor tigliisiini
(Kubota, 1972) igermek zorundadir. (4.4) denkleminin ¢oziimleri,

obeb(a(t),b(t)) = sabit olmak tizere h(t), a(t), b(t) polinomlar i¢in

po(t)ph () — po(t)pa(t) + pa(t)ps(t) — pa(t)ps(t) = h(t)(a®(t) + (1)),
Po(t)ps(t) — po(t)ps(t) + P (t)pa(t) — pr(t)pa(t) = 2h(t)a(t)b(t), (4.5)
w(t) = 2h(t)(a*(t) — b*(t))

formundadir. Ornegin,

!

obeb(po(t)ph (t) — po(t)p1(t) + pa(t)ps(t) — pa(t)ps(t),
Po(t)ps(t) — po(t)ps(t) + ph(H)pa(t) — pr(t)ph(t)) = sabit

olmak iizere h(t) = 1 alinabilir.

Onerme 4.10. Polinom timelike asli normalli spacelike, yari-null veya null slant

helisler ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egrilerdir.

Ispat. Herhangi polinom yari-null veya null egri bir cift Minkowski Pisagor
hodograf egri oldugundan herhangi yari-null veya null slant helis de ¢ift Minkowski
Pisagor hodograf egridir.

v, bir polinom timelike asli normalli spacelike slant helis olsun. O zaman,

Ne_10M 0O\ 70
om0l " ol
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timelike asli normali i¢in
(N,uy, =c
dir. Burada u sabit bir vektor ve ¢ reel bir sabittir. O halde,

(YA @®) Ay (#),u), = |y @] 7 &) A" (@) (4.6)

seklinde yazlabilir. ~(t) timelike asli normalli spacelike egrisi bir polinom egri
oldugundan (4.6) esitliginin sol tarafi polinomdur. Boylece hem (y'(t),7'(t)) .
hem de (' () A" (1), () A (1)) ; ifadeleri polinom yani polinom timelike asli

normalli spacelike slant helisler ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egrilerdir.

4.1. Gift Minkowski Pisagor Hodograf Egrilerin Kuaterniyon Formu
~(t) uzaysal Minkowski Pisagor hodograf egrisi A(¢) kuaterniyon polinomuna gore
o (t) = A()A (D),

parametrik hiza ve

V(1) = A(t)es A*(1),

V(1) = Al(t)ea A (1) + A(t)ea A (2)

esitlikleri ile birinci ve ikinci tiireve sahip olsun. ~/(t) ve 7”(¢) nin e, ey ve
e3 bazlari, sirasiyla ess, e3; ve e bazlar ile ozdes kabul edilerek saf vektor
kuaterniyonlar oldugu goz oniine alimrsa +'(t) A v”(t) vektorel garpimi, +'(¢) ve
7" (t) nin kuaterniyon ¢arpiminin vektor kismidir ve 7/(t) A" (t), bu kuaterniyon

carpimi ile onun egleniginin farkinin yarisi olarak ifade edilir. Gergekten de,

YY) = ()" (1) + (1) Ay (E)
ve
YY) = (1), () () A ()
olmak tizere
29/(t) Ay"(8) =7 ()Y" (1) =" ()" (1)
dir. Elde edilen bu esitlikte +'(t) ve ~"(t) ifadeleri yerlerine yazihrsa,

20/ (t) A1) = (At)eaA™ (1)) (A'()ea A™(t) + A(t)eaA™ (1))
— (A (W)eaA*(1) + A()e2A™(1))" (A(t)e2 A ()"
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olur.
o (t) = A(t)A*(t) = A*(1)A(t)
o' (t) = A'(t)A*(t) + A(t)A™*(t) = A™(t)A(t) + A*(t)A'(t)
esitlikleri goz éniine alnirsa

V() Ay (t) = Alt)eas A™(1) A (t)e2 A" (t) + o (1) A'(£) A*(2)
veya

V() A (E) = A(t) (e2A™ (1) A'(t)ez + A (1) A'(2)) A*(t)
seklinde yazilir. Simdi
A(t) = po(t) + p1(t)eas + pa(t)ess + ps(t)ers
icin A*(t)A'(t) ve e A*(t)A'(t)es carpanlar, sirastyla

A*(t)A'(t) = (popy — paph — p2py + paply) + (Pop) — Pop1 + Phs — DaDls) €23
+ (poph — Pyp2 + p1ps — Pips) es1 + (Popls — Pops + P1Ps — Pip2) €12

ve
ex A" (1) A'(t)e2 = — (popy — 1P — paph + paps) + (Popy — Pop1 + Pops — paps) €23
— (Poph — Pop2 + P1ps — Pips) a1 + (Pops — PoPs + piph — Pip2) €1z
seklinde verilir. Bu iki esitlik toplanirsa
AT () A'(t) + ea A" (1) A'(t)es = 2 (pop — pop1 + Paps — paps) €23
+2 (pops — pops + P1ps — Pip2) €1a
elde edilir. Boylece A*(t)A'(t) + eaA*(t)A'(t)e2 nin yalmzca A* (t) A’ (t) nin
(€23, €12) kisminin iki kat1 oldugu goriiliir. O halde, (3.8) iginde goriinen
() = po(O)ph(£) = pp(t)pa (1) + po(t)ps(t) — pa(t)ps (1),
g(t) = po(D)ps(t) — po(t)ps(t) + Py ()pa(t) — pr(t)p5(1)

polinomlarina gore

V() Ay (E) = 2A(8) [f (t) e23 — g (t) ex2] A” (2) (4.7)

seklinde yazilabilir. Bu ¢arpim bilegenlerine gore
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() = pi () +p3 (1) — p5 (1)) f (2)
=2(p1 (8) ps () +po () p2 (1)) g (1)]eas

( )g
+2[(po () ps (t) = p1 () p2 (1)) £ (t)
( )

—2(p2 (8) ps (t) — po () p1 (£))g (V)] esn
+2[2(po (1) p2 (1) — 1 (8) ps (1)) f (¢)
—(p5 () + 1 (1) + p3 (t) + 15 (1)) g (t)]er

seklinde ifade edilir ve

(Y (@) Ay (@), 7' () A" (1), = 40? (8) [ (1) — g* (2)]
oldugu goriiliir. Boylece (y'(t) Ay"(t), ¥ (t) A~"(t));,, t ye bagh bir

polinomdur ancak ve ancak f(f) ve ¢(f) polinomlar1 Pisagor iicliisiiniin

)
elemanlaridir. O halde, obeb(a(t),b(t)) = sabit olacak sekilde a(t), b(t), h(t)

polinomlar i¢in

f(t) = h(®)[a*(®) + b*(¢)],
g (t) = 2h(t)a(t)b(?)
dir.

(4.8)

v (t)AY"(t) nin bilegenleri (4.3) esitligini sagladigindan eger v(t) bir ¢ift Minkowski
Pisagor hodograf egrisi ise 7(t), reel bir A(t) polinomu ve bir B(t) kuaterniyon

polinomu cinsinden (3.5) bigiminde ifade edilir. Eger v(¢), n. dereceye sahip ise
deg (7'(t) A7"(t)) = 2n — 4 = deg(h(t)) + 2deg(B(?))
olmaldir.

Onerme 4.11. (4.4) ve (4.5) sartlarim saglayan (3.3) deki bir kuaterniyon

$
polinomu tarafindan belirtilen v(¢) ¢ift Minkowski Pisagor Hodograf egrisi igin

' (t) A~"(t) vektor ¢arpim,

ile verilen B(t) ile (3.5) kuaterniyon Pisagor formunda ifade edilebilir. Burada,

C(t) = —b(t) + G(t)ezg - G(t)egl + b(t)@m (49)

Ispat. (1), (4.4) ve (4.5) sartlarim saglayan (3.3) deki bir kuaterniyon polinomu
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tarafindan belirtilen ¢ift Minkowski Pisagor Hodograf egrisi olsun. O zaman,
v (t) A+"(t) vektorel garpim (3.5) yani
V() AY'(t) = h(t)B(t)e2B(t)

formunda ifade edilebilir. es3, e3; ve e;o kuaterniyon temel elemanlari yerine,

sirasiyla eq, es ve ez baz vektorleri diigiiniiliirse (4.7) ve (4.8) esitliklerinden
B(t)eaB*(t) = 2A(t) [(a®(t) + b*(t))er — 2a(t)b(t)es] A* (1)

olur. Esitligin sol tarafi A* (¢) ve sag tarafi A (¢) ile carpilirsa

Q(t)e2Q7(t) = 20%(t) [(a?(t) + b°(t))er — 2a(t)b(t)es]

elde edilir. Burada,

Q(t) = A*(1)B(t)

dir. Bu esitligin genel ¢oziimii

[ (a2(t)+b2(t) )e23+(a? (1) —b(t))es1 —2a(t)b(t)e12]
\a2(t)—b2(t)

dir. Burada, ¢ serbest hiperbolik ag1 parametresidir. Boylece,

0="2 (cosh ¢ — sinh ges;)

[ (a2 (1) +b2(t) ) eas+(a2(£)—b2(t) )es1 —2a(t)b(t)e12]
Va?(t)—b2(t)

elde edilir ve B(t) nin bir polinom olmasini saglamak igin, ¢ nin

B=A

(cosh ¢ — sinh gez)

: _ b(t) _ —af(t)
sinh ¢<t> = m, cosh ¢<t> = m

seklinde tanimlanan ¢ ye bagimliligi secilir. O halde yerine koyma ve sadelestirme

ile B(t) igin (4.9) ¢oziimii elde edilir.

4.2. Cift Minkowski Pisagor Hodograf Egrilerin Hopf Benzeri Doniistim

Formu
(3.9) esitligi ile verilen Hopf doniisiim formu z1(t) = po(t) + p3(t)ern ve
2o(t) = pi(t) + p2(t)ers karmagik polinomlardan uzaysal Minkowski Pisagor
hodograflar insa eder. Benzer sekilde, «(t) = po + poesr ve
B(t) = p1 — pses1 kuaterniyon polinomlar: olmak iizere
H HxH — R3

(,8) — H(a,B)=(Quai(a*B — af),aa* + BB*,af" + a*B)

seklinde tamimlanan Hopf benzeri doniigiim formu ile a(t) = po + paes; ve
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B(t) = p1 — pses; kuaterniyon polinomlart yardimiyla uzaysal Minkowski

Pisagor hodografin bilegenleri

2'(t) = Quai (a* (1) B(t) — a(t)5"(t))
y (1) = a(t)ar(t) + B(t)5"(t)
2 (t) = a(t)B(t) + a*(t)5(t)

seklinde verilir. Burada,

(4.10)

Y

Quai (™ (1)B(t) — alt)5" (1)),
a*(t)p(t) — a(t)B*(t) kuaterniyon polinomun ez, kisminin katsayisidir. Ayrica,

a(t)B'(t) — o' (O)B(E) = (po(t)ph(t) — ph(t)pa(t)
+py(t)ps(t) — pa(t)ps(1))
+(h(t)ps(t) — p3(t)po(t)
+p1 (D)p2(t) — p1()ps(t))es

esitligi elde edilir. (3.8) ve (4.11) esitlikleri kargilagtirilirsa, p(t) polinomu a(t) ve

(4.11)

B(t) kuaterniyon polinomlar ile

p(t) = AN (a(t)3'(t) — o' (t)B(1)) (4.12)
seklinde ifade edilebilir. Boylece, ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egriler bir reel
polinomun karesi olan N (a(t)5'(t) — o/(t)3(t)) igin uzaysal spacelike Minkowski
Pisagor hodograf egrilerdir. Cift Minkowski Pisagor hodograf egriler
teorisindeki éneminden dolay1, «(t)5'(t) — o/ (t)3(t) ifadesine a(t), 4(t) nin orant:
polinomu denir. (3.6), (4.11) ve (4.12) esitlikleri kullanilarak orant: polinomuna

gore spacelike uzaysal Minkowski Pisagor hodograf egrilerin egriligi

(1) — 2N @OF @ — (50
N(a(®) - N(3()

ile verilir.

Simdi, Hopf benzeri doniisiim gosterimindeki bir uzaysal Minkowski Pisagor
hodograf egrisinin bir ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egri olmasi igin (4.5)
sartlar1 baz reel polinom h(t) ve obeb (a(t),b(t)) = sabit olan

w(t) = a + bez; kuaterniyon polinomu igin
a(t)B'(t) — o/ (1)B(t) = h(t)w?(t) (4.13)
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seklinde ifade edilebilir oyle ki,

deg (h(t)) + 2deg (w(t)) = 2deg (a(t), B(t)) — 2
dir.

Farouki vd. (2009) daki gozleme benzer sekilde (4.13) esitliginin sag tarafinin
bir diizlemsel Minkowski Pisagor hodografi tamimladigi soylenebilir. Boylece,
double Minkowski Pisagor hodograf egriler ile diizlemsel Minkowski Pisagor

hodograf egriler arasindaki baglant1 asagidaki sekilde verilir.

Onerme 4.12. Hopf benzeri doéniigiim aracihigiyla a(t) ve ((t) kuaterniyon
polinomlar:1 tarafindan belirtilen uzaysal Minkowski Pisagor hodograf egrisi bir
¢ift Minkowski Pisagor hodograf egridir ancak ve ancak a(t) ve (t) kuaterniyon
polinomlarimin (4.11) oranti polinomu bir diizlemsel Minkowski Pisagor hodograf

tanmmlar.

Uzaysal Minkowski Pisagor hodograf egrisinin hodografinin bilegenleri
a(t) = po(t) + p2(t)ess ve B(t) = p1(t) — ps(t)es; kuadratik polinomlar: cinsinden
(4.10) egitliginde verilmigti. O halde (4.10) esitliginden

y'(t) = N(a(t)) + N(B(t)) (4.14)
2 (1) — es 2 (t) = 2(t) 5*(t) (4.15)

seklinde ifade edilebilir. (4.14) ve (4.15) esitliklerinin diferansiyelleri alinirsa

y' () = o' (e () + a(t) (@) (8) + B ()5 (1) + BB (8), (4.16)
2 () — e’ (6) = 200’ (5" () + () (5°) (1) (17)
esitlikleri elde edilir. (4.14), (4.15), (4.16) ve (4.17)
' a2 = texn [(z' —2'e3) (z“ + 6311'”) — (2 +2'ez) (z” — eglx”ﬂ ,
(y’z” — y”z') + es1 (x”y, — x’y”) = y' (z” + 63195”) - y” (z/ + 6311‘/)
esitliklerinde yerlerine yazilir ve

n(t) = a(®)B'(t) — o (t)B(t) (4.18)
esitligi goz oniine alinirsa,
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72—’ = 2es [0 ()5 (t)n(t) — alt)B(H)n* (1),

(2" =y"2) +ea (2"y —2'y") = 2(a* () (O)n(t) = BB (1))
elde edilir. Boylece, (4.3) esitliginden,

<A () A" (), 7 () AY"(t) > = 4N (alt) = N(B(t)N (n(t))

oldugu goriilir.  Diger taraftan o2(t) = N(a(t)) — N(B(t)) oldugundan
p(t) = 4N (n(t)) sonucu ortaya ¢ikar.

Uyar:1 4.13. p(t) nin (4.9) formundan ve ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egri
icin (4.11) sartindan ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egriler i¢in

p(t) = 4h*(H)N (w(t))?

gikarimi elde edilir.  Boylece cift Minkowski Pisagor hodograf egrileri icin

p(t) = w’(t) ile tammlanan w(t) polinomu
w(t) = 2h(t)N (w(t))

seklinde ifade edilir. O halde, Lemma 4.6 goz oniine alindiginda helisler igin
<~ () AY"(t),7"(t) >1 karma ¢arpimu (2h(t) N (w(t))? ile orantihidir.
Uyar1 4.14. Eger h(t) sabit olmayan bir polinom ise,

<A () A8,y (1) AY'(t) >= 20 (t)h(E)N (w(t))
yazilabilmesi i¢in tiim ¢ ler ic¢in A(¢) > 0 olmalidir. Diger taraftan, h(t) negatif
degilse (4.17) esitliginde h(t) yerine onun mutlak degeri olan |h(t)| yazilmalidir.

Uygulamada, ilkel diizlemsel Minkowski Pisagor hodograflarinda oldugu gibi
h(t) = sabit se¢imi tercih edilebilir.

Cift Minkowski Pisagor hodograf egrilerin kuaterniyon ve Hopf benzeri doniisiim

formiilasyonlarimi birbirine baglayan iki sonuca ulasilir.

Sonu¢ 4.15 (Orant: polinomlarin  kuaterniyon  formu). a(t) ve

B(t) kuaterniyonlarinin katsayilari

=Py, + Py, €31 Ve By =p,, —pyez1, L =0,1,....m

olsun.

A = po + piegs + paes1 + paerz = po(t) + pa(t)ess + eas(p1 — paes) = a + ez
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ile tammlanan (3.3) kuaterniyon polinomlarinin kargilik geldigi Bernstein katsayilar:

A =y +epnB, = <po,_, +p2,_,€31> + €23 (plz —szffsl)

= P, (t) + 1,623 + 2, (t)esr + p3, (t)ers
seklindedir. O halde,

€12 (aﬁﬁf - OZZBK) = % (AZAk - AZA@) N esq

seklinde yazilabilir. Boylece, Hopf benzeri doniisiim modelindeki

a(t)p'(t) — o/ (t)B(t) orantih polinomu,
exz [a(t)3'(t) — &/ ()B()] = 3 [A*(DA() — A* () A'(H)] Aea
olacak gekilde A(t) kuaterniyon polinomu ile iligkilidir. Burada,
3 [A"(DA() — A () A ()] = vekt (A" (1) A(t)) (4.19)

sirf bir vektér kuaterniyondur ve (4.19) esitligi A*(t)A(t) nin ey ve ey
katsayilar ile «(¢)3'(t) — o/ (t)3(t) nin reel ve e3; katsayilarim ézdeslestirir.

Sonug 4.16 (Cift Minkowski Pisagor hodograf sartinin kuaterniyon formu).
w(t) = a+ besy

bir kuaterniyon polinom ve Onerme 4.8 de tanitilan

C(t) = —b(t) + a(t)eas — alt)ess + b(t)erz

kuaterniyon polinomu i¢in

1C(t)eaCr(t) = (a®(t) + b2(t)) e1 — 2a(t)b(t)es = w?(t)es
dir. O halde, (4.18) esitligi kullanmlirsa Hopf benzeri doniigiim modelindeki (4.11)

¢ift Minkowski Pisagor hodograf egri sart1 kuaterniyon formu olarak

(% [A*(t)A’(t) — A" () A(t) A 631} 61) = e (a(t)B'(t) — /() B(t)) e

= h(t)ernw?(t)er = 1h(t)e1nC(t)eaC* ()
seklinde yazlabilir. Bu iligki,
[A* () A'(t) — A*(1)A()] A es; = h(t)D(t)exD*(2) (4.20)
esitligi ile ifade edilebilir. Burada,
D(t) = e12C(t) = —b(t) + a(t)ess + a(t)ess — b(t)erz (4.21)
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dir. Boylece, bir A(t) kuaterniyon polinomu ile (3.2) esitliginde belirtilen bir
uzaysal Minkowski Pisagor hodograf egrisinin bir ¢ift Minkowski Pisagor hodograf
egri olmast i¢in gerek ve yeter sart (4.21) esitligi ile verilen bazi D(t) kuaterniyon

polinomunun (4.20) esitligini saglamasidir.
4.3. Besinci Dereceden Polinom Genel Helislerin Karakterizasyonu

Beginci dereceden polinom c¢ift Minkowski Pisagor hodograf egriler goz oniine
alimirsa «(t) = po + pees1 ve B(t) = p1 — pses; fonksiyonlar ikinci dereceden
polinomlardir ve (4.13) esitliginin sol tarafindaki terim ikinci dereceden
polinomdur. Boylece h(t), w(t) cifti igin iki durum s6z konusudur. Birincisi,
h(t) sabit ve w(t) lineer polinomlar. Ikincisi, h(t) ikinci dereceden fonksiyon ve
w(t) bir sabit fonksiyondur. Boylece her iki durumda beginci dereceden polinom

helislerin iki sinifi olan genel helisler ve monoton helislere karsilik gelir.

Simdi birinci yani A(t) sabit ve w(t) lineer polinom durumu incelenecek ve

genelligi bozmaksizin h(t) = 1 kabul edilecek.

Lemma 4.16. Monoton beginci dereceden polinom spacelike helisler h (t) sabiti

ile karakterize edilir.

Ispat. o (t) = py + paesi ve B (t) = p1 — pses; derecesi iki veya daha kiiciik
kuaterniyon polinomlar olsun. Birinci olasilik, «(t) ve 5(t) polinomlarimin a, b,
r; € H icin
a(t) = alt —r)(t —r2), B(t) = b(t —r3)(t —14)
egitlikleri ile verilmesidir. O halde,
a(t)B'(t) — o (£)B(t) = abl(—r1 — 12+ 3+ 1a)t? + 2(r17m3 — 73Tt (429
+(r1 4+ ro)rry — (13 + r4)7179]
elde edilir. (4.13) esitligi ve h () = 1 oldugundan (4.22) ifadesi
w(t) = mt + n seklinde birinci dereceden bir kuaterniyon polinomun karesidir

ancak ve ancak

m? = ab(—ry —ro + 173+ 14)
mn = ab(rire — r3ry) (4.23)
n? = ab((ry + ro)r3rs — (13 +74) r173)
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dir. (4.23) esitliginin ilk iki denkleminden

m = £vVab\/—r; — 19 + 13+ 14, n = 2brre—rars)

elde edilir. Elde edilen egitlikler (4.23) un son denkleminde yerine yazilirsa

2,.2 2.2
rir5—2r17rar3ra+ryry (424)
—T1—r2+r3+ry

—T1ToT3 — T1T9T4 + 717374 + ToT3Ty =

esitligi bulunur. (4.24) esitligi

(r1 —r3)(rg —r3)(r1 —r4)(rga —1r2) =0

seklinde yeniden yazilir. Boylece,

!

a()B'(t) — o ()BE) = w (1)’
dir ancak ve ancak «(t) ve [(t) ortak bir lineer polinom carpana sahiptir.

Bu durumda obeb («(t), [ (t)) # sabit dir ki bu monoton spacelike helisleri

karakterize eder. Gergekten de, (4.10) esitliginden z', ', 2’ bilesenleri

2'(t) = (=p2 + poes1)(pr — p3esr) — (Po + p2es1)(Ps + presr)

yl (t) = (po + p2e31)(Po — P2e31) + (p1 — p3es1)(p1 + psesr),
Z (t) = (po + p2es1)(p1 + pses1) + (Po — p2es1)(p1 — Pses1)
olup

obeb (x/,y/, z/) = |obeb (po + paes1, ;1 —p3631)|2 = |0beb(oz,ﬁ)|2

dir. Ikinci olasilik, a(t) ve 3(t) polinomlarimin a, b, r; € H igin
a(t) = a(t —r)(t —re),
B(t) = b(t —r3)

esitlikleri ile verilmesidir. Benzer analiz vy = 73 veya ry = 73 oldugunu gosterir

ve ayni sonug elde edilir.

Son olasilik, a(t) ve 5(t) polinomlarmin a, b, r; € H igin

a(t) =a(t —r)(t —r2),

Bt) =b

esitlikleri ile verilmesidir. O halde, obeb(« (t),3(t)) = sabit olacagindan

bu durum celigkiye yol acar.
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w(t) nin sabit oldugu durum igin kuaterniyonlara dayali beginci dereceden
polinom spacelike Minkowski Pisagor hodografin tanimi kullanilacak.

Bir uzaysal beginci dereceden polinom spacelike genel helis,
Ao = a+ azess + ayes; + azeqo,

Ay = b+ byegs + byess + boera,

Ay = c+ cpe93 + cyes1 + cieqa,

kuaterniyon bilegenleri ile

A(t) = Ao + At + Axt?

seklinde bir ikinci dereceden polinom ile tanimlanir. pg, p1, p2, ps fonksiyonlarina

gore

po(t) = a + bt + ct?,
p1(t) = ag + byt + cut?,
pa(t) = ay + byt + ¢, 12,
p3(t) = a, + bt + c
dir.

Farouki vd. (2004) tarafindan beginci dereceden polinom Pisagor hodograf
helis igin verilen Onerme 1 ve Beltran ve Monterde (2007) tarafindan verilen cift
Pisagor hodograf egriler icin verilen Lemma 3, benzer sekilde timelike asli normalli

spacelike ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egriler i¢in agagidaki sekilde verilir.

Onerme 4.17. (3.2) esitligi ile verilen Minkowski Pisagor hodografin bir beginci
dereceden polinom Minkowski Pisagor hodograf genel helis vermesi igin yeterli
bir sart

A(t) = Ao(1 — 6)* + 24, (1 — £)t + Apt?

esitligindeki Ay, A;, Ay kuaterniyonlarinin lineer bagimli olmasidir.

Lemma 4.18. a(t) = po + pee31 ve S(t) = p1 — pses1, ¢ = 0,1,2 icin {A;}
kuaterniyonlar1 tarafindan tanimlanan beginci dereceden polinom timelike asli

normalli spacelike ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egrisinin ikinci dereceden
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polinomlar1 olsun. Eger (4.13) esitligindeki w (¢) sabit ise uygun ¢y ve ¢y reel

sayilari icin A; = cgAg + co Ao dir.

Uyar: 4.19. Hesaplamalari: daha kolay oldugu i¢in burada Bernstein bazi yerine
polinomlarin olagan bazi kullanildi. Lemma 4.18 nin ifadesinde yalnizca bir baz

degisikligi nedeniyle Bézier kuaterniyon katsayilar: i¢cin dogru kalir.

Ispat. h (t) = mg+my +mat? ve w (t) = cosh ¢ + sinh ¢es; oldugu kabul edilsin.

Burada mg, m1, ma, ¢ € R dir ve genelligi bozmaksizin |w| = 1 olsun.

(4.13)  esitligi  kuaterniyonlar  yardim1  ile  yeniden  hesaplanirsa,

egitligin sol tarafindaki ifadenin reel kismi

Po(t)pr () = po(t)pa(t) + pa(t)ps(t) — pa(t)ps(t) = (asby + abs — azb — a,b)
+2 (azcy + ac, — ayc, —azc)t
+ (=b.c — byc, + byey + be,) 2

ve ez; kisminin katsayisi

Po(t)ps(t) — p3()po(t) + pr(t)p2(t) — pr()Ps(t) = (ayb — azb, — ab, + azb.)
+2 (ayc — a ¢, — acy + azc,)t
+ (byc — b.cy — bey + bye,) 2

seklinde yazilir. Benzer gekilde esitligin sag tarafinin reel kisma,

(mo + my + mat?) cosh 26

ve ez; kisminin katsayisi

(mo + my + mot?) sinh 20

seklinde yazilir.

Boylece, (4.13) kosulu alti denklemden olusan bir sisteme cevrilir.

t nin katsayilarini esitleyerek,

_ 1 —1/7ayctazcz—acy+azcy
0 = 2 tan h (azcy+aczfayczfazc)7

ve

2 2
m; = 2\/(—%0 — QyCy + ayCy + a,0)” — (ayc — acp — acy + azc,)”,

elde edilir. Bu degerleri diger dort denklemde yerine yazilirsa
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mo = \/(_bzc - bycx + bmcy + bCZ)Q - (byC —bcr — bCy + bxcz)z

ve

mo = \/(axby +ab, — a.b — ayb,)’ — (ayb — a,b, — ab, + azb,)’
esitlikleri elde edilir. O halde,

Ay = 27,%0/‘0 + 27%2./42

oldugu goriiliir.

Teorem 4.20. Beginci dereceden polinom timelike asli normalli spacelike egri bir

genel helisdir ancak ve ancak egri bir ¢ift Minkowski Pisagor hodograf egridir.

Ispat. Onerme 4.7 de polinom timelike asli normalli spacelike genel helislerin cift

Minkowski Pisagor hodograf egriler oldugu kanitlandi.

Tersine, eger (7' (t) A~ (t),7'(t) A" (t)) bir polinom ise (4.13) esitligine sahip
olunur. Besinci dereceden polinom durumunda, yalmzca h(t) = sabit veya
w (t) = sabit olasihiklar: s6z konusudur. Eger h () = sabit ise Lemma 4.16 dan
egri monoton helisdir. Eger w (t) = sabit ise Lemma 4.18 den egriyi tanmimlayan
kuaterniyonlar lineer bagimhidir ve Onerme 4.17 den de goriilecegi iizere egri bir

genel helistir.
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