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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

Ç·IFT M·INKOWSK·I P·ISAGOR HODOGRAF E¼GR·ILER·IN

KARAKTER·IZASYONU

Merve IŞIK

Süleyman Demirel Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Ahmet YÜCESAN

Bu tez çal¬̧smas¬nda, uzaysal Minkowski Pisagor hodograf e¼grinin kuaterniyonik

formu ele al¬nd¬ve bu kuaterniyonik form kullan¬larak çift Minkowski Pisagor

hodograf e¼grinin tan¬mlanmas¬nda önemli bir eşitlik elde edildi. Daha sonra,

çift Minkowski Pisagor hodograf e¼gri tan¬mland¬ve timelike asli normalli regüler

spacelike çift Minkowski Pisagor hodograf e¼grinin Frenet elemanlar¬n¬n rasyonel

vektörel fonksiyonlar oldu¼gu gösterildi. Polinom timelike asli normalli spacelike,

yar¬-null veya null genel ve slant helislerin çift Minkowski Pisagor hodograf e¼griler

oldu¼gu gösterildi. Reel ve kuaterniyon polinomlar kullan¬larak çift Minkowski

Pisagor hodograf e¼grinin Hopf benzeri dönüşüm formu ve kuaterniyon formu elde

edildi. Son olarak, beşinci dereceden polinom timelike asli normalli spacelike

e¼grinin bir genel helis olmas¬için gerek ve yeter şart¬n bir çift Minkowski Pisagor

hodograf e¼gri oldu¼gu gösterildi.

Anahtar Kelimeler: Minkowski Pisagor hodograf e¼griler, çift Minkowski

Pisagor hodograf e¼griler, polinom genel helis, polinom slant helis.

2022, 43 sayfa
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

CHARACTERIZATION OF DOUBLE MINKOWSKI

PYTHAGOREAN HODOGRAPH CURVES

Merve IŞIK

Süleyman Demirel University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ahmet YÜCESAN

In this thesis, the quaternionic form of the spatial Minkowski Pythagorean

hodograph curve is examined and by using this quaternionic form, an important

equation is obtained in describing the double Minkowski Pythagorean

hodograph curve. Then, the double Minkowski Pythagorean hodograph curve is

de�ned and it is shown that the Frenet elements of the timelike principal normal

regular spacelike double Minkowski Pythagorean hodograph curve are rational

vector functions. It has been shown that polynomial timelike

principal normal spacelike, pseudo-null or null general and slant helices are double

Minkowski Pythagorean hodograph curves. Hopf-like map form and quaternion

form of double Minkowski Pythagorean hodograph curve are obtained by using

real and quaternion polynomials. Finally, it is shown that the necessary and

su¢ cient condition for a timelike principal normal spacelike quintic to be a

general helix is a double Minkowski Pythagorean hodograph curves.

Key Words: Minkowski Pythagorean hodograph curves, double Minkowski

Pythagorean hodograph curves, polynomial general helix, polynomial slant helix.

2022; 43 pages
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TEŞEKKÜR

Bu çal¬̧sma için beni yönlendiren ve çal¬̧smam¬n her aşamas¬nda ilgi ve deste¼gini

benden esirgemeyen dan¬̧sman hocam Prof. Dr. Ahmet YÜCESAN�a sonsuz
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S·IMGELER VE KISALTMALAR D·IZ·IN·I

A Kuaterniyon

A� Kuaterniyonun eşleni¼gi

B Binormal vektör

C`(2; 1) Cli¤ord cebiri

deg(h(t)) h(t) polinomun derecesi

H Hopf dönüşümüeH Hopf-benzeri dönüşüm

H Kuaterniyonlar cebiri

N Asli normal vektör

N Normun karesi

Qu31 Kuaterniyon polinomun e31 k¬sm¬n¬n katsay¬s¬

R3 Öklid 3� uzay

R31 Minkowski 3� uzay

T Te¼get vektör alan¬

z1; z2 Karmaş¬k polinomlar

�; � Kuaterniyon polinomlar

� E¼grilik

� Burulma

<;>L Lorentz iç çarp¬m

^ Lorentz vektörel çarp¬m
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1:G·IR·IŞ

R3 Öklid 3�uzayda 
(t) = (x(t); y(t); z(t)) polinom e¼grisinin 
0(t) hodograf¬baz¬

�(t) reel polinomu için

x0
2
(t) + y0

2
(t) + z0

2
(t) = �2(t)

Pisagor şart¬n¬sa¼gl¬yorsa 
(t) e¼grisine Pisagor hodograf denir (Farouki ve Sakkalis,

1990; Farouki ve Sakkalis, 1994). Moon (1999), Pisagor şart¬n¬R31 Minkowski

3�uzaya genelleştirmi̧s ve baz¬�(t) reel polinomu için

x0
2
(t) + y0

2
(t)� z02(t) = �2(t)

şart¬n¬sa¼glayan 
(t) e¼grisini Minkowski Pisagor hodograf olarak tan¬mlam¬̧st¬r.

R31 Minkowski 3�uzaydaki Lorentz metri¼gi notasyonu ile bu şart

< 

0
(t); 


0
(t) >L= �

2(t)

şeklinde yaz¬l¬r. Böylece Minkowski Pisagor hodograf e¼grisinin te¼get vektörü asla

timelike olamaz ve Minkowski Pisagor hodograf e¼griler ya spacelike ya da null

Minkowski Pisagor hodograf e¼grilerdir.

Çeşitli uygulamalar için düzlemsel e¼grilerin ofsetleri (kaymalar¬) gereklidir.

Örne¼gin, ofsetler bilgisayar say¬sal kontrol makinelerinin tak¬m yollar¬ olarak

kullan¬l¬r. E¼griler ve yüzeylerin temsilinin do¼grulu¼gu ve etkinli¼gi, bilgisayar

destekli geometrik tasar¬mdaki temel konulardan biri oldu¼gundan, polinom veya

rasyonel ofsetlere sahip e¼griler ayr¬nt¬l¬olarak araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Özellikle, Farouki ve

Sakkalis (1990) taraf¬ndan tan¬t¬lan Pisagor hodograf e¼grileri, rasyonel

ofsetlere sahip polinom e¼grileridir. Belirli bir e¼grinin ofsetini bir tak¬m yolu olarak

veya di¼ger uygulamalar için kullanmak için, k¬rpma i̧slemi uygulanmal¬d¬r. Bu

i̧slem istenmeyen parçalar¬ keser ve gerçek o¤seti verir. Geometriye ve o¤set

mesafesine ba¼gl¬olarak, k¬rpma i̧slemi zaman al¬c¬ve hesaplama aç¬s¬ndan zor

olabilir. Bu soruna zarif bir yaklaş¬m Moon (1999) ve Choi vd. (1999) taraf¬ndan

getirilmi̧s ve k¬rpma i̧slemi formüle edilmi̧stir. Düzlemsel bir bölgenin (Pottmann

ve Peternell, 1998; Degen, 2004) orta ekseni, s¬n¬ra en az iki noktada temas eden

tüm d¬̧s te¼get çemberlerinin merkezlerinden oluşmaktad¬r. Orta eksen dönüşümü

daha sonra, ek koordinat olarak kaŗs¬l¬k gelen çemberin yar¬çap¬n¬kullanarak,
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bölgenin orta ekseninin noktalar¬n¬n xyz�uzay¬na kald¬r¬lmas¬yla elde edilen uzay

e¼grileri sistemidir (Kosinka ve Jüttler, 2006). Düzlemsel bir bölgenin s¬n¬rlar¬

için o¤set formülü ile motive edilen Moon (1999), Minkowski Pisagor Hodograf

e¼grilerini Lorentz metri¼gine göre Minkowski (veya yar¬-Öklid) uzay¬ndaki

polinom h¬z e¼grileri olarak tan¬mlam¬̧st¬r. E¼ger orta eksen dönüşümü bir (parçal¬)

Minkowski Pisagor hodograf e¼gri ise, s¬n¬r bölgesine kaŗs¬l¬k gelen ��o¤set

e¼grileri rasyoneldir. Ayr¬ca iç ofsetler için düzeltme prosedürü daha basit hale

gelir (Pottmann ve Peternell, 1998). Böylece, Minkowski Pisagor Hodograf e¼griler

düzlemsel bölgelerin orta eksen dönüşümlerini temsil etmek için çok uygundur ve

bu gözlemler Minkowski Pisagor hodograf e¼grileri çal¬̧smaya teşvik eder.

Uzayda sabit bir vektör ile sabit bir aç¬yapan polinom e¼griler kavram¬Farouki vd.

(2004) taraf¬ndan çal¬̧s¬ld¬ve bu tür e¼griler polinom helis olarak adland¬r¬l¬r. Bir

e¼gri için, verilen sabit bir vektör (helisin ekseni) boyunca bir u birim vektörü için

hT; ui = c oluyorsa bu e¼griye helis denir. Burada c 2 R ve T = 
0

k
0k birim te¼get

vektördür. Ancak, di¼ger kaynaklarda bu e¼griler genel helis olarak da adland¬l¬r.

Benzer şekilde, T birim vektör yerine e¼grinin N asli normal vektörü düşünülürse

e¼gri slant helis olarak adland¬r¬l¬r.

E¼gri ve yüzeylerin bilgisayar destekli tasar¬m¬ alan¬ndaki baz¬ problemler ve

helis e¼griler aras¬ndaki ili̧skinin kurulmas¬nda beşinci dereceden polinom helislerin

kullan¬m¬n¬n uygun oldu¼gu görülmektedir (Choi vd., 2002; Farouki, 2002). Farouki

vd. (2004) nin çal¬̧smas¬nda bahsedildi¼gi gibi herhangi bir polinom helis bir

Pisagor hodograf e¼grisi olmal¬d¬r. Yani



0

2 bir polinomun tam karesidir. Ayr¬ca,

bu durum üçüncü dereceden polinom durumda yeterlidir. Yani, tüm Pisagor

hodoga�ar üçüncü dereceden polinom e¼griler helistir. Helis olmas¬ için di¼ger

gerekli şart ise





0^
00


2
k
0k2 ifadesinin de bir polinomun tam karesi olmas¬d¬r.

Ancak Beltran ve Monterde (2007) in çal¬̧smas¬nda





0^
00


2
k
0k2 yerine




0 ^ 
00

2
ifadesine odaklan¬lm¬̧s ve polinom helisler için hem




0

2 n¬n hem de



0 ^ 
00

2

nin polinomlar¬n tam karesi olmas¬gerekti¼gini göstermi̧slerdir. Bu tür e¼grileri de

2�Pisagor hodograf (veya çift Pisagor hodograf) e¼griler olarak isimlendirmi̧slerdir.

Ayr¬ca çift Pisagor hodogra�ar¬karakterize etmi̧sler ve beşinci derece polinom
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helis olmas¬ için gerek ve yeter şart¬n polinom e¼grisinin çift Pisagor hodograf

olmas¬ gerekti¼gini göstermi̧slerdir. Farouki vd. (2009) R3 deki regüler

polinom e¼griler için helis koşulu, rasyonel Frenet çat¬lar¬n¬n varl¬¼g¬ ve çift

Pisagor hodograf yap¬s¬ aras¬ndaki ili̧skileri uzaysal Pisagor hodograf¬n

kuaterniyon ve Hopf dönüşüm temsilleri aç¬s¬ndan aç¬klam¬̧slard¬r. Deshmukh vd.

(2019) da bir polinom e¼grisinin slant helis ise bir polinom çift Pisagor hodograf

olmas¬gerekti¼gini gösterdirler.

Minkowski 3�uzayda herhangi polinom spacelike ve null helislerin bir Minkowski

Pisagor hodograf e¼griler oldu¼gu Kosinka ve Jüttler (2006) taraf¬ndan elde edilmi̧s

ve Minkowski 3�uzayda bir uzaysal e¼grinin üçüncü dereceden polinomMinkowski

Pisagor hodograf olmas¬ için gerek ve yeter şart¬n e¼grinin spacelike veya null

üçüncü dereceden polinom helis oldu¼gunu göstermi̧slerdir.

Bu çal¬̧smalar¬n devam¬olarak bu tez çal¬̧smas¬nda Minkowski Pisagor hodograf

e¼griler yeniden ele al¬nd¬ ve uzaysal Minkowski Pisagor hodograf e¼grinin

kuaterniyonik formu kullan¬larak çift Minkowski Pisagor hodograf e¼grinin

tan¬mlanmas¬nda önemli bir eşitlik elde edildi. Daha sonra, çift Minkowski

Pisagor hodograf e¼gri kavram¬ tan¬mland¬ ve timelike asli normalli regüler

spacelike çift Minkowski Pisagor hodograf e¼grisinin Frenet elemanlar¬n¬n rasyonel

vektörel fonksiyonlar oldu¼gu gösterildi. Polinom timelike asli normalli spacelike,

yar¬-null veya null genel ve slant helislerin çift Minkowski Pisagor hodograf e¼griler

oldu¼gu gösterildi. Reel ve kuaterniyon polinomlar kullan¬larak çift Minkowski

Pisagor hodograf e¼grinin Hopf benzeri dönüşüm formu ve kuaterniyon formu elde

edildi. Son olarak, beşinci dereceden polinom timelike asli normalli spacelike

e¼grinin bir genel helis olmas¬için gerek ve yeter şart¬n bir çift Minkowski Pisagor

hodograf e¼gri oldu¼gu gösterildi.
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2: TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, Minkowski Pisagor hodograf e¼griler ve çift Minkowski Pisagor

hodograf e¼grilerin çal¬̧s¬labilmesi için gerekli olan tan¬m ve teoremler verildi.

2:1: Minkowski 3�Uzay

Tan¬m 2:1: R3, Öklid 3�uzay¬nda u = (u1; u2; u3) ve v = (v1; v2; v3) vektörleri

için

hu; viL = u1v1 + u2v2 � u3v3 (2:1)

şeklinde tan¬mlanan simetrik, bilineer ve non-dejenere metrikli uzaya Minkowski

3�uzay denir ve R31 ile gösterilir. Burada tan¬mlanan h; iL metri¼gi Lorentz metri¼gi

olarak adland¬r¬l¬r (O�Neill, 1983; Lopez, 2014).

Tan¬m 2:2: R31 Minkowski 3�uzay ve u 2 R31 olsun.

i) E¼ger < u; u >L> 0 veya u = 0 ise u vektörü spacelike,

ii) E¼ger < u; u >L< 0 ise u vektörü timelike,

iii) E¼ger < u; u >L= 0 ve u 6= 0 ise u vektörü lightlike (null) olarak adland¬r¬l¬r

(O�Neill, 1983; Lopez, 2014).

Bir vektörün causal karakteri; spacelike, timelike veya lightlike (null) olma

özelli¼gidir (Lopez, 2014).

Tan¬m 2:3: R31 Minkowski 3�uzay¬nda,

Q = f(u1; u2; u3) 2 R31 : u21 + u22 � u23 = 0g � f(0; 0; 0)g

şeklinde tan¬mlanan tüm lightlike vektörlerin kümesine R31 ün light konisi denir

(O�Neill, 1983; Lopez, 2014).

Tan¬m 2:4: R31 Minkowski 3�uzay¬nda tüm timelike vektörlerin kümesi

T = f(u1; u2; u3) 2 R31 : u21 + u22 � u23 < 0g

olsun. u 2 T için

C(v) = fu 2 T : < u; v >L< 0g

şeklinde tan¬mlanan kümeye v yi bulunduran R31 ün timekonisi denir (O�Neill,
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1983; Lopez, 2014).

Tan¬m 2:5: U , R31 Minkowski 3�uzay¬n¬n bir altuzay olsun. u; v 2 U için

< u; v >
LU=< u; v >L

şeklinde tan¬ml¬indirgenmi̧s metrik U yu aşa¼g¬daki şekilde s¬n¬�ar:

i) ·Indirgenmi̧s metrik pozitif tan¬ml¬yani U iç çarp¬m uzay¬ise U ya spacelike

altuzay

ii) ·Indirgenmi̧s metri¼gin indeksi 1 olan non-dejenere ise U ya timelike altuzay,

iii) ·Indirgenmi̧s metrik dejenere ise U ya lightlike altuzay denir (O�Neill, 1983;

Lopez, 2014).

Tan¬m 2:6: R31 Minkowski 3�uzay¬nda herhangi bir u vektörü için

kuk =
p
j< u; u >Lj

şeklinde tan¬mlanan reel say¬u nun normu olarak adland¬r¬l¬r ve normu 1 olan

vektöre de birim vektör denir (O�Neill, 1983; Lopez, 2014).

Teorem 2:7: R31 Minkowski 3�uzay¬nda iki timelike vektör u ve v olsun.

O zaman,

i) j< u; v >Lj � kuk kvk

dir ve eşitlik ancak ve ancak u ve v orant¬l¬ise geçerlidir.

ii) E¼ger u ve v ayn¬timekonide ise

< u; v >L= �kuk kvk cosh�

olacak şekilde u ve v vektörleri aras¬nda hiperbolik aç¬olarak adland¬r¬lan bir tek

� � 0 reel say¬s¬vard¬r (O�Neill, 1983; Lopez, 2014).

Tan¬m 2:8: R31 Minkowski 3�uzay¬nda u bir spacelike vektör ve v bir timelike

vektör olsun. O zaman,

j< u; v >Lj = kuk kvk sinh�

olacak şekilde u ve v vektörleri aras¬nda hiperbolik aç¬olarak adland¬r¬lan bir tek

negatif olmayan � reel say¬s¬vard¬r (Ratcli¤e, 2006; Ali ve Mahmoud, 2014).
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Tan¬m 2:9: u ve v, R31 Minkowski 3�uzay¬nda timelike altuzay¬nda bulunan

spacelike vektörler olsun. O zaman,

j< u; v >Lj > kuk kvk

dir ve

j< u; v >Lj = kuk kvk cosh�

olacak şekilde u ve v vektörleri aras¬nda hiperbolik aç¬olarak adland¬r¬lan bir tek

pozitif � reel say¬s¬vard¬r (Ratcli¤e, 2006; Ali ve Mahmoud, 2014).

Tan¬m 2:10: u ve v, R31 Minkowski 3�uzay¬nda spacelike altuzay¬nda bulunan

spacelike vektörler olsun. O zaman,

j< u; v >Lj � kuk kvk

dir ve

j< u; v >Lj = kuk kvk cos �

olacak şekilde u ve v vektörleri aras¬nda trigonometrik aç¬olarak adland¬r¬lan bir

tek pozitif � reel say¬s¬vard¬r (Ratcli¤e, 2006; Ali ve Mahmoud, 2014).

Tan¬m 2:11: R31 Minkowski 3�uzay ve u = (u1; u2; u3), v = (v1; v2; v3) 2 R31
olsun.

< u ^ v; w >L= det(u; v; w)

eşitli¼gini sa¼glayan

u ^ v = (u2v3 � u3v2; u3v1 � u1v3; u2v1 � u1v2)

şeklinde tan¬ml¬ vektöre, u ve v nin Lorentz vektör çarp¬m¬ denir. Burada

det(u; v; w), u; v; w vektörlerinin koordinatlar¬n¬n sütunlar¬oluşturdu¼gu matrisin

determinant¬d¬r (Lopez, 2014).

Tan¬m 2:12: 
 : I � R ! R31 diferansiyellenebilir dönüşüme R31 de bir

(diferansiyellenebilir) e¼gri denir. Burada I, R reel ekseninin bir aç¬k aral¬¼g¬d¬r

(Lopez, 2014).

Tan¬m 2:13: 
 : I � R! R31; R31 de bir e¼gri olsun. 8t 2 I için


0(t) = d
( d
du

��
t
) 2 T
(t)R31

6



te¼get vektörüne 
 n¬n h¬z vektörü denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:14: 
(t) = (
1(t); 
2(t); 
3(t)), n: dereceden polinom e¼grisi olsun.


0(t) = (

0
1(t); 


0
2(t); 


0
3(t));

(n � 1). dereceden bir polinom e¼grisine 
(t) n¬n hodograf¬ denir (Farouki ve

Sakkalis, 1994).

Tan¬m 2:15: 
, R31 de bir e¼gri olsun. 8t 2 I için

i) 

0
(t) h¬z vektörü spacelike ise 
 e¼grisine spacelike,

ii) 

0
(t) h¬z vektörü timelike ise 
 e¼grisine timelike,

iii) 

0
(t) h¬z vektörü lightlike (null) ise 
 e¼grisine lightlike (null) d¬r denir (O�Neill,

1983; Lopez, 2014).

E¼ger 8t 2 I için 
0 (t) 6= 0 ise e¼gri regüler olarak adland¬r¬l¬r ve R31 Minkowski

3�uzayda e¼grilerin causal karakteri regülerlik şart¬n¬etkiler (Lopez, 2014).

Önerme 2:16: R31 Minkowski 3�uzay¬nda herhangi bir timelike ya da null e¼gri

regülerdir (Lopez, 2014).

Spacelike e¼griler baz¬ noktalarda regüler olmayabilir. Bu nedenle çal¬̧sman¬n

bundan sonraki k¬s¬mlar¬nda regüler spacelike e¼griler dikkate al¬nacakt¬r.

Örnek 2:17: 
(t) = (t; t2; t2), ikinci dereceden polinom e¼grisi y�z = 0 denklemli

lightlike düzleminde bir spacelike e¼gridir ve 
(t) nin birinci dereceden hodograf¬


0(t) = (1; 2t; 2t)

d¬r (Lopez, 2014).

Önerme 2:18: 
 : I � R ! R31, spacelike veya timelike bir e¼gri olsun. t0 2 I

verildi¼ginde 8s 2 (��; �) için k�0 (s)k = 1 özeli¼gini sa¼glayan � = 
 � � ile verilen

� : (��; �)! R31 e¼grisi olacak şekilde � : (��; �)! (�0 � �; �0 + �) difeomor�zmi

ve �; � > 0 vard¬r (Lopez, 2014).

R31 Minkowski 3�uzay¬nda regüler spacelike ve timelike e¼griler s yay-uzunlu¼gu

parametresi ile yeniden parametrize edilebilirler. Bir lightlike (null) e¼gri için ise

yay-uzunlu¼gu ile yeniden parametrizasyonu anlaml¬de¼gildir.
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Lemma 2:19: 
 : I � R ! R31, izi do¼gru olmayan bir lightlike (null) e¼gri olsun.


� 00 (s)


 = 1 olacak şekilde � = 
 � � ile verilen 
 n¬n yeniden

parametrizasyonu vard¬r. 
 n¬n yay-uzunlu¼gu ile yar¬-parametrize

(veya yar¬-yay uzunlu¼gu ile parametrize) edildi¼gi söylenir (Lopez, 2014).

Uyar¬ 2:20: E¼ger 
 = 
(t) bir regüler e¼gri ve � = 
 � �, 
 n¬n yeniden

parametrizasyonu ise 
 ve � n¬n causal karakteri ayn¬d¬r (Lopez, 2014).

Tan¬m 2:21: R31 Minkowski 3�uzayda spacelike veya timelike asli normal

vektöre sahip spacelike veya timelike e¼griler Frenet e¼grileri olarak adland¬r¬l¬r

(Lopez, 2014).

Teorem 2:22: 
; R31 Minkowski 3�uzayda s yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s

spacelike bir e¼gri olsun. O zaman T = 

0
(s), 
 n¬n birim spacelike te¼get vektörü,

N birim asli normal vektörü ve B birim binormal vektörü olmak üzere fT;N;Bg

Frenet çat¬s¬için,

i) E¼ger T
0
vektörü spacelike veya timelike ise Frenet formülleri

T
0
= �N

N
0
= �"�T + �B

B
0
= �N

dir. Burada, " =< N;N >L= �1 dir.

ii) E¼ger T
0
vektörü 8s için null (lightlike) yani 
 yar¬-null e¼gri ise Frenet formülleri

T
0
= N

N
0
= �N

B
0
= �T � �B

dir. Burada < T; T >L= 1, < N;N >L=< B;B >L=< T;N >L=< B;N >L= 0

ve < N;B >L= 1 dir. � fonksiyonu 
 n¬n yar¬-burulmas¬olarak adland¬r¬l¬r ve 


n¬n e¼grili¼ginin tan¬m¬yoktur (Lopez, 2014).

Önerme 2:23: 
(t), R31 Minkowski 3�uzayda bir spacelike e¼gri olsun.

O zaman 
(t), t0 2 I ye kaŗs¬l¬k gelen bir bükülmeye sahiptir ancak ve ancak

t 2 I için



0(t) ^ 
00(t)

2 = 0 d¬r. Bu, izole bir bükülme noktas¬ durumunu

içerir. Burada I = ft0g d¬r (Kosinka ve Jüttler, 2006).
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Teorem 2:24: 
, R31 Minkowski 3�uzayda yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s

bir Frenet e¼gri olsun. O zaman, 
 bir a�n düzleme indirgenir ancak ve ancak

burulma s¬f¬rd¬r (Lopez, 2014).

Asl¬nda � = 0, bir e¼grinin Minkowski 3�uzayda düzlemsel olmas¬için ne gerekli ne

de yeterli bir koşuldur. Di¼ger taraftan, lightlike düzlemlerde bulunan

e¼grilerin yaln¬zca bükülmelerden oluştu¼gu gösterilebilir. Dolay¬s¬yla bu tip e¼griler

burulman¬n s¬f¬r olmaks¬z¬n düzlemseldirler (Minkowski e¼grili¼gi 1 olarak

de¼gerlendirilir ve burulma e¼grilik rolünü oynar) (Kosinka ve Jüttler, 2006).

Önerme 2:25: E¼ger 
(t), R31 Minkowski 3�uzayda s¬f¬r burulmaya sahip bir e¼gri

ise 
(t) bir düzlemsel e¼gri veya yar¬-yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s

W (s) = 1
6
p
2
(6s� s3; 3

p
2s2; 6s+ s3)

şeklinde W�null kubik (üçüncü dereceden polinom W�null) e¼gri olarak

adland¬r¬lan bir e¼gridir (Walrave 1995; Kosinka ve Jüttler, 2006).

Tan¬m 2:26: R31 Minkowski 3�uzayda bir düzlemde bulunmayan e¼griye uzaysal

e¼gri denir (Kosinka ve Jüttler, 2006).

Tan¬m 2:27: 
, R31 Minkowski 3�uzayda yay uzunlu¼gu (e¼ger 
 null ise yar¬-yay

uzunlu¼gu) ile parametrize edilmi̧s regüler bir e¼gri olsun. 
 n¬n te¼get vektörü T

olmak üzere < T; u >L sabit olacak şekilde s¬f¬rdan farkl¬u 2 R31 vektörü varsa


 ya bir genel helis ve u ya paralel herhangi bir do¼gruya da genel helisin ekseni

denir. Özellikle, genel helisin ekseninin null veya null olmamas¬na göre genel helis,

s¬ras¬yla, dejenere veya dejenere olmayan şeklinde adland¬r¬l¬r (Barros vd., 2001;

Lopez, 2014).

Teorem 2:28 (Lancret Teoremi): 
, R31 Minkowski 3�uzayda � e¼grilik ve �

burulmas¬na sahip bir null olmayan e¼gri olsun. O zaman, 
 bir genel helisdir

ancak ve ancak �
�
sabittir (Barros vd., 2001).

Teorem 2:29: 
, R31 Minkowski 3�uzayda s yar¬-yay uzunlu¼gu yani



00(s)

 = 1

ile parametrize edilmi̧s bir null e¼gri olsun. O zaman T = 

0
(s), 
 n¬n lightlike

te¼get vektörü, N = 

00
(s) birim spacelike asli normal vektörü ve < T;B >L= 1

olacak şekilde N ye ortogonal olan bir tek lightlike B binormal vektörü olmak
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üzere fT;N;Bg null çat¬s¬için, Frenet formülleri

T
0
= N

N
0
= ��T �B

B
0
= �N

dir. Burada, B = �
000(s)� �
0(s) binormal vektör ve � = 1
2
< 


000
(s); 


000
(s) >, 


n¬n lightlike e¼grili¼gi olarak adland¬r¬l¬r (Duggal ve Bejancu, 1996; Ferrandez vd.,

2001; Wang ve Pei, 2011).

Teorem 2:30: 
, R31 Minkowski 3�uzayda yar¬-yay uzunlu¼gu ile parametrize

edilmi̧s bir null Frenet e¼gri olsun. E¼ger 
 n¬n lightlike e¼grili¼gi sabit ise 
 bir null

helis olarak adland¬rl¬r (Ferrandez, vd., 2001; Inoguchi ve Lee, 2008).

Teorem 2:31: 
, R31 Minkowski 3�uzayda yar¬-yay uzunlu¼gu ile parametrize

edilmi̧s bir null Frenet e¼grisi bir null genel helisdir ancak ve ancak 
 bir null

helisdir (Ferrandez vd., 2002; Inoguchi ve Lee, 2008).

2:2: C`(2; 1) Cli¤ord Cebiri

Dejenere olmayan bir kuadratik form ile donat¬lm¬̧s herhangi bir reel lineer uzay

ili̧skili bir Cli¤ord cebirine sahiptir. Özellikle, (2:1) belirsiz kuadratik forma sahip

üç boyutlu reel lineer uzay olan R31 Minkowski 3�uzaya kaŗs¬l¬k gelen Cli¤ord

cebiri C`(2; 1) ile gösterilir. C`(2; 1) Cli¤ord cebiri, baz elemanlar¬n¬n dört farkl¬

s¬n¬f¬na sahiptir. Bunlar; skalere özdeş eleman 1, ortonormal baz vektörler

e1, e2, e3, bivektörler e23, e31, e12 ve yar¬-skaler e123 dür.

e21 = e
2
2 = �1 = �e23;

e223 = e
2
31 = 1 = �e212

ve e¼ger i 6= j ise,

eiej = �ejei,

temel ili̧skilerinden çarpma i̧sleminin de¼gi̧smeli olmad¬¼g¬kural¬rahatl¬kla görülebilir.

Cli¤ord cebirinin herhangi eleman¬bu baz elemanlar¬n¬n bir lineer bileşimidir.

Gösterimi basitleştirmek için Cli¤ord cebirinin elemanlar¬n¬temsil etmek için R8

deki vektörler kullan¬lacak. O halde,
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A = [a0; a1; a2; a3; a4; a5; a6; a7]

= a01 + a1e1 + a2e2 + a3e3 + a4e23 + a5e31 + a6e12 + a7e123

şeklinde yaz¬labilir. Elemanlar¬n eşleni¼gi ve normun karesi s¬ras¬yla

A� = [a0;�a1;�a2;�a3;�a4;�a5;�a6;�a7]

ve

N (A) = AA� = (a20 + a
2
1 + a

2
2 � a23 � a24 � a25 + a26 + a27)

+(2a0a7 � 2a1a4 � 2a2e5 � 2a3e6)e123
şeklinde tan¬mlan¬r. Eşlenik operatörü (AB)� = B�A� eşitli¼gini sa¼glar.

R31 Minkowski 3�uzay¬n tüm vektörleri,

u = (u1; u2; u3) �= u1e1 + u2e2 + u3e3 = [0; u1; u2; u3; 0; 0; 0; 0] 2 C`(2; 1)

şeklinde saf vektörler ile özdeş olarak ifade edilebilir. R31 ve C`(2; 1) deki normlar

N (u) = kuk2

ile ili̧skilidir. Bivektörlerle birleştirilmi̧s skaler kümesi, C`(2; 1) Cli¤ord cebirinin

H = R1 + Re12 + Re23 + Re31

ile gösterilen (split) kuaterniyonlar olarak adland¬r¬lan alt cebirini oluşturur.

Kuaterniyonlar cebirinin elemanlar¬

A = [a0; 0; 0; 0; a4; a5; a6; 0]

= a01 + a4e23 + a5e31 + a6e12

şeklinde kaligra�k karakterler ile gösterilir.

A = a01 + a4e23 + a5e31 + a6e12 ve B = b01 + b4e23 + b5e31 + b6e12 iki (split)

kuaterniyonun çarp¬m¬

AB = sAsB+ < vA; vB >L +sAvB + sBvA + vA ^ vB

ile verilir. Burada sA = a0 ve sB = b0 s¬ras¬yla A ve B (split) kuaterniyonlar¬n¬n

reel k¬s¬mlar¬, vA = a4e23 + a5e31 + a6e12 ve vB = b4e23 + b5e31 + b6e12 s¬ras¬yla A

ve B (split) kuaterniyonlar¬n¬n vektör k¬s¬mlar¬ve

< vA; vB >L= a4b4 + a5b5 � a6b6

dir (Inoguchi, 1998; Choi, 2002; Kosinka ve Jüttler, 2009).
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Lemma 2:32: H alt cebirinde We2W� = e2 nin tüm çözümleri

W(1; �)=[ch�; 0; 0; 0; 0;�sh�; 0; 0], � 2 R;

W(2; �) = [�ch�; 0; 0; 0; 0;�sh�; 0; 0]; � 2 R;

W(3; �) = [0; 0; 0; 0;�ch�; 0;�sh�; 0]; � 2 R;

W(4; �) = [0; 0; 0; 0; ch�; 0;�sh�; 0]; � 2 R;

şeklinde dört 1�parametreli sistem formundad¬r (Kosinka ve Jüttler, 2009).

Uyar¬2:33: We2W� = e2 nin tüm çözümlerinin kümesi

W = fW(i; �) : i = 1; ::; 4;� 2 Rg;

ile gösterilir (Kosinka ve Jüttler, 2009).

2:3: Bezier E¼grisi

Tan¬m 2:34: i = f0; 1; 2; :::; ng olmak üzere

Bni (t) =

0@ n

i

1A ti(1� t)n�i
şeklinde tan¬mlanan n: dereceden bir polinoma Bernstein polinomu denir. Burada

binom katsay¬lar¬0@ n

i

1A =

8<: n!
i!(n�i)! ; 0 � i � n

0; di¼ger durumlarda
dir (Gerald, 2002).

Teorem 2:35: Bernstein polinomlar¬aşa¼g¬daki özeliklere sahiptir:

i) Bni (0) =

8<: 1; i = 0

0; i 6= 0;

ii) Bni (1) =

8<: 1; i = n

0; i 6= n;
iii) Bni (t) � Bni

�
i
n

�
; t 2 [0; 1];

iv) Bnl
�
i
n

�
< Bni

�
i
n

�
; l 6= i;

v)
nX
i=0

Bni (t) = 1;
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vi) Bni (t)B
m
l (t) =

0BBB@ n
i

1CCCA
0BBB@ m
l

1CCCA
0BBB@ n+m
i+ l

1CCCA
Bn+mi+l (t) ;

vii)

1Z
0

Bni (t) dt =
1
n+1

(Gerald, 2002; Gravesen, 2002).

Tan¬m 2:36: t 2 [0; 1] olmak üzere Bernstein polinomlar¬yard¬m¬yla tan¬mlanan


(t) =
nP
i=0

Bni (t)Pi

şeklindeki e¼griye P0; P1; :::; Pn kontrol noktalar¬na sahip bir Bezier e¼grisi denir

(Gravesen, 2002).
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3:M·INKOWSK·I P·ISAGOR HODOGRAF E¼GR·ILER

Bu bölümde, Minkowski 3�uzayda Minkowski Pisagor hodograf e¼griler

incelendi. Öncelikle Minkowski Pisagor hodograf e¼grinin tan¬m¬ ile spacelike

ve null Minkowski Pisagor hodograf e¼gri örnekleri verildi. Minkowski Pisagor

hodograf e¼gri ile (split) kuaterniyon aras¬ndaki ili̧ski ele al¬nd¬ ve uzaysal

Minkowski Pisagor hodograf e¼grinin kuaterniyonik formu verildi. Daha sonra,

çift Minkowski Pisagor hodograf e¼grinin tan¬mlanmas¬nda önemli bir eşitlik elde

edildi. Son olarak, iki kompleks polinom ile tan¬mlanan Hopf dönüşümü

kullan¬larak verilen bir Minkowski Pisagor hodograf¬n bileşenleri, e¼grinin h¬z¬ve

serbest hiperbolik aç¬sal parametre yard¬m¬yla iki karmaş¬k polinom elde edildi.

Tan¬m 3:1: 
(t) = (x(t); y(t); z(t)), R31 Minkowski 3�uzayda polinom e¼gri olsun.


 n¬n 

0
(t) = (x

0
(t); y

0
(t); z

0
(t)) hodograf¬baz¬�(t) reel polinom fonksiyonu için

Pisagor yani,

x
02(t) + y

02(t)� z02(t) = �2(t)

şart¬n¬sa¼gl¬yorsa 
 e¼grisine Minkowski Pisagor hodograf e¼gri denir (Moon, 1999;

Choi vd., 2002).

Lorentz metri¼gin notasyonu ile Minkowski Pisagor şart¬

< 

0
(t); 


0
(t) >L= �

2(t)

şeklinde yaz¬l¬r ve Minkowski metri¼gi alt¬nda 
(t) n¬n h¬z¬ j�(t)j dir. O halde,

Minkowski Pisagor hodograf e¼grinin 

0
(t) te¼get vektörü (yani hodograf¬) timelike

olamaz. Böylece, Minkowski Pisagor hodograf e¼griler ya spacelike ya da null

polinom e¼grilerdir (Moon, 1999; Choi vd., 2002; Kosinka ve Jüttler, 2006).

Örnek 3:2: R31 Minkowski 3�uzay¬nda


(t) = (16
5
t5 + 10

3
t3; 102

5
t5 + 100

3
t3 + 25t; 38

5
t5 + 20

3
t3)

polinom e¼grisi beşinci dereceden spacelike Minkowski Pisagor hodograf e¼gridir.

Gerçekten de,

�2(t) = <

0
(t); 


0
(t)>L = (25 + 100t

2 + 96t4)2 > 0

d¬r.
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Örnek 3:3: R31 Minkowski 3�uzayda


(t) = (3t2; t� 3t3; t+ 3t3)

polinom e¼grisi null Minkowski Pisagor hodograf e¼gridir. Gerçekten de,

�2(t) = <

0
(t); 


0
(t)>L = 0

d¬r (Kosinka ve Jüttler, 2006).

Uyar¬3:4: Önerme 2:25 de verilen üçüncü dereceden polinomW�null e¼grisi ayn¬

zamanda bir Minkowski Pisagor hodograf e¼gridir. Çünkü herhangi polinom null

e¼gri bir Minkowski Pisagor hodograf e¼gridir (Kosinka ve Jüttler, 2006).

3:1:Uzaysal Minkowski Pisagor Hodograf E¼grilerin Kuaterniyonik Formu

R31Minkowski 3�uzayda 

0
(t) = (x

0
(t); y

0
(t); z

0
(t))Minkowski Pisagor hodograf¬n¬n

bileşenleri, p0(t), p1(t), p2(t), p3(t) polinomlar¬na göre

�(t) = p20(t)� p21(t)� p22(t) + p23(t)

olmak üzere

x0(t) = �2 (p0(t)p3(t) + p1(t)p2(t))

y
0
(t) = p20(t) + p

2
1(t)� p22(t)� p23(t);

z
0
(t) = 2 (p0(t)p1(t) + p2(t)p3(t))

(3:1)

şeklinde ifade edilir öyle ki,

< 

0
(t); 


0
(t) >L= x

02(t) + y
02(t)� z02(t) = �2(t)

dir. E¼ger p0(t), p1(t), p2(t), p3(t) polinomlar¬ en fazla m: dereceden ise 
(t)

Minkowski Pisagor hodograf e¼grisi, 

0
(t) hodograf¬n¬n integralinin al¬nmas¬yla

n = 2m + 1 olmak üzere tek dereceye sahip olarak elde edilir. Bileşenleri (3:1)

eşitli¼gi ile verilen hodograf, kuaterniyonlar¬n cebiri kullan¬larak



0
(t) = A(t)e2A�(t) (3:2)

şeklinde yaz¬labilir. Burada

A` = p0` (t) + p1`e23 + p2`(t)e31 + p3`(t)e12; ` = 0; 1; :::;m

Bernstein bileşenleri ile n: dereceden bir Minkowski Pisagor hodograf e¼gri için

m = 1
2
(n� 1) dereceye sahip
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A(t) = p0(t) + p1(t)e23 + p2(t)e31 + p3(t)e12 =
mX
`=0

A`
�
m
`

�
(1� t)m�`t`; (3:3)

şeklinde bir kuaterniyon polinom ve (3:2) deki

A�(t) = p0(t)� p1(t)e23 � p2(t)e31 � p3(t)e12;

A(t) nin eşleni¼gidir. A(t) nin p0(t), p1(t), p2(t), p3(t) bileşen polinomlar¬na göre

uzaysal Minkowski Pisagor hodograf¬,



0
(t) = �2 (p0(t)p3(t) + p1(t)p2(t)) e1

+(p20(t) + p
2
1(t)� p22(t)� p23(t))e2 + 2 (p0(t)p1(t) + p2(t)p3(t)) e3

şeklinde ifade edilir (Choi vd., 2002).



0
(t) Minkowski Pisagor hodograf¬ (3:2) arac¬l¬¼g¬yla tek parametreli bir

kuaterniyon polinomlar¬ ailesi taraf¬ndan üretildi¼gine dikkat edilirse seçilen

herhangi bir A(t) nin A(t)Q(�) ile de¼gi̧stirilmesiyle tam olarak ayn¬ hodograf

elde edilir. Burada, 0 � � � 2� için

Q(�) = cos � + sin �e2;

olmak üzere Q(�)e2Q�(�) = e2 eşitli¼gini sa¼glar. Ayr¬ca, aç¬sal de¼gi̧sken (3:2)

hodograf¬nda herhangi bir de¼gi̧siklik olmaks¬z¬n t e¼gri parametresinin bir

fonksiyonu olarak belirtilir. Ayn¬zamanda, A(t) ve B(t),

A(t)e2A�(t) = 

0
(t) = B(t)e2B�(t)

eşitli¼gini sa¼glayan kuaterniyon polinomlar¬ olmak üzere A(t) = B(t)W olacak

şekilde W 2W vard¬r. Örne¼gin, � 2 R için

W(1; �) =W1 = cosh�� sinh�e31;

olmak üzere

W1e2W�
1 = e2

eşitli¼gini sa¼glar.

Uyar¬3:5: 
0(t) = (x0(t); y0(t); z0(t)) ilkel hodograf¬,

obeb(x
0
(t); y

0
(t); z

0
(t)) = sabit

olmas¬yla karakterize edilir. Pratikte ilkel hodogra�ar tercih edilir. Çünkü x
0
(t),
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y
0
(t), z

0
(t) nin ortak bir reel kökü genellikle 
(t) e¼grisi üzerinde bir tepe

noktas¬na (ani te¼get ters çevrilmesine) neden olur. Bununla birlikte, asal

polinomlar p0(t), p1(t), p2(t), p3(t) yi A(t) nin bileşenleri olarak seçmek 

0
(t)

nin ilkelli¼gini garanti etmez. Asal reel polinomlar p0(t), p1(t), p2(t), p3(t) için

(e¼ger varsa) x
0
(t); y

0
(t); z

0
(t) nin ortak çarpan¬

obeb(x
0
(t); y

0
(t); z

0
(t)) = jobeb(p0(t) + p3(t)e12; p1(t)� p2(t)e12)j2 (3:4)

ile verilir. Bu, reel kökleri olmayan reel bir çift dereceli h(t) polinomunu

tan¬mlar. ·Ilkel olmayan bir uzaysal Minkowski Pisagor hodograf¬, h nin

derecesi 2r oldu¼gunda m� r dereceli uygun bir kuaterniyonik polinom B(t) için

h(t)B(t)e2B�(t) (3:5)

biçiminde yaz¬labilir. Elbette, p0(t), p1(t), p2(t), p3(t) asal de¼gilse

obeb(p0(t); p1(t),p2(t); p3(t)),

(3:4) deki h(t) ye katk¬da bulunacakt¬r.

Bir polinom spacelike e¼grinin T birim spacelike te¼geti t parametresine göre

rasyonel bir ba¼g¬ml¬l¬¼ga sahiptir ancak ve ancak spacelike e¼grinin hodograf¬

Minkowski Pisagordur. Gerçekten de T birim spacelike te¼geti,

T = 

0
(t)

k
0 (t)k =
(�2(p0(t)p3(t)+p1(t)p2(t));p20(t)+p21(t)�p22(t)�p23(t);2(p0(t)p1(t)+p2(t)p3(t))

�(t)

ile p0(t), p1(t), p2(t), p3(t) ve �(t) polinomlar¬na göre tan¬mlan¬r. Null e¼gri için

T null te¼geti,

T = 

0
(t) = (�2 (p0(t)p3(t) + p1(t)p2(t)) ;

p20(t) + p
2
1(t)� p22(t)� p23(t); 2 (p0(t)p1(t) + p2(t)p3(t)))

oldu¼gundan p0(t), p1(t), p2(t) ve p3(t) polinomlar¬na göre tan¬mlan¬r.

Bununla birlikte, bir polinom spacelike e¼gri için

N = "B ^ T; B = 

0
(t)^
00 (t)

k
0 (t)^
00 (t)k

şeklinde tan¬mlanan N asli normali ve B binormali genel olarak rasyonel birim

vektörler de¼gildirler. Çünkü



0(t) ^ 
00(t)

 de¼geri genel olarak bir polinomun

karekökünü içerir. Benzer şekilde,
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� =

p
j< 
0(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t) >Lj

k
0(t)k3
(3:6)

eşitli¼gi ile verilen � burulmas¬n¬n genel olarak t ye rasyonel bir ba¼g¬ml¬l¬¼ga sahip

olmas¬na ra¼gmen

� = �" < 
0(t) ^ 
00(t); 
000(t) >L
< 
0(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t) >L

eşitli¼gi ile verilen � burulmas¬ rasyonel bir ba¼g¬ml¬l¬¼ga sahip de¼gildir. T , N ,

B, � ve � nun t ye rasyonel ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n¬sa¼glamak için Bölüm 4 de tan¬mlanacak

çift Minkowski Pisagor hodograf e¼griler dikkate al¬nacakt¬r.

Teorem 3:6: R31 Minkowski 3�uzayda herhangi spacelike veya null helis bir

Minkowski Pisagor hodograft¬r (Kosinka ve Jüttler, 2006).

Önerme 3:7: R31 Minkowski 3�uzayda üçüncü dereceden polinom uzaysal

spacelike Minkowski Pisagor hodograf bir helisdir (Kosinka ve Jüttler, 2006).

Teorem 3:8: R31 Minkowski 3�uzayda bir uzaysal e¼gri üçüncü

dereceden polinom Minkowski Pisagor hodograft¬r ancak ve ancak uzaysal e¼gri

üçüncü dereceden polinom spacelike veya null helisdir (Kosinka ve Jüttler, 2006).

Önerme 3:9: 
(t), te¼get vektörü p0(t), p1(t), p2(t) ve p3(t)

polinom fonksiyonlar¬ ile (3:1) eşitli¼gindeki gibi tan¬mlanan bir spacelike

uzaysal Minkowski Pisagor hodograf e¼gri olsun. O zaman,

< 

0
(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t) >L= �2(t)�(t) (3:7)

şeklinde bir polinom fonksiyondur. Burada,

�(t) = 4[
�
p0(t)p

0
1(t)� p00(t)p1(t) + p

0
2(t)p3(t)� p2(t)p

0
3(t)

�2
�
�
p00(t)p3(t)� p

0
3(t)p0(t) + p

0
1(t)p2(t)� p1(t)p02(t)

�2
]

(3:8)

dir.

·Ispat. 
(t) = (x(t); y(t); z(t)), te¼get vektörü p0(t), p1(t), p2(t) ve p3(t)

fonksiyonlar¬ile (3:1) eşitli¼gindeki gibi tan¬mlanan bir spacelike uzaysal Minkowski

Pisagor hodograf e¼gri olsun. O halde,



0
(t) = (�2 (p0(t)p3(t) + p1(t)p2(t)) ; p20(t) + p21(t)� p22(t)� p23(t);

2 (p0(t)p1(t) + p2(t)p3(t)))

ve
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00
(t) = (�2

�
p
0
0(t)p3(t) + p0(t)p

0
3(t) + p

0
1(t)p2(t) + p1(t)p

0
2(t)

�
; 2(p0(t)p

0
0(t)

+p1(t)p
0
1(t) � p

0
2(t)p2(t)� p3(t)p

0
3(t)); 2(p

0
0(t)p1(t) + p0(t)p

0
1(t)

+p
0
2(t)p3(t) + p2(t)p

0
3(t)))

olmak üzere

h
0(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t)iL = 4 k
0(t)k2 [
�
p0(t)p

0
1(t)� p00(t)p1(t) + p

0
2(t)p3(t)

�p2(t)p
0
3(t)

�2 � �p00(t)p3(t)� p03(t)p0(t)
+ p01(t)p2(t)� p1(t)p02(t))2]

oldu¼gu görülür. Böylece,

h
0(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t)iL

eşitli¼ginin (3:7) şeklinde bir polinom fonksiyon oldu¼gu görülür.

3:2: Uzaysal Minkowski Pisagor Hodograf E¼grilerin Hopf Dönüşüm

Formu

Kuaterniyon gösterimine bir alternatif olarak (3:1) uzaysal Minkowski Pisagor

hodograf¬n¬n C � C ! R31 şeklinde Hopf dönüşümü arac¬l¬¼g¬yla iki karmaş¬k

polinomdan üretilebilece¼gi gözlemlendi. Bu dönüşüm p = (x; y; z) 2 R31
noktalar¬n¬

p = H (z1; z2) = (� _Im(z21 + z22);Re(z21 + z22); 2Re(z1
�
z2)) (3:9)

eşitli¼gine göre z1(t) = p0(t) + p3(t)e12 ve z2(t) = p1(t) + p2(t)e12

karmaş¬k say¬çiftleriyle ili̧skilendirilebilir.

z1(t) ve z2(t) karmaş¬k polinomlar¬göz önüne al¬n¬rsa (3:1) ile tan¬mlanan e¼grinin



0
(t) hodograf¬,



0
(t) = H(z1(t); z2(t)) (3:10)

şeklinde yaz¬l¬r (Choi vd., 2002).

Sanal birim i yi kuaterniyon temel eleman e12 ile tan¬mlayarak,

(3:3) kuaterniyon formdaki A(t) polinomu, (3:10) Hopf dönüşümü formundaki

z1(t) = p0(t) + p3(t)e12 ve z2(t) = p1(t) + p2(t)e12 karmaş¬k polinomlar¬cinsinden

A(t) = z1(t) + z2(t)e23 (3:11)
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şeklinde ifade edilebilir (Choi vd., 2002). Tersine A(t) dan z1(t) ve z2(t), s¬ras¬yla

z1(t) =
1
2
[A(t)� e12A(t)e12], z2(t) =

1
2
[A(t) + e12A(t)e12]e23 (3:12)

eşitlikleriyle elde edilir. Tabii ki, (3:11) ve (3:12) ifadeleri (3:2) veya (3:10)

arac¬l¬¼g¬yla belirli bir 

0
(t) hodograf¬n¬ tan¬mlayan A(t) kuaterniyon

polinomlar¬n tek parametreli ailesi veya z1(t) ve z2(t) karmaş¬k polinom çiftleri

aras¬nda özel olarak ili̧skilendirilir.

Bir 

0
(t) = (x

0
(t); y

0
(t); z

0
(t)) Minkowski Pisagor hodograf¬verildi¼ginde, (3:2) ile

tan¬mlanan H! R31 dönüşümü alt¬ndaki kuaterniyon ön-görüntü A(t),

A(t) =
q

1
2
(�(t) + y0(t))[cosh�+ sinh�e31 +

x
0
(t) sinh�+z

0
(t) cosh�

�(t)+y0 (t)
e23

�x
0
(t) cosh�+z

0
(t) sinh�

�(t)+y0 (t)
e12]

olarak ifade edilir. Burada, �(t) =< 

0
(t); 


0
(t) >L ve � bir serbest hiperbolik

aç¬parametresidir. Her t için yukar¬daki ba¼g¬nt¬R31 deki belirli bir 

0
(t) nok-

tas¬n¬n ön görüntüsünü � yi art¬rarak izlenen H kuadratik uzay¬nda bir hiperbol

olarak tan¬mlar. Hopf dönüşümü C� C! R31 için ön-görüntü karmaş¬k polinom-

lar¬n tek parametreli ailesi z1(t) ve z2(t) serbest hiperbolik aç¬sal parametre � ile

s¬ras¬yla

z1(t) =
q

1
2
(�(t) + y0(t))[cosh�� x

0
(t) cosh�+z

0
(t) sinh�

�(t)+y0 (t)
e12]

ve

z2(t) =
q

1
2
(�(t) + y0(t))[x

0
(t) sinh�+z

0
(t) cosh�

�(t)+y0 (t)
+ sinh�e12]

şeklinde verilir.
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4: Ç·IFT M·INKOWSK·I P·ISAGOR HODOGRAF E¼GR·ILER

Bölüm 3 de belirtildi¼gi üzere spacelike uzaysal Minkowski Pisagor hodograf

e¼grilerin T te¼geti ve � e¼grili¼gi e¼grinin parametresine ba¼gl¬ rasyonel bir

ba¼g¬ml¬l¬¼ga sahip olmas¬na ra¼gmen N asli normal vektörü, B binormal vektörü

ve � burulmas¬rasyonel ba¼g¬ml¬l¬¼ga sahip de¼gildir. Çünkü k
0(t) ^ 
00(t)k de¼geri

genel olarak bir polinomun karekökünü içerir. E¼gri parametresinde fT;N;Bg, �

ve � nun tamam¬n¬n rasyonel oldu¼gu e¼grileri oluşturma olas¬l¬¼g¬n¬araşt¬rmak için

k
0(t) ^ 
00(t)k yani < 
0(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t) >L nin yap¬s¬n¬daha ayr¬nt¬l¬

olarak incelemek gerekir.

(3:1) eşitli¼gi,

< 
0(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t) >L = (y
0
(t)z

00
(t)� y00(t)z0(t))2

+(x
00
(t)z0(t)� x0(t)z00(t))2

�(x00(t)y0(t)� x0(t)y00(t))2

eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa (3:8) ile verilen �(t) ile (3:7) denklemi do¼grulanabilir.

Ayr¬ca (3:8) polinomu,

�(t) = �
02(t)� < 
00(t); 
00(t) >L

şeklinde yaz¬labilir. 
(t) polinom e¼grisi timelike asli normalli spacelike uzaysal

Minkowski Pisagor hodograf e¼gri ise

�(t) = k
00(t)k2 sinh2 �(t)

şeklinde yorumlanabilir. Burada �(t), timelike düzlemde bulunan spacelike 

0
(t)

ve spacelike 

00
(t) aras¬ndaki aç¬d¬r. Asl¬nda �(t) polinomu p0(t), p1(t), p2(t),

p3(t) polinomlar¬ve bunlar¬n türevleri p
0
0(t), p

0
1(t), p

0
2(t), p

0
3(t) cinsinden birkaç

farkl¬şekilde yaz¬labilir. Örne¼gin,

�(t) = 4[(p0(t)p
0
0(t)� p1(t)p

0
1(t)� p2(t)p

0
2(t) + p3(t)p

0
3(t))

2

�(p00(t)p3(t) + p0(t)p
0
3(t) + p

0
1(t)p2(t) + p1(t)p

0
2(t))

2

�(p0(t)p
0
0(t) + p1(t)p

0
1(t)� p2(t)p

0
2(t)� p3(t)p

0
3(t))

2

+(p
0
0(t)p1(t) + p0(t)p

0
1(t) + p

0
2(t)p3(t) + p2(t)p

0
3(t))

2]

(4:1)

şeklinde veya yaln¬zca iki karenin fark¬ olan (3:8) eşitli¼gindeki gibi yaz¬labilir.

(3:8) eşitli¼ginde iki kare fark¬şeklinde ifade edilen �(t) > 0 şart¬fT;N;Bg Frenet
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çat¬s¬, � e¼grilik ve � burulmas¬n¬n e¼grinin t parametresine göre rasyonel bir şekilde

karakterize edilmesini sa¼glar.

Tan¬m 4:1: R31 Minkowski 3�uzayda 
(t) polinom e¼grisi için

< 

0
(t); 


0
(t) >L= x

02(t) + y
02(t)� z02(t) = �2(t) (4:2)

ve

< 
0(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t) >L = (y
0
(t)z

00
(t)� y00(t)z0(t))2 + (x00(t)z0(t)

�x0(t)z00(t))2 � (x00(t)y0(t)� x0(t)y00(t))2

= (�!)2(t) = �2(t)�(t)

(4:3)

nin her ikisi de t nin polinom fonksiyonlar¬ise yani, (4:2) ve (4:3) koşullar¬baz¬

�(t) ve !(t) polinomlar¬ için ayn¬anda sa¼glan¬yorsa 
(t) polinom e¼grisine çift

Minkowski Pisagor hodograf e¼gri denir.

Örnek 4:2: R31 Minkowski 3�uzay¬nda


(t) = (8
5
t5 � 64t; 16t3; 8

5
t5 + 64t)

polinom e¼grisi t 6= 0 için spacelike Minkowski Pisagor hodograf e¼gri olmas¬na

ra¼gmen çift Minkowski Pisagor hodograf e¼gri de¼gildir. Gerçekten de,

�2(t) = <

0
(t); 


0
(t)>L = 256t

4 > 0

ve

<
0(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t)>L = �2097152t6 < 0

d¬r.

Uyar¬4:3: 
(t) spacelike uzaysal Minkowski Pisagor hodograf e¼grisinin çift

Minkowski Pisagor hodograf e¼gri olmas¬için gerek ve yeter şart (3:8) eşitli¼gi ile

verilen �(t) polinom fonksiyonun s¬f¬ra eşit veya s¬f¬rdan büyük olmas¬d¬r.

O halde, çift Minkowski Pisagor hodograf e¼griler; timelike asli normalli spacelike

e¼griler, yar¬-null (te¼get vektörünün türevi null olan spacelike) e¼griler veya null

e¼grilerdir.

Örnek 4:4: R31 Minkowski 3�uzay¬nda


(t) = (8
5
t5 � 8; 4

3
t3;�8

5
t5 + 1)
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polinom e¼grisi beşinci dereceden yar¬-null çift Minkowski Pisagor hodograf e¼gridir.

Gerçekten de, t 6= 0 için

�2(t) = <

0
(t); 


0
(t)>L = 16t

4 > 0

ve

<
0(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t)>L = 0

d¬r.

Örnek 4:5: Örnek 3:3 de verilen R31 Minkowski 3�uzay¬nda


(t) = (3t2; t� 3t3; t+ 3t3)

polinom e¼grisi üçüncü dereceden null çift Minkowski Pisagor hodograf e¼gridir.

Gerçekten de,

�2(t) = <

0
(t); 


0
(t)>L = 0

ve

<
0(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t)>L = 0

d¬r.

Uyar¬4:6: R31Minkowski 3�uzay¬nda herhangi polinom yar¬-null veya null e¼griler

bir çift Minkowski Pisagor hodograf e¼gridir.

·Ispat. 
(t), R31 Minkowski 3�uzay¬nda herhangi polinom null e¼grisi olsun.

O zaman

< 
0(t); 
0(t) >L= 0

ve

< 
0(t); 

00
(t) >L= 0

dir. O halde,

< 
0(t)^
00(t); 
0(t)^
00(t) >L=< 
0(t); 

00
(t) >2L � < 


0
(t); 


0
(t) >L< 


00
(t); 


00
(t) >L

eşitli¼ginden

< 
0(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t) >L= 0
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d¬r. Benzer şekilde, polinom yar¬-null e¼gri de bir çift Minkowski Pisagor hodograf

e¼gridir.

Şimdi, aşa¼g¬daki Lemma ile timelike asli normalli spacelike çift Minkowski Pisagor

hodograf e¼grilerin rasyonel Frenet elemanlara sahip e¼griler olup olmad¬¼g¬kontrol

edilecek.

Lemma 4:7: Timelike asli normalli regüler spacelike çift Minkowski Pisagor

hodograf e¼grisinin Frenet elemanlar¬rasyonel vektörel fonksiyonlardan oluşur.

·Ispat. 
(t), timelike asli normalli regüler spacelike çift Minkowski Pisagor

hodograf e¼gri olsun. O zaman 
(t) n¬n Frenet çat¬s¬,

T =


0
(t)

�(t)
;

B =


0
(t) ^ 
00(t)
�(t)!(t)

ve

N = �B ^ T = �(t)

00
(t)� �0(t)
0(t)
�(t)!(t)

dir. Ayr¬ca e¼grilik ve burulmas¬,

� =
!(t)

�2(t)
;

� =
< 


0
(t) ^ 
00(t); 
000(t) >L
�2(t)!2(t)

dir. Böylece, Frenet elemanlar¬n¬n rasyonel vektörel fonksiyonlar oldu¼gu aç¬kt¬r.

Kosinka ve Jüttler (2006) den bilindi¼gi üzere herhangi polinom spacelike veya null

genel helisler Minkowski Pisagor hodograf e¼grilerdir.

Di¼ger taraftan, polinom genel helisler ile çift Minkowski Pisagor hodograf e¼griler

aras¬ndaki ili̧skiyi veren aşa¼g¬daki önerme verilir.

Önerme 4:8: Polinom timelike asli normalli spacelike, yar¬-null veya null genel

helisler çift Minkowski Pisagor hodograf e¼grilerdir.

·Ispat. 
, bir polinom yar¬-null veya null genel helis olsun. Aç¬kca herhangi

polinom yar¬-null veya null e¼gri bir çift Minkowski Pisagor hodograf e¼gri

oldu¼gundan herhangi yar¬-null veya null genel helis de çift Minkowski Pisagor

hodograf e¼gridir.
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, bir polinom timelike asli normalli spacelike genel helis ve u, 
 n¬n eksenine

paralel olan sabit bir vektör olsun. O zaman,

hT; uiL = c

ve

hN; uiL = 0

dir. Burada c reel bir sabittir. O halde,

u = hT; uiL T + hB; uiLB

şeklinde yaz¬labilir. u, T ve B nin gerdi¼gi spacelike düzlemde oldu¼gundan

u spacelike bir vektördür. Böylece,

hB; uiL =
p
1� c2

dir. Di¼ger taraftan, regüler timelike asli normalli spacelike e¼grisinin spacelike

birim te¼get vektör alan¬,

T = 

0
(t)

k
0 (t)k
ve spacelike binormal vektör alan¬,

B = 

0
(t)^
00 (t)

k
0 (t)^
00 (t)k
d¬r. O halde bir önceki ifadede verilenler, s¬ras¬yla



0
(t); 


0
(t)
�
L
= 1

c





0
(t); u

�
L

ve



0
(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t)

�
L
= 1p

1�c2




0
(t) ^ 
00(t); u

�
L

ifadelerine eşittir. Hipotezden 
(t) timelike asli normalli spacelike e¼grisi bir

polinom genel helis oldu¼gundan hem h
(t); uiL hem de




0
(t) ^ 
00(t); u

�
L
ifadeleri

polinomdur. O halde polinom timelike asli normalli spacelike genel helisler çift

Minkowski Pisagor hodograf e¼grilerdir.

Lemma 4:9: E¼ger 
(t) polinom timelike asli normalli spacelike uzay e¼grisi bir

genel helis ise
D


0
(t) ^ 
00(t); 


000
(t)
E
L
karma çarp¬m¬!(t) polinomunun küpü ile

orant¬l¬olmak zorundad¬r.
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·Ispat. 
(t) polinom timelike asli normalli spacelike uzay e¼grisi bir genel helis

olsun. O zaman,

�(t)
�(t)

=

D


0
(t)^
00 (t);
000 (t)

E
L

!3(t)
= c

dir. Burada, c bir reel sabittir. Böylece,
D


0
(t) ^ 
00(t); 


000
(t)
E
L
karma çarp¬m¬

!(t) polinomunun küpü ile orant¬l¬olmak zorundad¬r.

Şimdi n: dereceden bir Minkowski Pisagor hodograf e¼grisi için deg(�) = 2n � 6

d¬r. Karelerin fark¬olan �(t) için (4:1) eşitli¼gi çok ilginçtir. Çünkü bu eşitlik

ikinci Pisagor şart¬olarak isimlendirilen (4:3) şart¬n¬sa¼glamas¬için

!2(t) = 4[
�
p0(t)p

0
1(t)� p00(t)p1(t) + p

0
2(t)p3(t)� p2(t)p

0
3(t)

�2
�
�
p00(t)p3(t)� p0(t)p

0
3(t) + p

0
1(t)p2(t)� p1(t)p02(t)

�2
]

(4:4)

eşitli¼gini sa¼glayan 2
�
p0(t)p

0
1(t)� p00(t)p1(t) + p

0
2(t)p3(t)� p2(t)p

0
3(t)

�
,

2
�
p00(t)p3(t)� p0(t)p

0
3(t) + p

0
1(t)p2(t)� p1(t)p02(t)

�
, !(t) Pisagor üçlüsünü

(Kubota, 1972) içermek zorundad¬r. (4:4) denkleminin çözümleri,

obeb(a(t); b(t)) = sabit olmak üzere h(t), a(t), b(t) polinomlar¬için

p0(t)p
0
1(t)� p00(t)p1(t) + p

0
2(t)p3(t)� p2(t)p

0
3(t) = h(t)(a

2(t) + b2(t));

p00(t)p3(t)� p0(t)p
0
3(t) + p

0
1(t)p2(t)� p1(t)p02(t) = 2h(t)a(t)b(t);

!(t) = 2h(t)(a2(t)� b2(t))

(4:5)

formundad¬r. Örne¼gin,

obeb(p0(t)p
0
1(t)� p00(t)p1(t) + p

0
2(t)p3(t)� p2(t)p

0
3(t);

p00(t)p3(t)� p0(t)p
0
3(t) + p

0
1(t)p2(t)� p1(t)p02(t)) = sabit

olmak üzere h(t) = 1 al¬nabilir.

Önerme 4:10: Polinom timelike asli normalli spacelike, yar¬-null veya null slant

helisler çift Minkowski Pisagor hodograf e¼grilerdir.

·Ispat. Herhangi polinom yar¬-null veya null e¼gri bir çift Minkowski Pisagor

hodograf e¼gri oldu¼gundan herhangi yar¬-null veya null slant helis de çift Minkowski

Pisagor hodograf e¼gridir.


, bir polinom timelike asli normalli spacelike slant helis olsun. O zaman,

N = � 

0
(t)^
00 (t)

k
0 (t)^
00 (t)k ^


0
(t)

k
0 (t)k
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timelike asli normali için

hN; uiL = c

dir. Burada u sabit bir vektör ve c reel bir sabittir. O halde,

(


0
(t) ^ 
00(t)) ^ 
0(t); u

�
L
= c




0(t)




0(t) ^ 
00(t)

 (4:6)

şeklinde yaz¬labilir. 
(t) timelike asli normalli spacelike e¼grisi bir polinom e¼gri

oldu¼gundan (4:6) eşitli¼ginin sol taraf¬polinomdur. Böylece hem




0
(t); 


0
(t)
�
L

hem de




0
(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t)

�
L
ifadeleri polinom yani polinom timelike asli

normalli spacelike slant helisler çift Minkowski Pisagor hodograf e¼grilerdir.

4:1: Çift Minkowski Pisagor Hodograf E¼grilerin Kuaterniyon Formu


(t) uzaysal Minkowski Pisagor hodograf e¼grisiA(t) kuaterniyon polinomuna göre

� (t) = A(t)A�(t);

parametrik h¬za ve


0(t) = A(t)e2A�(t);


00(t) = A0(t)e2A�(t) +A(t)e2A
0�(t)

eşitlikleri ile birinci ve ikinci türeve sahip olsun. 
0(t) ve 
00(t) nin e1, e2 ve

e3 bazlar¬, s¬ras¬yla e23, e31 ve e12 bazlar¬ ile özdeş kabul edilerek saf vektör

kuaterniyonlar oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa 
0(t) ^ 
00(t) vektörel çarp¬m¬, 
0(t) ve


00(t) nin kuaterniyon çarp¬m¬n¬n vektör k¬sm¬d¬r ve 
0(t)^ 
00(t), bu kuaterniyon

çarp¬m¬ile onun eşleni¼ginin fark¬n¬n yar¬s¬olarak ifade edilir. Gerçekten de,


0(t)
00(t) = h
0(t); 
00(t)iL + 
0(t) ^ 
00(t)

ve


00
�
(t)
0

�
(t) = h
00(t); 
0(t)iL + 
00(t) ^ 
0(t)

olmak üzere

2
0(t) ^ 
00(t) = 
0(t)
00(t)� 
00�(t)
0�(t)

dir. Elde edilen bu eşitlikte 
0(t) ve 
00(t) ifadeleri yerlerine yaz¬l¬rsa,

2
0(t) ^ 
00(t) = (A(t)e2A�(t)) (A0(t)e2A�(t) +A(t)e2A0�(t))

� (A0(t)e2A�(t) +A(t)e2A0�(t))� (A(t)e2A�(t))�
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olur.

� (t) = A(t)A�(t) = A�(t)A(t)

ve

�0 (t) = A0(t)A�(t) +A(t)A0�(t) = A0�(t)A(t) +A�(t)A0(t)

eşitlikleri göz önüne al¬n¬rsa


0(t) ^ 
00(t) = A(t)e2A�(t)A0(t)e2A�(t) + �(t)A0(t)A�(t)

veya


0(t) ^ 
00(t) = A(t) (e2A�(t)A0(t)e2 +A�(t)A0(t))A�(t)

şeklinde yaz¬l¬r. Şimdi

A(t) = p0(t) + p1(t)e23 + p2(t)e31 + p3(t)e12

için A�(t)A0(t) ve e2A�(t)A0(t)e2 çarpanlar¬, s¬ras¬yla

A�(t)A0(t) = (p0p
0
0 � p1p01 � p2p02 + p3p03) + (p0p01 � p00p1 + p02p3 � p2p03) e23

+(p0p
0
2 � p00p2 + p1p03 � p01p3) e31 + (p0p03 � p00p3 + p1p02 � p01p2) e12

ve

e2A�(t)A0(t)e2 = � (p0p00 � p1p01 � p2p02 + p3p03) + (p0p01 � p00p1 + p02p3 � p2p03) e23
� (p0p02 � p00p2 + p1p03 � p01p3) e31 + (p0p03 � p00p3 + p1p02 � p01p2) e12

şeklinde verilir. Bu iki eşitlik toplan¬rsa

A�(t)A0(t) + e2A�(t)A0(t)e2 = 2 (p0p
0
1 � p00p1 + p02p3 � p2p03) e23

+2 (p0p
0
3 � p00p3 + p1p02 � p01p2) e12

elde edilir. Böylece A�(t)A0(t) + e2A�(t)A0(t)e2 nin yaln¬zca A� (t)A0 (t) nin

(e23; e12) k¬sm¬n¬n iki kat¬oldu¼gu görülür. O halde, (3:8) içinde görünen

f (t) = p0(t)p
0
1(t)� p00(t)p1(t) + p

0
2(t)p3(t)� p2(t)p

0
3(t);

g (t) = p00(t)p3(t)� p0(t)p
0
3(t) + p

0
1(t)p2(t)� p1(t)p02(t)

polinomlar¬na göre


0(t) ^ 
00 (t) = 2A(t) [f (t) e23 � g (t) e12]A� (t) (4:7)

şeklinde yaz¬labilir. Bu çarp¬m bileşenlerine göre
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0(t) ^ 
00 (t) = 2[(p20 (t)� p21 (t) + p22 (t)� p23 (t))f (t)

�2(p1 (t) p3 (t) + p0 (t) p2 (t))g (t)]e23
+2[(p0 (t) p3 (t)� p1 (t) p2 (t))f (t)

�2(p2 (t) p3 (t)� p0 (t) p1 (t))g (t)]e31
+2[2(p0 (t) p2 (t)� p1 (t) p3 (t))f (t)

�(p20 (t) + p21 (t) + p22 (t) + p23 (t))g (t)]e12
şeklinde ifade edilir ve

h
0(t) ^ 
00 (t) ; 
0(t) ^ 
00 (t)iL = 4�2 (t) [f 2 (t)� g2 (t)]

oldu¼gu görülür. Böylece h
0(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t)iL, t ye ba¼gl¬ bir

polinomdur ancak ve ancak f(t) ve g(t) polinomlar¬ Pisagor üçlüsünün

elemanlar¬d¬r. O halde, obeb(a(t); b(t)) = sabit olacak şekilde a(t), b(t), h(t)

polinomlar¬için

f (t) = h(t)[a2(t) + b2(t)];

g (t) = 2h(t)a(t)b(t)
(4:8)

dir.


0(t)^
00(t) nin bileşenleri (4:3) eşitli¼gini sa¼glad¬¼g¬ndan e¼ger 
(t) bir çift Minkowski

Pisagor hodograf e¼grisi ise 
(t), reel bir h(t) polinomu ve bir B(t) kuaterniyon

polinomu cinsinden (3:5) biçiminde ifade edilir. E¼ger 
(t), n: dereceye sahip ise

deg (
0(t) ^ 
00(t)) = 2n� 4 = deg(h(t)) + 2 deg(B(t))

olmal¬d¬r.

Önerme 4:11: (4:4) ve (4:5) şartlar¬n¬ sa¼glayan (3:3) deki bir kuaterniyon

polinomu taraf¬ndan belirtilen 
(t) çift Minkowski Pisagor Hodograf e¼grisi için


0(t) ^ 
00(t) vektör çarp¬m¬,

B(t) = A(t)C(t)

ile verilen B(t) ile (3:5) kuaterniyon Pisagor formunda ifade edilebilir. Burada,

C(t) = �b(t) + a(t)e23 � a(t)e31 + b(t)e12 (4:9)

dir.

·Ispat. 
(t), (4:4) ve (4:5) şartlar¬n¬sa¼glayan (3:3) deki bir kuaterniyon polinomu
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taraf¬ndan belirtilen çift Minkowski Pisagor Hodograf e¼grisi olsun. O zaman,


0(t) ^ 
00(t) vektörel çarp¬m¬(3:5) yani


0(t) ^ 
00(t) = h(t)B(t)e2B�(t)

formunda ifade edilebilir. e23, e31 ve e12 kuaterniyon temel elemanlar¬ yerine,

s¬ras¬yla e1, e2 ve e3 baz vektörleri düşünülürse (4:7) ve (4:8) eşitliklerinden

B(t)e2B�(t) = 2A(t) [(a2(t) + b2(t))e1 � 2a(t)b(t)e3]A� (t)

olur. Eşitli¼gin sol taraf¬A� (t) ve sa¼g taraf¬A (t) ile çarp¬l¬rsa

Q(t)e2Q�(t) = 2�2(t) [(a2(t) + b2(t))e1 � 2a(t)b(t)e3]

elde edilir. Burada,

Q(t) = A�(t)B(t)

dir. Bu eşitli¼gin genel çözümü

Q = �[�(a2(t)+b2(t))e23+(a2(t)�b2(t))e31�2a(t)b(t)e12]p
a2(t)�b2(t)

(cosh�� sinh�e31)

dir. Burada, � serbest hiperbolik aç¬parametresidir. Böylece,

B = A [�(a
2(t)+b2(t))e23+(a2(t)�b2(t))e31�2a(t)b(t)e12]p

a2(t)�b2(t)
(cosh�� sinh�e31)

elde edilir ve B(t) nin bir polinom olmas¬n¬sa¼glamak için, � nin

sinh�(t) = b(t)p
a2(t)�b2(t)

; cosh�(t) = �a(t)p
a2(t)�b2(t)

şeklinde tan¬mlanan t ye ba¼g¬ml¬l¬¼g¬seçilir. O halde yerine koyma ve sadeleştirme

ile B(t) için (4:9) çözümü elde edilir.

4:2:Çift Minkowski Pisagor Hodograf E¼grilerin Hopf Benzeri Dönüşüm

Formu

(3:9) eşitli¼gi ile verilen Hopf dönüşüm formu z1(t) = p0(t) + p3(t)e12 ve

z2(t) = p1(t) + p2(t)e12 karmaş¬k polinomlardan uzaysal Minkowski Pisagor

hodogra�ar inşa eder. Benzer şekilde, �(t) = p0 + p2e31 ve

�(t) = p1 � p3e31 kuaterniyon polinomlar¬olmak üzereeH : H�H ! R31
(�; �) ! eH (�; �) = (Qu31(��� � ���); ��� + ���; ��� + ���)

şeklinde tan¬mlanan Hopf benzeri dönüşüm formu ile �(t) = p0 + p2e31 ve
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�(t) = p1 � p3e31 kuaterniyon polinomlar¬ yard¬m¬yla uzaysal Minkowski

Pisagor hodograf¬n bileşenleri

x0(t) = Qu31(�
�(t)�(t)� �(t)��(t))

y
0
(t) = �(t)��(t) + �(t)��(t);

z
0
(t) = �(t)��(t) + ��(t)�(t)

(4:10)

şeklinde verilir. Burada,

Qu31(�
�(t)�(t)� �(t)��(t));

��(t)�(t)� �(t)��(t) kuaterniyon polinomun e31 k¬sm¬n¬n katsay¬s¬d¬r. Ayr¬ca,

�(t)�
0
(t)� �0(t)�(t) = (p0(t)p

0
1(t)� p00(t)p1(t)

+p
0
2(t)p3(t)� p2(t)p

0
3(t))

+(p00(t)p3(t)� p
0
3(t)p0(t)

+p01(t)p2(t)� p1(t)p02(t))e31

(4:11)

eşitli¼gi elde edilir. (3:8) ve (4:11) eşitlikleri kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, �(t) polinomu �(t) ve

�(t) kuaterniyon polinomlar¬ile

�(t) = 4N (�(t)�0(t)� �0(t)�(t)) (4:12)

şeklinde ifade edilebilir. Böylece, çift Minkowski Pisagor hodograf e¼griler bir reel

polinomun karesi olan N(�(t)�0(t) � �0(t)�(t)) için uzaysal spacelike Minkowski

Pisagor hodograf e¼grilerdir. Çift Minkowski Pisagor hodograf e¼griler

teorisindeki öneminden dolay¬, �(t)�0(t)��0(t)�(t) ifadesine �(t), �(t) nin orant¬

polinomu denir. (3:6), (4:11) ve (4:12) eşitlikleri kullan¬larak orant¬polinomuna

göre spacelike uzaysal Minkowski Pisagor hodograf e¼grilerin e¼grili¼gi

�(t) = 2

p
jN (�(t)�0(t)� �0(t)�(t))j
N (�(t))�N (�(t))

ile verilir.

Şimdi, Hopf benzeri dönüşüm gösterimindeki bir uzaysal Minkowski Pisagor

hodograf e¼grisinin bir çift Minkowski Pisagor hodograf e¼gri olmas¬ için (4:5)

şartlar¬baz¬reel polinom h(t) ve obeb (a(t); b(t)) = sabit olan

w(t) = a+ be31 kuaterniyon polinomu için

�(t)�0(t)� �0(t)�(t) = h(t)w2(t) (4:13)
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şeklinde ifade edilebilir öyle ki,

deg (h(t)) + 2 deg (!(t)) = 2 deg (�(t); �(t))� 2

d¬r.

Farouki vd. (2009) daki gözleme benzer şekilde (4:13) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬n¬n

bir düzlemsel Minkowski Pisagor hodograf¬ tan¬mlad¬¼g¬ söylenebilir. Böylece,

double Minkowski Pisagor hodograf e¼griler ile düzlemsel Minkowski Pisagor

hodograf e¼griler aras¬ndaki ba¼glant¬aşa¼g¬daki şekilde verilir.

Önerme 4:12: Hopf benzeri dönüşüm arac¬l¬¼g¬yla �(t) ve �(t) kuaterniyon

polinomlar¬taraf¬ndan belirtilen uzaysal Minkowski Pisagor hodograf e¼grisi bir

çift Minkowski Pisagor hodograf e¼gridir ancak ve ancak �(t) ve �(t) kuaterniyon

polinomlar¬n¬n (4:11) orant¬polinomu bir düzlemsel Minkowski Pisagor hodograf

tan¬mlar.

Uzaysal Minkowski Pisagor hodograf e¼grisinin hodograf¬n¬n bileşenleri

�(t) = p0(t) + p2(t)e31 ve �(t) = p1(t)� p3(t)e31 kuadratik polinomlar¬cinsinden

(4:10) eşitli¼ginde verilmi̧sti. O halde (4:10) eşitli¼ginden

y
0
(t) =N (�(t)) +N (�(t)) (4:14)

ve

z
0
(t)� e31x

0
(t) = 2�(t)��(t) (4:15)

şeklinde ifade edilebilir. (4:14) ve (4:15) eşitliklerinin diferansiyelleri al¬n¬rsa

y
00
(t) = �

0
(t)��(t) + �(t)(��)

0
(t) + �

0
(t)��(t) + �(t)(��)

0
(t); (4:16)

z
00
(t)� e31x

00
(t) = 2(�

0
(t)��(t) + �(t)(��)

0
(t)) (4:17)

eşitlikleri elde edilir. (4:14), (4:15), (4:16) ve (4:17)

x
00
z
0 � x0z00 = 1

2
e31

h�
z
0 � x0e31

� �
z
00
+ e31x

00�
�
�
z
0
+ x

0
e31
� �
z
00 � e31x

00�i
;�

y
0
z
00 � y00z0

�
+ e31

�
x
00
y
0 � x0y00

�
= y

0 �
z
00
+ e31x

00�� y00 �z0 + e31x0�
eşitliklerinde yerlerine yaz¬l¬r ve

�(t) = �(t)�0(t)� �0(t)�(t) (4:18)

eşitli¼gi göz önüne al¬n¬rsa,
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x
00
z
0 � x0z00 = 2e31 [��(t)��(t)�(t)� �(t)�(t)��(t)] ;�

y
0
z
00 � y00z0

�
+ e31

�
x
00
y
0 � x0y00

�
= 2(��(t)��(t)�(t)� �(t)�(t)��(t))

elde edilir. Böylece, (4:3) eşitli¼ginden,

< 
0(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t) >L = 4(N (�(t)�N (�(t))N (�(t))

oldu¼gu görülür. Di¼ger taraftan �2(t) = N (�(t)) � N (�(t)) oldu¼gundan

�(t) = 4N (�(t)) sonucu ortaya ç¬kar.

Uyar¬4:13: �(t) nin (4:9) formundan ve çift Minkowski Pisagor hodograf e¼gri

için (4:11) şart¬ndan çift Minkowski Pisagor hodograf e¼griler için

�(t) = 4h2(t)N (w(t))2

ç¬kar¬m¬ elde edilir. Böylece çift Minkowski Pisagor hodograf e¼grileri için

�(t) = !2(t) ile tan¬mlanan !(t) polinomu

!(t) = 2h(t)N (w(t))

şeklinde ifade edilir. O halde, Lemma 4:6 göz önüne al¬nd¬¼g¬nda helisler için

< 
0(t) ^ 
00(t); 
000(t) >L karma çarp¬m¬(2h(t)N(w(t))3 ile orant¬l¬d¬r.

Uyar¬4:14: E¼ger h(t) sabit olmayan bir polinom ise,

< 
0(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t) >L= 2�(t)h(t)N (w(t))

yaz¬labilmesi için tüm t ler için h(t) � 0 olmal¬d¬r. Di¼ger taraftan, h(t) negatif

de¼gilse (4:17) eşitli¼ginde h(t) yerine onun mutlak de¼geri olan jh(t)j yaz¬lmal¬d¬r.

Uygulamada, ilkel düzlemsel Minkowski Pisagor hodogra�ar¬nda oldu¼gu gibi

h(t) = sabit seçimi tercih edilebilir.

Çift Minkowski Pisagor hodograf e¼grilerin kuaterniyon ve Hopf benzeri dönüşüm

formülasyonlar¬n¬birbirine ba¼glayan iki sonuca ulaş¬l¬r.

Sonuç 4:15 (Orant¬ polinomlar¬n kuaterniyon formu). �(t) ve

�(t) kuaterniyonlar¬n¬n katsay¬lar¬

�` = p0` + p2`e31 ve �` = p1` � p3`e31, ` = 0; 1; :::;m

olsun.

A = p0 + p1e23 + p2e31 + p3e12 = p0(t) + p2(t)e31 + e23(p1 � p3e31) = �+ e23�
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ile tan¬mlanan (3:3) kuaterniyon polinomlar¬n¬n kaŗs¬l¬k geldi¼gi Bernstein katsay¬lar¬

A` = �` + e23�` =
�
p0` + p2`e31

�
+ e23

�
p1` � p3`e31

�
= p0` (t) + p1`e23 + p2`(t)e31 + p3`(t)e12

şeklindedir. O halde,

e12 (���` � �`��) = 1
2
(A�`Ak �A�kA`) ^ e31

şeklinde yaz¬labilir. Böylece, Hopf benzeri dönüşüm modelindeki

�(t)�0(t)� �0(t)�(t) orant¬l¬polinomu,

e12 [�(t)�
0(t)� �0(t)�(t)] = 1

2

�
A0�(t)A(t)�A�(t)A0(t)

�
^ e31

olacak şekilde A(t) kuaterniyon polinomu ile ili̧skilidir. Burada,

1
2

�
A0�(t)A(t)�A�(t)A0(t)

�
= vekt

�
A�0(t)A(t)

�
(4:19)

s¬rf bir vektör kuaterniyondur ve (4:19) eşitli¼gi A�0(t)A(t) nin e23 ve e12

katsay¬lar¬ile �(t)�0(t)� �0(t)�(t) nin reel ve e31 katsay¬lar¬n¬özdeşleştirir.

Sonuç 4:16 (Çift Minkowski Pisagor hodograf şart¬n¬n kuaterniyon formu).

w(t) = a+ be31

bir kuaterniyon polinom ve Önerme 4:8 de tan¬t¬lan

C(t) = �b(t) + a(t)e23 � a(t)e31 + b(t)e12

kuaterniyon polinomu için

1
2
C(t)e2C�(t) = (a2(t) + b2(t)) e1 � 2a(t)b(t)e3 = w2(t)e1

d¬r. O halde, (4:18) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa Hopf benzeri dönüşüm modelindeki (4:11)

çift Minkowski Pisagor hodograf e¼gri şart¬kuaterniyon formu olarak�
1
2

�
A�(t)A0(t)�A0�(t)A(t) ^ e31

�
e1
�
= e12 (�(t)�

0(t)� �0(t)�(t)) e1
= h(t)e12w

2(t)e1 =
1
2
h(t)e12C(t)e2C�(t)

şeklinde yaz¬labilir. Bu ili̧ski,

[A�(t)A0(t)�A0�(t)A(t)] ^ e31 = h(t)D(t)e2D�(t) (4:20)

eşitli¼gi ile ifade edilebilir. Burada,

D(t) = e12C(t) = �b(t) + a(t)e23 + a(t)e31 � b(t)e12 (4:21)
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dir. Böylece, bir A(t) kuaterniyon polinomu ile (3:2) eşitli¼ginde belirtilen bir

uzaysal Minkowski Pisagor hodograf e¼grisinin bir çift Minkowski Pisagor hodograf

e¼gri olmas¬için gerek ve yeter şart (4:21) eşitli¼gi ile verilen baz¬D(t) kuaterniyon

polinomunun (4:20) eşitli¼gini sa¼glamas¬d¬r.

4:3: Beşinci Dereceden Polinom Genel Helislerin Karakterizasyonu

Beşinci dereceden polinom çift Minkowski Pisagor hodograf e¼griler göz önüne

al¬n¬rsa �(t) = p0 + p2e31 ve �(t) = p1 � p3e31 fonksiyonlar¬ ikinci dereceden

polinomlard¬r ve (4:13) eşitli¼ginin sol taraf¬ndaki terim ikinci dereceden

polinomdur. Böylece h(t), w(t) çifti için iki durum söz konusudur. Birincisi,

h(t) sabit ve w(t) lineer polinomlar. ·Ikincisi, h(t) ikinci dereceden fonksiyon ve

w(t) bir sabit fonksiyondur. Böylece her iki durumda beşinci dereceden polinom

helislerin iki s¬n¬f¬olan genel helisler ve monoton helislere kaŗs¬l¬k gelir.

Şimdi birinci yani h(t) sabit ve w(t) lineer polinom durumu incelenecek ve

genelli¼gi bozmaks¬z¬n h(t) = 1 kabul edilecek.

Lemma 4:16: Monoton beşinci dereceden polinom spacelike helisler h (t) sabiti

ile karakterize edilir.

·Ispat. � (t) = p0 + p2e31 ve � (t) = p1 � p3e31 derecesi iki veya daha küçük

kuaterniyon polinomlar olsun. Birinci olas¬l¬k, �(t) ve �(t) polinomlar¬n¬n a; b;

ri 2 H için

�(t) = a(t� r1)(t� r2); �(t) = b(t� r3)(t� r4)

eşitlikleri ile verilmesidir. O halde,

�(t)�
0
(t)� �0(t)�(t) = ab[(�r1 � r2 + r3 + r4)t2 + 2(r1r2 � r3r4)t

+(r1 + r2)r3r4 � (r3 + r4)r1r2]
(4:22)

elde edilir. (4:13) eşitli¼gi ve h (t) = 1 oldu¼gundan (4:22) ifadesi

w(t) = mt + n şeklinde birinci dereceden bir kuaterniyon polinomun karesidir

ancak ve ancak

m2 = ab(�r1 � r2 + r3 + r4)

mn = ab(r1r2 � r3r4)

n2 = ab((r1 + r2)r3r4 � (r3 + r4) r1r2)

(4:23)
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dir. (4:23) eşitli¼ginin ilk iki denkleminden

m = �
p
ab
p
�r1 � r2 + r3 + r4; n = ab(r1r2�r3r4)

m

elde edilir. Elde edilen eşitlikler (4:23) un son denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

�r1r2r3 � r1r2r4 + r1r3r4 + r2r3r4 = r21r
2
2�2r1r2r3r4+r23r24
�r1�r2+r3+r4

(4:24)

eşitli¼gi bulunur. (4:24) eşitli¼gi

(r1 � r3)(r2 � r3)(r1 � r4)(r4 � r2) = 0

şeklinde yeniden yaz¬l¬r. Böylece,

�(t)�
0
(t)� �0(t)�(t) = w (t)2

dir ancak ve ancak �(t) ve �(t) ortak bir lineer polinom çarpana sahiptir.

Bu durumda obeb (� (t) ; � (t)) 6= sabit d¬r ki bu monoton spacelike helisleri

karakterize eder. Gerçekten de, (4:10) eşitli¼ginden x
0
, y

0
, z

0
bileşenleri

x0(t) = (�p2 + p0e31)(p1 � p3e31)� (p0 + p2e31)(p3 + p1e31)

y
0
(t) = (p0 + p2e31)(p0 � p2e31) + (p1 � p3e31)(p1 + p3e31);

z
0
(t) = (p0 + p2e31)(p1 + p3e31) + (p0 � p2e31)(p1 � p3e31)

olup

obeb
�
x
0
; y

0
; z

0�
= jobeb (p0 + p2e31; p1 � p3e31)j2 = jobeb(�; �)j2

dir. ·Ikinci olas¬l¬k, �(t) ve �(t) polinomlar¬n¬n a; b; ri 2 H için

�(t) = a(t� r1)(t� r2);

�(t) = b(t� r3)

eşitlikleri ile verilmesidir. Benzer analiz r1 = r3 veya r2 = r3 oldu¼gunu gösterir

ve ayn¬sonuç elde edilir.

Son olas¬l¬k, �(t) ve �(t) polinomlar¬n¬n a; b; ri 2 H için

�(t) = a(t� r1)(t� r2);

�(t) = b

eşitlikleri ile verilmesidir. O halde, obeb (� (t) ; � (t)) = sabit olaca¼g¬ndan

bu durum çeli̧skiye yol açar.
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w(t) nin sabit oldu¼gu durum için kuaterniyonlara dayal¬ beşinci dereceden

polinom spacelike Minkowski Pisagor hodograf¬n tan¬m¬ kullan¬lacak.

Bir uzaysal beşinci dereceden polinom spacelike genel helis,

A0 = a+ axe23 + aye31 + aze12;

A1 = b+ bxe23 + bye31 + bze12;

A2 = c+ cxe23 + cye31 + cze12;

kuaterniyon bileşenleri ile

A(t) = A0 +A1t+A2t2

şeklinde bir ikinci dereceden polinom ile tan¬mlan¬r. p0, p1, p2, p3 fonksiyonlar¬na

göre

p0(t) = a+ bt+ ct
2;

p1(t) = ax + bxt+ cxt
2;

p2(t) = ay + byt+ cyt
2;

p3(t) = az + bzt+ czt
2

dir.

Farouki vd. (2004) taraf¬ndan beşinci dereceden polinom Pisagor hodograf

helis için verilen Önerme 1 ve Beltran ve Monterde (2007) taraf¬ndan verilen çift

Pisagor hodograf e¼griler için verilen Lemma 3, benzer şekilde timelike asli normalli

spacelike çift Minkowski Pisagor hodograf e¼griler için aşa¼g¬daki şekilde verilir.

Önerme 4:17: (3:2) eşitli¼gi ile verilen Minkowski Pisagor hodograf¬n bir beşinci

dereceden polinom Minkowski Pisagor hodograf genel helis vermesi için yeterli

bir şart

A(t) = A0(1� t)2 + 2A1(1� t)t+A2t2

eşitli¼gindeki A0, A1, A2 kuaterniyonlar¬n¬n lineer ba¼g¬ml¬olmas¬d¬r.

Lemma 4:18: � (t) = p0 + p2e31 ve � (t) = p1 � p3e31, i = 0; 1; 2 için fAig

kuaterniyonlar¬ taraf¬ndan tan¬mlanan beşinci dereceden polinom timelike asli

normalli spacelike çift Minkowski Pisagor hodograf e¼grisinin ikinci dereceden
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polinomlar¬ olsun. E¼ger (4:13) eşitli¼gindeki w (t) sabit ise uygun c0 ve c2 reel

say¬lar¬için A1 = c0A0 + c2A2 dir.

Uyar¬4:19: Hesaplamalar¬daha kolay oldu¼gu için burada Bernstein baz¬yerine

polinomlar¬n ola¼gan baz¬kullan¬ld¬. Lemma 4:18 nin ifadesinde yaln¬zca bir baz

de¼gi̧sikli¼gi nedeniyle Bézier kuaterniyon katsay¬lar¬için do¼gru kal¬r.

·Ispat. h (t) = m0+m1+m2t
2 ve w (t) = cosh�+sinh�e31 oldu¼gu kabul edilsin.

Burada m0, m1, m2, � 2 R dir ve genelli¼gi bozmaks¬z¬n jwj = 1 olsun.

(4:13) eşitli¼gi kuaterniyonlar yard¬m¬ ile yeniden hesaplan¬rsa,

eşitli¼gin sol taraf¬ndaki ifadenin reel k¬sm¬

p0(t)p
0
1(t)� p00(t)p1(t) + p

0
2(t)p3(t)� p2(t)p

0
3(t) = (axby + abz � azb� aybx)

+2 (axcy + acz � aycx � azc) t

+(�bzc� bycx + bxcy + bcz) t2

ve e31 k¬sm¬n¬n katsay¬s¬

p00(t)p3(t)� p
0
3(t)p0(t) + p

0
1(t)p2(t)� p1(t)p02(t) = (ayb� azbx � aby + axbz)

+2 (ayc� azcx � acy + axcz) t

+(byc� bzcx � bcy + bxcz) t2

şeklinde yaz¬l¬r. Benzer şekilde eşitli¼gin sa¼g taraf¬n¬n reel k¬sm¬,

(m0 +m1 +m2t
2) cosh 2�

ve e31 k¬sm¬n¬n katsay¬s¬

(m0 +m1 +m2t
2) sinh 2�

şeklinde yaz¬l¬r.

Böylece, (4:13) koşulu alt¬ denklemden oluşan bir sisteme çevrilir.

t nin katsay¬lar¬n¬eşitleyerek,

� = 1
2
tanh�1(ayc+azcx�acy+axcz

axcy+acz�aycx�azc);

ve

m1 = 2
q
(�azc� aycx + axcy + azc)2 � (ayc� azcx � acy + axcz)2;

elde edilir. Bu de¼gerleri di¼ger dört denklemde yerine yaz¬l¬rsa
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m2 =
q
(�bzc� bycx + bxcy + bcz)2 � (byc� bzcx � bcy + bxcz)2

ve

m0 =
q
(axby + abz � azb� aybx)2 � (ayb� azbx � aby + axbz)2

eşitlikleri elde edilir. O halde,

A1 = 2m0

m1
A0 + 2m2

m1
A2

oldu¼gu görülür.

Teorem 4:20: Beşinci dereceden polinom timelike asli normalli spacelike e¼gri bir

genel helisdir ancak ve ancak e¼gri bir çift Minkowski Pisagor hodograf e¼gridir.

·Ispat. Önerme 4:7 de polinom timelike asli normalli spacelike genel helislerin çift

Minkowski Pisagor hodograf e¼griler oldu¼gu kan¬tland¬.

Tersine, e¼ger




0
(t) ^ 
00(t); 
0(t) ^ 
00(t)

�
bir polinom ise (4:13) eşitli¼gine sahip

olunur. Beşinci dereceden polinom durumunda, yaln¬zca h (t) = sabit veya

w (t) = sabit olas¬l¬klar¬söz konusudur. E¼ger h (t) = sabit ise Lemma 4:16 dan

e¼gri monoton helisdir. E¼ger w (t) = sabit ise Lemma 4:18 den e¼griyi tan¬mlayan

kuaterniyonlar lineer ba¼g¬ml¬d¬r ve Önerme 4:17 den de görülece¼gi üzere e¼gri bir

genel helistir.
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