KARAMANOGLU MEHMETBEY UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

GAP (GRUP, ALGORITMA VE PROGRAMLAMA)VE
KNUTH-BENDIX ALGORITMASI iLE iLGILIi UYGULAMALAR

YUKSEK LiSANS

Yasemin SAGIR

Matematik Anabilim Dah
Cebir ve Sayilar Teorisi Program

HAZIRAN 2022






KARAMANOGLU MEHMETBEY UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

GAP (GRUP, ALGORITMA VE PROGRAMLAMA) VE
KNUTH-BENDIX ALGORITMASI iLE iLGILIi UYGULAMALAR

YUKSEK LiSANS TEZi

Yasemin SAGIR
(190801055)

Matematik Anabilim Dah
Cebir ve Sayilar Teorisi Program

Tez Damsmani: Prof. Dr. Eylem GUZEL KARPUZ

HAZIRAN 2022






TEZ ONAYI

Yasemin SAGIR tarafindan hazirlanan GAP (Grup, Algoritma ve
Programlama) ve Knuth-Bendix Algoritmas ile Ilgili Uygulamalar
adli tez calismasi asagidaki jiiri tarafindan oy birligi ile
Karamanoglu Mehmetbey Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali’'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak
kabul edilmistir.

Danisman: )
Prof. Dr. Eylem GUZEL KARPUZ

Jiiri Uyeleri Imza:

Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK

Prof. Dr. Ahmet IPEK

Prof. Dr. Eylem GUZEL KARPUZ

Tez Savunma Tarihi: 10/ 06/ 2022

Yukaridaki sonucu onaylarim

Doc¢. Dr. Ahmet KAYABASI
Enstitii Miidiiri

il






BILIMSEL ETiGE UYGUNLUK

Bu caligmadaki tiim bilgilerin, akademik ve etik kurallara uygun bir
sekilde elde edildigini beyan ederim. Ayni zamanda bu kural ve
davraniglarin gerektirdigi gibi, bu g¢alismanin 6ziinde olmayan tiim
materyal ve sonuglar1 tam olarak aktardigimi ve referans gosterdigimi
belirtirim.

(imza)
Yasemin SAGIR






ONSOZ

Calisma siirecinde her tiirlii yol gosterici olan, destegini ve engin bilgilerini benden
esirgemeyen danigmanim Prof. Dr. Eylem GUZEL KARPUZ’a engin tesekkiirlerimi
sunarim.

Tiim hayatim boyunca benim yanimda olan, aldigim kararlar1 her zaman destekleyen,
cesaretlendiren, moral veren annem Sevim SONMEZ’e, babam Mustafa SONMEZ’e
ve sevgiyle benden destegini esirgemeyen esim Sinan SAGIR’a ve ¢ocuklarim Atakan
SAGIR ve Yunus Emre SAGIR’a tesekkiir ederim.

Haziran 2022 Yasemin SAGIR
(Matematik Ogretmeni)

vil






ICINDEKILER

Sayfa
ONSOZ  costrcesenstcnsensiscssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssssssssssssssssssssssssassssss vii
ICINDEKILER .....uueeeeeeeeeeeeeeeereeeesesesesssssssssssssesssssssssesssssssesessssssssssssssssssssssssses jix
KISALTMALAR ...ouuiiiiiininnninniinsnissssssssisssssssssssssssssssssssssssosssssssssssssssssssssssssssssssssss xi
SEMBOLLER .....ccooiiiiinnniinenssancssenssssessssssssssssssssssssssssassssssssssossasssassssassssssssasssasosss xiii
OZET XV
ABSTRACT ..uuiiieinnnnnneicssnessansssssssssosssssssssssssssasssssssssssssssssasssssssssssssasssassssassssssssas xvii
Lo GIRIS  ceiicencnsincnscnstnsnsenssesssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1
2.TEMEL KAVRAMLAR VE BILGILER 3
2.1 GIIS wveeieerie ettt ettt ettt e et e e st e e e e beeeeab e e e abeeetaeeetaeeeaeeeeaaeeeeaeeenareeennns 3
2.2 SUNUSIAT ....oeiiiiieiee ettt e ettt e e e et e e e eeaa e e e e eaaeeeeeeaaeeeeaans 3
2.3 Genigletilmis Hecke Grubu, Genisletilmis ve Genellestirilmis Hecke Grubu ve
SUNUSIATT. ... e et e e et e e e e aae e e e eaaaeeeeenaeeaas 4
2.4 Karar Verme Problemleri.........ccoooiiiiiiiiiiiieiecieee e 6
3. YENIDEN YAZMA SiSTEMi 7
31 GITIS aeeeeiieeeeiee ettt ettt e ettt e et e e et e e e te e e e ta e e eaa e e ebeeeeba e e ebaeeeaeeeeabaeeanbeeeenreeennns 7
3.2 Pozitif Kelime Yeniden Yazma SiStemMi........cccveevevveeriieeniiieeniieeniee e evee e 7
4. GRUP, ALGORITMA VE PROGRAMLAMA (GAP)....cccevvevrnernernnennnn. 13
BT GITIS it eeeiiee ettt e et e e et e e e et e e e e eaaeeeeeeateeeeeaaaeeeeeeaaeeeeearaaeeeeannraaaaaas 13
4.2 Bilgisayar DONANTIMI .....ccvieiuiieiiienieeiiecie ettt ettt sereeteesaaeenbeesenes 14
4.3 GAP DIl oottt ettt et e nraenaas 14
5.idrel PAKETI VE UYGULAMALARI 19
RRNC T A AR AN AU WO N 19
5.2 idrel Paketinin FONKSIYONIart.........ccccoeriiiiiiiiiiiieiieeie et 20
5.3 idrel Paketinde Knuth-Bendix Uygulamalart ...........cccceeevieeiiiieniieeniieeeieeens 23
5.4 Genigsletilmis ve Genellestirilmis Hecke Grubunun Kelime Problemi ............ 34
6. KAYITLI YENIDEN YAZMA SISTEMI ..ccuvuiuiunrinincnscnssisinscnscnssnsensensenaes 37
6.1 Kayitli Knuth-Bendix Hesaplamast ...........coecveeviieiiieniieiiienieciieeeeee e 37
6.1.1 LoggedOnePassKB fonksiyonu .........cccccecuviiviiiiniiiieeiii e 37
6.1.2 LoggedKnuth-Bendix fonksiyonu...........cccoeeieriienieniieniienieeieeieeeeee 38
6.2 Bir Kelimenin Kayitl Indirgenmesi.............ccooveveveieieieveieeeieieeeeeeeeeeeeeeeveeeeeeae 39
6.2.1 LoggedReducedWordKB fonksiyonu..........cccoeeueeeiveriieniienieeiiieeieeieeee. 39
6.2.2 LoggedRewritingFpGroup fonksiyonu..........c.ccceeveeeeiieinieeeniieeiee e 40
7. SONUC VE ONERILER ....ccviiuennincnscnsincnssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 43
KAYNAKLAR 45

1X






KISALTMALAR

GAP : Grup, Algoritma ve Programlama

X1






SEMBOLLER

[11,
G(p)

m

*

_)R

> R

H(.,)

H(.,)

: w kelimesinin baglangi¢ harfi

: w kelimesinin bitis harfi

: Bos kelime
: w kelimesinin uzunlugu

¢ Serbest olarak iki kelimenin denkligi

¢ w kelimesinin denklik sinifi

: X kiimesi tlizerindeki serbest grup

: Grup sunusu

: w, ve w, kelimeleri ¢ sunusuna bagl olarak denktir

: ¢ sunusuna bagli olarak Wkelimesinin denklik siniflart
: o sunusuna bagli grubun birimi

: ¢ sunusunun temsil ettigi grup

: M monoidin sunusu

: A kiimesindeki elemanlarla olusturulan en az bir

uzunluklu kelimelerin kiimesi

: A" U{l}
: R tarafindan iiretilen bir indirgeme bagintisi

: R tarafindan iiretilen Thue kongriians

: Hecke grubu

: Genigsletilmis Hecke grubu

xiil






OZET

Yiiksek Lisans

GAP (GRUP, ALGORITMA VE PROGRAMLAMA) VE
KNUTH-BENDIX ALGORITMASI iLE iLGILIi UYGULAMALAR

Yasemin SAGIR

Karamanoglu Mehmetbey Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Eylem GUZEL KARPUZ
Haziran, 2022, 66 sayfa

Bu tez yedi bolimden olusmaktadir. ilk béliimde; tezin genel amacindan
bahsedilmistir. Ikinci boliimde; sunus kavrami, genellestirilmis Hecke grubu ve karar
verme problemleri hakkinda bilgiler verilmistir.

Ucgiincii boliimde; kelime probleminin ¢oziimiinde énemli bir metot olan yeniden
yazma sisteminden bahsedilmistir.

Dordiincii boliimde; Hesaplamali Grup Teorisi iizerine ¢alismalar yapan ve 6zellikle
Hesaplamali Ayrik Cebirde kullanilan bir sistem olan Grup, Algoritma ve
Programlama (GAP) ile ilgili genel bilgiler verilmistir. Daha sonra ise, GAP dili
hakkinda kisa bilgiler sunulmustur.

Besinci boliimde; bir GAP paket programi olan idre/ incelenmistir ve bu paket
program fonksiyonlarinin uygulamalar1 verilmistir. Daha sonra bu paketin
uygulamalar olarak genisletilmis Hecke grubunun monoid sunuslari incelenmistir.
Son olarak ise, genisletilmis ve genellestirilmis Hecke grubunun monoid sunusu i¢in
kelime probleminin ¢oziilebilirligi verilmistir.

Altinc1 boliimde; idrel paketi kapsaminda calisan kayitli yeniden yazma sistemi,

kayithh Knuth-Bendix hesaplamasi ve bir kelimenin kayith indirgenmesi ile ilgili
fonksiyonlar incelenmistir. Bu fonksiyonlarin Z, xZ, direkt carpim grubu {izerine

uygulamalari yapilmistir.
Son boliimde, diger boliimlerdeki sonuglarin bir degerlendirilmesi yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Sunus, yeniden yazma sistemi, kelime problemi, genisletilmis
Hecke grubu, grup, algoritma ve programlama
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ABSTRACT

MsThesis

GAP (GROUP, ALGORITHM AND PROGRAMMING) AND
APPLICATIONS WITH KNUTH-BENDIX ALGORITHM

Yasemin SAGIR

Karamanoglu Mehmetbey University
Graduate School of Natural andApplied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Eylem GUZEL KARPUZ

June, 2022, 66 pages

This thesis consists of seven chapters. In the first part; the general purpose of the thesis
is mentioned. In the second part; it has been given some informations about
presentation, generalized Hecke group and decision problems.

In the third part; the rewriting system, which is an important method in solving the
word problem, is mentioned.

In the fourth part; general information about Group, Algorithm and Programming
(GAP) which is a system that works on Computational Group Theory and is especially
used in Computational Discrete Algebra, is given. Then, brief information about the
GAP language is presented.

In the fifth part; idrel, a GAP package program, has been examined and applications
of functions of this package have been given. Then, as applications of this package,
the monoid presentations of the extended Hecke group has been examined. Finally, the
solvability of the word problem for the monoid representation of the extended and
generalized Hecke group was given.

In the sixth part; functions related to the logged rewriting system, the logged Knuth-

Bendix calculation and the logged reduction of a word, working within the scope of
the idrel package, are examined. These functions are applied on Z, x Z, direct product

of groups.

In the last part; an evaluation of the results obtained in the previous sections is made.

Key Words: Presentation, rewriting system, word problem, generalized Hecke group,
group, algorithm and programming
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1. GIRIS

Birlestirilmis grup teorisinin temelini serbest gruplar, lirete¢ ve bagmtilar ile elde
edilen sunus kavrami olusturmaktadir. Sunus kavrami sadece cebirde degil
matematigin bircok alaninda o6zellikle de geometrik topolojide ¢alisma alani
olusturmaktadir. Bir grubun sunusu, grubun yapist ve bir¢ok cebirsel 6zellikleri
hakkinda bilgi vermektedir. Bu sunus kavramini kullanarak grubun kelime
probleminin ¢oziilebilirligi hakkinda bilgi edinilebilir. Kelime problemi, 1911 yilinda
M. Dehn tarafindan literatiire kazandirilan ii¢ temel karar verme problemlerinden
birisidir. Bu problem; iizerinde ¢aligilan grup, monoid ya da yarigruptan alinan iki
kelimenin birbirine esit olup olmadigini arastiran bir metodun ya da algoritmanin
varligi problemidir. Kelime probleminin matematikteki hangi cebirsel yapilar i¢in
¢oOziilebilir, hangileri i¢in ¢oziilemez oldugu yoniindeki ¢alismalar bu yapilarin
siiflandirilmasi agisindan oldukg¢a 6nemlidir.

Grup, Algoritma ve Programlama (GAP); 6zellikle Hesaplamali Grup Teorisi {izerine
caligmalar yapan, hesaplamali ayrik cebirde kullanilan bir sistemdir. GAP, bir
programlama dilidir. GAP, bu dilde yazilmis cebirsel algoritmalar1 uygulayan binlerce
fonksiyondan olusan bir kitapligin yam1 sira cebirsel nesnelerin biiyiik veri
kitapliklarm1 saglar. GAP, gruplar1 ve temsillerini, halkalari, vektor uzaylarini,
cebirleri, kombinatoryal yapilart ve daha fazlasini incelemek icin arastirma ve
ogretimde kullanilir. Ozel kullanimmiz igin calisabilir, kolayca degistirebilir veya
genisletebilirsiniz. GAP, C ile yazilmis bir ¢ekirdege sahiptir. Bu programla yazilan
paket programlar, ilgili alanda calisan matematikg¢ilerin elde ettikleri sonuglar i¢in bir
uygulama alani saglamaktadir. Bu program, www.gap-system.org internet adresinden
bilgisayarlara kurulabilmektedir.

Bu tez calismasinda, cebirde 6nemli grup yapilarindan olan sonlu iki devirli grubun
direkt carpim grubunun ve genisletilmis Hecke grubunun monoid sunuslari
incelenmis, bu yapilarin tam yeniden yazma sistemleri iiretegler arasinda uygun
siralamalar segilerek elde edilmistir. Elde edilen bu sonuclarin bir GAP paketi olan

idrel kullanilarak uygulamalar1 yapilmistir. Ayrica genisletilmis ve genellestirilmis



Hecke grubunun monoid sunusu i¢in kelime probleminin ¢dziilebilirligi verilmistir.
Son olarak ise, bir sunusun yeniden yazma sisteminin elde edilmesi asamasinda
bulunan kurallar1 kaydeden kayitl yeniden yazma sistemi incelenmistir ve sonlu iki

devirli grubun direkt ¢arpim grubunun sunusu i¢in uygulamalar yapilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE BiLGILER

2.1 Giris

Bu boéliimde kombinatoryal grup teorisinin temelini olusturan serbest grup ve grup
sunuglar1  verilmistir. Ayrica genisletilmis Hecke grubu, genisletilmis ve
genellestirilmis Hecke gruplarinin sunuslari ve karar verme problemleri iizerine kisa
bilgi sunulmustur. Bu béliimde verilen temel tanim ve kavramlar ile ilgili detayl
bilgilere (Cohen, 1989; Cetinalp, 2016; Karpuz, 2006; Lyndon ve Schupp, 1977;
Magnus ve digerleri, 1976; Rotman, 1984) kaynaklarindan ulasilabilir.

2.2 Sunuslar

Uretegler ve bagintilar tarafindan bir grubun en eski sunuslarindan biri, 1856'da
Irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton tarafindan, ikosahedral grubun bir
sunumu olan icosian hesabinda verilmistir. Bununla ilgili ilk sistematik ¢alisma,
1880'lerin basinda Felix Klein'in 6grencisi Walthervon Dyck taratindan kombinatoryal
grup teorisinin temellerini atarak yapilmistir.

Bazi 6zel problemlerin ¢oziimlerinde de kullanilan sunus (takdim) kavramu,
birlestirilmis grup ve yar1 grup teorisinde Onemli bir yere sahiptir. Cebirsel
problemlerin ¢éziime ulagsmasina yardimci olurlar. Sunus kavrami, sadece cebirsel
yap1 hakkinda bilgi vermek veya cebirsel yapinin grubun genel bir karakterizasyonunu
belirlemek i¢in kullanilmazlar. Ayn1 zamanda bircok cebirsel problemin ¢oziimiinde

bir arag olarak da kullanilabilmektedirler.

X bostan farkli bir kiime olmak iizere; bu kiime ile X ox (x€X) eslesmesinden
faydalanarak X' kiimesini tammlayalim ve X* = X U X 'olsun. Elde edilen X *

kiimesinin her bir elemanina harf denir. Harflerle elde edilen, XXy --x" (X, €X
& =1l ve 1<i<n (neN)) seklindeki ifadeye kelime denir. X kiimesi ilizerinde
tanimli bir kelime, x,"x, " (x, € X,&, ==*1) harf ciftini icermiyorsa bu kelimeye

. g . . . . & L& Ey  eqe 1 . ..
indirgenmis kelime denir. Bu duruma ilave olarak, X'X;* --X," gibi bir kelime i¢in,



X #x," esitsizligi gergeklesiyor ise bu kelime devirsel indirgenmis kelime olarak
adlandirilir.

X freteg kiimesi ve X kiimesi tizerindeki devirsel indirgenmis kelimelerden olusan
R bagint1 kiimesi olsun. 0 = <X ; R> ikilisine bir grup sunusu denir. Ureteg ve bagmnti

kiimelerinin her ikisinin de sonlu olmas1 durumunda ¢ sunusu sonludur denir.

Ornek 2.2.1:

X tireteg kiimesine sahip serbest grubun sunusu <X ; ®> bi¢cimindedir.

3 mertebeli bir devirli grubun sunusu A:<a; a :1> ve 4 mertebeli devirli bir

grubun sunusu B:<b; b' =1> olmak iizere; bu gruplarin serbest ¢arpiminin sunusu

<a, b; a* =1, b" =1) bigimindedir.

e 21 mertebeli bir dihedral grubun sunusu D, :<a, b; a"=1,b"=1,(ab)’ = 1>
bigimindedir.

e Ranki 2 olan serbest abelyan grubun sunusu ZxZ = <a, b; ab= ba>

bi¢imindedir.

e Klein 4-grubunun sunusu ¥, = D, = <a, b; a*=1b"=1, (ab)’ = 1> bi¢imindedir.

e Baumslag-Solitar grubunun sunusu BS(m,n) = <a, b; a" = ba’”b*1> bi¢imindedir.

2.3 Genisletilmis Hecke Grubu, Genisletilmis ve Genellestirilmis Hecke Grubu ve

Sunuslari

Hecke grubu; Erich Hecke tarafindan 1936 yilinda literatiire kazandirilmistir. Hecke,

1936 yilindaki ¢calismasinda; A € Z " olmak iizere, x(z)= L ve u(z) =z+4, kesirli
z

dogrusal doniisiimleri ile tiretilen ve H (1) ile ifade edilen grup yapilar1 tanimlamastir.

Burada x.u alimirsa y =xu=— elde edilmektedir.

z+ﬁq



H (ﬁq) Hecke grubu, 2 ve g mertebeli devirli gruplarin serbest ¢arpimina izomorftur
ve bu grubun sunusu H(4,) = <x, y ;xz,y"> =C,*C, ile gosterilir.

H (ﬂ«q) Hecke grup yapisinda, g = 3 degerine karsilik gelen /H(A;) Hecke grubu
modiiler grup olarak adlandirilir ve bu grup PSL(2,Z) grubudur. H(A,) modiiler
grubun ireteclerine r(z)=1/ z yansima donlisimii  eklenerek 5(23) =M
genisletilmis modiiler grubu elde edilir. E(/iq) genigletilmis Hecke grubu Dy, D,

birlestirilmis serbest ¢arpimina izmorftur (burada ), grubu 4 mertebeli, Dq7 grubu ise
2g mertebeli dihedral gruptur) ve bu grubun sunusu

E(lq) :<x, V, Z, 1 xz,yq,zz,rz,(xr)z,(yr)z,(zr)2>
biciminde gosterilir. Bu sunusta ¢ = 2 alinirsa genisletilmis Hecke grubunun sunusu

ile ifade edilir.
Yukarida verilen grup yapilarinin genellestirilmesi ve ilgili gruplarin komutator alt
gruplart ile ilgili ¢alismalar (Dograyici ve Sahin, 2020; Huang, 1999) kaynaklarinda

bulunabilmektedir. Buna gore; »>2 olmak iizere; p ,p,,..,p, € Z igin,

genellestirilmis Hecke grubunun sunusu H(p,,...,p,) = <xl. ; x = 1> =C, *.*C,

1

bicimindedir. Ayrica genisletilmis ve genellestirlmis Hecke grubunun sunusu ise
E(pl,...,pn) = <xl, , ryxli= =1, rxX; = X; _17’>
veya

ﬁ(pl,...,pn)=<xl., ryxl=rt=(xr) :1>;D *,, ¥y, D

P 2 p,
seklindedir.

Bu alt boliimdeki agiklamalarla ilgili daha detayl bilgiler (Cevik ve digerleri, 2008;
Hecke, 1936; Huang, 1999; Karpuz ve Cevik, 2012; Koruoglu ve digerleri, 2007;
Sahin ve digerleri, 2004; Newman, 1962) gibi kaynaklardan elde edilebilir.



2.4 Karar Verme Problemleri

Gruplar i¢in tanimlanan grup sunuslari gruplara 6zel bazi problemlerin ¢oziimiinde
kullanilmaktadir. Cevab1 “evet” veya ‘“hayir” olan problemlere karar verme
problemleri denir. Verilen bir problemi ¢ézmek icin bir algoritma (veya metot)
bulunabiliyorsa bu karar verme problemine ¢oziilebilirdir, bdyle bir algoritma
bulunamiyor ise bu karar verme problemine ¢éziilemez denir. Karar verme problemleri
sadece matematikte degil, birgok miihendislik dalinda da ¢alisilmaktadir.

Matematik alanindaki karar verme problemleri ilk olarak Max Dehn tarafindan 1911
yilinda literatiire kazandirilmistir. Bu problemler; kelime problemi, eslenik problemi
ve izomorfizma problemi olmak iizere lic temel bashk altinda toplanmistir. Bu
boliimde bu problemler hakkinda kisa bir bilgi verilmistir. Daha detayli bilgiler
(Cetinalp, 2016; Karpuz, 2006; Magnus ve digerleri,1976) kaynaklarindan elde
edilebilir.

Kelime Problemi: Sonlu sunuslu bir G grubu i¢in, bir w € G nin bu grubun birimine
esit olup olmadigina karar veren bir algoritmanin varliginin arastirilmasi problemidir.
Bu sekilde bir algoritma veya metod bulunabiliyorsa bu sonlu sunumlu G grubu i¢in
kelime problemi ¢oziilebilirdir denir.

Asagida ¢oziilebilir kelime problemine sahip bazi grup yapilar verilmistir.

e Sonlu iiretecli abelyan gruplar, o Sonlu iiretecli metabelyan gruplar,
« Sonlu iiretegli nilpotent gruplar,  Polycyclic gruplar,
e Sonlu sunumlu residual gruplar, e Sonlu sunumlu Hopfian gruplar.

Eslenik Problemi: G sonlu sunusa sahip bir grup olsun. G grubunun {iretegleri ile

elde edilen herhangi bir u ve v kelimelerinin G nin eslenik elemanlar1 olup

olmadigina karar veren bir algoritmanin varli§inin arastirilmasi problemidir.

Izomorfizma Problemi: Sonlu sunusa sahip herhangi iki grubun birbirine izomorf

olup olmadigina karar veren bir algoritmanin var olup olmamasi problemidir.



3. YENIDEN YAZMA SIiSTEMIi

3.1 Giris

Yeniden yazma; matematik, bilgisayar bilimi ve mantikta bir formiiliin alt terimlerini
diger terimlerle degistirmeye yonelik ¢cok ¢esitli yontemleri kapsar. Bu tiir yontemler,
yeniden yazma sistemleri (yeniden yazma motorlari veya indirgeme sistemleri olarak
da bilinir) ile elde edilebilir. Yeniden yazma sistemleri en temel bigimleriyle, bir dizi
nesneden ve bu nesnelerin nasil doniistiirilecegine iliskin iliskilerden olusur.
Literatiirde yeniden yazma sisteminin asagida verilen alt dallariyla ilgili ¢esitli
caligmalar bulunmaktadir. Bu boliimde bu alt dallardan pozitif kelime yeniden yazma
sistemi ile ilgili kisa bilgi verilmistir.

e Terim yeniden yazma sistemi

e (raf yeniden yazma sistemi

e Paralel yeniden yazma sistemi

e Sonsuz yeniden yazma sistemi

e Yiiksek mertebe yeniden yazma sistemi

e Pozitif kelime yeniden yazma sistemi
3.2 Pozitif Kelime Yeniden Yazma Sistemi

Bu alt boltiim ile ilgili detayli bilgilere ve baz1 grup ve monoid yapilan {izerindeki
caligmalara (Book, 1987; Book ve Otto, 1993; Cetinalp, 2016; Cetinalp, 2020; Karpuz,
2006; Sims, 1994) kaynaklarindan ulasilabilir.

Sonlu bir X alfabesi i¢in, X " bu alfabedeki harflerden olusan biitiin kelimelerin

kiimesi ve 4 bos kelime olsun. X kiimesi iizerinde tanimlanan yeniden yazma kural

(I,r)e X *xX * seklindeki sirali ¢iftlerden olusmaktadir. Bu kural / — 7 ifadesi ile
gosterilir. Buradaki / kelimesi kuralin sol yani, 7 kelimesi ise kuralin sag yan1 olarak

adlandirilir. X kiimesi tizerindeki yeniden yazma sistemi, X kiimesi iizerindeki

yeniden yazma kurallarinin bir kiimesidir. Bu sistem R ile gosterilir. X ’



kiimesindeki kelimeler arasindaki bu bagmti (—) r) icin asagidaki kural
tanimlanmaktadir.

X tlzerindeki U ve vV pozitif kelimeler olmak iizere, ¥—%V olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul X,y eX ve (I,v)e R igin, u = xly ve v=xry olmasidir.

Asagida verilen tanimlara, 6nerme ve teoremlere (Book ve Otto, 1993) kaynagindan

ulasilabilir.

Tamim 3.2.1: #—> Volacak sekilde u € X~ kelimesi igin bir v € X " kelimesi varsa

bu U kelimesine indirgenir kelime denir. Aksi durumda ise (yani ¥—%V olacak

bicimde bir v kelimesi yoksa) bu # kelimesine indirgenemez kelime denir.

Onerme 3.2.2: Tammli —>, bagntisinin yansimali, gegismeli kapanigt olan —",

kurali, aslinda R tarafindan iiretilen bir indirgeme bagntisidir.

o . - * ~ . o . .
Tamim 3.2.3: u,ve X i¢in eger u —> , Vbagintis1 varsa ve v kelimesi indirgenemez

ise, bu v kelimesine u kelimesinin normal formu denir.

Tanim 3.2.4 : Bu — , bagintisinin yansimali, simetrik ve gecismeli kapanis1 <>", ile

gosterilirse, bu kural R tarafindan firetilen bir Thue kongriiansidir. Bir we X*

kelimesinin kongriians simifi {u eX'|ue, w} ile ifade edilir. Bu kongruans simifi
[W] . ile gosterilir. Buna ek olarak X"/ <«>", ifadesi biitiin kongriians siniflarinin
kiimesini gostermektedir. Alinan u ve v kelimelerinin kongriians siniflarinin ¢arpimi
[u] .[v], =[uV], ileifade edilir. Bu islemin birlesme 6zelligi vardir ve [4], da birim

elemandir. Boylece X"/ <", yapist bir monoid olusturur ve [X ; R] ¢ifti de bir

monoid sunusudur. Bu sunustaki iirete¢ kiimesi sonlu ise bu monoide sonlu {iretecli
monoid, hem iirete¢ hem de bagint1 kiimelerinin sonlu olmasi durumunda ise bu

monoide sonlu sunumlu monoid denir.



Bir R yeniden yazma sistemi i¢in kelime problemi, verilen u ve v kelimeleri i¢in

*
u <> v nin saglanip-saglanmamasidir. Bunun i¢in Oncelikle bazi tanimlarin

verilmesi gerekmektedir.

R yeniden yazma sistemi olmak tizere,

Tanim 3.2.5:

i) R sistemi igin kelimeler arasinda w, =, w, =, W, —>,... biciminde sonsuz bir
zincir olusmuyorsa, bu yeniden yazma sistemine Noetherian ya da sona ermig denir.
ii) R sisteminden almacak biitiin u,v,we X" kelimeleri i¢in,

u—->",v veu—,wiken v,z ve w—o', z

olacak bi¢imde bir z € X" kelimesi varsa, bu yeniden yazma sistemine elmas kural

denir.

Tanim 3.2.6: Hem Noetherian hem de elmas kurali 6zelliklerini saglayan yeniden
yazma sistemine tam yeniden yazma sistemi denir.

Bir tam yeniden yazma sisteminin en 6nemli sonucu agagida verilmistir.

Teorem 3.2.7: R yeniden yazma sistemi tam olmak tizere, bu sistem i¢indeki her bir
kelime tek bir normal forma sahip olacagindan, bu R yeniden yazma sistemi i¢in

kelime problemi ¢oziilebilirdir.

Bir <X ;R> sunusunun yeniden yazma sisteminin tam oldugunu gostermek icin

asagida verilen agamalar uygulanmaktadir.

I. Asama: Ilk olarak verilen yeniden yazma sisteminin sona ermis oldugu

gosterilmelidir. Bunun icin, X~ kiimesindeki kelimeler arasinda bir indirgeme
siralamasinin secilmesi gerekmektedir. Bu siralamalar; uzunluk siralamasi, agirlik
siralamasi, soldan sozliik siralamasi, uzunluk ve soldan sozliik siralamasi, uzunluk ve
sagdan sozliik siralamasidir. Bunlardan en elverigli ve en sik kullanilan1 uzunluk ve
soldan sozliik siralamasidir.

II. Asama: Yeniden yazma sisteminin sona erdiginin gosterilmesinden sonraki adim
elmas kuralinin saglandigini gostermektir. Bunun i¢in ise; yeniden yazma sistemindeki

kurallarm sol yanlarinin uygun c¢akigmalar1 kontrol edilir. Bu ¢akigmalardan elde
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edilen kritik ciftlerin ¢oziilebilir olmas1 gerekmektedir. Daha agik bir sekilde kritik ¢ift

ile anlatilmak istenen; u,v,w, p,q € X * kelimeleri i¢in, uv=p ve vw=g (v bos
kelimeden farkli) bagintilarindan elde edilen { W, uq} bi¢imindeki kelime ciftleridir.
Bu { pw, uq} kritik ¢iftin ¢6ziilebilir olmasi demek ise, pw —", z ve ug ", z olacak

sekilde bir z € X~ kelimesinin elde edilebilir olmasi anlamina gelmektedir.

Bir kritik ¢iftin ¢oziilebilir olmamasi durumunda bu kritik cifteki kelimelere
uygulanan indirgeme adimlarindan sonra elde edilen en son kelimelerin yeniden
yazma sistemine yeni bir kural olarak eklenmesi gerekmektedir. Bu durum eklenen
yeni kurallarla birlikte elde edilen tiim kurallarin ¢akismalarmin kontrol edilmesi
islemi ile devam eder. Bu siire¢ Knuth-Bendix Algoritmast olarak adlandirilir. Eger
bu algoritma basari ile sonuglanirsa (yani yeni elde edilen yeniden yazma sistemindeki
kurallarin elmas kuralin1 saglamasi), verilen sunusun temsil ettigi grup icin kelime
problemi ¢oziilebilirdir. Sonug olarak, Knuth-Bendix Algoritmasi verilen bir sunusun
bagint1 kiimesindeki kurallar1 elmas kuralinin saglandigi yeniden yazma sistemine
doniistiiren bir algoritmadir.

Bu konu hakkindaki detayli bilgilere (Book, 1987; Book ve Otto, 1993; Sims, 1994)

kaynaklarindan ulasilabilir.

Ornek 3.2.8: y ' )x') y) x harfsel siralamayi dikkate alarak

x>, x'x o1, y)f1 — 1, y’ly -1,

x>, yt o1, X = Xy

biciminde yedi kuraldan olusan yeniden yazma sistemini ele alalim ve bu yeniden
yazma sisteminde elmas kuralinin saglandigini gosterelim. Bu yedi yeniden yazma
kuralinin sol yanlarmma bakarak g¢akisan biitiin kelimeleri inceleyelim. Bu g¢akigan

kelimeler sematik olarak asagida verilmistir.

yx
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yx ‘ X ‘ ‘ XX ‘
X X x!
x xx ! x'x
x'x ‘ x'x ‘ ‘ yy’l ‘
-1
X X ¥y
x xx! y‘ly
il -1 -1
Yy ‘ Yy ‘ Yy ‘
)y Yy )y ‘
4 -1
y yx y

Bu ¢akisan kelimelerden elde edilen kritik ¢iftler

R T S DR CORE A DR G2 B L SR E R
e e ke T g

bi¢cimindedir. Elde edilen bu kritik ¢iftlerin ¢dziilebilir oldugunu yani her birinin tek

bir kelimeye indirgenip indirgenmedigini inceleyelim.

O ' {7 (2) s [ Lo o]
O e B I [T
Orofa) @ ol

(7) x> {5 (8) x> {7}

(9) wy={7] (10) ' {2

() o {0 12) v {1
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(2), (4), (6), (8), (9) ve (12) ile gosterilen kritik ¢iftler aynm1 kelimeye
indirgenirken, (1), (3), (5), (7), (10) ve (1 1) ile gosterilen kritik ¢iftler ayni kelimeye

indirgenememistir. Bu durum yeniden yazma sisteminin elmas kuralinin saglanmadigi
anlamina gelmez. Bu durumda yukarida bahsedilen Knuth-Bendix algortimasi

uygulanir. Bu algoritmanin bir uygulamasi 5.3 alt boliimde verilmistir.
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4. GRUP, ALGORITMA VE PROGRAMLAMA (GAP)

4.1 Giris

Grup, Algoritma ve Programlama (GAP); 6zellikle Hesaplamali Grup Teorisi iizerine
caligmalar yapan, hesaplamali ayrik cebirde kullanilan bir sistemdir. GAP, bir
programlama dilidir. GAP, GAP dilinde yazilmis cebirsel algoritmalar1 uygulayan
binlerce fonksiyondan olusan bir kitapligin yani sira cebirsel nesnelerin biiyiik veri
kitapliklarim1 da saglar. GAP, gruplar1 ve temsillerini, halkalari, vektor uzaylarini,
cebirleri, kombinatoryal yapilar1 ve daha fazlasini incelemek i¢in arastirmada ve
ogretimde kullanilir. Ozel kullaniminiz igin calisabilir, kolayca degistirebilir veya

genisletebilirsiniz. GAP, C ile yazilmis bir ¢ekirdege sahiptir.

Bu program ilk olarak, 1986-1997 yillar1 arasinda Almanya’nin Aachen sehrindeki
RWTH Lehrstuhl D fiir Mathematik (LDFM) boliimiinde gelistirilmistir. 1997°den
sonra GAP’m gelisimi Ingiltere’deki St Andrews Universitesi tarafindan koordine
edilmistir. Su anda; Aachen, Braunschweig, Fort Collins, Kaiserslautern ve St
Andrews'daki GAP Merkezleri, GAP' in daha da gelistirilmesi ve siirdiiriilmesini

ortaklasa koordine etmektedir.

GAP agik kaynak kodlu bir programdir, kolay ve anlasilir bir kullanima sahiptir.
Bir¢ok isletim sisteminde (Unix, Windows ve Macintosh) calismaktadir. GAP
programi c¢ekirdeginde var olan programlarla birlikte kiitliphanesinde bulunan ortak

paket programlarla da caligabilmektedir.

Bu béliimde; GAP programlama dili hakkinda kisa bilgi verilmistir. Bu konu ile ilgili
ayrintili bilgilere (Attps://www.gap-system.org/index.html; Aslan, 2010; Odabas,
2004; Simsek, 2018) caligmalarindan ulagilabilir.

GAP programi kapsaminda yazilmis birgok paket program vardir. Bu paket
programlara ayrintil1 bir sekilde

https://www.gap-system.org/Packages/packages.html

kaynagindan ulasilabilmektedir. Bu paket programlarin ¢alisildigi konular 6zet olarak

asagidaki gibi siniflandirilabilir.

* Temel Yetenekler
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* Grup ve Grup Elemanlari

* Permiitasyon ve Matris Gruplar1

* Sonlu Sunumlu Gruplar

* Polycyclic Gruplar

*Vektor Uzaylari, Modiiller ve Cebirler

*Graflar

*Yarigruplar, Monoidler ve Gruplarin Diger Tiirevleri

» Kelimeler, Yeniden Yazma Sistemi ve Otomata Teorisi

4.2 Bilgisayar Donanim

Son versiyonu Mart 2021 de c¢ikan GAP (4.11.1 versiyonu) programi, internet
tizerinden {icretsiz olarak kullanilabilmektedir. GAP programinin ¢aligabilmesi igin,
bilgisayarin en az 20 MB RAM e ve Pentium 133 MHz veya daha hizli islemciye sahip
olmas1 gerekmektedir. Programin tamaminin bilgisayara yliklenebilmesi i¢in yaklasik
olarak 320 MB yere ihtiya¢ duyulmaktadir. GAP programi tiim paketleri ile birlikte

kisa siire igerisinde yiiklenip kullanima hazir hale gelmektedir.

4.3 GAP Dili

GAP programinda karsilasilan bazi durumlar ve sik kullanilan komutlarm bazilar
hakkinda asagida kisaca bilgi verilmistir.

Programda yazilan komutlarin sonuna “;” konulmasi durumunda program komutun
bittigini anlar ve sonug verir. Aksi durumda sonug vermemektedir. GAP programindan
¢cikmak istenildiginde guit; komutu verilir.

LogTo(“DosyaAdy); komutu yapilan uygulamanin kaydedilmesi i¢in kullanilir. Bu
komut ile yapilan uygulamayi veya calismayi ./og uzantili metin dosyasina kaydeder.
Programda yapilan bir uygulama bir hata donglisli icerisine girerse bu dongiiden
ctkmas1 yani normal gap> halini almasi i¢in quit;, komutunun verilmesi veya Ctri+D

tuslarina basilmas1 gerekmektedir.
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GAP programi kullanicilarinin bilmesi gereken hususlardan biri de biiyiik kii¢iik harf
kullanimi arasindaki farktir. Ornegin; LoadPackage ve Loadpackage ayni islemi
gerceklestirmez.

Programda uygulama yapilirken her komut sonunda bir noktali virgiil konularak iki
farkli komutun ayni satirda bulunmasi saglanir. Bir komutun sonuna iki noktal virgiil

konulmasi durumunda komut ekrana yazilmamaktadir.

Anahtar Kelimeler

GAP programlama dilindeki;

and, do, elif, else, end, fi, for, function, if, in, local, mod, not, od, or, repeat, return,

then, until, while, quit, QUIT, break, rec, continue

bicimindeki anahtar kelimeler degisken ismi olarak yazilamazlar.

GAP programi biiylik-kiiciik harf duyarliligina sahip oldugu i¢in hemen hemen tiim
ozel kelimelerin kiiciik harfle yazilmis olmasima dikkat edilmelidir. Ornegin; return
0zel kelimesindeki harflerden herhangi birisi biiyiik harfle yazilirsa bu kelimeler 6zel
kelime olma 0Ozelligini kaybeder. Return, rEturn, reTurn, retUrn, retuRn, returN
kelimeleri 6zel kelimeler olmayrp degisken ismi olarak kullanilabilirler. Ozel
kelimeler arasinda bosluk kullanilmamalidir. el if seklindeki bir yazilim elif 6zel

kelimesinin yaptig1 iglevi yerine getiremeyecektir.

Karsilastirma Operatorleri

GAP programlama dilinde asagidaki temel karsilagtirma operatorleri kullanilmaktadir.

GAP
<, >, <=, >=, <>, =
= operatori bir aileden iki degerin esitligini gerceklestirir.
operatori bir aileden iki degerin kiicikTik karsilastirmasini yapar.
> operatoéri bir aileden iki dedgerin biyiklik karsilastirmasini yapar.
<> operatori bir aileden iki degerin esit olup olmadig1 karsilastirir.
<= operatdrid bir aileden iki degerin kicik esitlik karsilastirmasini
yapar.
>= operatori bir aileden iki degerin bilyik esitlik karsilastirmasini
yapar.

Yukarida verilen karsilastirma operatorlerinden bazilarimin uygulamasi asagida
verilmistir.
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GAP
gap> x:=18;
18
gap> y:=12;
12
gap> X<y;
false
gap> XxX>yj;
true
gap> x<>y;
true

Aritmetik Operatorler

Temel aritmetik operatorler asagida verilmistir.

GAP

/s +, -, *, A, mod
x/y komutu; birinci sayisinin ikinci sayiya bolinmesidir.
x+y komutu; birinci say1l ile ikinci sayinin toplamini verir.
x-y komutu; birinci say1l ile ikinci sayinin farkini verir.
x*y komutu; birinci sayl ile ikinci sayinin carpimini verir.
XAy komutu; x sayisinin y. dereceden kuvvetinin alinmasidir.
x mod y komutu; x sayisinin mod y cinsinden degerinin bulunmasidir.
- operatori; bir sayinin isaretini de degistirebilir.

Matematikte oldugu gibi GAP dilinde de islem onceligi vardir. Parantez i¢inde yazilan
islemler oncelikli olarak yapildiktan sonra {ist alma islemi, daha sonra ise carpma veya
bolme ve toplama veya ¢ikarma islemleri yapilir.

Asagidaki 6rnekte aritmetik operatorlerin bir uygulamasi verilmistir.

GAP
gap> x:=2%(15A13);
3892390136718750
gap> y:=(2%15)A13;
15943230000000000000
gap> x=y;
false
gap> 2%3A4;
162

Mantiksal Operatorler
Mantiksal operatorler GAP programinda kiyaslama yapilacagi bir durumda kullanilir.
Bu operatorler and (ve), not (degil) ve or (veya) olmak iizere ii¢ tanedir. and (ve)

operatorii, karsilastirma yapilacak olan iki degerden herhangi biri dogru ise dogru
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sonucunu verir. or (veya) operatoril ise, karsilastirma yapilacak olan iki deger de dogru

ise dogru sonucunu verir.

Program Denetim Deyimleri
if Deyimi
Bir sarta bagl islemleri gerceklestirmek icin kullanilan bir deyimdir. Komutun bir

uygulamasi agagida verilmistir.

GAP
gap> q:=-35;
-35
gap> if 0<q then
> sgnk:=1;
> elif g<0 then
> sgnk:=-2;
> else
> sgnk:=0;
> fi;
gap> sgnk;

-2
while Deyimi

Bu deyim belli bir sart ile birlikte dongii olusturmak icin kullanilir. Bu deyimin bir

uygulamasi asagida verilmistir.

GAP
gap> para:=20;
20
gap> yil:=0;
0
gap> while para<150 do
> para:=para+(para*(16/100));
> yil:=yil+l;
> od;
gap> yil;
14

for Deyimi
for deyimi de belli bir kosulla birlikte dongii olusturmak i¢in kullanilan bir deyimdir.
for deyiminin en 6nemli 6zelligi bir dongii sayacina sahip olmasidir. Bu denetim

deyiminin bir uygulamasi agsagida verilmistir.
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GAP
gap> faktoriyel:=1;
1
gap> for i in [1..6] do
> faktoriyel:=faktoriyel*i;
> od;
gap> faktoriyel;
720

print Deyimi
Bir veya daha fazla tanimlayici isminin tuttugu degeri ekrana yazdirmak i¢in print
komutu kullanilir. print komutu genel olarak dongiiler igerisinde kullanilir. Birden

fazla tanimlayici ismi tek bir komut igerisinde virgiille birbirinden ayirarak

kullanilabiliriz.
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5. idrel PAKETI VE UYGULAMALARI

5.1 Giris

idrel paketi ile ilgili ilk ¢alismalar, A. Heyworth tarafindan Bangor Universitesindeki
doktora tez ¢alismasi ile baglamigtir. A. Heyworth ve C. D. Wensley tarafindan yazilan
bu paket, sunus kavrami ve yeniden yazma sistemleri ile ilgili uygulamalar
yapilmasina olanak saglamaktadir. idrel paketi 2015 yilinda GAP kiitiiphanesine
eklenmistir. Bu paket ile ilgili baz1 bilgiler bu bolimde verilmistir. Ancak detayl
bilgilere www.gap-system.org/Packages/idrel adresinden ulasilabilir. Bu paket; bir
grup (monoid) sunusunun bagintilar1 arasindaki iliskileri kullanarak,

e Yeniden yazma, kayith yeniden yazma,

e Monoid polinomlari,

e Modiil polinomlari,

e Y-dizileri
ile ilgili uygulamalar yapmaktadir.
Bu boliimde, idrel paketindeki bazi fonksiyonlar kisaca verildikten sonra, 2. Boliimde
verilen genisletilmis Hecke gruplarinin monoid sunuslar iizerine bazi uygulamalar
yapilmigtir. Bu boliimde yapilan ¢alismalara benzer uygulamalara (Simsek, 2018)
kaynagindan ulasilabilmektedir.
GAP programi acildiktan sonra “LoadPackage" komutu verilerek idrel paketi
yiiklenir. idrel paketi GAP programina cagirildiginda “true” yazmasi paketimizin

problemsiz ¢alistigini ifade eder.

GAP
gap> LoadpPackage("idrel");

Loading AutoDoc 2018.02.14 (Generate documentation from GAP source

code)

by Sebastian Gutsche (http://wwwb.math.rwth-aachen.de/~gutsche/) and
Max Horn Chttp://www.quendi.de/math).

Homepage: https://gap-packages.github.io/AutoDoc

Loading IdrRel 2.41 (Identities among Relations)
by Anne Heyworth and Chris wensley (http://pages.bangor.ac.uk/~mas023/)

idrel paketi i¢in tipik bir girdi, bir sonlu sunumlu grup sunusudur. Bu, liretecler kiimesi
tizerindeki bir /' serbest grubunu ve bir R bagnti kiimesini gerektirir (serbest
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gruptaki kelimeler). Bu  pakette, bagntilar arasindaki birimler
[[r1 AN ,uz],...,[rk,uk]] listeler halindeki Y-dizileri ile temsil edilirler. Burada
",0,....1, grup bagintilari ve onlarin tersleri, u,,u,,...,u, lar ise F serbest
grubundaki kelimelerdir. F serbest grubundaki bir Y-dizisi; ¢arpimi
(u,'ru)(u, 'ruy)..(u, 'ru, ) olarak degerlendirilir. Eger bu Y-dizisi serbest F

grubunda birimi belirtmis ise o0 zaman birim Y-dizisi olarak degerlendirilir.
Bir birim Y-dizisi, grup sunusunun bagintilari arasinda birimi temsil eder. Paketin ana

islevi bagintilar arasindaki birimin modiiliinii tireten bir kiime tiretmektir.
5.2 idrel Paketinin Fonksiyonlar:

idrel paketinin temel fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarla ilgili 6rnekler asagida
verilmistir. Bu fonksiyonlarla ilgili detayli bilgilere (Simsek, 2018) tezinden
bakilabilir.

Z, = < XX = 1> ve Z, = < y;yt= 1> gruplarinin 7, x Z, direkt carpim grubunun
sunusu <x, yix =Ly ' =lxy= yx> bi¢imindedir. Bu sunusun monoid sunusu ise,

-1,

Z,x7, :<x, x Ly, y =yt =L xy=yx, xx 7 =L xx=1, py =1, y’ly:1>
seklindedir. Bu alt boliimde Z, xZ, direkt ¢carpim grubunun sunusu kullanilarak ilgili

fonksiyonlarin uygulamalar1 yapilmistir. Uygulamalarda bu grup "g6" ile

gosterilmistir.

e MonoidPresentation FpGroup Fonksiyonu

GAP
gap> fgmon:=FreeGroupOfPresentation(mon) ;
<free group on the generators [ gq6_M1, q6_M2, g6_M3, q6_M4 ]>

e FreeGroupOfPresentation Fonksiyonu

GAP
gap> mon:=MonoidPresentationFpGroup(qg6);
monoid presentation with group relators [ g6_M1A3,
q6_M2A4,q6_M1*q6_M2*q6_M3*q6_M4 ]
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e GroupRelatorsOfPresentation Fonksiyonu

GAP
gap> genfgmon:=GeneratorsofGroup(fgmon);
[ g6b_M1, q6_M2, q6_M3, g6_M4 ]

e InverseRelatorsOfPresentation Fonksiyonu

GAP
gap> invrels:=InverseRelatorsOofPresentation(mon);
[ g6b_M1*g6_M3, g6_M2*q6_M4, q6_M3*q6_M1, q6_M4*q6_M2 ]

e  HomomorphismOfPresentation Fonksiyonu
Asagidaki uygulamada da goriildiigi gibi x+,y+,x_ ve ) monoid iiretegleri sirastyla

g6 M1,q6 M2, q6 M3 ve g6 M4 ile tanimlanmustir.

GAP
gap> hompres:=HomomorphismofPresentation(mon);
[ g6_M1, gq6_M2, g6_M3, g6_M4 ] -> [ fl, f2, flA-1, f2A-1 ]

e RewritingSystem FpGroup Fonksiyonu
Z,x7, :<x, x Ly y =y =L ayy=x, 7 =L x x =1y =1, y’ly:1>

sunusunun on bes tane yeniden yazma kurali vardir. Bu kurallar,

(1) xx' > id (2)w'—>id (3) x'x>id (4)y'y—oid (5) xy’x >
(6) yx’ly’1 >y (7) y3 - )f1 (8) xy)f1 -y (9) x?ox (10) o x!

1

(11) y2 >y (12) y'x ' 5xy? (13) y'xox™ (14) x'yo> ot (15) o xy

seklindedir. Bu kurallar RewritingSystemFpGroup komutu ile asagida elde edilmistir.

GAP
gap> rws:=RewritingSystemFpGroup(qg6);
[ g6_M1*g6_M3, <identity ...> ], [ q6_M2*q6_M4, <identity ...> ],
q6_M3*q6_M1, <identity ...> ],[ q6_M4*q6_M2, <identity ...> ],
q6_M1*q6_M2A2*q6_M3, q6_M2A2 ], [ g6_M2*q6_M3*q6_M4, q6_M3 ],
q6_M2A3, g6_M4 ],[ q6_M1*q6_M2*q6_M3, q6_M2 ], [ g6_M3A2, q6_M1 ],
q6_M1A2, q6_M3 ], [ g6_M4A2, q6_M2A2 ],[ q6_M4*q6_M3, q6_M3*q6_M4 ],
q6_M4*q6_M1, q6_M1*q6_M4 ], [ g6_M3*q6_M2, q6_M2*q6_M3 ],
q6_M2*q6_M1, q6_M1*q6_M2 ] ]

/e

e OnePassKB Fonksiyonu

-1 .

Z,x7, =<x, x Loy, vy =y =L xy=x, 7 =L x T x =1, 7 =1, y_ly:1>
monoid sunusunun yedi tane bagintidan olustugu goriilmektedir. Bu bagintilarin sol
yanlarinin ¢akisan kelimeleri incelendiginde yedi tane daha yeni bagint1 elde edildigi
goriilmiistiir. Bu yeni bagintilar,
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(1) A (2) X=X (3) Yy =y (4) x>y
(5) 7y >x (6) Y oy (7) X ox

bi¢cimindedir. Yukarida elde edilen bagintilarin OnePassKB fonksiyonu ile ¢iktisi

asagida verilmistir.

GAP

gap> rl:=0nePasskB(ro);
[ [ g6_M1A3, <identity ...> ],
3

g6_M2A4, <identity ...> 1],
q6_M1*q6_M2*q6_M3*q6_M4, <i t

[ entity ...> ],
[ g6_M1*q6_M3, <identity ...> ], [ q6_M2*q6_M4, <identity ...> ],
[ g6_M3*q6_M1, <identity ...> ],[ g6_M4*q6_M2, <identity ...> ],
[ q6_M2*q6_M3*q6_M4, q6_M1A2 ], [ q6_M1A2, q6_M3 ],[ q6_M2A3, g6_M4],
[ q6_M1*q6_M2*q6_M3, q6_M2 ],[ q6_M1A2, q6_M3 ],
[ g6_M2*q6_M3*q6_M4, q6_M3 ], [ q6_M2A3, g6_M4 ]]
%ap> Length(rl);
4

[
nt

e RewriteReduce Fonksiyonu
OnePassKB fonksiyonu ile elde edilen bagintilardan olan x° — 1 bagintisi

x> = x~' bagintisindan elde edilecegi igin silinmektedir. Buna benzer

(1) y4 —1 (2) yflxy —>X (3) xﬁlyxf1 —> Xy (4) yflxzy —x (5) )fl)c)f1 —)xy2

bagintilar da silindigi i¢in asagidaki sekiz bagint1 elde edilmistir.

GAP

gap> rl:=RewriteReduce(rl);
[ [ g6_M1A2, g6_M3 ], [ q6_M1*q6_M3, <identity ...> ],
[ q6_M2*q6_M4, <identity ...> ], [ q6_M3*q6_M1l, <identity ...> ],
[ g6_M4*g6_M2, <identity ...> ], [ q6_M1*q6_M2*g6_M3, q6_M2 ],
[ g6_M2A3, q6_M4 ], [ g6_M2*g6_M3*q6_M4, g6_M3 ] ]

e Knuth-Bendix Fonksiyonu
Knuth-Bendix fonksiyonu, ¢akigsan kelimelerin en son indirgenmesini gergeklestirerek

artik indirgeme yapilamayacak kelimelerden olusan yeni bagintilar elde eder. Ornegin;

)gflel —>y71 bagintisinin indirgeme islemleri yapildiginda en son indirgemesi olan

11 I R
Y X —>X 'y Dbagntist bulunur.
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GAP
gap> r2:=KnuthBendix(rl);
[ [ g6_M1A2, g6_M3 ], [ q6_M1*q6_M3, <identity ...> 1,
[ q6_M2*g6_M1, g6_M1l*g6_M2 ], [ q6_M2*q6_M4, <identity ...> ],
[ g6_M3*g6_M1, <identity ...> ], [ q6_M3*q6_M2, q6_M2*q6_M3 ],
[ g6_M3A2, gq6_M1 ], [ g6_M4*g6_M1, g6_M1*g6_M4 ],
[ g6_M4*g6_M2, <identity ...> ], [ q6_M4*q6_M3, gq6_M3*q6_M4 ],
[ g6_M4A2, q6_M2A2 1, [ q6_M1*q6_M2*q6_M3, q6_M2 ],
[ g6_M2A3, gq6_M4 ], [ g6_M2*gq6_M3*q6_M4, q6_M3 ],
[ q6_M1*q6_M2A2*q6_M3, q6_M2A2 ] ]
%ap> Length(r2);
5

e ElementsOfMonoidPresentation Fonksiyonu

Bir grubun elemanlarinin normal formunu, tam yeniden yazma sistemindeki kurallar
kullanilarak elde edilen indirgenmis kelimeler olusturmaktadir.
Z,x7, =<x, x Loy, vy X =y =L xy=x, T =L x T x =1, 7 =1, y_ly:1>
sunusu i¢in bu liste asagida verilmistir.

{Lx,y, x y" 0y 'y, wt, yix
Yukarida verilen normal form kiimesi, FElementsOfMonoidPresentation(q6);

fonsiyonu ile asagida verilmistir.

GAP
gap> elg6:=Elements(q6);
[ <identity ...>, fl, fl1A2, f2, f2A3, f1*f2, f1l*f2A3, flA2*f2,
fIA2*F2A3, F2A2, f1*f2A2, T1A2%f2A2 ]
gap> elmong6:=ElementsOfMonoidPresentation(q6);
[ <identity ...>, q6_M1, q6_M2, q6_M3, q6_M4, q6_M1*q6_M2, ¢6_M1*q6_M4,
q6_M2A2, q6_M2*q6_M3, q6_M3*q6_M4, 6_M1*q6_M2A2, q6_M2A2*q6_M3 ]

5.3 idrel Paketinde Knuth-Bendix Uygulamalan

Genisletilmis Hecke Grubunun Uygulamasi-1

Bu alt bolimde, 2.3 alt boliimde verilen
E(ﬂq):< X, y,z,r; x5, 0 2, (xr) =1,(r) =1, (zr)’ :1>
genisletilmis Hecke grubunda qg=2 almarak bulunan

E(/L) = < x, v, z,r 5 x4z () =1,(r) =1,(zr)’ = 1> grubu i¢in, idrel

paketinin bir uygulamasi verilmistir. E(/@) genisletilmis Hecke grubunun monoid

sunusu
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-1

H(4,)= 1

=1Lr'r=1

-1 -1 -1
x:y529r5~x ’y ’Z 7r
1 —1 —
zz =Lz z=1Lrr

;X =y = =r=Lx" =Lx"'x=Ly =,y 'y= 1,>

bicimindedir. Bu sunusun tam yeniden yazma sistemini hesaplamak i¢in ilk olarak

kelimeler arasinda uzunluk siralamasi ve uzunluklari esit olan kelimeler i¢in iiretecler

-1 -1 -1 -1 C -
arasinda ¥ >r>z >Z>y >)Y>X >X bi¢ciminde harfsel siralama segilir. Bu

siralama kullanilarak E(ﬂ?) genisletilmis Hecke grubunun yeniden yazma sistemi

asagidaki kurallardan olugsmaktadir.

() x* =1 (2) y* =1 (3) 2 =1 4 r* =1 (5) (xr)* =1

©) (r)Y=1 (DEr)Y=1 ®x'=1 Q)x'x=1 (10)y ' =1

(1) y'y=1 (12)zz'=1 (13)z'z=1 A4 r'=1 (15 r'r=1

Yukaridaki (1) - (15) arasindaki bagintilardan elde edilen ¢akisan kelimeler ve ilgili

kritik ¢iftler asagida verilmistir.

(DN (5): XPrxr, (rxr, X) MHNEB): x*x7", (x,x)
(2)N(6): y’ryr, (ryr,y) ()N 10): y*y ™, (v, )
3N (7): z’rzr, (rzr,z) B)n(12): 2’z (z7',2)
A4 () (5)N(4): xrxr?, (r,xrx)
5)NA4): xrxrr™, (r7', xrx) (6) N (4): yryr?, (r, yry)
(©)N(A4): yryrr™, (™, yry)

(NN (4): zrzr?, (r,2r2) (YN A4): zrzer™, (r7', zrz)
®) N (9): xx'x, (x,x) OO :x'x?, (e, x™")
)N (5 x xrxr, (rxr,x7h) ONE@):x ', (x " x)
10Ny, (7,3) ADN@:y "y, )
AN A6y yryr, (ryr,y™) A0y wy ', (v iy
(12)N(13): zz7 'z, (2,2) (13)n(3):z7'2%, (z,z7")
(13)N(7): z ' zrzr, (rzr,z7") (13)n(12): z7'zz7", (27,27
(A1) NA5): 7’7, (r,7) A5YN@@): ', (r,r ™)

AN : v ', ¢!

Yukaridaki verilen biitilin kritik ciftlerden asagidaki yeni kurallar elde edilmistir.
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(16) rxr »> x 17) x> x A8) ryr >y 19y ' >y

(20) rzr > z Q) z"' >z 22)r' >r (23) xrx > r
(24) xrx > 25 yry>r (26) yry > (27) zrz > r
(28) zrz > 1" 29) xr > x' (30) ryr -y G rzr -z

Elde edilen bu yeni kurallardan (16) kurali (5)°i, (17) kurah (8)ve (9)u, (18)
kuralt (6) *y1, (19) kurah (10) ve(11)i, (20)kurali (7) *yi, (21) kurah (12) ve (13)
i, (22) kurali (14) ve (15)i, (24) kurali (23) @, (26)kurali (25)°1, (28) kurah (27)"yi,
(29) kurali (16)°y1, (30)kurali (18)i, (31) kurali (20) kuralini indirger. Yani kritik

ciftlerin ayn1 kelime olacak sekilde sonuglanmasini saglar. indirgenen kurallar silinir.
Indirgenmeyen bagintilarin kendi arasinda ¢akigsmalarindan elde edilen kelimeler ve

kritik ciftler agagida verilmistir.

(DN (Q24): x*rx, (rx,xr™") (29) N (4): rxr®, (X', rx)
(2)N(26): y’ry, (ry, yr™") (29) N (30): rxryr, (x”'yr,rxy™)
3)N(28): z%rz, (rz,zr™") 29N @B rxrzr, (x ' zr,ixz ")
(AN (29): rxr, (xr,rx") BO)YN () :ryr,(y7'r,1y)
A NQGO): #yr, (yr,ry™) (30) N (29) : ryrxr, (¥ xr, ryx ™)
AHNQGBD:rzr, (zr,rz") (B0)N (31 :ryrzr,(y'zr,ryz ")
QA1) : xrx?, (r'x,xr) BN (@4):rzr?,(z7'r,r2)
(26)N(2): yryv*, (r 'y, yr) BN (Q29): rzrxr,(z ' xr, rzx™")
(28)N(3): zrz®, (r'z,zr) BN BO):rzryr,(z  yr,rzy™")

Elde edilen yeni kurallar asagida verilmistir.
B2)ymx—xr @)ooy @BhrzozZr @BSmy—oxyr (36) rxz—>xzr
(B7) nx—yxr (38) rvz—>yzr (39) rzx —> zxr  (40) rzy — zyr

Yukaridaki yeni kurallardan (32) kurali (24),(29),(35) ve (36) kurallarini , (33)
kurali(26),(30),(37) ve (38) kurallarmi, (34)kurali ise (28),(31),(39) ve (40)

kurallarini indirger. indirgenen kurallar silinir.
Indirgenmeyen kurallarin ¢akismasindan elde edilen cakisan kelimeler mevcut

kurallarla ¢oziilebilir. Bu ¢oziimlemeler asagida gosterilmistir.
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(4)m(32):r2x—>{;”w2%} CNSTURESE (S

XrX—>X“r—r

@) N33): 7y —> { ’yyr*y”“y} 33)N(Q2):1° > {;Wyzw}
@G iz { ;ZH”%Z} EOISO RS (N

Sonug olarak; ﬁ(ﬂ?) genisletilmis Hecke grubunun monoid sunusu icin tam yeniden

yvazma sistemi asagidaki kurallardan olugmaktadir.

@ X =1 (17) 'y
(2) ' —>1 19) y' >y (32) rx —> xr
(3) 22 -1 (21) Z—I N (33) ry —> yr

2 - (34) rz > zr
4 r -l (22) 1 >

ﬁ(ﬂ?) Genisletilmis Hecke Grubunun Normal Form Yapisi:

ﬁ(ﬂ?) genisletilmis Hecke grubunun yukaridaki tam yeniden yazma sistemindeki 11

bagint1 kullanilarak elemanlarmin normal formu Wwr® biciminde elde edilmektedir.

Burada ¢ = 0,1 ve W kelimesi X,y ve z iirete¢ elemanlarindan olusan indirgenmis bir
kelimedir.

Sonu¢ olarak; ﬁ(ﬂ?) genisletilmis Hecke grubu (monoid sunusu) i¢in kelime
problemi ¢oziilebilirdir.

E(/E) genisletilmis Hecke grubunun yeniden yazma sisteminin uygulamasi idrel

paket programi kullanilarak asagida verilmistir.
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GAP

gap> F:=FreeGroup(4);
<free group on the generators [ f1, f2 3, f4 1>
gap> x:=F.l;;y:=F.2;;z:=F.3;;r:=F. 4
gap> rels: —[xAZ yA2 zA2 ra2, (x r)A2, (y r)A2, (z*r)A2];;
gap> g2:=F/rels;
gap> SetName(qZ,”qZ");
gap> frg2:=FreeRelatorGroup(q2);
gq2_R
gap> GeneratorsOofGroup(frq2);
[ g2_R1, g2_R2, g2_R3, gq2_R4, q2_R5, q2_R6, q2_R7 ]
gap> frhomg2:=FreeRelatorHomomorphism(qg2);
[ g2_R1, gq2_R2, g2_R3, g2_R4, g2_R5, q2_R6, q2_R7 ] -> [ f1lA2,
f2A2, f3A2 f4N2, (fl*f4)A2, (f2*F4)A2, (F3*F4)A2 ]
gap> mon: —Mono1dPresentatioanGroup(qZ);;
gap> fgmon:=FreeGroupOfPresentation(mon) ;
<free group on the generators [ q2_M1, q2_M2, g2_M3, gq2_M4, q2_M5,
g2_M6, gq2_M7, q2_M8 1>
gap> genfgmon:=GeneratorsofGroup(fgmon);
[ g2_M1, g2_M2, g2_M3, g2_M4, q2_M5, q2_M6, q2_M7, g2_M8 ]
gap> gprels:=GroupRelatorsofPresentation(mon);
[ q2_M1A2, gq2_M2A2, q2_M3A2, q2_M4A2, (q2_M1*q2_M4)A2,
(g2_M2*q2_M4)A2, (g2_M3*q2_M4)A2 ]
gap> invrels:=InverseRelatorsOofPresentation(mon);
[ g2_M1*q2_M5, q2_M2*q2_M6, q2_M3*q2_M7, q2_M4*q2_M8, q2_M5*q2_M1,
g2_M6*q2_M2, q2_M7*q2_M3, q2_M8*q2_M4 ]
gap> hompres:=HomomorphismofPresentation(mon);
[ g2_M1, g2_M2, g2_M3, q2_M4, g2_M5, q2_M6, q2_M7, q2_M8 ] -> [ f1,
f2, 3, f4, flA-1, f2A-1, f3A-1, f4A-1 ]
gap> rws:=RewritingSystemFpGroup(q2);
[ [ g2_M4A2, <identity ...> 1, [ g2_M3A2, <identity ...> ],
[ g2_M2A2, <identity ...> ], [ q2_M1A2, <1dent1ty ...> 1,
[ g2_M4*q2_M3, g2_M3*q2_M4 ], [ q2_M4* q2 M2, g2_M2*q2_M4 ],
[ q2_M4*qg2_M1, g2_M1*q2_m4 ], [ q2_M8, q2_| M4 1,
[ 2_m7, q2_M3 1, [ q2_M6, q2_M2 1, [ g2_M5, g2_M1 ] ]
gap> monrels:=Concatenation(gprels,invrels);
q2_M1A2, q2_M2A2, q2_M3A2, q2_M4A2, (q2_M1*q2_M4)A2,
(g2_M2*q2_M4)A2, (q2_M3*q2_M4)A2, gq2_M1*q2_M5, q2_M2%*q2_M6,
q2_M3*q2_M7, q2_M4*q2_M8, q2_M5*q2_M1, Q2_M6*q2_M2, q2_M7*q2_M3,
gq2_M8*q2_M4 ]
gap> id:=0ne(monrels[1]);
<identity ...>
gap> a0:=List(monrels,a->[a,id]);
[ g2_M1A2, <identity ...> ], [ q2_M2A2, <identity ...> ],
q2_M3A2, <identity ...> 1, [ q2 M4A2, <identity ...> ],
(q2_M1*q2_M4)A2, <identity ...> ],
(q2_M2%q2_M4)A2, <identity o> ],
(q2_M3*q2_M4)A2, <identity ...> ],[ g2_M1*q2_M5, <identity ...>],
[ g2_M2*q2_M6, <identity ...> ]1,[ q2_M3*q2_M7, <identity ...> 1],
[ q2_M4*q2_M8, <1dent1ty o> ],
[ g2_m5*g2_M1, <identity ...> ],[ ?2_M6*q2_M2, <identity ...> 1],
> 1,
> 1]

[ Lo Lo T T |

[ q2_M7*q2_M3, <identity . [ g2_M8*q2_M4, <identity ...> ] 1]
gap> al:=0nePasskB(a0);
[ [ q2_M1A2, <identity .. ,
[ g2_M3A2, <identity ...> ], [ g2_M4A2, <1dent1ty o> ],
[ (g2_M1*q2_ M4)A2 <identity ...> ], [ (q2_M2*qg2_ M4)A2 <identity
], [ (q2 M3*q2 M4)A2 <1dent1ty

[ g2_M2A2, <identity ...> ],

v

[ g2_M1*q2_M5, <1dent1ty o> ], [ q2_M2*q2_M6, <jdentity ...> 1,
[ 92_M3*q2_M7, <identity . 1, [ 92_M4*q2_M8, <identity ...> ],
[ ], [ q2_M6*q2_M2, <identity ...> ],
[ q2_M7%q2_M3, <identity . 1, [ 92_M8*q2_M4, <identity ...> ],

[ q2_M4*q2_M1*q2_Mm4, q2_m1’

1, T a2_m5, q2_m1 ],
q2_M4*q2_M2*q2_M4, q2_M2 % [
]

[ g2_M6, gq2_M2 ],
[ [ g2_M7, gq2_ M3 ], [ q2_mM8, g2_Mm4 ],
[ g2_M1*q2_M4*q2_M1, g2_wm4 [ g2_M1*q2_m4*q2_M1, g2_MmM8 ],
[ g2_M2*q2_M4*q2_M2, q2_M4 ], [ q2_M2*q2_mM4*q2_M2, q2_M8 ],
[ g2_M3*q2_M4*q2_M3, gq2_M4 ], [ g2_M3*q2_M4*q2_M3, q2_M8 1],
[ g2_M5, gq2_M1 ],[ q2 M4*q2_M1*q2_M4, q2_M5 1, [ q2 M6, q2_M2 ],
[ g2_M4*q2_M2*q2_M4, gq2_M6 ], [ qg2_l M7 q2_M3 1],
[ q2_M4*q2_M3*q2_M4, g2_M7 1, [ q2_M8, gq2_Mm4 ] ]
gap> ‘Length(al);
5

> ]
q2_| M5*q2_Ml, <identity ...> ]

. >
[ q2_M4*q2_M3*q2_M4, q2_M3 1.
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al:=RewriteReduce(al);

[ [ g2_M5, g2_m1 ], [ g2_m6,
[ g2_M8, q2_M4 ], [ g2_M1A2,
[ g2_M2A2, <identity ...> ],
[ q2_M4A2, <identity ...> ],
[ g2_M2*g2_M4*q2_M2, g2_M4 ],
[ g2_M4*g2_M1*q2_M4, g2_M1 ],

gap>

gap> a2:=KnuthBendix(al);
[ [_g2_Mm5, g2 M1 1, [ q2_M6,
[ g2_M8, gq2_M4 ], [ gq2_M1A2,
[ g2_M2A2, <identity ...> ],
[ g2_M4*g2_M1, g2_M1*q2_M4 ],
[ g2_M4*g2_M3, g2_M3*q2_M4 ],

gap> Length(a2);

11

gap> a2:=RewriteReduce(al);
[ [_g2_Mm5, g2_mM1 1, [ q2_M6,
[ g2_M8, gq2_M4 ], [ g2_M1A2,
[ g2_M2A2, <identity ...> ],
[ g2_M4*g2_M1, g2_M1*q2_M4 ],
[ g2_M4*g2_M3, q2_M3*q2_M4 ],

gap> a3:=KnuthBendix(a2);
[ [_g2_Mm5, g2 M1 1, [ q2_M6,
[ g2_M8, gq2_M4 ], [ g2_M1A2,
[ q2_M2A2, <identity ...> ],

[ g2_M4*g2_M1, g2_M1*q2_M4 ],
[ g2_M4*g2_M3, q2_M3*q2_M4 ],
“a3:=RewriteReduce(a3);

[ [ a2_M5, g2_m1 ], [ g2_m6,
[ g2_M8, gq2_M4 ], [ q2_M1A2,
[ g2_M2A2, <identity ...> ]
[ g2_M4*g2_M1, g2_M1*q2_M4
[ g2_M4*q2_M3, q2_M3*q2_M4

gap>

1,
1,

GAP

q2_M2 1, [ g2_M7, g2_M3 ],
<identity ...> 1],
[ g2_M3A2, <identity ...> ],
[ g2_M1*g2_M4*q2_M1, gq2_M4 ],
[ g2_M3*q2_M4*q2_M3, q2_M4 ],
[ g2_M4*q2_M2*q2_M4, gq2_M2 ],

[ q2_M4*q2_M3*q2_M4, q2_M3 ] ]

g2_M2 1, [ q2_m7, gq2_M3 1],
<identity ...> ],
[ g2_M3A2, <identity ...> ],
[ g2_m4= q2 M2, gq2_M2* q2 M4 1,
[ g2_M4A2, <1dent1ty o> 1]
g2_M2 1, [ q2_m7, q2_M3 1],
<identity ...> ],
[ g2_M3A2, <identity ...> ],
[ g2_M4*q2_M2, g2_M2*q2_M4 ],
[ g2_M4A2, <identity ...> ] 1]
g2_M2 1, [ q2_m7, q2_M3 1],
<identity ...> ],
[ g2_M3A2, <identity ...> ],
[ g2_M4*q2_Mm2, q2_M2'q M4 ],
[ g2_M4A2, <identity ...> ] 1]
g2_M2 1, [ q2_m7, q2_M3 1],
<identity ...> ],
[ g2_M3A2, <identity ...> ],
[ g2_M4*q2_M2, g2_M2*q2_M4 ],
[ g2_M4A2, <identity ...> ] 1]

gap> Length(a3);
11

Genisletilmis Hecke Grubunun Uygulamasi-2

E(/L) genisletilmis Hecke grubunun monoid sunusu

X, X,y r X :y4 =r’=1(xr) = (yr)2 =Lxx" =x"x=1,

H(2,)=
! wl=yly=Lm"=r'r=1

bicimindedir. Bu sunusun tam yeniden yazma sistemini hesaplamak i¢in ilk olarak

kelimeler arasinda uzunluk siralamasi, uzunluklari esit olan kelimeler i¢in ise iiretecler

-1 -1 -1 L . .
arasinda ¥ >r>) >)Y>X >X bi¢iminde harfsel siralama segilmektedir. Bu

siralama dikkate alinarak ﬁ(/h) grubunun yeniden yazma sistemi asagidaki

bagintilardan olugsmaktadir.

1) x* =1 2) y* =1 3) 2 =1
4) (xr)’ =1 (5) (yr) =1 (6) xx' =1
(7) x"'x =1 @y =1 9 yy=1
10y =1 A r'r=1
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Yukarida (1) —(11) ile verilen bagintilardan elde edilen ¢akisan kelimeler ve ilgili

kritik ciftler agagida verilmistir.

()N (4): xPrxr, (rxr, x) D@ : x5, (x,x™")
()N (6): x*x7', (x,x) () (4): x ' xrxr, (rxr,x7")
2)N(5): yiryr, (ryr,yY) ()N (6): x xx!, (x7,x7™)
)N @) : ¥y () ®)NO): v, (1)
)N A0): 77, (rr) ON@):y YL 0Ny
(A NQ3): xrxr’, (r,xrx) Q) NG): y  yryr, (ryr,y ™)
() NA0): xrxrr™, (7, xrx) @@ :y'w Ly
5YNQB): yryr’, (r,yry) 10)NAY): 7 'r, (r,7)
B)N10): yryrr™, (r, yry) ADNG@): 77, ()

(6) N (7): xx'x, (x,x) ADNA0): 7', (e

Yukaridaki verilen kritik ¢iftlerden asagidaki yeni bagintilar elde edilmistir.

(12) rxr > x 13) x"' > x (14) ryr >y’ 15) y> -y
(16) r' —>r (A7) xrx—r A8 xrx—>r"  (19) yry >r

1

(20) yry > r~ Chmr—>x"' 22)rnr—-y’!

(12) kurali (4) kuralini, (13) kurali (6) ve (7)kurallar1n1, (14) kurali (5) ve (22)
kurallarini, (15) kurali (2) kuralini, (16) kurali (10) ve (1 1) kurallarini , (18) kurali

(17) kuralini, (20) kurali (19) kuralini ve (21) kurali da (12) kuralini indirgedigi i¢in

bu kurallar silinir.
Yeni elde edilen kurallarla ¢akigsmalarindan elde edilen kelimeler ve kritik c¢iftler

asagida verilmistir.
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()N (18): x°rx, (rx,xr™") 15 n@®): vy, (v, %)

G)yn(14): ryr, (yr,ry*) (15N (20): y'ry, (v 'y, y°r™)
B)NQ2D): rxr, (xr,rx™) A8) (1) : xrx”, (r'x, xr)
N5 y7y, (%, 07) 20)N(®): yry™, (7Y yr)
(9N (20): y yry, (ry,y™r ™) 20)N(A5): yry’, (r' Y%, yry™)
14)n(3): 7yr2 , (y3r, ry) QDNQ3): rxr?, (x_lr, rX)
14)N(21): ryrxr, (y3xr, ryx_l) Q) (14): rxryr, (x_lyr, rxy3)

Bu kritik ciftlerden elde edilen yeni kurallar;

(23) rx > xr (24) ry’l - yr (25) )f2 — y2
(26) ry > y_lr (ry>yr) Q7)) rx— y_lxr (28) y_lry - yzr
(29) ry2 — yry’1 (30) rxy’1 — xyr

bi¢imindedir. Bu kurallardan (23) kurali (18) d (21) , (30) kurallarini Ve(26) kurali
(14),(20) ,(27),(28) ,(29) kurallarini indirger. Indirgenen kurallar silinir.

(23) ,(24),(25), (26) kurallart ile 6nceki indirgenemeyen kurallarin ¢akismasindan

elde edilen ¢akisan kelimelerin kritik ¢iftleri ayn1 sonuglar1 verecektir. Bunlardan

bazilar1 agagidaki gibidir.

-1 BN 2
Q24N (25): 1y —>{y v
=y >y
vyt oy o o
26)~(15): 1 —
ry_l —>yr

Yukarida (1)—(30) ile verilen yeniden yazma sistemindeki bagintilardan bazilari
birbirlerinden elde edilebildigi i¢in bu bagintilarin silinmesi gerekmektedir. Uygun

islemler yapildiktan sonra E(/L‘) grubunun monoid sunusu i¢in tam yeniden yazma

sistemi asagidaki kurallardan olugmaktadir.
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(1) x* =1 (3)r’=1 ®) yy =1 ) yy=1
13) x"'=x 15) y’ =y 16) r ' =r (23) rx = xr
Q24) ry™ = yr (25) y? =) (26) ry = yr

ﬁ(/h) Genisletilmis Hecke Grubunun Elemanlarimin Normal Form Yapisi:

ﬁ(/h) genisletilmis Hecke grubunun tam yeniden yazma sistemindeki bagintilar
kullanilarak elde edilen elemanlarinin normal formu Wr* bigimindedir. Burada
£=0,1 ve W kelimesi x,y,yfl iirete¢ elemanlarindan olusan indirgenmis bir
kelimedir.

Sonug¢ olarak; ﬁ(/h) genisletilmis Hecke grubu (monoid sunusu) i¢in kelime
problemi ¢oziilebilirdir.

idrel paketi kullanilarak E(/L‘) grubunun Knuth-Bendix uygulamasi asagida

verilmigtir.

GAP
gap> F:=FreeGroup(3);;
gap> x:=F.1l;;y:=F.2;;r:=F.3;;
gap> rels:=[yAd xA2,rA2, (X*r)A2,(y*r)A2];;
gap> q0:=F/rels;;
gap> SetArrangementOfMonoidGenerators(q0,[1,-1,2,-2,3,-3,4,-4]);
gap> SetName(q0,'"q0");
gap> frg0:=FreeRelatorGroup(q0);;
gap> geng0:=Generators0ofGroup(q0);;
gap> genfrq0:=GeneratorsofGroup(frq0);;
gap> frhomq0:=FreeRelatorHomomorphism(q0);
[ g0O_R1, gO_R2, gO_R3, qO_R4, qO_R5 ] -> [ f2A4, f1A2, f3A2,

(F1=f3)A2, (f2*f3)A2 ]
gap> monq0:=MonoidPresentationFpGroup(q0);
monoid presentation with group relators [ qO0_M3A4, qO_M1A2, qO_M5A2,
(q0_M1*q0_M5)A2, (q0_M3*q0_M5)A2 ]
gap> fgmon:=FreeGroupOfPresentation(monq0);

<free group on the generators [ qO_mM1, qO_M2, qO_M3, qO_M4, qO_M5,
qo_M6 1>
gap> genfgmon:=GeneratorsofGroup(fgmon);;
gap> gprels:=GroupRelatorsofPresentation(monqg0);;
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GAP
gap> Print("gprels=\n");PrintoneItemPerLine(gprels);
gprels=
q0_M3A4
q0_M1A2
q0_M5A2
(q0_M1*gq0_M5) A2
(gq0_M3*g0_M5) A2
gap> invrels:=InverseRelatorsOofPresentation(mong0);;
gap> Print("invrels=\n") ;PrintoneItemPerLine(invrels);
invrels=
q0_M1*q0_M2
q0_m3*q0_m4
q0_m5*q0_m6
q0_m2*q0_mM1
q0_m4+*q0_m3
q0_M6*q0_M5
gap> hompres:=HomomorphismofPresentation(monq0);
[ gO_m1, gO_mM2, gO_M3, qO_mM4, qO_M5, qOo_m6 ] -> [ f1l, fia-1, f2, f2A-1,
3, f3A-1 1]
gap> rws:=RewritingSystemFpGroup(q0);;
gap> Print("rws=\n");PrintoneItemPerLine(rws);
rws=
q0_M3*q0_M4, <identity .
q0_M4*q0_M3, <identity .
q0_M3A3, qO_m4 ]
q0_M5A2, <identity ...> ]
q0_M1A2, <identity ...> ]
q0_M5*q0_M4, q0_M3*q0_M5 ]
q0_M5*q0_M3, q0_M4*q0_M5 ]
q0_M5*q0_M1, q0O_M1*qO_M5 ]
q0_M4A2, q0_M3A2 ]
q0_M6, qO_M5 ]
[ q0_m2, qO_M1 ]
gap> 10:=InitialLoggedRules(q0);
[ [ gO_M1*q0_M2, [ 1, <identity ...> ], [ qO_M3*qO_M4, [ ], <identity
...> 1, [ qO_M5*q0_M6, [ 1, <identity ...> ],
[ gO_Mm2*q0O_M1, [ 1, <identity ...> 1, [ q0_m4*q0_m3, [ 1, <identity
.> 1, [ q0_m6*q0_Mm5, [ 1, <identity ...> 1],
qo_mM3M4, [ [ 7, <identity ...> ] ], <identity ...> ],
qo_M1A2, [ [ 8, <identity ...> ] ], <identity ...> ],
qo_mM5A2, [ [ 9, <identity ...> ] ], <identity ...> ],
(qO_M1*qO_M5)A2, [ [ 10, <identity ...> 1 ], <identity ...> ],
[ (q0_M3*q0_M5)A2, [ [ 11, <identity ...> ] ], <identity ...> ] ]
gap> logrws:=LoggedRewritingSystemFpGroup(q0);;

—/

> ]
> ]
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GAP
gap> Print("logrws=\n");PrintoneltemPerLine(logrws) ;
Togrws=
[ gO_Mm5A2, [ [ 9, <identity ...> ] ], <identity ...> ]
[ g0_m4*q0_M3, [ 1, <identity ...> ]
[ g0_m3*q0_M4, [ 1, <identity ...> ]

[ gO_M1A2, [ [ 8, <identity ...> ] ], <identity ...> ]

[ qO_M3A3, [ [ 7, <identity ...> 1 1, qO_m4 ]

[ qO_M5*q0O_mM4, [ [ -11, qO_M3*q0O_M6 ], [ 9, <identity ...> 1 1, q0_M3*q0_M5
]

[ qO_M5*q0_M3, [ [ -9, qO_m4*q0_m6 1, [ 11, qO0_mM3 ] 1, qO_M4*qO_M5 1,[
qo_m5*qo_m1, [ [ -9, qO_M2*qO_Mm6 ], [ 10, qO_M1 ], [ -8, <identity

...> 1 1, q0_M1*q0_M5 ]

[ gO_Mm4A2, [ [ -7, <identity ...> ] 1, q0_M3A2 ]
[ go_M6, [ [ -9, <identity ...> 1 ], qO_M5 ]

[ go_m2, [ [ -8, <identity ...> 1 ], qO_M1 ]
gap> monrels:=Concatenation(gprels,invrels);;
gap> id:=0ne(monrels[1]);;

gap> rO:=List(monrels,r->[r,id]);;

gap> rl:=0nePasskB(r0);

[ [ gO_M3A4, <identity ...> ], [ q0_M1A2, <identity ...> ],
q0_M5A2, <identity ...> 1, [ (q0_M1*gqO0_M5)A2, <identity ...> ],
(q0_M3*qO_M5)A2, <identity ...> 1, [ q0_M1*qO0_M2, <identity ...> ],
q0_M3*q0_M4, <identity ...> ], [ q0_M5*%q0_M6, <identity ...> ],
q0_M2*q0_M1, <identity ...> ],[ q0_mM4*q0_M3, <identity ...> ],
q0_M6*q0_M5, <identity ...> ], [ q0_m5*q0_m3*q0_m5, qO_M3A3 ],
q0_M3A3, qO0_m4 ], [ q0_m5*%q0_M1*qO_M5, qO_m1 ], [ gqO_M2, qO_m1 ],
q0_m6, qO_m5 ], [ qO0_M1*qO_M5*q0_M1, qO_m5 ],
q0_M1*q0_M5%q0_M1, qO_Mm6 ], [ 9q0_M3*qO0_M5*q0O_M3, qO_M5 ],
q0_M3*q0_M5*%q0_M3, qO_m6 ], [ qO_M2, qO_Mm1 ],
q0_M5*%q0_M1*q0O_M5, qO_M2 ], [ qO_M3A3, qO_m4 ],

[ g0_M5*q0_m3*q0_M5, qO_m4 ], [ qO_mM6, qO_M5 T ]
gap> Length(rl);

25
gap> r2:=kKnuthBendix(rl);

[ [ gO_M2, qO_M1 ], [ gO_M6, qO_M5 ], [ gO_MIA2, <identity ...> ],
q0_M3*q0_M4, <identity ...> ],
q0_M4%q0_M3, <identity ...> ], [ q0_m4A2, qO_M3A2 ],
q0_M5*%q0_M1, qO_mM1*qO_M5 1, [ qO_M5*qO_M3, qO_M4*qO_M5 ],
q0_M5*q0_M4, qO0_M3*q0_M5 ], [ gqO_M5A2, <identity ...> ],

[ g0_M3A3, q0_mM4 T 1]
gap> Length(r2);

11
gap> r3:=KnuthBendix(r2);

[ [ gO_M2, gqO_M1 ], [ gqO_M6, qO_M5 ], [ gO_MIA2, <identity ...> ],

[ q0_M3*q0_M4, <identity ...> 1, [ q0_M4*qO_M3, <identity ...> ],

[ q0_M4A2, q0_M3A2 ], [ gqO_M5%g0_M1, qO_m1*qO_M5 ],

[ qO_M5*q0_M3, qO0_M4*q0_mM5 1, [ qO_m5*qO_m4, qO_M3*qO_M5 ],

[ qO_M5A2, <identity ...> 1, [ qO_M3A3, q0_m4 ] ]
gap> Length(r3);

11

L
L
L
L
L
L
L
L
L
L

L
L
L
L

33




Yukaridaki uygulamada, ﬁ(}t4 ) genisletilmis Hecke grubunun

IT[(14) :<x, wrx Ly L X =y ==L =) =Lxx T =x"'x =1,>
w =yy=Lrm"=r'r=1

monoid sunusu i¢in yeniden yazma sistemi ve Knuth-Bendix algoritmasi uygulanarak

tam yeniden yazma sistemi elde edilmistir. Length(r2); komutu verilerek de bu

kurallarin 11 tane oldugu gorilmiistiir. Program ciktisindaki

g0 M1,q0 M2,4q0 M3, g0 M4, g0 M5 ve q0 M6 ifadeleri

X, x71, Vs )/71, rver iireteglerini gostermektedir.
5.4 Genisletilmis ve Genellestirilmis Hecke Grubunun Kelime Problemi

2.3 alt boliimde verilen genisletilmis ve genellestirlmis Hecke grubunun

ﬁ(pl,...,pn) = <xi, riyxl=rt=(xr) = 1> =D, *, ..*, D, (1<i<n) sunusunda

D, =D, =...=Pp,=2 alinmasi durumunda elde edilen E(Z, 2,...,2) grubunun sunusu
H(2.2,,2)= (5, r 3 x2=1,7 =1, (xr)’ =1)

bi¢cimindedir. Bu grubun monoid sunusu,

-1 -1, 2 2 2 -1 -1 -1 -1
<xl.,xi s xi =Lt =] () =L =Ly x =L =1 r:1>

1

seklindedir. Bu genisletilmis ve genellestirlmis Hecke grubunun monoid sunusunun
tam yeniden yazma sistemini hesaplamak i¢in ilk olarak kelimeler arasinda uzunluk

siralamasi, uzunluklart esit olan kelimeler icin 1se {retegler arasinda

-1 -1 L o .
r >r>X  >X biciminde harfsel siralama secilir. Bu siralama dikkate alinarak

(1) x? =1 (2) =1 (3)(xr) =1 (4)xx"=1
(5) xx =1 (6)rr™ =1 (7) rlr=1

1

kurallar1 genellestirilmis Hecke grubunun yeniden yazma sistemini olusturmaktadir.
Kurallarin ¢akismasindan elde edilen cakisik kelimeler ve kritik ciftler asagida

verilmigtir.
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()N (3): x’rxr, (rxr,x,) (5)n(1): x 7', (xi’xzil)
()N (4): x’x, (xi_l, l) (5)N(3): x ', (rxir,xl."l)
(2)0(6): rrt, (r’l r) (5)(\(4): x xx (x[l,xl’l)
(3)N(2): xrxr?, (r,x,x;) (6)N(7):rr'r, (r,r)
(3)N(6): xrxrr, (rx,) (1)~ (2): 777, ()
(4)N(5): xx, 'x, (x,,x,) (7)(6): r'rr, (r’l, 1)

Bu kritik ciftlerden elde edilen yeni bagintilar asagida verilmistir.

(8) rer —>x, (9) x™ —>x (10) r" —>r

(11) xrx, >r  (12) xx, —>r (13) rxr —>x

Bu kurallardan(S) kurali (3) kuralini, (9) kural1(4) ve (5) kurallarini, (10) kurali

(6),(7) kurallarini, (12) kurah (11) kuralini, (13) kuralt da (8) kuralin1 indirger.

Indirgenen kurallarin silinmesinden sonra geriye kalan kurallarm cakismasindan

bulunan kelimeler ve ilgili kritik ¢iftler asagida verilmistir.

Bu cakismalardan yeni bir baginti olusur. Bu baginti; (14) X, ->Xxr dir. (14) kurali
(12) ve (13) kurallarin1 indirger. Dolayisiyla (12) ve (13) kurallar1 silinir.

(1),(2),(9),(10) ve (14) kurallarinin ¢akismasindan asagidaki sonuglar elde

edilmistir.
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i

() 2>l

roxrl o
(2)n(14): rx, > {* *xt}

Goriildiigii gibi kritik ¢iftler ayn1 kelimeye indirgenmistir. Sonug olarak; H(2,2,...,2)
genisletilmis ve genellestirilmis Hecke grubunun monoid sunusu i¢in fam yeniden

vazma sistemi asagidaki kurallardan olugmaktadir.

Dx’>1 (2)7>1 (9)x" >x  (10)r ' >r (14) x, >xr

ﬁ(2, 2,...,2) Genisletilmis ve Genellestirilmis Hecke Grubunun Normal Form
Yapisi:

ﬁ(2, 2,...,2) genisletilmis ve genellestirilmis Hecke grubunun elemanlarmin normal
formu #r* bigiminde elde edilmektedir. Burada & = 0,1 ve W kelimesi X, (1<i<n)
irete¢ elemanlarindan olusan indirgenmis bir kelimedir.

Sonug olarak; E(Z, 2,...,2) genisletilmis ve genellestirilmis Hecke grubu (monoid

sunusu) i¢in kelime problemi ¢oziilebilirdir.

Not: Bu alt boliimiin 6nemi burada el ile i indislerine bagl olarak yapilan yeniden
yazma sisteminin hesaplanmasinda GAP programimin dolayisiyla idrel paketinin
uygulanamamasidir. Ciinkii GAP kapsaminda yapilan uygulamalar ¢alisilan cebirsel

yapinin sonlu sayida iiretece bagli olmasiyla sinirlidir.
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6. KAYITLI YENIDEN YAZMA SiSTEMIi

Bu béliimde, kayith yeniden yazma sistemi, onun fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin
uygulamalar verilmistir. Bu béliimde verilen fonksiyonlar idrel paketi kapsaminda
caligmaktadir.

Kayith yeniden yazma sistemi grup sunusu ile iliskili bir yapidir. Her kayith yeniden
yazma kurali, standart yeniden yazma kurallarina ek olarak bir kayit ya da grubun
orijinal bagintilar1 cinsinden kurali agiklayan bir kayit bileseni icerir. Bu sekildeki bir

kural

[u,[L .L, ,.L, ], V]

seklinde bir sirali {i¢lii olarak yazilir. Burada [ u,v ]yeniden yazma kuralidir ve #;
grup bagmntisi ve W, bir kelime olmak iizere L,= [ni W, ]bigimindedir. Bu g

bilesen # = 1.0,V birimini saglar.
Not: Bu boliimde elde edilen tiim uygulamalar 5.2 alt boliimde verilen Z, xZ, direkt

carpim grubu iizerine yapilmistir.
6.1 Kayith Knuth - Bendix Hesaplamasi

6.1.1 LoggedOnePassKB fonksiyonu

LoggedOnePassKB fonksiyonu, OnePassKB fonksiyonu ile elde edilen yeniden
yazma sistemini tamamlamak i¢in eklenen tiim kurallar1 bulur. Bu fonksiyonu
loggedrules fonksiyonuna eklemenin bir sonucu tanimlanan monoidi degistirmeden

sisteme yeni kayith kurallar eklemektir.
Asagidaki ornekte, ilk olarak 5.2 alt boliimde incelenen Z,xZ, direkt ¢arpim grubu
icin GAP uygulamasinda"g6" ile tanimlanan sunus, kayith kurallarin baslangig

kiimesine dontistiiriilmektedir. Ardindan Knuth-Bendix'in bir ge¢isi uygulanmaktadir.
Fonksiyon listelerin iki elemanli bir listesini vermektedir. Ik eleman, kaydedilen

kurallarin bir kiimesidir ve ikinci eleman, r-dizilerinin bos bir listesidir.
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GAP
gap> 10:=ListwithIdenticalEntries(7,0);;
gap> for j in [1..7] do

> r:=r0[j];

> if (j<3) then

> 10[j]:=[r[2]1,[ [j,id] 1,r[2]1];
> else

> 10[j1:=[r[1],[ 1,r[211;

> fi;

> od;

gap> 10;

[ [ gb_M1A3, [ [ 1, <identity ...> ] ], <identity ...> ],
[ go_M2A4, [ [ 2, <identity ...> ] ], <identity ...> 1],
[ gb_M1*g6_M2*q6_M3*qg6_M4, [ ], <identity ...> ],
[ gb_M1*g6_M3, [ 1, <identity ...> 1],
[ gb_M2*g6_M4, [ ], <identity ...> ],
[ gb_M3*g6_M1, [ ], <identity ...> ],
[ gb_Mm4*g6_M2, [ 1, <identity ...> ]
gap> 11:=LoggedOnePasskB(g6,10);;
gap> Length(11[1]);
14
gap> 11[1][11];
[ q6_M1*q6_M2*q6_M3, [ 1, gq6_M2 ]

]

Yukaridaki uygulamada son iglem olarak verilen "lI[1][11] adim1 bize "¢6 " sunusu

icin yapilan OnePassKB(r0) islemindeki 11. bagintiy1 vermektedir.

6.1.2 LoggedKnuth-Bendix fonksiyonu

LoggedRewriteReduce fonksiyonu, kayitli yeniden yazma sisteminden gerekli
olmayan kurallar1 kaldirir. Bu fonksiyon RewriteReduce fonksiyonu ile ayn1 prensipte
caligir.

LoggedKnuthBendix fonksiyonu, yeni kurallar eklenmeye ve gereksiz kurallar ilave
edilmeyene kadar LoggedOnePassKB ve LoggedRewriteReduce fonksiyonlarini tekrar

tekrar uygular. Cikt1 indirgenmis tam kayitli yeniden yazma sistemidir.
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GAP
gap> 18:=LoggedRewriteReduce(q6,11[1]);;
gap> Perform(18,Display);

[ gb_m1A2, [ [ 1, <identity
g6_M1*q6_M3, [ 1,
q6_M2*g6_M4, [ ], <identity .
q6_M3*g6_M1, [ ], <identity .

[ <identity .
[
[
[ g6_M4*q6_M2, [ ], <identity .
[
[
[

> ]
> ]
> ]
> ]

q6_M1*q6_M2*q6_M3, [ 1, q6_M2 ]
q6_M2A3, [ [ 2, <identity
q6_M2*q6_M3*q6_M4,
q6_M3 1]
gap> Length(18);
8
gap> 12:=LoggedknuthBendix(q6,18);;
gap> 12[1];
[ [ g6_M1A2,
[ g6_M1*q6_M3, [
[ q6_M2*q6_M1,
[ g6_M2*q6_M4,
[ g6_M3*qg6_M1,
[
[
[

[ [ -1, <identity ..

[ [ 1, <identity
1,
1,
1,
1,

<identity ...> ],
g6_M1*g6_M2 1],
<identity ...> 1],
<identity ...> 1],
q6_M2*q6_M3 ],

L T e T |

g6_m3*g6_Mm2, [ 1,
q6_M3A2, [ [ -1, <identity
q6_M4*q6_M1, [ [ -2, <identity ...> ],
1,

q6_M4*q6_M2, [
q6_M4*q6_M3, [

q6_M4A2,

], <identity ...> ],
1, q6_M3*q6_m4 1,
[ [ -2, <identity
q6_M1*q6_m2*q6_M3, [ 1, q6_M2 ],
q6_M2A3, [ [ 2, <identity
q6_M2*q6_M3*q6_M4, [ [ -1, <identity
1, <identity ...> ] 1, q6_mM3 1],

[ gb_M1*q6_M2A2*q6_M3, [ 1, q6_M2A2 ] ]
gap> Length(12[1]);
15

L e B e B e O s SO s B s N e |

...> 11, g6_M3 ]

...> 11, g6_M4 ]
> ],

[ 1, <identity ...> ] 1,

...> 11, q6_M3 1,

> ] ], q6_M1 ],

[ 2, q6_MIA-1 ] 1, q6_M1*q6_M4

...> 11, q6_m2A2 1,

...> 11, q6_Mm4 T,
> ],

6.2 Bir Kelimenin Kayith indirgenmesi

6.2.1 LoggedReduceWordKB fonksiyonu

Bir kelime ve yeniden yazma sistemi verildiginde, LoggedOnePassReduceWord

fonksiyonu bir kelimenin bir kez indirgemesini yapar ve bunu kullanilan kuralin kayit

bolimiinii ve yer degistirilen boliimiin orijinal kelimesindeki kismi kullanarak

kaydeder.

LoggedReduceWordKB fonksiyonu, kelime artik indirgenemeyecek duruma gelene

kadar OnePassLoggedReduceWork fonksiyonunu tekrar tekrar uygular. Indirgemenin
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her adim1 orijinal kelimenin orijinal bagintilar ve indirgenemez kelime cinsinden nasil
ifade edilebilecegini gostererek kaydedilir.

Loggedrules tamamlandiginda, indirgenmis kelime o grup elemani icin tek normal
formdur. Indirgemenin kaydi, kurallarin uygulanma sirasina baglidir.
ShorterLoggedrule fonksiyonu, ShorterRule fonksiyonu ile ayni kriterleri kullanarak

kaydedilen bir kuralin digerinden daha iyi olup olmadigina karar verir.

GAP

gap> wo0;
q6_M2A5%q6_M1A5
gap> lwl:=LoggedOnePassReduceword(w0,10);

[ L [1, gb_M2A-5 1], [ 2, <identity ...> ] 1, q6_M2*q6_M1A2 ]
gap> 1w2:=LoggedReducewordkB(w0,10);

[ L [1, gb_M2A-5 17, [ 2, <identity ...> ] 1, q6_M2*q6_M1A2 ]
gap> Iw2:=LoggedReducewordkB(w0,12[1]);

[ L [1, g6o_mM2A-5 17, [ 2, <identity ...> 1],

[ 1, g6_M2A-2%q6_M4A-1 ] ], q6_M2*q6_M3 ]

6.2.2 LoggedRewritingSystemFpGroup fonksiyonu

Bir grup sunusu verildiginde, LoggedRewritingSystemFpGroup fonksiyonu,
bagintilara bagh olarak kaydedilen yeniden yazma sistemini belirler. Bir grup sunusu
ile iliskili ilk kaydedilen yeniden yazma sistemi, iki tiir kuraldan olusur. Bunlar,
monoid sunusundaki iki tiir kuralin kayith versiyonudur. Grubun her reel bagintisi

igin;
[rel , [ [j.,id]],id ]

bi¢ciminde bir kayith kurali vardir.
Her ters baginti igin, [gen*inv , [ ] , id ] bigiminde bir kayith kurali vardir.

Fonksiyon kayitli yeniden yazma sisteminin tamamlanmasini saglar. Son sistemdeki

kurallar, kismen ShorterLoggedRule fonksiyonu tarafindan siralanir.
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GAP
gap> lrws:=LoggedRewritingSystemFpGroup(g6); ;
gap> Perform(lrws,Display);

[ g6_M4*g6_M2, [ 1], <identity ...> ]
q6_M3*g6_M1, [ ], <identity ...> ]
q6_M2*q6_M4, [ ], <identity ...> ]
q6_M1*g6_M3, [ ], <identity ...> ]

q6_M1*q6_M2A2*q6_M3, [ [ 7, <identity ...> ],
q6_M2*q6_M3*q6_M4, [ [ 7, g6_M1 ] ], g6_M3 ]
q6_M2A3, [ [ 6, <identity ...> 1 ], g6_M4 ]
q6_M1*g6_M2*g6_M3, [ [ 7, <identity
q6_M3A2, [ [ -5, <identity ...> 1 ], gq6_M1 ]
q6_M1A2, [ [ 5, <identity ...> 1 1, gq6_M3 ]
q6_M4A2, [ [ -6, <identity ...> ] 1, q6_M2A2 ]
q6_M4*q6_M3, [ [
q6_MmMa*q6_M1, [ [

[ -7, <identity
[ g6_M3*q6_MmM2, [ [
[ q6_M2*q6_M1, [ [
gap> Length(lrws);
15

-6, <identity
> ],
-7, q6_M1 ] 1, g6_M2*q6_M3 ]
-7, <identity

o> ],

L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
1,

...> 11, g6_M2 ]

-7, q6_M1*q6_M2 ] 1, g6_M3*g6_M4 ]
[ _7) q6—M4A2 ]l
[ 6, q6_M1A-1 ] ], g6_M1*g6_M4 ]

...> 11, g6_M1*g6_M2 ]

[ 7, g6_m4 ] ], g6_M2A2 ]

[ -7, q6_M2A-1

Yukaridaki uygulamada son islem olarak verilen

“Length(lrws)” adimi1 bize

“LoggedRewritingSystemFpGroup(q6) ’isleminin sonucu olarak 15 tane bagint1 elde

edildigini gostermektedir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, idrel paketi incelenmistir ve bu paket kapsaminda birlestirilmis grup teoride
onemli bazi1 grup yapilarinin sunuslar1 kullanilarak tam yeniden yazma sistemleri ve
dolayisiyla elemanlarinin normal form yapilar1 elde edilmistir. 2015 yilinda GAP
kiitiiphanesine kabul edilen ve 2019 yilinda son versiyonu olusturulan bu paket, A.
Heyworth ve C. D. Wensley tarafindan hazirlanmistir. Bu paket kapsaminda yapilan
uygulamalar tezin 5. ve 6. boliimlerinde bulunmaktadir.

5.2 alt boliimiinde, idrel paketinin bazi fonksiyonlarinin uygulamalar1 Z,xZ, direkt
carpim grubunun sunusu kullanilarak verilmistir.

5.3 alt boliimiinde, genisletilmis Hecke grubunun ﬁ(ﬁq) sunusunda ¢ =2 ve ¢ =4

0zel durumlar alinarak elde edilen sunuslart incelenerek bu grubun monoid sunuslari
icin tam yeniden yazma sistemleri elde edilmistir. Dolayisiyla bu yapilarm
elemanlarinin normal formlar1 olusturulmustur. Ayrica incelenen genisletilmis Hecke

gruplarmin (E(ﬂz)ve E(&t)) sunuglar1 kullanmlarak idrel paketinde uygulamalari

yapilmustir.

5.4 alt boliimiinde, genisletilmis ve genellestirilmis Hecke grubunun E( Dises D))

sunusunda p, = p, =...= p, =2 alinmasi ile elde edilen ﬁ(2,2,,2) monoid sunusu

incelenmistir. Bu sunusun tam yeniden yazma sistemi dolayisiyla da bu sistemdeki
kurallara bagli olarak elemanlarinin normal form yapis1 elde edilmistir. Bu
genisletilmis ve genellestirilmis Hecke grubunun sunusundaki tireteg sayisi 7 indisine
bagli oldugu i¢in bu sekildeki genel bir sunusun idrel paketinde uygulamalari
yapilamamaktadir.

6. boliimde kayith yeniden yazma sistemi ve onun fonksiyonlar1 incelenmistir. Bir

grubun monoid sunusunun tam yeniden yazma sistemini idrel paketinde olustururken
kaydettigi indirgeme agamalar1 5.2 alt boliimiinde incelenenZ,xZ, direkt ¢arpim

grubu lizerine uygulanarak verilmistir.
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