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TEZ BEYANI

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu tezin yazilmasinda bilimsel ahlak
kurallarina uyuldugunu, baskalarinin eserlerinden yararlanilmast durumunda bilimsel
normlara uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin igerdigi yenilik ve sonuglarin bagka bir
yerden almmadigini, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, tezin
herhangi bir kisminin bu iiniversite veya baska bir liniversitedeki baska bir tez ¢aligmasi
olarak sunulmadigini beyan eder, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak

kayiplarin1 kabullendigimi beyan ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida
sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

|| A]| : A’nin normu

|A| : A’nin mutlak degeri

x'(4) : x fonksiyonunun A noktasindaki birinci tiirevi
x®(2) : x fonksiyonunun A noktasindaki k-yinci tiirevi
R . Reel sayilar kiimesi

C : Kompleks sayilar kiimesi

Kisaltmalar Aciklamalar

max : Maksimum

min : Minimum

sup > Supremum



1. GIRIS

Fonksiyon 17. yiizyildan beri bilinen ve matematigin temel konular1 arasinda yer
alan bir kavramdir. Bir fonksiyon ii¢ temel par¢adan olusur: Girdi, bagint1, ¢ikt1. Kisaca,
fonksiyon girdilerin her birini en az ve en ¢ok bir ¢iktiya baglayan bagmnti olarak
diistintilebilir. Matematiksel olarak, A ve B iki kiime olmak iizere A’dan B’ye bir
fonksiyon f: A — B seklinde ifade edilebilir. A’ya f fonksiyonun tanim kiimesi (bolgesi),
B’ye f fonksiyonun deger kiimesi (bolgesi) ve f(A) € B kiimesine de f fonksiyonun
goriintii kiimesi (bolgesi) denir. Fonksiyonlarin tanim bolgesi ve deger bolgesi, kiime
yapisini tasiyan keyfi segimlerdir. Dolayisiyla, bu bolgeler 6zel olarak cebirsel yapilar,
topolojik uzaylar, lineer uzaylar, normlu uzaylar, Banach uzaylar1 veya Hilbert uzaylari
gibi 6zel yapilar secilebilir. Ozellikle matematik temelli arastirmalarda, tanim bdlgesi veya
deger bolgesi bu tip uzay yapilar1 olan fonksiyonlar ilgi ¢ekmistir. Genellikle, tanim ve
deger bolgeleri vektor uzaylar olan fonksiyonlara operatér veya operator-fonksiyonlar
denilmektedir (Nikolski, 2002; Morris, 2020). 1972 yilinda Ladas ve Lakshmikantham
tarafindan yayimlanan ‘Differential Equations in Abstract Spaces’ isimli kitabin birinci
bolimiinde, tanim bolgesi reel veya kompleks sayilar kiimesi ve deger bolgesi Banach
uzay1 olan fonksiyonlar ile ilgilenildi ve bu fonksiyonlar abstract fonksiyonlar olarak
isimlendirildi. Ayrica, bu kitap bdoliimiinde, abstract fonksiyonlarin siirekliligi ve
diferansiyellenebilirligi tartigildi ve bu fonksiyonlar i¢in Riemann integrali ve bazi temel

ozellikleri incelendi.

Bu tez c¢alismasinda, abstract fonksiyonlar igin limit, siireklilik, diferansiyel,
integral gibi kavramlarin 6zelliklerinin gelistirmesi ve ayrica bu fonksiyonlarin kuvvet
serisine agilimi ile baz1 operatér denklemlerin ¢éziimiiniin arastirilmasi amaglanmaktadir.
Bunlara ek olarak, hem abstract fonksiyonlarin hem de operatdr-fonksiyonlarin kuvvet
serisine agilimi  yardimiyla bazi operator denklemlerin ¢Oziimiiniin incelenmesi
hedeflenmektedir. Bu amaglar dogrultusunda, bu ¢alismada, abstract fonksiyonlar iizerine

temellenmis yeni kavramlar, 6zellikler, 6nermeler ve ¢oziim yaklagimlar: sunulmaktadir.

Tez galismasmin yapisi su sekilde organize edilmistir: Ikinci béliimde, lineer uzay,
normlu uzay, Banach uzayi, lineer operator, sinirli lineer operator gibi bazi temel
kavramlar ve ozellikleri verildi. Uciincii boliimde, abstract fonksiyonlar igin limit,
stireklilik, diferansiyel, integral gibi kavramlar verildi ve bu kavramlarin o6zellikleri

incelendi. Ayrica, abstract fonksiyonlarin kuvvet serisine agilimi ve analitik abstract



fonksiyonlarin Taylor serisine acilimi tanitildi. Dérdiincli ve besinci boliimlerde, abstract
fonksiyonlarn  ve  operator-fonksiyonlarin  kuvvet serisine acilimi  yardimiyla
Ax —ACx =y ve A(A)x = y(A1) seklindeki operatér denklemlerin ¢6ziim yontemleri
aragtirildi. Altinct boliimde, parametreye bagli operator denklemin ¢oziimiine ait bir 6rnek
verildi. Son boliimde, bu tez ¢alismasinin bazi sonuglari ve gelecek arastirmalara yonelik

Oneriler sunuldu.



2. TEMEL BILGILER

Bu bélimde, baz1 kaynaklardan (Chen vd., 2004; Jebril ve Ali, 2003; Hille ve
Phillips, 1957; Nikolski, 2002; Trenogin, 1980; Yosida, 1995; Zeidler, 1995)
yararlanilarak lineer uzay, normlu uzay, Banach uzayi, lineer operator, smirli lineer

operatdr ve ters operatdr gibi temel kavramlar ve 6zellikleri verilir.

2.1. Lineer Uzaylar
Tamm 2.1.1. E bir kiime ve § bir cisim olsun.

i. EXE’den E’ye Vx,y €E i¢in (x,y) > x+y secklinde tanimlanan toplama
fonksiyonu

ii. § X E’den E’ye VA€ § ve Vx € E igin (4,x) - Ax seklinde tamimlanan skaler ile
carpma fonksiyonu

icin agagidaki ozellikler saglaniyorsa E’ye § tlizerinde bir lineer uzay (vektor uzayi) denir.
Vx,y,z € EveVA u € ¥ icin,

L) x+ y=y+x,

L) x+(y+2)=(x+y)+z

L3) Vx € E i¢in x + 0 = 0 + x = x olacak sekilde bir 0 € E vardur,

L4) Vx € E (x # 0) igin x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde bir —x € E vardir,

L5) A(x +y) = Ax + Ay,

L6) (A + w)x = Ax + ux,

L7) A(ux) = (4,

L8) 1x = x.
Eger & = R ise E reel lineer uzay, & = C ise E kompleks lineer uzay olarak isimlendirilir.
Tanim 2.1.1°den asagidaki 6zellikler goriiliir:

1) Vx € Ei¢in Ox = 0,

2) A skalerii¢in A0 = 0,

3) (-Dx=—x.

(3) 6zelligi goz Oniine alinarak, y elemaninin tersi —y olmak iizere x—y = x + (-1)y dir.

Ornek 2.1.2. Clap) Uzayr [a,b] araliginda tanmimlanmus siirekli x(t), y(¢), z(¢), ...

fonksiyonlarin kiimesini temsil eder. [a, b] araliginda siirekli olan fonksiyonlarin toplami

3



ve [a,b] araliginda siirekli olan fonksiyonun skaler ile carpimi da siirekli fonksiyon

oldugundan siirekli fonksiyonlarin kiimesi Cq 1) bir lineer uzay olusturur.

2.2. Normlu Uzaylar
Tamm 2.2.1. E lineer uzay ve ||.||: E — R bir fonksiyon olsun. Vx,y € E ve VAEF
igin,

N1) ||x|]| = 0ve ||x]l =0 < x =0,

N2) [[Ax | = [A[l]x]l,

N3) [lx + yll < |lx]l + Iyl

ozellikleri saglaniyorsa ||. || fonksiyonuna E tizerinde bir norm ve (E, ||. ||) ikilisine bir

normlu uzay denir.
(N3) de verilen normun tiggen esitsizligi yardimu ile ters liggen esitsizligi
Hxll =1yl < llx =yl (2.1)
seklinde elde edilir.
Tanmim 2.2.2. (E, ||. ||) bir normlu uzay olmak lizere E X E iizerinde
pxy) =[x =yl (2.2)

ile tamiml1 p fonksiyonu E iizerinde bir metriktir ve bu metrige norm tarafindan tretilen

metrik denir. Yani, Vx,y,z € E igin,

M1) p(x,y) = 0,

M2) p(x,y) = 0 & x =1y,
M3)p(x,y) = p(y,x),
M4)p(x,y) < p(x,z) + p(y,2).

Ornek 2.2.3. C, p; lineer uzayinda x(t) € Cjq) Nin NOrMu
lIxllo = max |x(t)] (2.3)
seklinde tanimlanir. Cpq ) bir normlu uzaydir.

2.3. Banach Uzaylar

Tamim 2.3.1. E normlu uzay ve {x,,}, E uzayinda bir dizi olsun. n - o igin ||x, — x|| = 0

olacak sekilde bir x € E varsa (yani, Ve > 0 i¢in n > n, oldugunda ||x,, — x|| < & olacak
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sekilde bir ny sayisi varsa) {x,} dizisi x’e yakinsaktir denir ve n — oo iken x,, — x ile

gosterilir.

Tamim 2.3.2. m,n — o i¢in ||x,,, — x,|| = 0 ise (yani, Ve > 0 i¢in m,n = n, oldugunda
I — xnll < € olacak sekilde bir n, sayisi1 varsa) {x,} dizisine E normlu uzayinda

Cauchy dizisi denir.

Her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir. Fakat her Cauchy dizisi bir yakinsak dizi degildir.
Tamim 2.3.3. Bir normlu uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya tam uzay denir.
Tamim 2.3.4. Bir normlu uzay tam ise bu uzaya Banach uzay1 denir.

Ornek 2.3.5. C [a,b] NOrmlu uzay1 ayni1 zamanda bir Banach uzayidir.

2.4. Operatorler

X ve Y iki uzay olsun. X uzaymin bir D alt uzayini alalim. Her bir x € D elemanina
yalniz ve yalniz bir y €Y eleman karsilik getirildiginde D uzayinda bir y = F(x)
operatorli tanimlanir. Bu D uzayina F operatoriiniin tanim bolgesi denir ve D (F) seklinde

gosterilir.

Asagidaki esitlikle tanimlanan

R=R(F)={yeY:y=F(x),x € D(F)} (2.4)

uzayma F operatoriiniin degerler bolgesi denir. Bu operatér F: X — Y seklinde gosterilir.
Bu gosterimde X = D(F) ve Y = R(F) esitlikleri degil D(F)S X ve R(F)SY

kapsamalari kastedilir.

Burada f (¢, s, x) fonksiyonunun [a, b] X [a, b] X (—0, +00) uzayinda tanimlanmis siirekli

bir fonksiyon oldugunu varsayalim. Bu durumda

b
(Fx)(t) = J f(t, S,x(s)) ds, t € [a,b] (2.5)

esitligi ile bir F:Cjqp) = Clqpy Operatorii tanimlanmig olur. Bu esitlikle tanimlanan F

operatoriine integral operatdr denir.



2.5. Lineer Operatorler

Tamim 2.5.1. X ve Y iki lineer uzay olsun. A: X — Y operatoriiniin tanim bolgesi D (A) bir
lineer manifold oldugunda, yani her bir x,y € D(A) ve her bir A, u skaler sayilari i¢in

Ax + py € D(A) oldugunda ve ayrica

A(Ax + py) = A1Ax + pAy (2.6)

esitligi saglandiginda A operatoriine lineer operatér denir. Burada, lineer operatér A’nin

degerler bolgesi R(A)’nin da bir lineer manifold oldugu kolaylikla goriilebilir.

2.6. Normlu Uzaylarda Operatorler, Limit ve Siireklilik

Bu boélimde, X ve Y normlu uzaylar olmak lizere F:X — Y operatdriiniin

verildigini ve F operatdriiniin tanim bolgesi x, noktasinin bir

Sr(x0) = {x € X:|lx — x|l <7} 2.7)

komsulugunu sagladigini varsayalim. Burada belirtilen x, noktast D(F) bdolgesine dahil

olmayabilir.

Tanmmm 2.6.1. Keyfi € > 0 igin bir § > 0 sayist vardir 6yle ki ||x — x,|| < & sartim1
saglayan her x € S,(xy) i¢in ||[F(x) — yoll < € esitsizligi saglaniyorsa y, € Y elemanina

F(x) operatoriinin x — x, sartinda limiti denir ve limF(x) =1y, veya x — x,
X—Xg

icin F (x) — y, seklinde gosterilir.

Tanim 2.6.2. F:X =Y operatorii, x, € X noktasinin bir S,(x,) € X komsulugunda
tanimlansin. x = x, i¢in F(x) - F(x,) oldugunda F operatorii x, noktasinda siireklidir

denir.

Tamm 2.6.3. Q kiimesi X normlu uzayindan alinmis bir kiime olsun. Her bir x € Q
elemant igin ||x|| < R esitsizligini saglayan bir R > 0 sayis1 varsa Q kiimesine sinirl kiime

denir.

Tamm 2.6.4. F(x) operatdriiniin tanim bolgesinin D(F) € X ve degerler bolgesinin
R(F) € Y oldugunu varsayalim. Burada D(F) tanim bdlgesinden alinmis her bir sinirli

kiimeyi Y uzayinin siirli kiimesine doniistiiren F' operatoriine sinirl operator denir.



2.7. Simirh Lineer Operatorler
Tanmm 2.7.1. D(A) = X ve R(A) C Y sartlarin1 saglayan A lineer operatdorii igin

{lAx|l: llx]l < 1} (2.8)
kiimesi sinirli oldugunda A operatodriine sinirli operatdr denir.

Teorem 2.7.2. A lineer operatoriiniin sinirhi olmasi igin gerek ve yeter sart bir ¢ > 0

sayisinda her bir x € X i¢in
lAx|l < cllx]| (2.9)
esitsizliginin saglanmasidir.

Teorem 2.7.3. X ve Y uzaylar1 Banach uzaylar1 ve A: X = Y operatorii D(A) = X olan
lineer operatdr olsun. Bu A operatoriiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu

operatoriiniin sinirli olmasidir.

Ornek olarak

b
v(t) =f K(t,s)u(s)ds (2.10)

a

esitligi ile tamimlanan integral operatoriinii ele alalim. Burada K(t,s) fonksiyonunun
[a, b] X [a, b] karesinde siirekli bir fonksiyon oldugunu varsayalim. Bu durumda (2.10)

esitligi Cpq p) uzayinda bir A simirh lineer operatérii asagidaki gibi tanimlanir:

b
(Au)(t) =J K(t,s)u(s)ds (2.11)

Bu integral operatorii icin asagidaki esitsizlik saglanir:
b
IIAuIIC[a‘b] < <maxte[a,b]f |K(t, s)Ids) ||u||C[an] (2.12)
a

2.8. Lineer Operatoriin Normu ve £(X,Y) Normlu Uzay1

X normlu uzaymin tiimiinde tanimlanmis ve degerleri Y normlu uzayinda olan
lineer ve siirekli 4, B, C, ... operatdrlerinin kiimesini ele alalim. Bu kiimede operatorlerin
toplam1 ve skaler ile ¢arpimi islemleri sirasiyla (A + B)x = Ax + Bx ve (14)x = AAx

esitlikleriyle tanimlanir.



Burada X ve Y uzaylariin her ikisi de ya reel ya da kompleks olmasi gerekir. X ve Y
uzaylarinin her ikisinin de reel olmasi halinde operatorlerin reel sayilarla ¢arpimi, her
ikisinin de kompleks olmasi halinde ise kompleks sayilarla ¢arpimi tanimlanir. Boylece bu
yontemle lineer siirekli operatorlerin lineer uzay: tanimlanmis olur. Operatdrlerin bu lineer

uzayinda norm asagidaki formiille tanimlanir:
Al = supjjxy<1 | Ax|] (2.13)
Bu tanima dayanarak (Teorem 2.7.2 ile)
lAx[l < ATl |l (2.14)
esitsizligi bulunur.

X normlu uzayinin tiimiinde tanimlanmis ve degerleri Y normlu uzayinda olan lineer

stirekli operatdrlerin normlu uzay1 sembolik olarak L(X,Y) seklinde gosterilir.
Bu durumda asagidaki teorem verilir.
Teorem 2.8.1. X normlu uzay ve Y Banach uzayi ise L(X,Y) uzay1 Banach uzayi olur.

L(X,X) uzay1 kisaca L(X) ile gosterilir. £(X) uzaymnda operatorlerin ¢arpimi
tanimlanabilir. A € L(X) ve B € L(X) i¢in (AB)x = A(Bx) dir. A € L(X) i¢in k dogal
say1 olmak iizere A da tammlidir. £(X) uzayinda operatérlerin ¢arprmi islemi operatdrlere

bagl operator-fonksiyonlarin tanimlanmasina imkan saglar. Ornegin

oo Ak
el = Zk o A=l (2.15)
=0 K:

Burada e4 € L(X) ve |le4|| < ell4l olur.

2.9. Lineer Normlu Uzaylarda Ters Operatorler

Tammm 2.9.1. (N(A) Sifirlar Kiimesi) A: X - Y lineer operatoriiniin verildigini
varsayalim. Burada X ve Y lineer uzaylardir ve A operatdriiniin tanim bolgesi D(A) € X ve

degerler bolgesi R(A) € Y dir.
A operatoriiniin sifirlar kiimesi N (A) ile gosterilir ve
N(A) = {x € D(A): Ax = 0} (2.16)

esitligi ile verilir.



Teorem 2.9.2. A operatoriiniin D(A) tanim bolgesini R(A) degerler bolgesine bire-bir
eslemesi i¢in gerek ve yeter sart N(A) = {0} olmasidir.

A operatoriic D(A) tanmim bolgesini R(A) degerler bdlgesine bire-bir eslediginde
A"1:R(A) - D(A) ters operatorii tanimlanabilir.

Teorem 2.9.3. A~1 operatérii tanimli ise bu operatoriin R(A) da smirl olmasi igin gerek ve

yeter sart her bir x € D(A) i¢cin m > 0 olmak lizere
lAx|l < m |||l (2.17)
esitsizliginin saglanmasidir.

Tanim 2.9.4. A: X - Y operatorii i¢in R(A) =Y ve ayrica A operatoriiniin ters operatorii
ALY - D(A) mevcut ve siirli oldugunda, yani A™! € L(Y,X) oldugunda lineer A

operatoriine siirekli doniistiiriilebilen operator denir.
Teorem 2.9.5. A operatoriiniin siirekli doniistiirtilebilen olmast igin gerek ve yeter sart
R(A) =Y ve tim x € D(A) i¢in (2.17) esitsizliginin saglanmasidir.

Teorem 2.9.6. ((I — €)™ Ters Operatoriiniin Varhg Teoremi) C € L£(X) oldugunu ve
IC]] <1 sartinin saglandigini  varsayalim. Bu durumda [ — C operatori siirekli

doniistiiriilebilendir ve asagidaki esitsizlikler saglanir:

=0~ t=<@a-lch (2.18)

==t <lcna-1nemn (2.19)
Teorem 2.9.7. A,B € L(X,Y) olsun. Ayrica A operatoriiniin siirekli doniistiiriilebilen
oldugunu ve

I(B-A)AM<1 (2.20)

esitsizligin ~ saglandigin1  varsayallm. Bu durumda B operatorii de siirekli

dontistiiriilebilendir ve asagidaki esitsizlikler saglanir:

A~
1-I(B—-A)A

1B~ < (2.21)

IATHIIIB = A) A7
1-I(B =AA

1B — A7 < (2.22)

Bu teoremden asagidaki sonug ¢ikarilir.



Sonug 2.9.8. A operatoriiniin siirekli doniistiiriilebilen oldugunu ve
IB—All <A~ (2.23)

esitsizligin saglandigini varsayalim. Bu durumda B operatorii stirekli doniistiiriilebilendir

ve agagidaki esitsizlikler saglanir.

51 < — 2] (2.24)
=T - Al 147
A~ 12118 - A
Bl1—-AY < 2.25
: V=T A 229
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3. SAYISAL DEGISKENE BAGLI ABSTRACT FONKSIiYONLAR

Bu béliimde, ilk olarak abstract fonksiyonun tanimi, limiti, siirekliligi, diferansiyeli
ve integrali verilir ve Ozellikleri detayli olarak incelenir. Daha sonra, abstract
fonksiyonlarin kuvvet serisine acilimi, analitik abstract fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin
Taylor serisine agilimi sunulur. Bu boliim ‘Differential Equations in Abstract Spaces’
isimli  kitabin ‘The Calculus of Abstract Fuctions’ baslikli birinci boélimiinden

yararlanilarak olusturulmustur (Ladas ve Lakshmikantham, 1972).
3.1. Abstract Fonksiyonun Tanimi, Limiti ve Siirekliligi

Tanmm 3.1.1. A sayisal eksen iizerindeki veya kompleks diizlem {izerindeki noktalarin bir
kiimesi ve X bir Banach uzay olsun. Tanim bélgesi A ve degerler bélgesi X Banach uzayi
(tam normlu uzay) olan bir x(4) doniisiimiine sayisal degiskene bagli (sayisal degiskenli)

abstract fonksiyon denir.

Not 1. Su andan itibaren aksi belirtilmedik¢e normlu uzay terimiyle tam normlu uzay ifade

edilecektir.

Tamim 3.1.2. x(A) abstract fonksiyonu A, noktasinin bir komgulugunda tanimlanmis olsun
(Ao noktasinda tanimlanmamus da olabilir). Bu durumda A — A, iken ||x(1) — a|| — 0 ise

a € X elemanina x (A1) fonksiyonunun A — A, sartinda limiti denir ve a = }l\lTKL x(1) =y,
—Ao
veya A — A, sartinda x(4) — a seklinde gosterilir.

Ozellik 1. i. x(1) abstract fonksiyonu igin A — Ay sartinda x(1) » a ve ¢@(A) skaler
fonksiyonu igin A = A, sartinda ¢@(1) — «a ise bu takdirde A — A, sartinda ¢ (1) x(1) =

aa dir.

Il. x(1) ve y(A) abstract fonksiyonlar1 i¢gin A — A, sartinda x(1) = a ve y(1) — b ise bu
takdirde x(1) + y(4) = a + b dir.

Gergekten,
lo(A) x(2) — aall = [[(¢(AD) x(1) — p(AD)a) + (p(Da) — aall
< leMI |l x() = al| + lp) — al ||all (3.1)

esitsizliginden A — A, sartinda @ (1) x(1) - aa oldugu goriiliir.
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Ix(2) +y(D) — (a+ D)l = lI(x(D) —a) + (1) = b)|
< [ —a)ll + Iy = D) (3.2)
esitsizliginden A = A, sartinda x(4) + y(4) = a + b oldugu goriiliir.
Ozellik 2. A — A, sartinda x(1) — a ise ||[x(1)|| - |la]|| dir.

x(4) vektorli Ay noktasinin bir komsulugunda sinirli oldugu goéz Oniine alinir (fakat A,
noktasinda sinirli olmayabilir). Bu durumda |||x(A)|| — llall| < [|x(1) — al| ters tiggen

esitsizliginden A — A, sartinda ||[x(4)|| = ||a|| oldugu goriiliir.

Not 2. A reel degisken oldugunda abstract fonksiyonun tek yonla limitleri de

tanimlanabilir.

x(A) abstract fonksiyonu A, noktasinin bir komsulugunda tanimlanmig olsun. A = A,

sartinda x(1) = x(4,) ise x(A) abstract fonksiyonuna A, noktasinda siireklidir denir.

Ozellik 3. x(1) ve y(A) abstract fonksiyonlar1 ve @(2) skaler fonksiyonu A, noktasinda
stirekli olsun. Bu durumda ¢(A) x(1) ve x(4) + y(A) fonksiyonlar1 da A, noktasinda

siirekli fonksiyonlardir. Bu 6zellik Ozellik 1°den yararlanilarak ispatlanabilir.

Ozellik 4. x(1) abstract fonksiyonu A, noktasinda siirekli olsun. Bu durumda ||x(A)]|
fonksiyonu da A, noktasinda siireklidir. 4y noktasinin dyle bir komsulugu vardir ki bu

komsulukta x(A) fonksiyonu sinirlidir.

Bu ozellik, ||lx(DI = lx(A)I] < llx(A) —x(A) || ters tliggen esitsizliginden

yararlanilarak ispatlanabilir.

X ve Y Banach uzaylart ve L(X,Y), X uzaymin tiimiinde tanimlanmis ve degerleri Y
uzayinda olan simirli operatdrlerin normlu uzayr olsun. L(X,Y) uzayinda A sayisal
degiskenine bagli A(A) operator-fonksiyonunu géz 6niine alalim. Yani her bir A € A igin

A(A) € L(X,Y) olan A(A) operator-fonksiyonunu goz oniine alalim.

Abstract fonksiyonlar igin yukaridaki Ozellik 1-4 operatdr-fonksiyonlar igin de gegerlidir.
A(A) operator fonksiyonun A, noktasinda limit ve siirekliligi benzer sekilde tanimlanir.
Keyfi € > 0 igin bir § > 0 sayis1 vardir 6yle ki |1 — A,| < & sartin1 saglayan her bir
A € S, (Ay) icin ||A(A) — Apll < € esitsizligi saglaniyorsa Ay € L(X,Y) operatoriine A(1)
operator-fonksiyonunun 1, noktasindaki limiti denir. A(A) operator-fonksiyonu A,

noktasimnin bir komsulugunda (S,(4,)) tamimlanmis olsun (A, noktasinda tanimlanmis
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olmayabilir). 1 — A, sartinda A(1) - A(4,) ise A(A) operator-fonksiyonu A, noktasinda

sureklidir denir.

Ozellik 5. Degerleri X Banach uzayinda olan x(1) abstract fonksiyonunu ve degerleri
L(X,Y) uzayinda olan A(A) operator-fonksiyonunu varsayalim. Ayrica, Y’nin Banach
uzay1 oldugunu varsayalim. Eger A - A, sartinda x(1) - a ve A(1) - A ise bu takdirde
A - A, sartinda A(1) x(1) - Aa dir.

Ao noktasinda x (A1) ve A(A) siirekli olduklarinda bu A, noktasinda A(x) x(4) carpimi da

Ao noktasinda stirekli olur.

[a, B] araliginda x(A) abstract fonksiyonu tanimlansin. Bu fonksiyon (a, 8) araliginin her
bir noktasinda siirekli ve a noktasinda sagdan siirekli (yani A - a + 0 sartinda x(1) —
x(a)) ve B noktasinda soldan siirekli (yani A - f — 0 sartinda x(1) — x(pB)) ise x(4)

abstract fonksiyonuna [a, 8] araliginda stireklidir denir.

Abstract x (A1) fonksiyonu [a, B] araliginda siirekli oldugunda bu abstract fonksiyonu [a, ]
araliginda sinirh fonksiyon olur.

3.2. Abstract Fonksiyonunun Diferansiyellenebilirligi

Tanim 3.2.1. Sayisal a degiskenine bagh degerleri X Banach uzayinda olan x(4) abstract

fonksiyonu A, noktasinin bir komsulugunda tanimlansin. Bu durumda

x'(Ay) = lim —x(/l) —*()
R

R (3.3)

limit varsa x'(4,) ifadesine x(4) fonksiyonunun A, noktasindaki tiirevi denir. x(4)
fonksiyonunun A, noktasinda tiirevi mevcutsa x(1) fonksiyonuna A, noktasinda

diferansiyellenebilirdir denir.

Ozellik 1. x(1) abstract fonksiyonu A, noktasinda diferansiyellenebilir ise x(4)

fonksiyonu bu 4, noktasinda siirekli fonksiyondur.
(3.3) esitligini sembolik olarak
x(4) — x(Ao) = x"(A)(A — Ap) + 0(x(A0), 4 — 4o) (34)

seklinde yazalim. o(x(4,),1 — A,) ifadesi A — A, ifadesine gére daha yiiksek mertebeden
sifira yakinsak ifadedir. (3.4) esitliginin her yanindan A — A, sartinda limite gegtigimizde
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x(A) fonksiyonu A, noktasinda diferansiyellenebilir oldugunda x(A) fonksiyonunun A,

noktasinda siirekli oldugu goriiliir.
Kolaylikla asagidaki 6zellikler de ispatlanir.

Ozellik 2. x(1) ve y(1) abstract fonksiyonlar1 A, noktasinda diferansiyellenebilir ise
x(A) + y(4) toplam1 da A, noktasinda diferansiyellenebilirdir ve

(x + ) (Ao) = x"(A9) + ¥'(A0) (3.5)
esitligi saglanir.

Ozellik 3. x(A)abstract fonksiyonu ve ¢(A) skaler fonksiyonu A, noktasinda

diferansiyellenebilir ise ¢ (1) x(1) fonksiyonu da A, noktasinda diferansiyellenebilirdir ve
(0x)'(20) = @'(A0) x(40) + (o) x' (o) (3.6)

esitligi saglanir.

Ozellik 4. x(1) € X abstract fonksiyonu ve A(1) € L(X,Y) operator-fonksiyonu 2,

noktasinda diferansiyellenebilir ise A(4) x(4) fonksiyonu da A, noktasinda

diferansiyellenebilirdir ve

(Ax)"(A9) = A'(Ao) x(Ao) + A(4o) x'(Ao) 3.7)
esitligi saglanir.
Ozellik 5. Oncelikle hatirlatalim ki; lineer A: X — Y operatoriiniin R(A) degerler bolgesi
R(A) =Y oldugunda ve A operatoriiniin ters operatorii A~ siirli oldugunda yani

A™1 € L(Y,X) oldugunda bu lineer A operatdriine siirekli doniistiiriilen (siirekli ters

operatorii olan) operatdr denir.

A(A) operator-fonksiyonu A, noktasinda diferansiyellenebilir ve A, noktasinin bir
komsulugunda A(1) operator fonksiyonu siirekli doniistiiriilebilen ise bu takdirde A=1(2)

ters operator-fonksiyonu da A, noktasinda diferansiyellenebilirdir ve
(A7) () = =A™ (A9) A'(A0) A7 (A0) (3.8)
esitligi saglanir.

x(A) abstract fonksiyonunun yiiksek mertebeli tiirevleri ardisik olarak tanimlanir.
x'(A) tirevinin M acgik kiimesinin noktalarinda var oldugunu varsayalim. Bu x'(4)

abstract fonksiyonu 9t kiimesinin noktalarinda diferansiyellenebilir oldugunda x"' (1) =
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[x']"(2) almir. Timevarim yontemi ile x® (1) abstract fonksiyonu diferansiyellenebilir

! k
oldugunda x*+*1 (1) = [x®] (1) seklinde tanimlanir, burada x®) (1) = ddLAEjD dir. x(1)

abstract fonksiyonunun A, noktasinda istenilen mertebeden tiirevleri mevcutsa bu
fonksiyona A, noktasinda sonsuz mertebeden diferansiyellenebilirdir denir.
3.3. Abstract Fonksiyonlar i¢cin Riemann Integrali

Tanim 3.3.1. x:[a,b] = X bir abstract fonksiyon olsun. Ayrica, 7; (4; < 7; < 441,
i=0,12,..,n—1) noktalarin iceren [a, b] araliginin pargalanisi (a = 1y < 1y < -+ <

An = b) o ile gosterilsin ve || = max; [1;41; — 4;| olsun. Bu durumda, Riemann toplami

Sp= . G = A)x(m) 39)

l

formundadir.

Eger |a| — 0 iken lim S, mevcutsa ve X’te o’dan bagimsiz bir J eleman1 yakinsarsa, J’ya

x(A) abstract fonksiyonunun Riemann integrali denir ve
b
7= J *(X) dA (3.10)
a

ile gosterilir.

Teorem 3.3.2. Eger x: [a, b] — X siirekli bir abstract fonksiyon ise bu takdirde f: x(A)dA

Riemann integrali mevcuttur.

Ispat. Kapali ve smirli bir aralikta siirekli bir fonksiyonun diizgiin siirekli oldugu ve X

uzayimnin tam oldugu kullanilarak ispat kolaylikla goriiliir.

Riemann integralin tanimi kullanilarak, abstract fonksiyonlar icin asagidaki

Ozellikler verilebilir:
i [Dx()dA=—[x()dA
i, [Jx)di=[Cx()dA+ [ x(D)dd, a<c<b
iii. 1 €[ab]icinx(2) = xo ise [} xodA = (b — a)x, dur.

iv. A=n(1), [a B] araliginda artan siirekli bir fonksiyon dyle ki a =n(a) ve
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b=n(B)ise [Lx(A) dA = [F x(n(®) n'(@) dr dur.
vo ||J7 2@ da| < [ x@llda

Teorem 3.3.3. Eger {x,,(1)} siirekli abstract fonksiyonlarmn bir dizisi olsun. Bu dizi [a, b]

araligindaki x (1) stirekli abstract fonksiyonuna diizglin yakinsaksa bu takdirde

b b b
lim f x, (1) dA = f lim x,, (1) dA = f x(A) dA (3.11)
n—-oo a a n—oo a

dir.

Ispat. Riemann integralin (v) dzelligini kullanarak (abstract fonksiyon igin),

b
4 J 12, (1) — x (M)l dA

fa bx,,(/l) dA— fa bx(z) dA

< max|e () - XD -a)  (312)
yazilabilir. Bu durumda, n— oo iken ||[7x,(2)d2— [} x(2)dA|| - 0 elde edilir
Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.3.4. Eger x: [a, b] — X siirekli bir abstract fonksiyon ise bu takdirde

d A
— | x(s)ds=x(1), a<A<bh (3.13)
diJ,

dir.

Ispat. y(1) = f;x(s) ds olsun. x(4) abstract fonksiyonu [a,b] araliginda diizgiin

stireklidir ve dolayisiyla

y@+h)-y@)
h

A+h
- x(A)H = Hh‘l‘[1 (x(s) —x(1))ds

< maxs_y < l1x(s) — x(D| (3.14)

y@A+h)-yd)

- x(l)” - 0 elde edilir. Boylece ispat

yazilabilir. Bu durumda, h — 0 iken ”
tamamlanir.

Teorem 3.3.5. x:[a,b] = X bir abstract fonksiyonu siirekli diferansiyellenebilir ise bu

durumda herhangi a, 8 € (a, b) igin
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B
f x'(s)ds = x(B) — x(a) (3.15)

a

dir.

Ispat. Teorem 3.3.4 den,
d A
— f x'(s)ds —x(1)| =0, a<A<pB (3.16)
dal),
yazilabilir. Dolayisiyla,
A
f x'(s) ds — x(1) = sabit (3.17)
a

dir. (3.17) esitliginde A = a i¢in sabit = —x(a) bulunur ve A = B alinarak sonug elde
edilir. Boylece ispat sonuclanir.
x:[a,b) = X bir abstract fonksiyon dyle ki b < oo da tanimsiz olsun. Bu durumda,

[ x(2) dA has olmayan integrali

P £—-0
f x(A) dA = T (3.18)
¢ lim | x()dA, b=
kT—)OO a

b—¢
lim, [ x@d2 b
a

seklinde tanimlanir.

3.4. Abstract Fonksiyonlarin Kuvvet Serisine Ag¢ilimi

X normlu uzayinda

Zw XL = 2g)F (3.19)
k=0

Serisini géz Oniine alalim. Burada x; € X dir, fakat A reel veya kompleks degiskendir. Bu
seride 1 — A, = u alabiliriz. Dolayisiyla, A, = 0 olarak alinirsa (3.19) da verilen seri

asagidaki seriye donisiir.

B x AK
Zk:o k (3.20)

Kuvvet serileri normlu uzaylarda 6zel seri tipidir. Bu kuvvet serilerinde serinin terimleri A

parametresine baghdir.
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Sp(D) = Z;Oxk Ak (3.21)

sonlu toplamina (3.20) da verilen kuvvet serisinin kismi toplami denir.

(3.20) da verilen kuvvet serisinin yakinsak oldugu A noktalarimin kiimesi olan Q kiimesine

(3.20) da verilen serinin yakinsak oldugu bolge denir.

A€ Q icin (3.20) kuvvet serisinin toplami S(A) ile gosterilir. S(A1) fonksiyonu €
bolgesinde tanimlanmis ve degerleri X normlu uzayinda olan abstract fonksiyonudur. Bu

durumda

Zoo X A% = S(2) (3.22)
k=0

olur. Burada her bir 1 € Q i¢in n — oo sartinda

Sp(A) = S (3.23)
olur. (3.20) kuvvet serisinin yakinsaklik bolgesi bos degildir, burada 0 € Q oldugu agiktir.
Simdi asagidaki Abel teoremi verilebilir.

Teorem 3.4.1. (Abel Teoremi) 4, # 0 ve 4, € Q oldugunda S;,,(0) dairesi Q yakinsaklik

bolgesine dahil olur. r < |A,| sartin1 saglayan her bir S,.(0) dairesinde (3.20) serisi A
degiskenine gore mutlak (absolute) ve diizgiin yakinsak olur. Burada S,(0) =
{AeA: |2 <r}veS,.(0)={1€Q:]|A <r}dir.

(3.20) serisi norma gore yakinsak oldugunda yani n — oo sartinda ||S,,(41) —S(A)|| = 0

oldugunda bu seriye diizgiin yakinsak seri denir.

(3.20) serisine uygun olan

> (3.24)

k=0
sayisal serisi yakinsak oldugunda (3.20) serisine mutlak (absolute) yakinsak seri denir.
Ispat. 1, € Q igin (3.20) serisinin bu noktada yakinsak oldugu sdylenebilir. Yakinsak
serinin genel terimi sifira yakinsak oldugundan n — oo sartinda x,A§ — 0 olur.
Dolayisiyla, {x,Ag} dizisi sinirl dizidir. Yani dyle bir M > 0 sayis1 vardir ki, n = 1,2,3, ...
i¢in
e 221 < M (3.25)
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esitsizligi saglanir.

Simdi burada |A| < |44| oldugunu varsayalim. Bu durumda asagidaki esitsizlik elde edilir:

n ). n 2, n
e, A = [|%n 3@ = x5l o =M % (3.26)
2 <
Burada |/1—| < 1 oldugundan
0
o) A n
Z £ (3.27)
k=0 140
geometrik serisi yakinsaktir. Dolayisiyla, (3.26) da sunulan esitsizlikten
A n
e A7l| < M | (3.28)
Ao

dir ve bu esitsizlik ile (3.20) serisinin |A| < |4, sartin1 saglayan A noktalarinda yakinsak
oldugu goriiliir. Boylece, |A| < |4,| dairesi Q yakinsaklik bolgesine dahildir. Burada
|A] < r < |Ao] i¢in daha gii¢lii olan

r n
len®ll < M () (329)
]

esitsizligi elde edilir.

Burada serilerin yakinsakligi igin Weierstrass kriterine dayanilarak (3.20) serisinin bu

sartlarda A noktasina gore mutlak ve diizgiin yakinsak oldugu bulunur.

Simdi burada ele aldigimiz (3.20) serisinin yakinsaklik yarigapimi asagidaki formiille

tanimlayalim.

R = igg(/l) (3.30)

Bu R yakinsaklik yari¢ap1 ve Abel teoreminden asagidaki sonuglar elde edilir.

1) R = 0 oldugunda Q = {0} dir ve boylece (3.20) serisi tek bir A = 0 noktasinda yakinsak

olur.

2) 0 < R < +oo sart1 saglandiginda Sz (0) dairesi reel halde ise yakinsaklik araligi Q’ya
dahil olur. Yani Sz (0) < Q olur.
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3) R = 400 oldugunda (3.20) serisi her bir 4 igin yakinsak olur. Yani ya tiim kompleks
diizlem ya da reel eksenin tiim noktalarinda yakinsak olur. Sz (0) kiimesine (3.20) serisinin

yakinsaklik dairesi, reel halde yakinsaklik araligi denir.

Asagidaki Cauchy — Hadamard formiilii dogrudur:

R = (TemVlxall) (3.31)
Burada 1l1l_>_7?oa" notasyonu a,, dizisinin st limitini gosterir. Yani {a,} dizisinin en biiyiik
sag limitini gosterir. Sonlu veya sonsuz rlll_tzlo m = e limiti mevcut ise R = i dir.
Lemma 3.4.2. M > 0 ve k > 0 sabit sayilar olmak iizere ¥n i¢in
|, || < ME™ (3.32)

esitsizliginin saglandigini varsayalim. Bu durumda, (3.20) serisinin yakinsaklik yarigcap1 R

i¢in

(3.33)

e

esitsizligi saglanir.

Ispat. Bu lemmay1 ispatlamak igin || < % dairesinde (3.20) serisinin yakinsak oldugunu

gostermek yeterlidir. Burada |1]| k = ¢ < 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda asagidaki

esitsizlik yazilabilir.
a7 = llxnll A" < M k™A™ = Mq"™ (3.34)

Bu esitsizlikten (3.20) serisinin yakinsak olan bir seri ile degerlendirildigi goriiliir. Buradan

da (3.20) serisinin de yakinsak oldugu goriiliir. Boylece lemma ispatlanir.
Kuvvet serilerinin uygulamasinda asagidaki teklik teoreminin dnemli rolii vardir.
Teorem 3.4.3. Sz(0), R > 0 dairesinde iki kuvvet serisi birbirinden farklidir.

Ispat. Sz(0), R > 0 dairesinde iki kuvvet serisinin birbirine esit oldugunu varsayalim.

Yani

Z x A* = Z Xy A" (3.35)
k=0 k=0
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olsun. Bu durumda A = 0 € Sz(0) oldugundan (3.35) serisinde A = 0 aldigimizda X, = x,

z xk/l"‘1=z Xy A1 (3.36)
k=1 k=1

esitligi yazilabilir ve bu esitlikten x; = X; elde edilir. Bu islemleri boyle devam ettirerek

elde edilir. Boylece

matematiksel tiimevarim yontemi ile bu serilerin tiim ayn1 numarali katsayilarinin birbirine
esit oldugu elde edilir, yani x;, = X, ,k = 0,1,2, ... esitlikleri elde edilir. Bdylece ispat
tamamlanir.

3.5. Analitik Abstract Fonksiyonlar ve Taylor Serileri

Tamm 3.5.1. x(4) abstract fonksiyonu 4 = 0 noktasinin bir komsulugunda yakinsak

x(2) = Z:;oxk Ak (3.37)

kuvvet serisi seklinde gosterildiginde ve bu serinin yakinsaklik yarigapi sifira esit
olmadiginda yani R > 0 oldugunda x(4) fonksiyonuna A = 0 noktasinda analitik

fonksiyondur denir.

Teorem 3.5.2. 1 = 0 noktasinda x(4) analitik abstract fonksiyon oldugunda bu x(A4)
fonksiyonu Sz(0) dairesinde siirekli fonksiyondur. Burada R >0 sayist x(4)
fonksiyonunun (3.37) agiliminin yakinsaklik yarigapidir.

Ispat. Oncelikle dikkate alalim ki p € (0, R) oldugunda sayisal

Dkl ot (3.38)
k=1

serisi yakinsaktir. Gergekten de, p € (p,R) oldugunu varsayalim. Bu durumda Abel

teoreminin ispatindan goriildigi gibi
lxell p¥ <M (k=123,..) (3.39)

esitsizligi saglanir. Bu durumda,

_kp\kt
kllxellp*™t = [l p"E(E) < L gk (3.40)

esitsizligi yazilabilir, burada g = % < 1dir.
Not edelim ki Y5>, k g~ serisi yakinsak seridir. Simdi
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o

Ci(p) = Zk=1k||xk|| pk-1 (3.41)

alalim. Ayrica 4, 4y € S,(0) noktalar1 alalim. Bu noktalar i¢in

x(D) = x(4o) = Zm X (AT A2 20 4+ 267 (A= Ap) (3.42)
=1

esitligi yazilabilir. (3.42) esitliginde (3.41) esitligini kullanarak
12(2) — x(Ao) Il < C1(p) |2 — Aol (3.43)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten x(A) fonksiyonunun her bir 1, € Sz(0) noktasinda

stirekli oldugu goriliir.

Sonug 3.5.3. Sx(0) dairesinde Y5>, k x; A¥~1 serisi yakinsaktir.

Bu sonucu ispatlamak icin p € (|A|,R) alarak Y5, k|lx|lp*t

serisinin yakinsakligin
kullanmak yeterlidir. Y5>, kllx,|lp*™? serinin yakinsakligi Teorem 3.5.2°nin ispatinda

gosterildi.

Teorem 3.5.4. x(A) abstract fonksiyonu A = 0 noktasinda analitik fonksiyon oldugunda
x(1) fonksiyonu, kendisinin kuvvet serisinin  Sz(0) yakinsaklik dairesinde

diferansiyellenebilirdir.

Ispat. Oncelikle dikkate alalim ki p € (0, R) igin

D k= Dllxllp=? (3.44)
serisi yakinsak seridir. Bu serinin toplamini C,(p) ile gosterelim.
Burada
uk _ ﬂ.k 1
Py — kARt = k(k-1) f (1-0)[(1-8)A + 8 u]*~2d6 (u-1), u+A (3.45)
- 0

esitligi kullamlarak u, A € S,(0) i¢in asagidaki degerlendirme yapulir:

k=2

k-1
ok

< k(k — k2 |u— A (3.46)

Burada
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> ket =) (347)
k=1

olsun. Sonug 3.5.3 g6z Oniine alinarak,

x(u)—x(/’l) (’DH szz [H: klk—ll

<D k= 1) el 92 e =21

< G(p)|p — 4] (3.48)
esitsizligi  yazilabilir. Boylece x(A) abstract fonksiyonunun Siz(0) dairesinde
diferansiyellenebilir oldugu goriiliir ve x' (1) = u(4) dir.

Sonug 3.5.5. x(1) analitik abstract fonksiyonu kendisinin kuvvet serisinin yakinsak Sg(0)

dairesinde sonsuz mertebeden diferansiyellenebilir fonksiyondur ve
XO) =Y k= 1) .. (k= e + DA (3.49)
k=e

acilimi dogrudur.
Bu sonucun ispat1 Teorem 3.5.4’lin ¢ok sayida ardisik uygulanmasiyla gosterilebilir.

Tammm 3.5.6. x(A) abstract fonksiyonu A =0 noktasinda sonsuz mertebeden

diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda,

Zoo x(k)(O) v (3.50)

serisine x(A) abstract fonksiyonunun Taylor serisi denir.

x(A) abstract fonksiyonu A = 0 noktasinda analitik fonksiyon ise bu fonksiyonun Taylor

serisi teklik teoremine gore Sz (0) dairesinde kendisine yakinsak olur.

Analitik abstract fonksiyonu A,C € L(X,Y),y €Y olmak {izere Ax —ACx =y ve
A1) € L(X,Y) olmak iizere A(A)x = y(1) operatér denklemlerin ve bu gibi operator

denklemlerin ¢6zlimiiniin bulunmasinda genis ol¢iide kullanilir.
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4. ABSTRACT FONKSIYONLARIN KUVVET SERISINE ACILIMI iLE
OPERATOR DENKLEMLERIN COZUMUNUN BULUNMASI
Bu boliimde,
Ax —ACx =y (4.1)

seklindeki operator denklemini géz oniine alalim. Varsayalim ki 4,C € L(X,Y), y €Y ve
A skaler parametre dyle ki [1] < p olsun. (4.1) denkleminin x ¢6ziimii X normlu uzayinda

aranir. Burada ||ACA™1|| < 1 sartimin saglandi§m yani
1Al < llcA™H|I71 (4.2)

esitsizliginin saglandigini varsayalim. Ikinci béliimde sunulan operatoriin tersinin olmasi
hakkindaki sarta gére A — AC operatorii (4.2) sartin1 sagladiginda stirekli doniistiiriilebilen

olur. Bu yiizden bu sartlarda (4.1) denklemi ¢oziiliir ve ¢6zlim tek olur. Bu ¢6ziim
x(A) =(A-20)""y (4.3)
formiilii ile bulunur.

(4.2) sartinin belirledigi dairede (4.3) formiilii ile bulunan ¢6ziim A parametresine gore

analitik abstract fonksiyon olur, bu yiizden de bu ¢6ziim

XD =) xat (4.4)
seklinde aranabilir.

Burada (4.4) a¢ilimini (4.1) denkleminde aranan x ¢6ziimiiniin yerine koyalim ve teklik

teoremini kullanalim.

ZkzOAxk/l" =y+ ZHC xp AR (4.5)

esitliginden xg,xq, ..., Xy, ... Katsayillarinin bulunmasi i¢in asagidaki tekrarlayan
denklemler sistemi bulunur.
Axg =y,

Ax; = Cx,
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Axp = Cxp_q,

Burada A operatorii stirekli doniistiiriilebilen oldugundan ardigik olarak
Xo = A_ly ’

X1 = A_l(CA_l)y,

x = A7H(CA™ DRy,

esitlikleri bulunur.

Boylece (4.1) denkleminin ¢oziimii

x(A) = ATH(CA™ Y yA* (4.6)
k=0
seklinde bulunur. (4.1) denkleminin yaklasik ¢6ziimii
n
x, (1) = ATH(CAD)FyAk (4.7)
k=0
seklinde bulunur.
Yaklasik ¢oziimde hata asagidaki sekilde degerlendirilir.
e =@l =Y. aicayiyak
k=n+1
< > ATICAT I Dyl 1k
k=n+1
IA~H A el D™t
= Iyl (4.8)

1— Al llcA=|

25



5. OPERATOR FONKSIiYONLARIN KUVVET SERIiSINE ACILIMI ILE
OPERATOR DENKLEMLERIN COZUMUNUN BULUNMASI

Bu boliimde, genel halde
AD)x =y(d) (5.1)
operator denklemlerinin verildigini varsayalim.
Burada |A| < p sartin1 saglayan her bir A i¢in A(1) € L(X,Y) olan operator-fonksiyondur.
A =0 noktasinda A(A) operator-fonksiyonunun analitik fonksiyon oldugunu ve A(0)
operatoriiniin  siirekli doniistiiriilebilen oldugunu varsayalim. y(A) abstract fonksiyonu

A = 0 noktasinda A parametresinin analitik fonksiyonudur ve y(1) € Y dir. x(1) ¢6ziimi

X uzayinda aranir.

A(A) ve y(A) fonksiyonlarinin A = 0 noktasinda analitik olmalar1 bu fonksiyonlarin
yakinsaklik yarigaplari sifir olmayan p’ ve p sayilarina esit olan

(09) (o8]

A = AAe, y(D) = yiA* (5.2)
k=0 k=0

kuvvet serilerine agilabilecekleri anlamina gelmektedir.

A(A) analitik oldugundan A = 0 noktasinda A(A) siirekli operator-fonksiyondur. Bu
yiizden dyle bir r > 0 sayis1 bulunur ki |A| < r dairesinde

I[A(A) — A(0)]A7H (0] < 1 (5.3)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikten [1]| < r dairesinde A(4) operator-fonksiyonun siirekli
dontstiiriilebilen oldugu goriliir. Boylece, (5.1) denkleminin bu sartlarda tek bir tane

¢Ozlimii vardir ve bu ¢6ziim

x(D) = A7 Dy (5.4)

seklindedir. Bu x(A) abstract ¢6ziimii A = 0 noktasinda analitik fonksiyondur. x(A)
fonksiyonunun kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapt min(p,r) olur. (5.1) denkleminin

x(A) ¢oziimiini

x(A) = Z;xkak (5.5)

seklinde arayalim. Bu (5.5) agilimim (5.1) denkleminde x(A) nin yerine yazarak belirsiz

Xg, X1, ---, X, --- Katsayilar1 icin agagidaki esitlikleri bulunur.
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Aoxo = Yo,
Aoxy + A1xg = y1,

Agxy + A1xq + Azxog = Y2,

n

k:oAkxn_k =Yn (5.6)

Burada A, = A(0) siirekli doniistiirilebilendir. (5.6) sistemini ardisik olarak ¢ézerek
X0 = Ao Yo, X1 = Agtyr — Ay A1A Yo s - (5.7)
esitlikleri bulunur.

Burada R = min(p,r) dir. Bu R yarigapt A(1) operator-fonksiyonun kuvvet serisinin

yakinsaklik yarigapi olan p’ sayisina bagl degildir.
lynll < Mya™, |4 Agt Il < MB™ (n 2 1) (5.8)
esitsizliklerini varsayalim, bu durumda Lemma 3.4.2’ye gére p = a~! olur. Buna ek

1 <
olarak || < MiE oldugunda

A — A(D)]A™L(0)]| = || o:lAnAo‘l/l”

<MY (1"

__ M
C1-AB

1 (5.9
esitsizligi elde edilir. Sonugta yakinsaklik yarigapt R igin asagidaki esitsizlik yazilir:
R > min(a™ L, M + p)™1) (5.10)
Buradan A(x) = Ag + 14, Ve ||y, || < Mia™, ||A; 45| < M igin
R = min(a™t,M™1) (5.11)

esitsizligi elde edilir.
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6. PARAMETREYE BAGLI OPERATOR DENKLEMIN COZUMUNE AiT BiR
ORNEK

Reel parametreli asagidaki integral denklemi ele alalim:
v

x(t) — %f cos(t — s + Ats)x(s)ds = y(t) (6.1)

Bu integral denklem C[_, ;) normlu uzayinda verilmis operatdr denklemdir.

Ik olarak
dr (t — s +tsA) = (ts)k (t + At +kn) (6.2)
T cos s + tsA) = (ts)* cos s s > :
esitligini g6z Oniine alalim. Dolayisiyla,
= T
cos(t — s + tsA) = z (ts)¥ cos (t -5+ k—) Ak (6.3)
k=0 2

yazilabilir. Boylece A; operatdr katsayilar1 asagidaki sekilde bulunur.
1 T
Apx = x(t) — —f cos(t — s)x(s)ds,
21 )_,
Ax=—ifﬂ(ts)kcos(t—s+kz)x(s)ds k=12 (6.4)
k 2m J_, 2 ' S

Simdi besinci boliimdeki (5.6) denklem sistemindeki Ayx, = y, denkleminden baslayalim.

Burada y, = y ve y, = 0,k = 1 alalim. Bu denklem 2. ¢esit Fredholm denklemidir ve

1 s
xo(t) — ﬁj cos(t — s)xy(s)ds = y(t) (6.5)

seklindedir. Ger¢ekten de

cos(t —s) = costcoss + sintsins (6.6)
oldugundan
xo(t) = y(t) + Acost + Bsint (6.7)
yazilabilir, burada
1 (™
A= > J_nxo (s)cossds (6.8)

ve
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1 Vi
B = Ef_”x()(s) sinsds (6.9)

dir.

(6.8) esitlikligi goz Oniine alinarak, (6.7) esitliginin her iki tarafi cos t ile carpilip t’ye gore
—m’den 1’ye integrallendiginde

T

1
A= —f y(s) cossds (6.10)
n -1
ve (6.9) esitligi gdz ontline alinarak (6.7) esitliginin her iki tarafi sin t ile ¢arpilip t’ye gore
—m’den mr’ye integrallendiginde

1 s
B = —j- y(s)sinsds (6.11)
n —TT

elde edilir.

Boylece (6.7) esitliginde (6.10) ve (6.11) esitlikleri yerine yazilarak
1 TL'
xo(t) = y(t) + EJ cos(t — s)y(s)ds (6.12)
-

esitligi elde edilir. Boylece Agx, = y denkleminin C_, ,; uzaynda tek bir ¢dziimii (6.12)
formiilii ile bulunmus olur. Ay' operatorii Cl-zm uzayinda tanimlanmis operatordiir.

C[-r,) uzayinda tiim normlar
Ixoll = 4G Il < liyll + fnl t—s)ldsllyll < (1+4)|| I (613
Xoll = — - — :
0 oyl =1y merF-?z),(n] . cos syl = s Y (6.13)

seklinde degerlendirilir. Boylece [l 45 ]| < (1 + =) esitsizligi elde edilir.
Besinci boliimdeki (5.6) denklem sistemindeki ikinci denklem

Agx, = —A1xg (6.14)
seklinde olur. Bu denklem agik sekilde

T 1

x,(t) — %f cos(t —s)x,(s)ds = —Efnts sin(t — s)xy(s) ds (6.15)

olarak yazilir. Bu esitlikteki x, (t) fonksiyonu (6.12) formiilii ile bulunmustur.
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Bu denklem de (6.5) seklinde bir denklemdir. Bu denklemin ¢6ziimii de asikar sekilde

bulunur. Besinci boliimdeki (5.5) serisinin tiim katsayilar1 bulunur. Bu (5.5) serisinin bu
hal i¢in yakinsaklik R yaricapi degerlendirmesi yapilir. Burada |[|Ag|l < %(nz)k =
2n(m?)*"1 ve boylece ||AxApt < (2m + 8)(mw?)*~1 esitsizlikleri elde edilir. Besinci
boliimdeki (5.10) formiiliine gore

1

R on+s (6.16)

esitsizligi elde edilir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu calismada sayisal degiskene bagli abstract fonksiyonlarin ve operator-
fonksiyonlarin 6zellikleri gosterildi. Abstract fonksiyonlarin kuvvet serisine agilimi verildi
ve bu seri acgilimi yardimiyla Abel teoreminin ispati incelendi. Analitik abstract
fonksiyonlar tanimland1 ve bu fonksiyonlarin Taylor serisine agilimi gdsterildi. Abstract
fonksiyonlarin ve operator-fonksiyonlarin kuvvet serisine ac¢iliminin uygulanmasiyla
Ax + ACx =y ve A(1)x = y(4) operator denklemlerin ¢oziim yontemleri gosterildi.
Sonug olarak, abstract fonksiyonlarin ve operator-fonksiyonlarin kuvvet serisine agilimi ile
iligkili bu yontemlerle operator denklemlerin ¢oziimleri i¢in yeni perspektifler sunuldu.
Boylece, hem abstract fonksiyonlarin ve operator-fonksiyonlarin literatiiriine hem de
operatdr denklemlerin ¢dzim modellerine katki saglandi. Abstract fonksiyonlarm ve
operator-fonksiyonlarin kuvvet serisi agilimlarinin, farkli tipteki operator denklemlerin
¢Oziimleri i¢in uygulanabilirli§i 6n goriilmekte ve ayrica bu gelecek arastirmalar igin

Onerilmektedir.
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