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KISALTMALAR

SDRE : Duruma Bagl Riccati Denklemi (State Dependent Riccati Equation)
SDC : Duruma Bagh Katsay: (State Dependent Coefficient)

HJB : Hamilton-Jacobi-Bellman

LQR : Dogrusal Karesel Regiilator (Linear Quadratic Regulator)

ARE : Cebirsel Riccati Denklemi (Algebraic Riccati Equation)
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DURUMA BAGLI RiICCATI DENKLEMI (SDRE) TEMELLI KONTROL YONTEMI
VE SDRE’NIN YAKLASIK COZUMU

OZET

Dogrusal olmayan sistemlerin kontroliinde karsilasilan asil zorluk, optimal ve
uygulanabilir bir kontrol kuralinin elde edilmesidir. Bir sistemin kontrolii i¢in
belirlenen amag Olciitiinii minimum yapan optimal kontrol kurali, Hamilton Jacobi
Bellman (HJB) yontemiyle elde edilir. Ancak, dogrusal olmayan veya yiiksek boyutlu
sistemler i¢cin kismi diferansiyel denklemler iceren HJB ifadesini ¢6zmek zordur
ve kesin ¢oziimii bulmak miimkiin olmayabilir. Bu sebeple, HIB denklemlerini
cozmekten kaginmak i¢in pek ¢ok ¢alisma yayilanmustir.

Karesel amag olciitiine sahip dogrusal ve zamanla degismeyen sistemler i¢cin HJB
denklemi, cebirsel Riccati denklemine doniisiir ve kontrol problemi "Dogrusal Karesel
Regiilator (Linear Quadratic Regulator, LQR)" olarak adlandirilir. Dogrusal olmayan
kontrol yontemlerinin aksine, LQR teorisi olduk¢a pratiktir ve karesel amag Olciitiine
sahip dogrusal sistemler icin son derece basit bir geri beslemeli optimal kontrol kurali
sunar. Ancak ¢ok sayida sistem dogrusal degildir. Sistemlerin ¢alisma araliklarina
bagh olarak dogrusallastirma yapilabilir. Ancak dogrusal olmayan 6zellikler; sistemin
yapisal Ozelligidir ve dogrusallastirma sonucu, Onemli ve faydali olabilecek bu
ozellikler kaybolur. Bahsedilen bu bilgiler 15181nda, diisiik boyutlu dogrusal olmayan
sistemler veya karesel amag Olciitlii dogrusal sistemler i¢in optimal kontrol kuralinin
elde edilebildigi soylenebilir.

Bu noktada "Duruma Baglh Riccati Denklemi (State Dependent Riccati Equation,
SDRE)"; LQR teorisini temel alan, sistemin dogrusal olmayan 6zelliklerini gbz 6niinde
bulunduran, sistematik tasarim adimlarina sahip, esnek bir kontrol yontemi olarak
karsimiza ¢ikar. SDRE yontemi; kontrolor tasariminda, sistemin dogrusal olmayan
ozelliklerinin korunmasina imkan tanir. Ayrica, sistem dinamigi tizerinde kargilanmasi
kolay olan kosullara sahiptir ve bu sayede cok cesitli dogrusal olmayan sistemlere
uygulanabilir.

SDRE kontrol yontemi; dogrusal olmayan dinamikleri, bir durum vektorii ve duruma
bagli katsayil1 matris degerli fonksiyonlarla ¢arpanlara ayirir. Bu carpanlara ayrilmis
gosterim, tek bir bigimde degildir ve kapali ¢cevrimli sistemin performansini arttiracak
bir gdsterim secilebilir.

SDRE yonteminde, kontrol sinyalini hesaplamak i¢in her adimda cebirsel Riccati
denklemi coziiliir. HJB’nin ¢oziimii ile elde edilecek optimal kontrol kurali yerine,
SDRE yaklasik optimal bir kontrol kurali sunar. Bu nedenle, istenen amag olgiitii
yaklagik olarak minimum yapilir ve performanstan feragat edilmis olur. Ancak SDRE
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yontemiyle; gercek zamanli uygulamaya izin veren, uygulanmasi kolay ve yaklasik
optimal bir kontrol kurali elde edilir.

SDRE kontrol kurali, sistemi noktasal kararli yapan bir kontrol kuralidir. Her adimda
cebirsel Riccati denklemi ¢oziilerek insa edildigi icin, kontrol kuralinin acik ifadesi
bilinmez. Oysa, kontrol kuralinin ifadesi, kararlilik analizinde vazgegilmezdir. Bu
noktada, her adimda Riccati denkleminin ¢oziilmesinden kacinmak ve SDRE kontrol
kuralinin analitik bir ifadesini elde edebilmek icin bir yontem Onerilmistir. Buna gore,
kontrol isaretinin ingasinda kullanilan SDRE’nin ¢6ziimiinii yaklagik sekilde ifade
edebilecek, birbirine benzer iki algoritma sunulmustur. Bu sayede ¢Oziim, sistemin
durumlarina bagl olarak analitik sekilde ifade edilebilmis ve SDRE yontemindeki
hesaplama yiikii hafifletilmistir. Bu yaklasik ¢6ziime gore hesaplanan kontrol kuralinin
stnanmast icin literatiirde cokca kullanilan araba-sarkag sistemi ve manyetik kaldirma
sistemi kullanilmigtir. SDRE’nin yaklasik coziimiine bagli sonuclar ile standart
cevrimici SDRE sonuclart karsilastirilmistir. Sonucta, yaklasik ¢oziim ile hesaplanan
kontrol kural1 ile standart SDRE’ye oldukc¢a yakin bir performans elde edilmistir.

XX



STATE DEPENDENT RICCATI EQUATION (SDRE) BASED CONTROL METHOD
AND APPROXIMATE SOLUTION OF SDRE

SUMMARY

For controlling a system, the control rule is expected to provide the following features:
optimal control which satisfies a performance index, disturbance rejection, small
computation effort, feedback structure. While controlling a nonlinear system, the main
difficulty is that finding the optimal solution might be challenging and if the solution
is too complex, implementation might not be possible.

To control the nonlinear systems, the Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) strategy
provides the optimal control solution. However, solving partial differential equations
for nonlinear or high-dimensional systems is inefficient; therefore it may not be
possible to determine the exact solution of HIB equation. Even if a solution exists,
it may be too complicated for implementation.

To avoid solving HJB equations for nonlinear regulator problem, numerous papers
have been published in recent years. But these methods have major constraints in
system model and control input; so, their implementation areas are limited.

If a system is linear time invariant and corresponding cost function is infinite time
quadratic cost function, then corresponding HJB equation can be represented as
Algebraic Riccati Equation and the control problem is called as Linear Quadratic
Regulation (LQR) problem. On the contrary to nonlinear control approaches, LQR
theory is relatively practical and well documented for linear systems. LQR theory
provides optimal control rule for linear systems with quadratic cost function and
the control rule can be extremely straightforward. However, linear systems are not
common systems; in fact, a large number of systems are nonlinear. It is possible to deal
with nonlinear systems by using linearization near the operation point if the operation
range is sufficiently small. If the operation range is wide, then nonlinear system can be
linearized near different operation points and linear controller methods can be applied.
However, nonlinearity is inherent in the system. When a system is linearized around an
operation point, it loses nonlinear behaviors even if the nonlinearity has significant or
useful role in the system. As a result, optimal control solutions can be found for very
low-dimensional nonlinear systems or linear systems with quadratic cost function.

To overcome the aforementioned issues for nonlinear systems, the "State Dependent
Riccati Equation (SDRE)" approach is an extremely attractive control tool which is
motivated by LQR theory and allows to preserve the system nonlinearity. Besides,
SDRE approach has mild conditions on system dynamics and it can be applied to wide
class of nonlinear systems. SDRE provides a systematic design technic which is not
available in other nonlinear controller design methods. SDRE stands out compared
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to other nonlinear control methods with this aspect. Moreover, controller design is
flexible in SDRE method.

SDRE method is originally proposed by Pearson in 1962 to provide feedback control
for nonlinear systems. The SDRE control method factorizes the nonlinear dynamics
into a state vector and a state dependent matrix valued function, which enables the
nonlinear system dynamics to be captured by a linear-like state dependent structure.
Hence, this factorization is not unique and a design flexibility is offered to control
designer to maximize robustness of the closed loop system via factorization. Selecting
state dependent coefficient matrices is the first and most important step of SDRE
systematic design process. Besides, SDRE provides to build a trade-off between state
errors and control effort by using a performance criteria and the performance design
parameters create an additional flexibility on controller design.

SDRE provides an approximately optimal control rule instead of the optimal control
rule obtained from the HJB. There is a trade-off between optimal control and
approximately optimal (suboptimal) control. Optimal control is a control rule that
globally minimizes (or maximizes) the desired performance criteria. But solving
HJB equations might not be possible or implementing optimal control rule might be
difficult and expensive. But in SDRE, the control rule is suboptimal and approximately
minimizes desired performance criteria. So performance is sacrificed but the control
rule is easy to implement which allows real time implementation.

In the SDRE control approach, the algebraic Riccati equation is solved at each step
and quite simple and applicable control rule is calculated similar to LQR theory.
SDRE does not have too restrictive limitations on nonlinear system, and under mild
conditions, SDRE guarantees a pointwise stabilizing controller. The control rule is
local asymptotic stable and SDRE does not provide a global asymptotic solution for
all case. The controlled system stability can be analyzed if the control rule is obtained
analytically. But in SDRE controller, algebric Riccati equation is solved at each step
to calculate control signal. In order to realize this process, computation time should
be short enough. So this assumption may not be possible, especially as the number of
states increases.

In this study, to overcome aforementioned issue of the SDRE-based control technique,
a method is proposed to obtain an approximate solution of SDRE. Using this method,
the approximate solution of the SDRE is obtained as a function of the system’s states.
Thus, the approximate solution of the SDRE can be expressed analytically. Moreover,
it is possible to make the stability analysis theoretically before the application and then
use it in the control of the system. With this proposed method, the online calculation
effort of the SDRE control method is reduced. In addition, it is determined whether
the obtained control rule stabilizes the system before applying to system.

Based on the proposed approximate solution method, two similar algorithms are
created. In order to test the method, nonlinear cart-pendulum and magnetic levitation
systems, which are widely used in the literature, are discussed and controlled by the
control rule created by the approximate solution of the SDRE.

The cart pendulum system is a two-dimensional underactuated nonlinear system which
has a single-inverted pendulum placed on a motorized cart on a linear rail; and the
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control problem is to move the cart to a specific position while keeping the pendulum
at its unstable equilibrium point.

To design a SDRE controller, first the "best" representation is determined to maximize
controllability in operation range. Once state dependent coefficient representation
and performance design parameters are selected, approximate solution of SDRE is
obtained by using both approximation algorithms. Control signals which constructed
via approximated solutions, are used to control the cart-pendulum system. Algorithm
performances and the approximation results according to the standard SDRE are
analyzed.

The magnetic levitation system is an unstable, electromechanical, nonlinear system;
and the control problem is to keep the magnetic ball at desired point by applying
magnetic force. First, a proper representation and controller design parameters are
determined for SDRE controller. After that, the operation range is divided into 7 areas
and the approximate function for the solution of SDRE is constructed by using second
method. Magnetic levitation system is controlled by using approximate solution and
results are compared with standart SDRE.

It has been observed that the performance of the system controlled by the approximate
solution of SDRE is very similar to the performance of standart SDRE controller.
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1. GIRIS

Bir kontrolor tasariminda, uygulanacak kontrol kurali i¢in uygulanabilir olmasi,
optimal olmasi, geri besleme biciminde olmasi, bozucular1 bastirabilmesi gibi temel
isterler mevcuttur. Optimal kontrol kurali ile, belirlenen tasarim kriterleri en iyi sekilde
saglanir. Geri besleme icermeyen kontrol yapilar1 bozuculara karst daha hassastir.
Ayrica kontrol tasarimi genellikle sistemin uygun bir modeli iizerinden yapilir ve
modelleme esnasinda kiitlenin noktasal olmasi, siirtiinmelerin ihmal edilmesi gibi
kabuller yapilir. Geri beslemeli kontrol yapisi, buna benzer modellenmemis ve ihmal
edilmis durumlarla basa ¢ikmayr miimkiin kilar. Bununla birlikte kontrol kuralinin
gerceklenebilir bir ifade olmas1 onemlidir. Karmagik denklemler veya hesaplanmasi
zor olan ifadeler uygulamada zorluk olusturur. Ozellikle cevrimici yapilan kontrollerde
hesaplama yiikii, kontrol kuralinin gerceklenebilmesi i¢in Onemlidir. Dogrusal
olmayan bir sistemin kontroliinde ise, bahsedilen bu kriterlerin i¢cinden karsilanmasi

en zor olani, istenen performans kriterini saglayan optimal kuralin bulunmasidir.

Dogrusal olmayan sistemler icin optimal kontrol kurali, Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB) yontemiyle elde edilir [1]. Ancak dogrusal olmayan sistemler icin kismi
diferansiyeller iceren HJB denklemini ¢ozmek kolay degildir. Yiiksek boyutlu
sistemlerde karmagiklik arttigi icin, HJB denkleminin kesin ¢6ziimiinii bulmak
miimkiin olmayabilir. Ustelik elde edilen ¢oziimiin karmagikligina bagh olarak ¢ziim
uygulanamaz olabilir. Dogrusal olmayan regiilatdr probleminde HIB denklemlerini
cozmenin zorlugundan kacinmak ve uygulanabilir kontrol kurali elde edebilmek icin
cesitli calismalar yayinlanmistir. [2]’de yer alan c¢alismada yiiksek mertebeden bir
sistemin kontrolii i¢in diisiik mertebeden sistemler kullanilmistir. Yiiksek mertebeli
sistem, iki tane diisiik mertebeli sistem ile yaklasik olarak ifade edilmis ve sistem,

yaklasik optimal sekilde kontrol edilmistir.

[3]-[5] teki ¢alismalarda HJB’nin tam ¢oziimii yerine yaklagik ¢oziimii aragtirilmistir.

Optimal kontrol i¢in tanimlanan performans kriteri kuvvet serisine a¢cilmis ve HIB nin



yaklagik bir ¢Oziimii bulunmugstur. Ancak bu yontemin kullanilabilmesinin sarti,

sistemin giris bakimindan dogrusal olmasidir.

[6]’da, tek girisli ve giris bakimindan dogrusal sistemlerin kontroliine dair bir
calisma yer alir. Sistemin dinamik denklemleri, o an bulundugu durumlar etrafinda
dogrusallastirilir ve elde edilen dogrusal sistem icin optimal kontrol, varyasyonlar
hesabi ile bulunur. Daha sonra kontrol isareti, dnceden belirlenmis kisa bir siire
boyunca orijinal sisteme uygulanir ve siire sonunda bu islemler tekrarlanir. Benzer
bir calisma [7]’de yer alir. Bu calismada, cok girisli dogrusal olmayan bir sistem
icin iki farkli dogrusallagtirma yontemi kullanilarak sistem calisma noktasi etrafinda
dogrusallagtirilmig ve karesel bir amac Olgiitiinii saglayan geri besleme formunda bir

kontrol kurali elde edilmistir.

Ancak bahsi gecen bu calismalar sistem ve kontrol lizerinde kat1 kistlamalara sahiptir
ve bu kisitlamalar karsilandigi siirece uygulanabilir kontrol yontemleridir. Ote yandan
sistem dogrusal oldugunda, karesel bir amac¢ Olciitii icin HIB denklemi Riccati
denklemine doniisiir ve optimizasyon problemi "Dogrusal Karesel Regiilator (Linear
Quadratic Regulator, LQR)" olarak adlandirilir. Literatiirde pek ¢cok uygulama alan
olan LQR probleminde, karesel amag Olgiitiine sahip dogrusal sistemlerin optimal
kontrolii i¢in gerekli kontrol kurali, Riccati denkleminin ¢oziilmesiyle elde edilir.
Cebirsel olan Riccati denklemlerinin ¢6ziimii, HIB’ye kiyasla kolaydir ve elde edilen

kontrol kurali uygulama icin oldukga basittir [1].

Ancak pek ¢ok sistem dogrusal olmayan 6zelliklere sahiptir. Ustelik dogrusal olmama,
sadece sistemin yapisindan kaynakli degil, kontroldeki fiziksel siirlamalardan
da kaynakli olabilir. Eger dogrusal olmayan sistemin calisma aralif1 yeterince
kiigiikse, calisma noktasinin yakininda (eger miimkiinse) dogrusallagtirma yapilabilir.
Calisma araliginin genis oldugu durumlarda, calisma alan1 béliinerek her bir
aralikta sistem dogrusallastirilabilir ve dogrusal kontrol yontemleri uygulanabilir.
Ancak dogrusallastirilmis sisteme gore tasarim yapildiginda, fiziksel sistemin énemli
olabilecek dogrusal olmayan ozellikleri goz ardi edilir ve kontrol tasartmi bu ihmal
altinda yapilir. Bahsedilen biitiin bu sorunlar géz 6niine alindiginda, "Duruma Bagh

Riccati Denklemi (State Dependent Riccati Equation, SDRE)" yontemi, dogrusal



olmayan sistemlerin kontroliinde dogrusallastirmaya gerek duymayan bir kontrol

yontemi olarak ortaya ¢cikmig ve 6zellikle son on yilda popiiler hale gelmistir.

SDRE yontemi ilk olarak Pearson tarafindan 1962’de dogrusal olmayan ve zamanla
degisen x(t) = f(x,t) + B(x,t)u(t) formundaki (giris affine) sistemlerin sonlu zaman
ufuklu optimal kontrolii i¢cin Onerilmistir [8]. Buna gore, dogrusal olmayan sistem
anlik olarak dogrusal zamanla degismeyen sistem olarak kabul edilir ve bu duruma
kars1 diisen optimal kontrol kurali LQR teknigi ile hesaplanir. Sonugta durumlar ve
zamana bagli bir kontrol kural elde edilir. Benzer sekilde sonsuz zaman ufuklu kontrol
problemi de matris Riccati denkleminin siirekli hal ¢6ziimii olarak diisiiniilmiigtiir.
Bu yontemde sistemin dogrusal olmayan 6zellikleri korunur ve bu 6zellikler kontrol

tasariminin bir pargasi olur.

SDRE yontemi, sistematik bir kontrol tasarimina sahiptir ve bu yoniiyle diger dogrusal
olmayan kontrol yontemlerinden ayrilir. Tasarim siirecindeki ilk adim, dogrusal
olmayan sistemi, duruma bagl katsayilara (state dependent coefficient, SDC) sahip
dogrusal benzeri bir yapiya getirmektir. Bunun i¢in, dogrusal olmayan sistem
denklemleri, bir durum vektorii ve durumlara bagli bir matris ¢arpani (SDC matrisi)
olacak sekilde carpanlara ayrilir. Daha sonra durumlara baglh olan bu SDC matrisleri
ile Riccati denklemi diizenlenir ve SDRE ifadesi elde edilir. Ardindan SDRE, yoriinge
boyunca her x noktasinda ¢oziilerek u(x) = —R~'(x)B” (x)P(x)x formunda bir kontrol
kural1 elde edilir. Bu kural, dogrusal olmayan bir geri besleme kuralidir ve bagl oldugu

P(x) ifadesi SDRE’nin ¢oziimiidiir.

SDRE temelli kontrol yontemi, 1962’deki ilk ¢alismadan sonra, 1990’larin sonlarina
kadar ilgi gormemis bir kontrol yontemiyken Cloutier, D’Souza ve Mracek tarafindan

yapilan ¢alismalarla ivme kazanmagtir.

[9I’da yer alan calismada dogrusal olmayan H., probleminde SDRE yoOntemi
kullanilmigtir. Durum vektorii tek boyutlu oldugunda, amac olciitiindeki durum ve
kontrol agirliklar sistemin durumuna baglh secildiginde, SDRE’nin optimal kontrol
kuralin1 sagladig1 gosterilmistir. Bu kural aynm1 zamanda global asimptotik kararlidir.
Durum vektorii ¢ok boyutlu oldugunda ise kontrol edilebilirlik ve gozlenebilirlik

icin tanimlanan karsilanmasi kolay kosullar altinda sistemin lokal asimptotik veya



yar1 global asimptotik kararli oldugu gosterilmistir. Bahsedilen bu teorik ozellikler,
[10]’da tek boyutlu ve ¢ok boyutlu sistem icin 6rnekle anlatilmistir.  Ayrica bu
calismada, kontrol isareti lizerindeki fiziksel sinirlamalarin SDRE kontrol tasariminda
kullanimini agiklayan bir 6rnek de mevcuttur. Tek boyutlu sistemler [11]’deki
calismada da incelenmis ve SDRE yontemi altinda global asipmtotik kararlilik igin,
amac Olciitiindeki durum ve kontrol agirliklarinin en az birinin sistemin durumuna
bagl olmasi gerektigi gosterilmistir. Pearson tarafindan giris affine sistemler i¢in
onerilen SDRE yontemi [12]’de genisletilmis ve giris affine olmayan sistemler icin
uygulanabilirligi gosterilmistir. Ilave olarak orijin etrafindaki yeterince kiigiik bir
calisma bolgesi i¢in asimptotik kararlilik sartlar1 belirlenmistir ancak genis ¢alisma
bolgesi icin kararlhilik sartlart olusturulamamigtir. Bu ¢alismalara ek olarak, H.., H
kontrol yapilar1 ve dogrusal olmayan filtreleme icin SDRE teknigine genel bakis,

[13]’teki calismada bulunablir.

Siirekli zamanl yontemlerin yam sira, ayrik zamanli SDRE dogrusal olmayan kontrol
yapilar1 da ¢esitli calismalarda yer almistir. [14]’te giris affine formundaki bir ucus
kontrol sistemi i¢in ayrik zamanli SDRE yontemi kullamilmistir. [15]°teki calismada

bir sarkag, kararsiz denge noktasinda ayrik zamanli SDRE ile kontrol edilmistir.

Bahsedilen bu SDRE tasarim yontemlerinin yam sira, literatiirde yer alan dogrusal
olmayan diger tasarim yontemlerini SDRE yontemiyle birlestiren hibrit yaklagimlar da
onerilmistir. Ornegin, [16]’da kayan ufuk ve SDRE yontemleri birlestirilerek sonsuz
zaman ufuklu dogrusal olmayan optimizasyon problemine sonlu zaman ufuklu bir
yaklagim getirilmigtir. [17]’de sinir aglari, MPC ve SDRE birlesimine dayanan bir
yontem Onerilmistir. Burada sinir aglari, MPC’nin amag 6l¢iitiinii minimum yapacak
sekilde egitilirken, SDRE kontrol yapis1 sistemi kararli kilan temel yoriingeyi belirler.

Bu yontem, 6 serbestlik dereceli bir helikopterin kontroliinde kullanilmugtir.

Yukarida bahsi gecen calismalardan goriildiigii tizere, SDRE kontrol yontemi, sistemin
dogrusal olmayan 6zelliklerine gore tasarima izin veren, genis bir uygulama alanina

sahip, pratik ve esnek bir dogrusal olmayan kontrol yontemdir.

Bu tez calismasinda SDRE kontrol yontemi incelenmis ve SDRE’nin yaklasik

¢Oziimil icin bir yontem Onerilmistir. Onerilen yontem, dogrusal olmayan



4 durumlu araba-sarka¢ sisteminin ve manyetik kaldirma sisteminin kontroliine
uygulanmis ve elde edilen sonuglar standart SDRE kullanilarak elde edilen sonuclarla

karsilagtirilmistir.






2. KAPALI CEVRIM OPTIMAL KONTROL PROBLEMI

Bu boliimde dogrusal ve dogrusal olmayan sistemlerin kapali ¢evrimli optimal
kontrolii problemi incelenecektir. Dogrusal olmayan sistemlerin optimal kontrolii
icin "Pontryagin Minimum Prensibi’ ve Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) denklemi
kullanilacaktir. Ardindan dogrusal sistemler i¢cin HIB denklemleri yeniden diizenlecek
ve "Dogrusal Karesel Regiilator, (Linear Quadratic Regulator, LQR)" ifadesi elde

edilecektir. Bu boliimdeki bilgiler [1] ’den 6zetlenmistir.

2.1 Hamilton-Jacobi-Bellman Denklemi

Dogrusal olmayan bir sistemin bir performans kriterine (amac Olciitii) gore optimal

kontrol problemi en genel haliyle Denklem 2.1 ve 2.2’de tanimlanmistir:

i= f (x(t),u(t),1) 2.1)

If
J(x(to),t0) = [ V(x(t),u(t),t)dt (2.2)
fo
Denklem 2.1°de verilen dogrusal olmayan sistemin, istenen performans kriterini
saglayan optimal kontrol kurali, HIB denkleminin ¢oziimii ile, sistemin durumlarina

baglh olarak bulunacaktir. Kontrol kuralinin kontrol edilen sistemin durumlarina

baglilig ile kapali ¢evrim bir kontrol kuralinin elde edilmesi saglanmis olur.

Sistemin ¢ anindaki x*(¢) baglangi¢ kosulu i¢in performans kriterinin minimum degeri

J*(x*(t),t) olarak tanimlansin:

J(),0) = /t TV (6 (8), 0% (3), 7) d 2.3)

Burada u* sistemi, x*(¢) noktasindan baglayarak ilgili performans kriterini minimum

yapan yoriingede kontrol eden optimal kontrol isaretidir.



Optimal yoriinge civarinda amag¢ Olciitiiniin varyasyonunun sifira esit olacagi

varsayilabilir:

dJ* (x*(t),1) (8]* (x*(t),t))lx*(t) N AJ* (x*(1),1)

! affxm’ ” ey Y
*(x*(),t . . *(x*(2),t
= (MY p )+ I
Burada ilk terim, Denklem 2.3’e gore yeniden ifade edilebilir:
W)yt (1), (0),0) 2.5)

dt

Buna gore Denklem 2.4 diizenlenirse, Denklem 2.6 elde edilir:

aJ* (g;(t)?t) FV (), ut (£), 1) + (%) F(x*(),u(r),t) =0 (2.6)

Burada Hamiltoniyen ifadesi Denklem 2.7°de yer alan sekilde tanimlanabilir:

# =y oaon+ (LT oo o @

Hamiltoniyen ifadesine gore optimum amag oliigiitii J*’nin varyasyonu olan Denklem

2.6 ifadesi diizenlenirse Hamilton-Jacobi denklemi elde edilir:

aJ* ();;(t);t) + (x*(t), aJ* (;;Et)’t_) ’u*(t),t> =0;Vr € [l‘oﬂ‘f) (2.8)

Alt indisler kismi tiirevleri temsil edecek sekilde HJB denklemi, Denklem 2.9°da
diizenlenmigtir:

T5+ 2 (x*(0), 7 (1),1) = 0 2.9)

_ 9 (1)) _ 9 (x"(1),1)

J*



HJB denklemi, dogrusal olmayan kismi diferansiyeller iceren bir denklemdir ve
¢6ziimii bircok problem i¢in olduk¢a zordur. Optimal kontrol igareti *(¢) i¢in bir
cOziime ulagilsa bile bu ¢oziim ¢ok karmasik ve uygulanmasi miimkiin olmayan bir
matematiksel ifade olabilir. Bu noktada ¢cogunlukla diisiik boyutlu dogrusal olmayan
sistemler veya karesel amag¢ Olciitiine sahip dogrusal sistemler icin uygulanabilir
sonu¢lar elde edilebildigi soylenebilir. HJB denklemi, karesel amag Olciitiine sahip
dogrusal sistemler i¢in diizenlenirse Riccati denklemine doniisiir ve LQR probleminin

temelini olusturur.

2.1.1 Varyasyonlar hesabiyla HJB denklemlerinin iliskisi

Varyasyonlar Hesabi’na gore yardimer durumlar A (z) soyle ifade edilir:

_ 9T (%" (2),1)

y o

(2.10)

Durumlar ve yardimct durumlar arasindaki iligki, Denklem 2.11°de verilmigtir:

; oA

"Pontryagin Minimum Prensibi"ne gore optimal yoriingeye gotiiren kontrol isareti,
Hamiltoniyen fonksiyonunu minimum yapar [1]. Buna gore, kisitlamasiz kontrolde

optimal kontrol isareti icin saglanmasi gereken kosul, Denklem 2.12’dedir:

) =0 — u* (1) = h(x*(t),J51) (2.12)

d (2@ _d . O (0,225 0w w00)
dr dx*

Bu ifade, Denklem 2.8’de elde edilen Hamilton-Jacobi-Bellman ifadesine esittir.
Boylece HIB ve varyasyonlar hesabi1 yaklasimi ile elde edilen sonuclarin esdegerligi

gosterilmigtir.



2.2 Dogrusal Karesel Regiilator (LQR)

Bu boliimde dogrusal bir sistem i¢in karesel regiilatdr problemi incelenecek ve optimal

kontrol icin HIB denklemi kullanilacaktir.

Asagidaki dogrusal sistemi ele alalim:

x(t) =A(t)x(t) + B(t)u(t) (2.14)

Sistemin optimal olarak kontrol edilmek istenen amag dl¢iitiinii tantmlayalim:

1 1 [t
J :Exl (t7) Fx (17) + 3 (X' (1)0(t)x(t) +u' (t)R(t)u(r)] dt (2.15)
fo
Burada, 3x' (t7) Fx(t7) ifadesi amag 6l¢iitiiniin nihai degerini ifade eder. Karesel bir

amag Olgiitiine sahip olmak i¢in F ve Q(¢) matrisleri reel, simetrik ve yar1 pozitif; R(z)

ise reel, simetrik ve kesin pozitif olmalidir.

Dogrusal karesel regiilator probleminde optimal kontrol kuralint bulmak i¢in 6ncelikle

Hamiltoniyen ifadesini, Denklem 2.7°de belirtildigi sekilde elde edelim:

A (x(t),u(t), ), 1) =—X'(I)Q(l)X(l)+%M'(I)R(f)u(l) (2.16)
7 (x(0), 1) [A(0)x(2) + B(t)u(1)]

Denklem 2.12’de verilen optimizasyon icin gerekli kosulu yazalim:

PR 4

=0 R(t)u(t)+B'(t)J¢ (x(t),t) =0 (2.17)

Bu kosulu saglayan kontrol kurali:

u*(t) = =R~ Y(0)B'(t)J7 (x(1),1) (2.18)

olarak ifade edilir  Ancak u(f)’nin Hamiltoniyen ifadesini minimum yaptigin
gostermek icin ilk tiirevin sifira esit olmasi yeterli degildir. Buna ilave olarak ikinci

tiirevin de pozitif olmasi gereklidir:
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Karesel amag olgiitii i¢in R(7) kesin pozitif kabul edildigi i¢in ‘9;7"42% ifadesi her zaman
pozitiftir ve elde edilen u*(¢) kontrol kurali 57 ifadesini minimum yapar. Bu kontrol
kuralinin elde edilmesi i¢in ise J; (x(¢)) ifadesinin hesaplanmasi gerekir. Elde edilen

kontrol kuralin1 Hamiltoniyen ifadesine yazip yeniden diizenleyelim:

I (x(t),u(t),J: 1) :lx’(t)Q(t)x(t) + lJ;j’B(r)R‘1 (t)B'(t)J;

2 2
;LJ;"A(I)x(t) - J,’i’f’i(t)l’?‘1 (1)B'(1)J; 2.19)
=3¥ (00(1)x(r) = 3/ BOR™ (0B (1));
+JYA(t)x(t)

Tiim bu elde edilen ifadeler 15181nda, HIB denklemini ve sinir kosulunu yazalim:

Ji+ %X*’(I)Q(t)X* (t)—%-’i’B(t)R‘l(t)B’(t)J;‘ +JA@)x" (1) =0 (2.20)
7 (€ (1) 1) = 57 (1) F (1) " (1) Qa1

HJB denkleminin ¢oziilebilmesi icin J;* ve J; ifadelerine ihtiya¢ vardir. Dogrusal
karesel regiilator probleminde amag Ol¢iitii J, sistemin durumlarina gore kareseldir.
Buna gore reel, simetrik ve kesin pozitif bir P matrisi ile J karesel olarak en genel
formda soyle ifade edilebilir:

J*(x(t),t) = =x'(t)P(t)x(t) (2.22)

Bu duruma kars1 diisen sinir kosulu ifadesi Denklem 2.23’te verilmistir:

1, 1,
5% (1) P (i5) x (15) = 5 (15) F (17) % (1) (2.23)
Bu esitlige gore P (tf) =F (tf) dir.

Genel formdaki J ifadesini kullanarak J; ve J; ifadelerini hesaplayalim:
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88Jx* =J, = P(t)x(1) o
u*(t) = =R~ 1(1)B'(t)P(1)x* (1) (2.25)

Elde edilen J%, u*(¢)’de yerine yazilirsa:
w*(t) = =R~ 1(1)B'(t)P(1)x* (1) (2.26)

amag Ol¢iitii olan J fonksiyonunu minimum yapan kontrol igareti «* (¢) bulunur. Ancak
burada P matrisi bilinmeyendir ve HIB denklemi kullanilarak hesaplanmasi gerekir.
Bunun icin genel formda elde edilen J;" ve J; ifadelerini HIB denkleminde yerine

yazalim:

—=xX'(t)P(t)B(t)R' (t)B' (t)P(¢)x(t) (2.27)
+ X (t)P(t)A(t)x(t) =0

Bu esitligi diizenleyebilmek icin P(¢)A(¢) ifadesine basit bir doniigiim uygulayalim:

POA() =3 [POAD) + {POAWY] + 5 [POAD) — (POAWY]  228)

Bu durumda HJB denklemi soyle yazilabilir:

%X'(t) (P(1)+Q(1)—P(1)B(t)R™" (1)B'(t)P(1)
+P(t)A(t) +A (t)P(t))x(t) =0

(2.29)

Elde edilen HIB denklemi her x(¢) igin saglanmalidir. Oyleyse bu denklemi saglayan

asil kosul:

P(t)+ Q(t)—P(t)B(t)R™' (t)B' (t)P(t) + P(t)A(t) + A (t)P(t) = 0 (2.30)

ifadesidir.  Bu denklem yeniden diizenlendiginde "Diferansiyel Matris Riccati

Denklemi" elde edilir:
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P(t) = —P(t)A(t) — A'(t)P(t) + P(t)B(t)R ™' (t)B'(t)P(t) — Q(t) (2.31)

Matris Riccati denklemi, dogrusal olmayan diferansiyel bir denklemdir. Dogrusal
olmayan sistemler i¢in HIB denklemi kismi diferansiyeller icerirken, sistem dogrusal
oldugunda dogrusal olmayan ancak adi bir diferansiyel denkleme (ordinary differential
equation, ODE) doniisiir. Bu durumda P(¢) matrisi niimerik olarak ¢oziilebilir. Ustelik
P(t) simetrik oldugu i¢in n x n denklem yerine n(n+ 1)/2 denklemin ¢oziilmesi

yeterlidir.

Sistem dogrusal ve zamanla degismeyen oldugunda ise A ve B matrisleri sabit
matrislerdir. @ ve R matrislerinin de sabit se¢ilmesi durumunda, 7y — oo i¢in
diferansiyel matris Riccati denklemi "Cebirsel Riccati Denklemi'"ne doniisiir. Bu
durumda P matrisi de sabit bir matris olacag i¢in zamanla degismez ve P(¢) = 0 olur.

Cebirsel Riccati denklemi soyle ifade edilir:

PA+A'P—PBR'BP+0=0 (2.32)

Ozet olarak optimal kontrol kuralin1 elde etmek i¢in HIB denklemleri ¢oziilmelidir.
Ancak dogrusal olmayan veya yiiksek boyutlu sistemler i¢cin kismi diferansiyel
denklemleri ¢ozmek kolay ve verimli degildir.  Ustelik bazi durumlarda HJB
denklemlerinin kesin ¢oziimiinii elde etmek miimkiin olmayabilir veya elde edilen
¢cOziim uygulanamayacak kadar karmagsik olabilir. Dogrusal sistemler i¢in, HJB
denklemleri matris Riccati denklemine, dogrusal zamanla degismeyen sistemler
icin ise cebirsel Riccati denklemine doniisii. HJB denklemini ¢6zmeye kiyasla
bu denklemleri ¢6zmek c¢ok daha kolaydir.  Ancak dogrusal sistemler yaygin
sistemler degildir ve bircok sistem dogrusal olmayan Ozellikler igerir.  Eg8er
dogrusal olmayan sistemin c¢alisma araligi yeterince Kkiiciikse, dogrusal durumun
avantajin kullanmak icin, sistem ¢alisma noktasi etrafinda dogrusallastirilabilir. Eger
caligma aralig1 genigse, dogrusal olmayan sistem farkli ¢calisma noktalarinin civarinda
dogrusallastirilarak kontrolor tasarimi yapilabilir. Ancak dogrusal olmama, sistemin
dogal yapisinda vardir ve dogrusallagtirma sonucu Onemli ve faydali olabilecek

dogrusal olmayan oOzellikler kontrolor tasariminda ihmal edilir.  Bahsedilen bu
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sorunlarin iistesinden gelmek icin, SDRE temelli kontrol yontemi, LQR teorisini
temel alan ve sistemin dogrusal olmayan Ozelliklerinin korunmasina izin veren bir

kontrol araci olarak karsimiza ¢ikar. Sonraki boliimde, SDRE temelli kontrol yontemi

incelenecektir.
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3. DURUMA BAGLI RiCCATI DENKLEMI YONTEMI

SDRE teknigi, yalinlig1 ve uygulama kolaylig1 nedeniyle dogrusal olmayan sistemlerin
kontrolii i¢in oldukga dikkat ¢eken bir kontrol aracidir. SDRE yonteminde temelde
LQR teorisi esas alinir, ancak LQR’nin aksine, sistemin dogrusallastirilmasina ihtiyac

duyulmaz; sistemin dogrusal olmayan 6zellikleri korunur.

SDRE yo6ntemini diger dogrusal olmayan kontrolor yontemlerinden ayiran 6nemli bir
yonii, kontrolor tasariminin sistematik olmasidir. Bu sayede kontrolor, belirli adimlar
ve analizler sonucunda kolayca tasarlanabilir. Sistematik tasarima ilave olarak SDRE
yontemi, tasarim esnekligi olan bir kontrol yontemidir. Bu yontemde, bir performans
kriteri tamimlanarak sistemin durumlar1 ve kontrol sinyalinin davranisi belirlenebilir.
Performans kriterindeki durum ve kontrol isaretinin agirliklari, kontrolor tasariminda
esneklik olusturur. Bir diger esneklik ise model seciminde mevcuttur. SDRE yontemi,
dogrusala benzer ancak durumlara bagli katsayilara sahip bir gésterime ihtiyac duyar.
Boliim 3.2.1°de belirtildigi gibi bu yapi, sonsuz farkli sekilde duruma bagh katsayili
olarak ifade edilebilir. Bu esneklikten faydalanilarak kontrolor tasarimi i¢in "en uygun

model" belirlenebilir.

SDRE kontrol yonteminde, kontrol edilecek model iizerinde agir kisitlamalar yoktur.
Dogrusal olmayan sistem i¢in, karsilanmasi zor olmayan bu kosullar altinda, noktasal
kararli (pointwise stable) bir kontrol kural1 elde edilir. Bu kontrol kuralin1 bulmak i¢in
duruma bagl Riccati denkleminin ¢oziilmesi gereklidir. Elde edilen kontrol kurali ise

oldukca basit ve uygulanabilirdir.

3.1 Matematiksel Gosterimlerin Tanimi

Bu boliimde, kullanilan matematiksel gosterimler tanimlanmistir. R gercek sayilar
kiimesidir ve pozitif her n sayisi icin R”, n boyutlu Euclidean uzayidir. Sistem
durumlarini tanim kiimesi  ile gosterilmistir. 7, sistemin durum sayisini belirtmek

lizere, Q, R™nin orijin noktasim iceren bir alt kiimesidir (0 € Q CR"). C%(Q), Q
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tizerinde tanimli siirekli fonksiyonlar1 temsil eder. C¥(Q) veya CK ise Q iizerinde k

defa tiirevlenebilir siirekli fonksiyonlar1 temsil eder.

3.2 Duruma Bagh Katsayih (SDC) Gosterim

Duruma bagli katsayili (state dependent coefficient, SDC) gosterim [13]; dogrusal
olmayan sistemler ic¢in, sistemin dogrusala benzer sekilde durum uzayinda ifade

edilmesini saglayan bir ¢arpanlara ayirma islemidir:

x=A(x)x+B(x)u, x(0)=x (3.1)

Bu gosterimde A ve B matrisleri, sistemin durumlaria bagl olarak degisir. Duruma
bagli katsayil gosterim, dogrusal olmayan her sistem icin elde edilemeyebilir. Onerme
I’deki kosullar saglandiginda, x = f(x) seklindeki dogrusal olmayan sistem igin

duruma bagl matrislerin varli1 garanti edilir:

Onerme 1 [18]

f fonksiyonu, f:Q — R" olan ve f(0) =0ile f(-)V CK(Q), k > 1 kosullarint saglayan
bir fonksiyon olsun. Bu durumda Vx € Q icin, f(x) fonksiyonunun A : Q — R™™"
olan bir duruma bagli A(x) gdsterimi vardir. Belirtilen kogullar altinda A(x) soyle

hesaplanir:

dA

x=Ax

A(x):/olg—f:

Burada A, integral isleminde kullamilan yapay bir degiskendir.

Onerme 1, A(x) matrisinin varhgini kamtlamaya ek olarak, Lemma 1°de agiklanan

SDC gosteriminin basit ama ¢cok dnemli bir 6zelligini gosterir:

Lemmal [/9]

Herhangi bir SDC gdsterimine ait A(x) matrisi su kosulu saglar:
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f(0)

X

A(0), f(x) fonksiyonunun orijin etrafinda dogrusallastirilmis ifadesidir ve A(0) =
d
d

olarak yazilabilir.

Burada %, f(x)’m orijin etrafindaki Taylor dogrusallagtirmasidir.  x, 0’a

giderken, SDC gosterimindeki A(x) matrisi, orijin etrafinda dogrusallastirilmig f
fonksiyonuna yakinsar. Sonugta A(x)’in se¢iminden bagimsiz olarak, A(0) her zaman

dogrusallagtirilmig f(0) fonksiyonuna esittir.

SDC gosteriminin belirlenmesi, dogrusal olmayan bir sistem icin SDRE yontemi
kullanilarak kontrol kuralinin tiiretilmesinin ilk ve en énemli adimidir. SDC gosterimi
ile x(t) = f(x) + B(x)u(t) biciminde olan herhangi bir dogrusal olmayan sistem,

duruma bagli A(x) ve B(x) matrislerini icerecek sekilde yeniden yazilabilir.

[12]°de yer alan agiklayici ve basit bir 6rnek, dogrusal olmayan bir sistem i¢in cesitli

SDC matrislerini gosterir:

Ornek 1 Asagida verilen dogrusal olmayan sistemi ele alalim:
X] =Xp—X[1X2, Xp=1U
Sistem, SDC formunda su sekilde temsil edilebilir:
{2 } :A,-(x){j; ] + { ?]u i=1,2,3
Bu formu saglayan A;(x) matris ornekleri soyledir:
A = {8 1—0x1 }’ An(x) = { —(%)xz I—O%xl }, As(x) = l —662 (1)}

Burada A;(x), Onerme 1 kullamlarak elde edilmistir. % ve verilen A(x)’lerin

orijindeki gosterimlerinin esit olduguna dikkat edelim:

IfFO0) [ —x 1-x
ox | 0 0

=A1(0) =A2(0) =A3(0) = { 8 (1) }
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3.2.1 SDC gosteriminin serbestligi

Ornek 1, verilen cok degiskenli dogrusal olmayan bir sistemin ii¢ farkli SDC formunu
gosterir. Cok degiskenli sistemler i¢in (n > 1), A(x) tek bir bi¢cimde degildir ve aslinda

A(x) matrisi igin sonsuz sayida gosterim mevcuttur [20].

f()

Ote yandan, skaler durum igin (n = 1), SDC gosterimi a(x) = 2 seklinde ifade edilir.

Burada f(x) = a(x)x’tir ve a(x)’in boyutu 1’dir [9].

Onerme 2, cok degiskenli dogrusal olmayan sistemlerin SDC gosterilimi icin yararl

bir 6zellik ortaya koymaktadir:

Onerme 2 [2]1]

Cok degiskenli dogrusal olmayan bir sistem i¢in A1 (x) ve Ay (x) matrisleri, sistemin iki
farkli SDC gésterimi olsun. Buna gére sistemin A(x) matrisi, bu iki SDC gdsteriminin

agirlikli toplami olarak yazilabilir:

Alx,o0) =0A1(x)+ (1 —a)A2(x) aeR (3.2)

Burada herhangi bir o € R icin, A(x, o) bir SDC gdsterimini temsil eder ve sonsuz

farkl sekilde ifade edilebilir.

Onerme 2’ye gore A(x,o), dogrusal olmayan bir sistemin sonsuz elemanli SDC
gosterimleri kiimesini temsil eder. Burada o serbest bir tasarim parametresidir ve
seciminde bir kisitlama yoktur. Dolayisiyla, o herhangi bir gercek deger olabilir;
ancak basitlik i¢in o [0, 1] arasinda secilebilir. o = 1 oldugunda, A(x) tamamen
Aj(x)’e baghdir ve a = 0 ise, A(x) tamamen A;(x)’ye baglidir. Bu durumda o € [0, 1]

icin, A(x, o), A1 (x) ve Ay (x)’ye bagl sonsuz farkli bigimde olabilir.

3.3 Duruma Bagh Riccati Denklemi (SDRE) Ile Kontrolor Tasarim Yontemi

Duruma bagli Riccati denklemi (SDRE) ile kontroldr tasarim yontemi, LQR problemi

ve cebirsel Riccati denklemini temel alir.
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3.3.1 Dogrusal olmayan karesel optimal kontrol problemi

Sonsuz zaman ufuklu, siirekli zamanli, dogrusal olmayan optimal kontrol problemini

ele alalim:

x(t) = f(x)+B(x)u(t), x(0)=xg (3.3)

T (o u() = 5 / 07 ) +u (OR()u(r) L dr (3.4)

Burada sistem, durumlar bakimindan dogrusal olmayan ama giris bakimindan dogrusal
(giris affine) bir sistemdir. Tim durumlarin 6lciilebildigi varsayimi altinda durum
vektorii x = [x1,...,x,]" € R girig vektorii u(t) = [u;(¢),...,um(t)]” €R"; f:R" —
R, B: R" — R™ ve 1 <m < n’dir. Sistemin kontrol edilebilmesi i¢in ise B(x) # 0 Vx

olmalidir.

Sistemin amag Olg¢iitii J ise girig bakimindan karesel ama durumlar bakimindan karesel
olmayan bir ifadedir. Q(x) ve R(x) amag olciitiindeki tasarim parametreleridir ve Q :

R" — R™" R :R" — R™™ olan duruma baglh matris degerli fonksiyonlardir.

SDRE yo6nteminin dogrusal olmayan optimal kontrol problemine uygulanabilmesi icin

Denklem 3.3 ve 3.4, asagidaki kosullar1 saglamalidir: [19]

Kosul 1 f siirekli, tiirevlenebilir ve durumlara bagl bir fonksiyon; B ise siirekli bir

fonksiyon olsun:

f(Hreci(Q) xcQ, B(-)eC’(Q)

Kosul 2 Genelligi bozmadan, sistemin kontrol girisi sifirken (u = 0) orijin noktasi x =

0 € Q sistemin denge noktasi olsun:

x=f(0)=0 (u=0veB(x)#0Vx € Q kosulu altinda)

Kosul 3 Amac olciitiindeki tasarim parametreleri Q ve R pozitif, siirekli ve simetrik

matris degerli fonksiyonlar olsun:

0(x)=0T(x)>0, Rx)=RT(x)>0 VxeQ
Q(x),R(x) € C°(Q)
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Kosul 4 A(x),B(x) ve C(x), dogrusal olmayan sistemin SDC gosterimine iliskin
matrisler olmak iizere, sistem ¥x € Q icin {A(x),B(x)} matrislerine gore noktasal
kararl kilnabilir olsun ve CT(x)C(x) = Q(x) oldugu durumda {C(x),A(x)}

matrislerine gore noktasal gozlenebilir olsun.

A(x) : R™ ve B(x) : R™ olmak iizere, sistemin kontrol edilebilirlik matrisi
M.=[B AB A’B ... A" 'B]

Vx € Q igin tam rankli ise (rank(M.) = n), {A(x),B(x)} noktasal kontrol edilebilir
(pointwise controllable) ve dolayisiyla noktasal kararli kilinabilirdir (pointwise
stabilizable) [22]. Benzer sekilde, C(x) : R™ olmak iizere, sistemin gozlenebilirlik

matrisi

C
CA
M, = CA?

A

Vx € Q igin tam rankli ise (rank(M,) = n), {C(x),A(x)} noktasal gozlenebilirdir

(pointwise observable) [22].

Onerme 1’de belirtilen A(x) matrisinin varlik kosulu, Kosul 1 ve Kosul 2 ile karsilanir
ve boylece A(x) ile B(x)’in varlifi garanti edilir. Ayrica Lemma 1’de belirtildigi
iizere A(x) matrisi, A(x)’in se¢iminden bagimsiz bir sekilde A(0) = @ ifadesini
saglar. Buna gore, dogrusallagtirilmis f fonksiyonu kararsiz ise {A(0),B(0)} cifti
herhangi bir gosterimde kararsiz olacagi i¢in Kosul 4 saglanamaz. Tiirevi alinamayan
sistem dinamiklerinin, sistem durumlarindan bagimsiz terimlerin, durumlar ve kontrol
isareti iizerindeki sinirlayicilarin varliginda, bahsedilen bu problemle karsilasilabilir.
Bu durumda SDRE yo6nteminin uygulanabilmesi i¢in sistemin uygun bi¢cimde ifade

edilebilmesi gerekir, [19]. Buna 6rnek bir caligsma icin [21] incelenebilir.
SDC bi¢imindeki model kullanilarak LQR probleminin ¢éziimiinde kullanilan cebirsel
Riccati denklemi diizenlenirse, siirekli zamanli cebirsel SDRE ifadesi elde edilir:

P(x)A(x)+AT (x)P(x) — P(x)B(x)R™ ! (x)BT (x)P(x) + Q(x) = 0 (3.5)
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Kosul 3 ve Kosul 4 ile cebirsel SDRE denklemini saglayan P(x)’in simetrik ve
P(x) > 0 kosulunu saglayan tek bir matris olmas: garanti edilir. Buna gére, LQR
problemine benzer sekilde, cebirsel SDRE icin sistemi noktasal kararli kilan kontrol

kurali soyledir:

u(x) = =R (x)BT (x)P(x)x (3.6)

Bu ifade, dogrusal olmayan bir geri besleme kuralidir. Buna gore, Denklem 2.15’te

verilen amag Olciitiinii yaklasik olarak minimum yapan kontrol kazanci:

K(x) =R '(x)BT (x)P(x) (3.7)

Verilen SDRE geri beslemeli kontrol kuralinin sisteme uygulanmasiyla, durumlara

bagl olarak elde edilen kapali ¢cevrim sistem soyledir:

x(1t) = [A(x) — B(x)R'(x)BT (x)P(x)] x(1) (3.8)

SDRE kontrol kurali uygulanmig sistemin durumlarinin izleyecegi yoriingeler

Denklem 3.8’in ¢6ziimiiyle bulunur.

3.4 SDRE Yonteminde Tasarim Serbestligi

3.4.1 SDC gosteriminin sec¢imi

Onerme 2’de belirtildigi iizere & = f(x) formundaki bir sistem igin, belirli kosullar
altinda sonsuz tane SDC gosterimi bulunabilir ve her bir gosterim i¢in f(x) = A(x)x
kosulu saglanir. Sonsuz farkli gosterimin mevcut olmasi, tasarim acisindan bir zorluk
degil aksine kontrolor tasarimimi kolaylastiran bir unsurdur. Farkli A(x) matrisleri
incelenip dogrusal olmayan sistemin kontrolii i¢cin "en uygun" model seg¢ilebilir. SDC
gbsteriminin se¢iminin kontrol tasarimina etkisini gérmek icin Ornek 1°i yeniden
inceleyelim:

X1 =Xp—X1X2, Xp=1U
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Verilen dogrusal olmayan sistem i¢in tanimlanan ii¢ farkli SDC gosterimi soyledir:

Al(x>:{8 b } Ag(x) = { ¢ 1o } As(x) = { o cl)]

Kosul 4’te belirtildigi iizere SDRE denkleminin ¢6ziimiinde uygun formda bir P(x)
elde edebilmek igin {A(x),B(x)} matris cifti kararli kilmabilir olmalidir. Oyleyse
her {ic gosterime ait kontrol edilebilirlik matrisinin determinantin1 Vx € Q i¢in

hesaplayalim:

» Aj(x) igin det(Mc) = x; — 1.
1
* Ay(x) igin det(Mc) = TRl 1.

» A3(x) igin det(Mc) = —1 #0.

Bir sistemin kontrol edilebilir olmasi i¢in, kontrol edilebilirlik matrisinin determinanti,
Vx € Q i¢in sifirdan farkli olmalidir. Buna gére, A (x) matrisi igin det(Mc), x; = 1’de
sifira esit olur ve A;(x) ile ifade edilen sistem x; = 1 i¢in kontrol edilebilir degildir.
Benzer sekilde A, (x) gosterimi secildiginde x; = 2 igin sistem kontrol edilemezdir.
Ancak Az(x) gosteriminde Vx € Q igin det(Mc) her zaman sifirdan farklidir. Sonug
olarak, A3(x) igin sistemin kontrol edilebilir aralig1 daha biiyiiktiir ve A| (x) ve A»(x)’ye
gore daha iyi bir SDC gosterimidir. Onerme 2’de belirtildigi gibi A(x), A(x, o)
formunda yazildiysa bu durumda o’nin degisimine bagl olarak kontrol edilebilirlik

ve gozlenebilirlik kosullar1 incelenerek kontrol i¢in en uygun gosterim bulunabilir.

Onerme 2’ye ilave olarak, eger A(x,a) gosterimindeki durumlardan birinin tiirevi,
bagka bir duruma bagli ise, sifirdan farkli bir katsay1 kullanilarak parametrelendirilmesi
onerilmistir [23]. Buna gore, eger i’nci durumun tiirevi j’inci duruma baglhysa,
A(x,a) matrisinin {i, j} elemanina sifir olmayan bir deger yerlestirilir. Ornegin,
X3 = x1x ifadesini ele alalim. Burada secilebilecek iki farkli gosterim az; = 0,
aszy = X1 ve az; = xp, azp = 0’dir. Ancak X3, hem x; hem x;’ye baghdir. Oysa
verilen parametrelestirmeler bu baghilhigi icermez. Bunun yerine a3; = o) xp ve

azy = (1 — o) x1 segmek daha iyi bir gosterim olacaktir.
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3.4.2 Q(x) ve R(x) matrislerinin secimi

QO(x) ve R(x) matris degerli fonksiyonlari, amag 6l¢iitiinde durumlarin ve kontrol
isaretinin agirliklarini temsil eden SDRE tasarim parametreleridir ve kapali ¢evrimli
sistemin davranist, bu parametreler aracilifiyla belirlenir. Q(x) ve R(x), matris degerli
fonksiyonlardir. Tasarimda sabit matris olarak secilebilecekleri gibi, ayn1 zamanda
durumlarin fonksiyonu olarak da belirlenebilirler. Bu durum, durum uzayimnin farkli

bolgelerinde farkli sistem davraniginin belirlenmesine olanak tanir.

Q(x) ve R(x) fonksiyonlarinin belirlenmesinde kesin kurallar yoktur. ~SDRE
yonteminin uygulanmasi i¢in gerekli olan Kosul 3 ve Kosul 4 saglandiktan sonra deney
sonuglarina bagli olarak Q(x) ve R(x) belirlenebilir. Buna ilave olarak, amag ol¢iitiinii

digbiikey yapacak bir fonksiyon secilebilir. Denklem 3.4’te yer alan amag ol¢iitii icin:
9%
ou?

olduguna gore, R(x) > 0 secildigi miiddetce, amag olgiitii J, u’ya gore digbiikeydir.

R(1) (3.9)

Kosul 3 ile R(x)’in pozitif olmasi garanti edilmistir. Benzer sekilde, J nin sistemin

durumlarina gore digbiikey olmasi i¢in:

02 [xTQ(x)x}

S >0 (3.10)

kosulu saglanmalidir. Onerme 3’te J’yi disbiikey yapan pozitif bir Q(x) se¢imi yer

almaktadir.

Onerme 3 [24]

I = xT Q(x)x bigimindeki skaler fonksiyonu ele alalim. Qo, herhangi bir pozitif simetrik
matris ve Q1 (x) = diag (q1 (x1) ,...,qn (X)) biciminde kisegen bir matris olmak iizere,
O(x) = Qo + Q1 (x) biciminde tanmimli bir fonksiyon olsun. Burada q; fonksiyonlari,
qi (x;) = cio —I—cile-z + c,-4x§1 4+ cisl.xls-’ (cij=>0,7=0,2,4,...5;) yapisina sahip olsun.

Bu durumda tanmimlanan [ fonksiyonu, x’e gore global disbiikeydir.

Onerme 3’e gore, Q(x) belirlenirken durumlarin karesel iistel ifadeleri kullanilir. Buna
gore, sistem denge noktasindan uzaklastikca maliyet iistel olarak artar ve bu noktalarda

kontrol kazancinin yiiksek olmas1 beklenebilir.
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3.5 SDRE’de Kararhlik ve Optimallik

SDRE kontrol kurali, Riccati denklemi teorisine gore sistemin her bir ¢alisma noktasi
icin noktasal kararli yapan bir kontrol kuralidir. Buna gére, K(x) SDRE yontemiyle
elde edilen kontrol kazanci olmak iizere, Denklem 3.11°de verilen kapali ¢evrimli

sistemin herhangi bir x calisma noktas i¢in tiim 6zdegerleri sol yar1 diizlemdedir.

Acr(x) =A(x) — B(x)K(x) (3.11)

Ancak noktasal kararlilikta gerekli olan Re[A;(Ac(x))] < O Vx sart1, global kararlilik
icin yeterli degildir. Bir sistemin global asimptotik kararli olabilmesi i¢in, sistemin
baslangic noktasindan bagimsiz bir sekilde orijin noktasina getirilebilmesi gereklidir.

Bu durumu aciklamak i¢in Ornek 2’de yer alan sistem incelenmistir:

Ornek 2 [19]

X1 = —X|, X2= —Xp+Xx1X2% icin secilen Ay(x) gdsterimini ele alalim:
-1 0
me=| 2 0|
A\ (x) matrisinin her iki dézdegeri de A = —1’dedir ve sol yart diizlemde oldugu icin

kararlidir. Buna gore sistemin x1(0) = x19 ve x2(0) = xp9 baslangi¢c noktalarina gére

durumlarmmin zamana bagli fonksiyonlari:

2 X20 e!

x1(t) = x10e! Xo(t) =
1t) =xi0e ™, x(0) x10 %20 €2 +2 — X10 X20

X10 X20
X10 X20—2

olarak hesaplamir. Buradat = % In ( ) icin x)(t) = oo olur. Sonug olarak A (x)

gosterimi noktasal kararli olsa bile global asimptotik kararlt degildir.

SDRE yontemiyle kontrol edilmis kapali ¢cevrimli sistem, orijin etrafindaki kiiciik bir
bolgede () lokal asimptotik kararhidir. [25]’te yapilan ¢alismada, CO matris degerli
A(x) ve B(x) gosterimleri i¢in SDRE ile kontrol edilen sistemin, Q(’dan daha biiyiik
bir bolge icin asimptotik kararli oldugu gosterilmistir. Ote yandan global kararlilik,

tasarimda her zaman aranan bir 6zelliktir. n, durum sayisini; m, kontrol girisi sayisini
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belirtmek iizere 1 < m < n genel durumu i¢in global kararlilik, [19]’daki ¢calismada
incelenmigtir. Buna gore, ||eAcc™)|| < M kosulu, M > 0 olmak iizere Vx € Q € R”
ve Vt € R i¢in saglanirsa, SDRE ile kontrol edilen sistem igin orijin denge noktast,
global asimptotik kararli olur ve tiim baslangi¢c noktalar1 i¢in sistem orijin noktasina
getirilebilir. Ancak burada iist sinir degeri M’ nin tespiti kolay degildir. Ayrica bu
kosul oldukca muhafazakardir ve bu kosulu saglayan kontrol kuralinin olusturulmasi

literatiirde agik problemlerden biridir.

[26]°da yer alan ¢alismada, cok boyutlu sistemlerde n = m 6zel durumu incelenmistir.
Buna gore, B tam rankli sabit bir matris (B € R™ n = m) ve R > 0 olan sabit bir
matris oldugunda, kontrol edilen sistem global asimptotik kararlidir. Ancak Kosul 1
- 4’e ilave olarak belirtilen bu kosullar ile global kararlilif1 elde etmek i¢in tasarima

sinirlama getirilmistir.

[9,22] ’de yer alan ¢alismalarda, tek durumlu dogrusal olmayan sistemlerin sonsuz
ufuklu kontrol problemi icin SDRE’nin global optimal kontrol kuralim sagladig:
gosterilmistir. Coziim aym zamanda global asimptotik kararlidir. Bu 6zellik Onerme

4’te belirtilmistir:

Onerme 4 [22]

Tek boyutlu dogrusal olmayan sistemlerin (x € ]Rl) sonsuz zaman ufuklu kontrol
probleminde, SDRE geri beslemeli kontrol kurali, her zaman optimal kontrol kuralidir.

Bu kontrol kurali:

ile ifade edilir.

Tek boyutlu sistemler icin verilen bu 06zellik, ¢ok boyutlu sistemlerin SDRE
yontemiyle kontroliinde gecerli degildir. [20]’de yer alan calismada, SDRE’nin optimal
geri besleme kuralin1 saglayacagi bir SDC gosteriminin oldugu belirtilmistir. Buna
gore, deger fonksiyonu J(x)’in gradyan1 dJ(x)/dx = P(x)x formunda ifade edilebilir

oldugunda, sistemin SDC matrisi A(x) de "dogru" segilirse SDRE kontrol kurali,
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optimal kontrol kurali olur. Ancak burada deger fonksiyonunun 6nceden bilinmesi
gerektigi icin dogru gosterimin tespit edilmesi kolay degildir. Ote yandan bu ¢alisma,
dJ(x)/dx = P(x)x’nin saglandig1 durumlarda, dogru SDC gosterimi ile optimal kuralin

elde edilebilecegini gostermesi bakimindan énemlidir.

[20] ve [27] de yer alan ¢alismalarda, SDRE’nin optimal olma durumu incelenmistir.

Optimallik icin gerekli kosullar, Onerme 5’te 6zetlenmistir:

Onerme 5 p: Q — R olan C! vektor degerli bir fonksiyon olsun:

p(x) = [p1(x), ... pu(x)]"

p(x) igin,
dpi _ 9pj
8x_,~ 8x,~ ’

xeQi=1,...,n
kosulu saglanirsa
1
V(x)= xT/ p(tx)dt
0
olan birV : Q — R ve V(0) = 0 olan bir V (x) fonksiyonu vardur.

Bu bilgiye gore, SDRE’nin pozitif ¢oziimii P(x) olmak iizere, eger sistemin amag

ol¢iitiinii minimum yapan deger fonksiyonu V (x),

AV (x)
ox

biciminde yazilabilirse, SDRE kontrol kurali istenen amag olciitiine gore optimal

= P(x)x = p(x)

kontrol kurali olur. p(x) i¢cin gerekli simetri kurali, tek boyutlu sistemlerde her zaman
saglamr.  Dolayisiyla, SDRE kontrol kurali tek boyutlu sistemler icin her zaman

optimaldir.
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4. SDRE’NIN YAKLASIK COZUMU

Dogrusal olmayan sistemlerin sonsuz ufuklu optimal kontrol probleminin ¢dziimii i¢in
onerilen SDRE temelli kontrol yonteminde bas edilmesi gereken en 6nemli sorun
kararhiligin garanti edilmesidir. Sistemi temsil eden SDC gosterimlerinin kuramsal
olarak sonsuz sayida olmasi nedeniyle, Boliim 3.4.1°de belirtildigi iizere literatiirde
noktasal kararlili§1 garanti eden SDC modelinin bulunmasina iligkin baz1 yaklagimlar
onerilmigtir. SDRE’nin ¢6ziimii olan P(x), sistemin SDC modelindeki A(x) ve B(x)
matrislerine ve tasarim parametreleri olan Q(x) ve R(x) bagh olmasina ragmen,
standart yontemde kontrol kurali c¢evrimic¢i olarak cebirsel Riccati denkleminin
¢oziimil ile hesaplanir. Bu nedenle kontrol kuralinda kullanilan P(x)’in agik ifadesi
bilinmez. Oysa kararlilik analizi i¢in P(x)’in bilinmesi hayati onem tagir. DiZer
taraftan, SDRE’nin her cevrimde cebirsel Riccati denkleminin (ARE) c¢oziimiiniin
bulunmasina ihtiya¢ duymasi, 6zellikle sistem mertebesi arttikca hesaplama yiikiinii
artirir.  Bu nedenle, bu tez calismasinda SDRE’nin yaklagik bir ¢oziimiiniin
elde edilmesi icin bir yontem Onerilmistir  Bu sayede, hem cevrimici hesap
yiikiiniin azaltilmas1 hem de elde edilen kontrol kuralinin sistemi kararli kildiginin

garantilenmesi amaglanmustir.

Onerilen yontem, [28] de dogrusal olmayan ve sag tarafli (nonlinear non-homogenous)
matris degerli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimiinii elde etmek
icin gelistirilmis bir yonteme dayanmaktadir. Bu yontem, bir fonksiyonun yaklasik
ifadesi icin radyal temelli fonksiyonlar1 (radial basis functions, RBF) kullanir. Bu

konudaki temel bilgiler asagidaki alt boliimde verilmistir.

4.1 Radyal Temelli Fonksiyonlar

Daginik bicimdeki bir veri setinin yaklagik ifadesinin elde edilmesi, miihendislikte
sikca kargilagilan bir problemdir. [29]°da yer alan ¢alismada, yaklagik ifadenin elde

edilmesinde radyal temelli fonksiyonlarin (Radial Basis Functions, RBF) kullanilmasi
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Onerilmistir. Buna gore, bir veri setinin yaklasik fonksiyonu, M tane RBF nin agirlikli

toplamui olarak ifade edilebilir:

M
flx) = ZIWHD(IIX—C/II) .1
=

Denklemde yer alan semboller s0yle tanimlanir:
x: fonksiyon girisi

f(x): veri setinin yaklagik fonksiyonu

M: yaklasiklik i¢in kullanilan RBF sayis1

cj: RBF’lerin merkezleri

¢: radyal temelli fonksiyon

w;: yaklagik fonksiyondaki RBF agirliklart

||I-||: Euclidean normu

Denklem 4.1°de, RBF merkezleri ve agirliklari (cj, w;) bilinmeyenlerdir. RBF
merkezlerinin belirlenmesi, bu yontemin en kritik adimidir. Merkezler, veri
setinde yer alan noktalardan rastgele belirlenebilir. Veya veri seti uygun kiimelerle
gruplandirilabilir ve kiimelere bagli olarak merkezlere karar verilebilir [30]. Merkezler

belirlendikten sonra, RBF agirliklar1 hesaplanir.

Denklem 4.1’den goriildugu iizere, veri setinin yaklagik fonksiyonu f(x), w;
agirliklarina dogrusal olarak baghdir. Bu durumda w; degerlerinin elde edilmesinde

en kiiciik kareler yontemi [31] veya "gradient-descent" yontemi [30] kullanilabilir.

M farkli noktaya kars1 diisen denklemler, Denklem 4.2’de verilmistir:

M
hi = f(x;) = Z]Wj O([lxi —cjll)
=

4.2)
M
h; = Z wi¢i; i=1,..N
j=1
Bu denklemler, Denklem 4.3’te matris formunda ifade edilmistir:
o110 - Om| [ w1 hy
N R (4.3)
OnN1 o Onm| |Wum hy
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Farkli bicimdeki radyal temelli fonksiyonlar, Cizelge 4.1’de verilmistir [32]. Bu
calismada SDRE’nin yaklasik ¢6ziimiinde Gauss formunda bir RBF kullanilmagtir.

Cizelge 4.1 : Radyal temelli fonksiyonlar.

RBF ¢(r)
Thin-Plate Spline 2 1In(r)
Gauss emer

. 1
Inverse Quadric Virer
Multiquadric V1+er?

4.2 SDRE’nin Yaklasik Coziimii I¢in Iki Algoritma

Ele alinan sistemin SDC gosterimi, A(x) ve B(x) matrisleri ile verilmis olsun. Tasarim
parametreleri ise Q(x) ve R(x) olsun. Bu sisteme iligkin SDRE, Denklem 4.4’te

verilmisgtir:
P(x)A(x) + AT (x)P(x) — P(x)B(x)R ! (x)BT (x)P(x) + Q(x) =0 (4.4)

SDRE’nin yaklagik ¢oziimiinii elde etmek icin; sistemin calisma uzayinda, r adet alt

bolge ve her alt bolgeye ait baz fonksiyonlar1 tanimlansin:

Slé{)d hl(x)Zhj(X), l:1,,r}, 17&] (4.5)

Bu tez calismasinda /;(x)’ler, 0 < h;(x) < 1 kosulunu saglayan,

hi(x) = e (Eill=xill)? . (4.6)

bi¢iminde se¢ilmis RBF fonksiyonlardir. x;’ler ise hi(x)|x:x' = 1 iligkisini saglayan

L

degerlerdir.

Sisteme iligkin SDC matrislerinin ve tasarim parametrelerinin x = x; noktalarinda

aldig1 degerlere kars: diisen,



matrislerini tanimlayalim. SDRE’nin x = x; deki ¢6ziimleri ise P, = P(x;) olarak ARE

coziimlerinden elde edilmis olsun.

Bu tez ¢alismasinda, SDRE’nin yaklagik ¢oziimii i¢in iki ayr1 algoritma Onerilmistir.

Algoritma 1 Yukarida tamimlanan P; = P(x;) matrislerinin her elemanin pz-k ile
gosterelim. SDRE’nin ¢oziimii olan P(x)’in her elemamimin x = x; noktalarinda

aldiklart degerlerin, yaklasik olarak,
. i 2
pa) =Y e ) s, @.7)
i
biciminde oldugunu varsayalim, Bu ifadede,
Pk (%) = Py = Py + P kv
olmak iizere, S;k, Djkb ve P jk ifadelerri,
min Hﬁ(x)A(x) +AT(x)ﬁ(x) — If’(x)B(x)R*1 (x)BT(x)P(x) + Q(x) ||

olacak sekilde bir optimizasyon algoritmast yardumiyla bulunur. Burada P(x), her

elemant p jx(x) olan bir matristir ve SDRE nin yaklasik ¢oziimiidiir.

Bazi durumlarda yukarida verilen Algoritma 1’in hesap karmasiklig1 cok fazla olabilir.
Bu durumda hesap karmasiklig1 daha az ancak dogrulugu daha diisiik olan bagka bir

algoritma Onerilmistir.

Algoritma 2 Yukarida tamimlanan P; = P (x;) matrislerini ele alalim. SDRE’nin

coziimii olan P(x) ’in x # x; noktalarinda aldiklar: degerlerin yaklasik olarak,

P(x) = Z (pie*(s,-fox,'ll)2 +Pib> . i=1,2--,r (4.8)
i
biciminde oldugunu varsayalim. Bu ifadede,
P(x;) =P =P+Py

olmak iizere, €;, P; ve Py, ifadeleri,

min Hﬁ(x)A(x) —|—AT(x)ﬁ(x) — lﬁ(x)B()c)R*1 (x)BT(x)ﬁ(x) +Q0(x) ||
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olacak sekilde bir optimizasyon algoritmasi yardimiyla bulunan degerlerdir. Burada

P(x), SDRE nin yaklasik ¢coziimiidiir.

Onerilen her iki algoritma ile P(x)’in yaklagik ifadesi analitik olarak elde edilebilir.
Algoritma 1’de P(x)’in her eleman icin farkli bolgeler kullanilarak ayri ayri
optimizasyon yapilir ve her eleman icin gecerli optimal parametreler bulunur.
Algoritma 2’°de ise tiim elemanlar i¢in ortak bolgeler kullanilir. Bu sebeple, dogrulugun

Algoritma 1’e gore daha diisiik oldugu sdylenebilir.

Verilen her iki algoritmada kullanilan alt bolgelerin se¢imi asikar degildir. A(x) ve

......

seyrek secilmesi Onerilebilir.

Bu tez calismasinda Gauss tipi bir RBF secilmistir ancak farkli secimler de

miimkiindiir. RBF tipi belirlenirken amac, en iyi yaklagikligin saglanmasi olmalidir.

SDRE’nin yaklagik ¢oziimii P(x) kullamlarak olusturulan kontrol kurali ile kapali
cevrime sokulan sistem i¢in bir aday Lyapunov fonksiyonu secilip [28]’deki calismanin
kararlilhk analizi boliimiindeki fikirler kullanilarak, P(x) iizerinden kararlilik analizi

cevrimdisi yapilabilir.

Bu tez calismasinda Onerilen algoritmalarin gergeklestirilmesinde, [33]’te yer alan
RBF sinir aglar1 ve "M ATLAB - Neural Network Toolbox"ta yer alan "newrbe" komutu
kullanilmagtir. [33]’teki optimizasyon algoritmasinda, RBF fonksiyonlar i¢cin gerekli
merkez noktalarinin yeri de optimizasyonun bir pargasidir. Fonksiyon yaklagiklifinda
kullanilmak istenen bolge sayisi belirtildikten sonra, bu bolgelerin merkez noktalari
olan x; degerleri, fonksiyonu uygun yaklasiklik ile ifade edecek sekilde "gradient
descent" methodu ile bulunur. "newrbe" komutunda kullanilan algoritmada ise
optimizasyonda kullanilan veri setindeki her nokta, merkez olarak belirlenir. Boylece

kullaniciya RBF merkezlerini belirleme imkan1 sunulur.
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5. ARABA-SARKAC SISTEMININ SDRE KONTROLU

Bu boliimde dogrusal olmayan araba-sarka¢ sistemi i¢cin SDRE kontrol tasarimi
aciklanmigtir.  Kontrol kuralinin hesaplanmasinda SDRE’nin yaklasik ¢6ziimii
kullanilmagtir. Yaklasiklik sonuclari, standart cevrimi¢ci SDRE sonuglart ile

kiyaslanmustir.

5.1 Araba-Sarkacg Sistemi

Araba-sarkag¢ sistemi, yatay bir ray iizerinde hareket eden bir araba ve bu araba

etrafinda serbestge donebilen bir sarkactan olusur (Sekil 5.1).

Sekil 5.1 : Araba-sarkac sistemi.

Sistemin girisi, arabay1 yatay yonde hareket ettirmek i¢in gerekli olan kuvvettir. Bu

hareket sonucunda sarkac ivme kazanir ve kendi ekseni etrafinda donmeye baslar.

Araba-sarkag sisteminin kontroliinde amag, sarkaci dikey konumda tutarken arabayi
belirlenmis bir noktaya gotiirmektir. Bu kontrol esnasinda sarkaci hareket ettirmenin
tek yolu, arabay1 hareket ettirmektir. Dolayisiyla arabaya kuvvet uygulayarak sarkag

pozisyonu kontrol edilir.
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Araba-sarka¢ sisteminin kontrolii; bir uzay gemisinin kalkigi sirasinda konum
kontrolii, insan viicudunun dik durusu gibi dengenin korunmasinmi gerektiren hareket

stratejilerini igeren ¢ok sayida gorevde pratik uygulama alanina sahiptir.

Araba-sarkac sistemine ait dogrusal olmayan dinamik denklemler, Denklem 5.1°de

verilmistir [21]:

1 .
i= y [ml@zsine—mgsinﬂcose—f—u}

" 1 .
Q:E[(M—i—m)gsin@—mlezsinecose—ucos@] CRY)

d £ M+ msin® 0
Denklemde M, arabanin kiitlesi; m, sarkacin kiitlesi; /, sarkacin uzunlugu; g, yercekimi

ivmesidir. Sistemin kontrol girisi u, arabanin hareketini saglayan kuvvettir.

5.2 Araba-Sarkac Sistemi Icin SDC Gosterimi

Onerme 2’de belirtildigi iizere SDC gosterimi tek bir bigimde degildir ve sonsuz farkli
sekilde ifade edilebilir. Boliim 3.4.1°te belirtildigi lizere, sistemin durumlarinin tiirevi,
diger durumlara bagli oldugunda bu baglilig1 temsil edecek sekilde parametrelestirme
yapilmalidir. Denklem 5.1°e gore X ve 6; 6 ile 6°a baglidir. Bunun icin araba-sarkac
denklemlerindeki ilgili terimler, (Onerme 3’te bahsedildigi gibi) [21]’de verilen

sekilde, o parametreleri cinsinden soyle ifade edilmistir:

6%sin6 = a1 [6%(sin6/60)] 6+ (1— 1) (sin6)d
. . . . (5.2)
62sinBcos@ = a [6*(5in0/0)cosB)] 6+ (1 — ) (HsinOcosH)8

Buna gore o parametresine bagh elde edilen SDC gosterimi, Denklem 5.3 ve 5.4°te

verilmisgtir:
0 01 0
0 00 1
A()C, OC) = 0 msinc@(l(xl szgcose) 0 ml(1—ay)6sin O (53)
. C . 4
0 S8 (M +m)g—mlay§?cosB] 0 _m(l—az)edsmecose
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- o O

B(x) = (5.4)

13
- C

7 0s 0

Sistemin durumlari arabanin ¢izgisel konumu (x), sarkacin acisal konumu (0), arabanin
cizgisel hiz1 (x) ve sarkacin acisal hizidir (). Ayrica sistemin tiim durumlarinin
olciilebilir oldugu varsayilmistir. Gosterimdeki sinc fonksiyonu, sinc® = sin6/6
olarak tanimlanir ve siirekli bir fonksiyondur. 0 sifira yaklastik¢a sinc & = sin 6 /6’ nin
degeri 1’e yakinsar ve 6 = 0 i¢in sinc(0) = 1 olur. Sekil 5.2, sinc6 fonksiyonun

davranisinm gostermektedir.

1.0

0.8

0.6

sincO

0.4

0.2

0.0

Sekil 5.2 : sinc fonksiyonu

En 1yi SDC gosterimine karar verebilmek i¢in sistemin kontrol edilebilirlik matrisini

MATLAB ile sembolik olarak hesaplayalim:

1 .
det(Mc) = ~ sinc? @ cos” 0 [g+mdl (o — o) 67 cos 6] ? (5.5)

sinc@ = 0 veya cos 0 = 0 durumlarinda kontrol edilebilirlik matrisinin determinanti
sifirdir ve bu durum o parametresinin degisiminden etkilenmez. Oyleyse kapali ¢evrim
sistem, herhangi bir a degeri i¢in 6 = 7 rad ve 8 = +7/2 rad agisal konumlarinda
kontrol edilebilir degildir. «o’ya bagh elde edilen SDC formlari, bu noktalarin da
kontrol edilebilir oldugu bir gosterim sunamamigtir. Bu durumda Kosul 4’te belirtilen
tam kontrol edilebilirlik sarti, Q = {x: 6 € [—x, ]} i¢in saglanamamstir. Buna karsin
sistemin biri kararli biri kararsiz olmak iizere iki adet denge noktas1 vardir. 6 =0
kararsiz denge noktasi, 0 = & kararli denge noktasidir ve sistem 6 = 7 icin kontrol

edilebilir olmasa da yapis1 geregi bu noktada kararlidir.
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Araba-sarkac sisteminde amag, sistemi O rad civarinda dengede tutmak oldugu icin,
SDRE kontrol tasariminda sistemin ¢alisma aralign Q = {x: 0 € [—1.484,1.484] rad}
alinmugtir (1.484 rad = 85 derece). Boylece matematiksel olarak kontrol edilemeyen
0 = +7/2 rad durumu, ¢aligma araliginin diginda birakilmig ve yeni aralikta sistemin

tam kontrol edilebilirligi garantilenmistir.

Sistem parametrelerini g = 9.81 m/sz, m=1kg, | =1m, M =0.5 kg alalhhm. Buna

gore kontrol edilebilirlik matrisinin determinantini, ¢&’nin degisimine bagl olarak

inceleyelim.
x10°
4.5
4 o, =1 0, =0
35 -, =05.,=0
oy =0.5, o, =0.5
3 B ¢, =0, 0, =05
I -,
(3]
£
Q
o

0 (rad)

Sekil 5.3 : Araba-sarkac sistemi i¢in kontrol edilebilirlik matrisinin determinanti.

Sekil 5.3’te goriildiigii iizere, a’nin baz1 degerleri i¢in det (M¢) sifira yakindir ve bu
noktalarda kontrol edilebilirlik diisiiktiir. Buna gore, en biiylik determinant degerini

saglayan o = 1 ve ap = 0 degerleri, SDC gosterimini olusturmak icin secilebilir.

Fiziksel araba-sarkac sisteminin ¢alismasinda kontrol isareti iizerinde veya arabanin
hareket ettigi milin uzunlugu ilizerinde kisitlayicilar mevcuttur. Bu ¢alismada sistem
kisitsiz olarak kabul edilmistir. Araba-sarkag¢ sisteminin kisitlayicilar alinda SDRE

kontroliine ait ¢alisma i¢in [21] incelenebilir.
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5.3 Araba-Sarkac Sistemi Icin SDRE’nin Yaklasik Coziimii

Bu boliimde araba-sarkac sisteminin kontroliinde SDRE’nin yaklasik ¢oziimii
kullanilmigtir. SDRE’nin ¢evrimici ve yaklagik ¢oziimii, belirlenen ¢alisma araliginda
incelenmigtir. Farkli baslangic noktalari i¢in deneyler yapilmis ve SDRE’nin gercek

ve yaklagsik ¢coziimleri kiyaslanmistir.

Buna gore SDRE’nin pozitif simetrik ¢6ziimii,

282 28 28

. P2\ X D5\ X D6\ X pP7(X

PO=1 0 pele) psx) pon) -0
pa®) pr(x) pol) prol)

olsun. SDRE’nin yaklagik c¢oziimii icin Bolim 4.2°de verilen Algoritma 1 ve
Algoritma 2 kullamlmigtir. Her iki algoritmada da, P(x)’in yaklagik ifadesi i¢in
gerekli parametrelerin elde edilmesi i¢in [33]’de yer alan optimizasyon algoritmasi
kullanilmigtir. Optimizasyon icin ihtiya¢ duyulan veri seti sistemin caligsma aralifinda
0 € [—1.484,1.484] rad igin 37 nokta ve 6 € [—10,10] rad/s igin 37 nokta, toplamda
37 x 37 = 1369 nokta segilerek elde edilmigtir. Tasarim parametreleri olan Q(x) ve
R(x) matrisleri ise yapilan 6n deneyler sonucunda Denklem 5.7°de verildigi gibi sabit

matrisler olarak se¢ilmistir:

01 0 O 0
0 10 O 0
0 0 0 0.0l

5.3.1 Algoritma 1 ile SDRE’nin yaklasik ¢oziimii

Algoritma 1’e gore P(x)’in yaklasik ifadesini elde etmek igin, pi(x), p2(x),..., p1o(x)
fonksiyonlar1 yaklasik olarak elde edilecektir. Denklem 4.7°de yer alan parametrelerin
elde edilmesi icin [33]’da yer alan optimizasyon algoritmasinda kullanilmak iizere,
ps(x) icin 2001, p7(x) icin 1001, diger fonksiyonlar igcin 101 merkez segilmisgtir.
[33]°da yer alan optimizasyon algoritmasi ile belirlenen sayidaki merkezlerin yeri

"gradient descent" metodu ile bulunmus ve Denklem 4.7°de yer alan parametreler elde
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edilmistir. Buna gore, calisma araligindan toplanan 6rnekler i¢in, SDRE’nin standart

ve yaklagik ¢oziimlerine karsi diisen p(x) fonksiyonlarmin degerleri Sekil 5.4°te yer

2 Py
042
Yaklagk
0.40 15 Standart
038
036 10
0.34 Yaklagik 5
0.32 Standart
P3 Py
a5 Yaklasik
08 Standart
20
07 15
0.6 1.0
Yaklagik
Standart 05
05
P Ps
Yaklask Yaklagtk
10000 Standart © Standart
7500
40
5000
2500 20
0
L 35 Py
Yaklagtk
1500 Standart 3.0
1000 25
20
500 Yaklasik
Standart
0 15
Py P1o
0 Yaklasik 250 Yaklastk
Standart 200 Standart
8
o 150
B 100
N 50
o 0
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Ornek Sayist Ornek Sayist

Sekil 5.4 : Araba-sarkac sistemi i¢in SDRE’nin standart ve yaklasik ¢6ziim degerleri
(Algoritma 1).

Sekil 5.4’te goriildiigui iizere ps(x) ve p7(x)’in deger araligi oldukca genistir. Bu
fonksiyonlar1 uygun bir yaklasiklik ile temsil edebilmek icin daha fazla merkez
belirlenmesine ihtiya¢ duyulmustur. Ote yandan sistemin SDRE kontrol kazanci

p(x)’lere baglh olarak acik sekilde ifade edilebilir:

K(x) =R '(x)BT (x)P(x) (5.8)
pi(x) pa(x) p3(x) pa(x)

=070 0 —deo ]| D) i) i ) |9
pa(x) pi(x) po(x) pio(x)

38



p3(x) _ palx)

i T cos 0
psx)  p7(x)
PP — £0~cos 0
K(x) =10 ps%)f) _ p;i(X) cos 0 (5.10)
dl
P95X) _ Plggx) cos 0

Denklem 5.10’da goriildiigii tizere, kontrol kurali ps(x)’ten bagimsizdir ve yalnizca
p3(x), pa(x), pe(x), p7(x), pg(x), po(x), pio(x) fonksiyonlarina baglidir. Buna gore
sistem, ps(x)’ten gelecek hesaplama yiikiinden bagimsiz sekilde kontrol edilebilir.
Ancak biitiinliik olusturmak acisindan tiim p(x) fonksiyonlarina bu tez ¢aligmasinda

yer verilmistir.

X 0
Deney 1 Deney 1

— 20 Deney 2 H Deney 2
E eney = : eney
= 10 === Deney 3 £ P ——- Deney 3
g = - T

""""" Deney 4 2] e - Deney 4
g 015 e IS Y & 01 ‘? TS Y =
e} ~ e I
~ N S Ey @ ,
,.§ —10+ é !;
1 @ :
® 0] 11

% 0
20
Deney 1
= 10 Deney 2 £l
2l S~
g | N\ e "7 Deney3 | g
= e I Deney 4 =
N0 =N — 8
= - <
S S g
< : 2
= -101 5 0
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 125 15.0 0.0 2.5 5.0 75 100 125 15.0
zaman [s]

Sekil 5.5 : SDRE’nin yaklagik ¢6ziimii ile kontrol edilen kapali ¢evrimli sistemin
davranisi (Algoritma 1).

Cizelge 5.1 : Araba-sarkac sistemi i¢in deneylerin baslangi¢c noktasi degerleri.

Deney 1 Deney 2 Deney 3 Deney 4
0 [rad] 1.3963 1.1345 -0.5236 -1.3963
0 [rad/s] 0 5 9 0

Sekil 5.5, farkli baslangi¢c kosullar1 altinda SDRE’nin yaklasik ¢oziimii ile kontrol
edilen kapali ¢evrimli sistemin cevaplarini gostermektedir. Ilgili kontrol isaretleri,

Sekil 5.6°da verilmistir.
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Sekil 5.6 : SDRE’nin yaklagik ¢6ziimii ile kontrol edilen kapal1 ¢evrimli sisteme
uygulanan kontrol isareti (Algoritma 1).

Deneylerin baglangic noktalar1 ise Cizelge 5.1°de yer alir. Sistemin SDC gosterim
matrisleri yalnizca 6 ve 6 durumlarina bagh oldugu icin bu degerlere bagh olarak

farkli baglangi¢ noktalar1 belirlenmistir.

Py P>
0.400 75 Yaklasik
Yaklasik | 5 Standart
0.375 Standart 25
Ps3 Py
0.8 10 Yaklagik
Yaklasik Standart
07 Standart | 0.5
Ps Pe
Yaklagik Yaklagik
2000 7 3 -
Standart | 0 Standart
10
0
Py Pg
Yalagk |
250 Standart - Yaklagik
2.5 Standart
0
Py Pyo
5.0 Yaklagik | 50 Yaklagik
Standart Standart
25
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 ) 10 12 14
zaman [s]

Sekil 5.7 : Deney 1 icin SDRE’nin yaklagik ve standart ¢coziimii (Algoritma 1).
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-0.29 Standart —21
—44
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—61
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00 25 50 75 100 125 150 00 25 50 75 100 125 150
zaman [s]

Sekil 5.8 : Deney 1 i¢cin SDRE’nin yaklasik ve standart ¢6ziimiine baglh kontrol
kazanglar1 (Algoritma 1).

Deney sonuclarindan goriildiigii iizere, secilen baslangic noktalar: icin araba sarkac

sistemi basarili sekilde kontrol edilmistir.

Sistemin davraniginin analizine ilave olarak Deney 1 siiresince, SDRE’nin yaklasik
coziimili ile sistem durumlarina bagli olarak cevrimigi hesaplanan gercek ¢oziimii Sekil

5.7°de verilmistir. Bu ¢oziimlere kars1 diisen kontrolor kazanclar Sekil 5.8’de yer alir.

Buna gore deney siiresince elde edilen gercek ve yaklasik c¢oziimler birbirine
yakindir. Boylece dogrusal olmayan araba-sarkac sistemi, her adimda cebirsel Riccati
denkleminin ¢oziilmesine ihtiya¢c duyulmadan, SDRE’nin yaklasik ¢6ziimii ile standart
cevrimi¢i SDRE yontemine oldukca yakin sekilde kontrol edilebilmistir. Sonraki

boliimde, burada yapilan ¢aligmalar Algoritma 2 kullanilarak yapilmigtir.

5.3.2 Algoritma 2 ile SDRE’nin yaklasik ¢coziimii

Bu boliimde SDRE’nin ¢oziimii, Algoritma 2 kullanilarak elde edilecektir. Algoritma
I’den farkli olarak burada pj(x),p2(x),..., p1o(x) fonksiyonlar1 ayri ayri degil P(x)
matrisini olusturan bir biitiin olarak ele alinacaktir. Dolayisiyla, [33]'te yer alan

optimizasyon algoritmasinda belirlenecek olan merkezler, tiim fonksiyonlar icin ortak

41



olacaktir.

Yapilan deneyler sonucunda yaklagiklik i¢in 10001 merkez secilmesi

uygun goriilmiistiir. Bu merkezlerin yeri ve Denklem 4.8’de yer alan parametreler,

optimizasyon algoritmasi ile elde edilmistir.
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Sekil 5.9 : Araba-sarkac sistemi icin SDRE’nin standart ve yaklasik ¢oziim degerleri

(Algoritma 2).

Calisma aralifindan toplanan ornekler icin, SDRE’nin standart ve yaklasik ¢oziim-

lerine karg1 diigen p(x) fonksiyonlarinin degerleri Sekil 5.9’da yer alir. Araba sarkag

sistemi, 0zellikle 0’nin degerine biiyiik olciide baglidir. 6, secilen caligsma araliginin

sinirlarina yaklastikca (0 € [—1.484,1.484] rad), P(x) fonksiyonundaki degisimler

ciddi sekilde artmaktadir.

Bu sebeple, pj(x),pa(x),...,p10(x) fonksiyonlart i¢in

merkezlerin ayni olmas1 durumunda, fonksiyonlardaki degisimleri uygun yaklasiklik

ile temsil edebilmek i¢in Algoritma 1’e gore fazla sayida merkez kullanilmasi

gerekmistir. Sekil 5.9’daki yaklasim sonuclarina goére 10001 merkez kullanilmasina

ragmen, ozellikle p;(x) fonksiyonunun yaklagik ifadesi, gercek degerlere yeterince
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yakin degildir. Ancak bir onceki boliimde belirtildigi iizere, kontrol kazanci p;(x)’ten

bagimsiz oldugu i¢in, kontrol buradaki yaklasiklik hatasindan etkilenmez.

20 x 0
Deney 1 4 Deney 1
E 10 Deney 2 = Deney 2~
2 ——- Deney 3 E 2 ——- Deney 3
@
g 0 A — Deney 4 | 2 0 Deney 4 I
~4 O :
. I g
2 % 2
£ -10 g
-4
-20
15 X 0
Deney 1 Deney 1
= 10 Deney 2 g Deney 2
é 5 ——- Deney 3 § ——- Deney 3
= Deney 4 % Deney 4
N 1 8 “
< =
3 g
:
-10
8 10 0 2 4 6 8 10
zaman [s]

Sekil 5.10 : SDRE’nin yaklasik ¢6ziimii ile kontrol edilen kapali ¢evrimli sistemin
davranig1 (Algoritma 2).

Deney 1 Deney 2
200
u(t) 40 u(t)
0 20
200 0
-20
— —400
£ 40
g ! |
& Deney 3 Deney 4
5 10 u(t) u(t)
g 400
N 0
200
-10
0
-20
-200
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
zaman [s]

Sekil 5.11 : SDRE’nin yaklagik ¢coziimii ile kontrol edilen kapali cevrimli sisteme
uygulanan kontrol isareti (Algoritma 2).
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Sekil 5.10, Cizelge 5.1°de yer alan farkli baglangic kosullarina gore, SDRE’nin
yaklasik ¢oziimii ile kontrol edilen kapali ¢cevrimli sistemin cevaplarin1 gostermektedir.

Ilgili kontrol isaretleri, Sekil 5.11°de verilmistir.

Py Py
0.0 Yaklagik Yaklagik
Standart | >0 Standart
-25 25
Py P,
Yaklagik
0.75 10
- Yaklagik Standart
. 05
050 Standart
Ps Ps
1500 Yaklagik Yaklagik
1000 Standart | 2 Standart
500 10
Py Pg
200 Yaklagik 3
Standart 2 Yaklagik
Standart
0 1
Py Py
4
Yaklagik Yaklagik
P Standart 20 Standart
0
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
zaman [s]

Sekil 5.12 : Deney 2 i¢in SDRE’nin yaklasik ve standart ¢oziimii (Algoritma 2).

Ky K
—0.21 —201
—0.41
Yaklagik —301
—0.61 Standart
,40 4
—-0.81 Yaklagik
Standart
-1.01 : : ; : —-501
Ks Ky
—~0.51 2
10/ Yaklasik 4]
Standart
-1.5 —61 Yaklagik
Standart
0 2 4 6 8 0 0 2 4 6 8 10
zaman [s]

Sekil 5.13 : Deney 2 icin SDRE’nin yaklasik ve standart ¢oziimiine bagl kontrol
kazanclar1 (Algoritma 2).
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Algoritma 2 ile yapilan deney sonuglarina gére Deney 1 ve Deney 4’te kontrol bagarili
sekilde gerceklestirilememistir. Sarkacin agisi, araba-sarkag¢ sisteminin dinamiklerini
ciddi sekilde etkilemektedir. Deney 1 ve 4 icin sarkag¢ acis1 incelendiginde , secilen
caligma araligimin digia ¢ikildigr rahatga goriilebilir. Bu bolgeler, yaklasik fonksiyon
ile temsil edilmemistir. Ote yandan Deney 2 ve 3 icin, SDRE’nin yaklasik ¢coziimii ile

basaril1 bir kontrol gerceklestirilmistir.

Sekil 5.12 ve Sekil 5.13’te, Deney 2 siiresince, SDRE’nin yaklasik ¢oziimii ile
sistem durumlarina bagl olarak ¢evrimici hesaplanan gercek ¢oziimii ve bunlara karsi
diisen kontrolor kazanclar goriilebilir. Sonuglar, standart SDRE sonuglarina benzerlik

gostermektedir.

5.3.3 Onerilen yaklasiklik algoritmalarmn araba-sarkac sistemi icin perfor-

mansi

Bu calismada, 4 durumlu araba sarka¢ modeli, SDRE’nin 2 farkli yaklagik ¢coziimii ile
kontrol edilmistir. Algoritma 1’e gore yapilan yaklagsiklikta SDRE’nin pozitif simetrik
¢6ziimii olan P(x) matrisini olusturan elemanlar ayri fonksiyonlar olarak ele alinmigtir
ve birbirinden bagimsiz sekilde optimizasyon uygulanmgtir. Algoritma 2’de ise P(x)
bir biitiin olarak ele alinir ve se¢ilen merkezler P(x)’in tiim elemanlart i¢in ortaktir. Bu
durum, merkezlerin secim serbestligini azalttid1 i¢cin yaklagim performansinda diisiis
goriilmiistiir. Yaklagimi iyilestirmek i¢in Algoritma 1’e gore daha fazla sayida merkez

belirlenmesine ihtiya¢ duyulmustur.

Her iki algoritma ile elde edilen SDRE’nin yaklasgik c¢oziimleri kullanmilarak,
Cizelge 5.1°de verilen baglangi¢c kosullar icin deneyler yapilmistir. Algoritma 1
kullanilarak insa edilen P(x) ile, verilen baslangi¢ kosullari i¢in basarili bir kontrol
gerceklestirilmistir. Yaklasim sonuglari, standart SDRE sonuclarina yakindir. Ancak
Algoritma 2 ile insa edilen P(x) ile, Deney 1 ve 4 kontrol edilememistir. P(x),
secilen ¢alisma bolgesinden alinan degerlere gore elde edilir. Bolge disindaki noktalar,
yaklasik fonksiyon ile temsil edilemez. Deney 1 ve 4’teki deney sonuglarina gore,
kontrol altindaki araba-sarkag sistemi belirlenen calisma bolgesinin disina ¢ikmaktadir.
Bu durumla basa ¢ikmak icin, yaklasik fonksiyonun sinir noktalara yakin degerlerinde

daha iyi yaklasim performansi gosterecek sekilde tasarim yapilmasi gereklidir.
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Parametrelerin bulunmasi ic¢in kullamilan [33]’daki optimizasyon algoritmasinda,
yalnmizca girigler normalize edilmistir. Daha iyi bir yaklasiklik elde edebilmek icin
cikislarin da normalize edilmesi gibi yontemler uygulanabilir. Ancak Algoritma 2’nin
yaklagim performansini, Algoritma 1 ile ayn sartlarda incelemek i¢in farkli iyilestirme

adimlar1 bu caligmada uygulanmamustir.

x 0
151 Algoritma 1 101 Algoritma 1
E Algoritma 2 = ’ Algoritma 2
5 10/ £ 05
g 7
£ o 00
S
Z g
£ 7 % -05
g g
-1.01
O,
X 0
Algoritma 1 51 Algoritma 1
10+ . —_ .
= Algoritma 2 ] Algoritma 2
d 3 o
£ s N
S S
< £
_5 =104
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
zaman [s]

Sekil 5.14 : Deney 2 i¢cin SDRE’nin yaklasik ¢oziimii ile kontrol edilen kapali
cevrimli sistemin davranigi.

Sekil 5.14°te Deney 2 i¢in Algoritma 1 ve 2 ile kontrol edilen sistemin durumlarina yer
verilmistir. Buradan goriildiigii tizere Algoritma 2’nin kullanildigi durumda, sistem
6 icin belirlenen [—10 10] rad/s caligma noktasmnin disina bir miktar ¢ikmaktadir.
Ancak araba-sarkac sisteminin dinamikleri, sarkacin hizindan ¢ok ag¢isal konumuna

baghdir ve hizdaki bu ihlale ragmen sistem kontrol edilebilmistir.
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6. MANYETIK KALDIRMA SISTEMININ SDRE KONTROLU

Bu boliimde dogrusal olmayan manyetik kaldirma sistemi i¢cin SDRE kontrolor
tasarimi aciklanmigtir.  Kontrol kuralinin hesaplanmasinda SDRE’nin yaklagik
coziimii kullanmilmistir.  Yaklasiklik sonuglari, standart cevrimi¢i SDRE sonuglari ile

kiyaslanmugtir.

6.1 Manyetik Kaldirma Sistemi

Manyetik kaldirma sistemi; dogrusal olmayan ve kararsiz bir elektromekanik
sistemdir. Bu sistemde amac; manyetik 6zellige sahip olan topu, miknatis tarafindan
topa uygulanacak manyetik kuvvet ile istenen diisey pozisyonda dengede tutmaktir.

Sekil 6.1°de fiziksel bir manyetik kaldirma sistemine yer verilmistir:

Sekil 6.1 : Manyetik kaldirma sistemi.

Manyetik kaldirma sistemine ait dogrusal olmayan dinamik denklemler, SDRE’ye

uygun bigimde, Denklem 6.1°de yer alan SDC matrisleri ile verilmistir [34]:
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x=Ax)x+B(x)u, x(0)=xg

6.1)
0 1 0
A(x) = | —gat2yetx) R B(x) = K
(a+yetx1)? (0+ye+x1)?

Denklemde yer alan sistem parametreleri g = 9.81 m/s?, K = 5.695 10~* m? /s, o =

0.01234 m, y, = —0.022 m’dir. Sistemin durumlari ise topun istenen denge noktasina

gore konumu (x;) ve topun hizidir (x,).

Sistemin kontrol edilebilirlik matrisi ve matrisin determinanti Denklem 6.2’de yer alir:

0 Lz
Mc = . Wﬂéﬂl) , det(Mc) = —
((X+ye+x1)2

K2

(aryermy O

Manyetik kaldirma sistemi i¢in verilen SDC matrislerine gore, kontrol edilebilirlik
matrisinin determinanti, K # 0 i¢in herhangi bir ¢caligma noktasinda sifirdan farklidir.

Bu durumda sistem, herhangi bir x durumu icin kontrol edilebilirdir.

Kontrol i¢in, [34]’te yer alan calisma ile ayni tasarim parametreleri se¢ilmistir:

1250’ g
— K2
O(x) [ 0 8500

] , R(x)=8.510° (6.3)

6.2 Manyetik Kaldirma Sistemi Icin SDRE’nin Yaklasik Coziimii

Manyetik kaldirma sistemi i¢in SDRE’nin pozitif simetrik ¢oziimii,

_ | pi(x) pa(x)
Plx) = {Pz(x) p3(x) } (4

olsun. Denklem 6.1’de yer alan sistemin SDC gosterim matrisleri yalnizca x;’e
baglidir. Bu sebeple, SDRE’nin yaklagik ¢oziimiiniin elde edilmesi i¢in farkli x;
noktalarina ait degerler kullanilacaktir. Sistemin x; durumu i¢in calisma bolgesi, Q =
{x:x; € [—-0.006,0.000]} secilmistir. Yaklagik ifadenin elde edilmesi i¢in Algoritma
2 kullanilmus, ilgili bilinmeyenler ise "MATLAB - Neural Network Toolbox"ta yer
alan "newrbe" komutu kullanilarak hesaplanmistir. Araba-sarkag sisteminde kullanilan

[33]°daki optimizasyon algoritmasindan farkli olarak, bu komut ile kullanictya RBF
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merkezlerini belirleme imkani sunulur. Buna gore, x; i¢in belirlenen c¢alisma

aralifinda, birbirine es uzaklikta 7 merkez se¢ilmistir:

x1; € [-0.006 —0.004 —0.002 0 0.0020.004 0.006] i=1,...,7

Belirlenen bu 7 calisma noktasina karsi diigen P(x) matrisleri hesaplanmig ve Denklem
4.8’de yer alan bilinmeyenler "MATLAB - Neural Network Toolbox"ta bulunan
"newrbe" komutu ile hesaplanmigtir. Buna gore elde edilen SDRE’nin yaklagik
coziimii Denklem 6.5°te verilmigtir. Burada Denklem 4.8’de belirtilen sabit Pp;
matrisleri, "newrbe" komutuyla calistirilan optimizasyon algoritmasinda tek bir matris

olarak elde edildigi icin, toplam ifadesinin disina tek bir P, matrisi olacak sekilde

yazilmistir.
P(x) = Y (Bl 4 p, 6.5)
i
P =10 _ (1):8;%8 8:8(7)3(7) ] g = 15.6790, x;, = —0.006
B—10' | :g:gg‘l‘g :8:3?}2 1 £ =15.6790, xi, =—0.004
py=10"% _ 3:222? 8:(3)?;% ] g = 15.6790, xi, = —0.002
B = { 8 81 €, =15.6790, xi, =0
Ps=10" _ :g:;ggg :8:(3)?2 1 €5 =15.6790, xi; =0.002
Bo—10 | (3):;‘9‘22 8:(2)?22} g6 = 15.6790, x;, = 0.004
By = 10" _ :g:?gg :8:8‘3‘22 } €7 =15.6790, x;, =0.006
o e e

Calisma araligindan toplanan Ornekler icin, SDRE’nin standart ve yaklasik
fonksiyondan elde edilen ¢6ziimlerine karsi diigen p(x) fonksiyonlarinin degeri, Sekil

6.2’de verilmistir.
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Sekil 6.2 : Manyetik kaldirma sistemi i¢in SDRE’nin standart ve yaklasik ¢6ziim
degerleri.

Cizelge 6.1°de yer alan farkli x; baslangi¢c noktalarina gore, SDRE’nin yaklasik
¢oziimii ile kontrol edilen kapali ¢evrimli sistemin cevaplar1 Sekil 6.3’tedir. Ilgili

kontrol isaretleri, Sekil 6.4 te verilmistir.

Cizelge 6.1 : Manyetik kaldirma sistemi i¢in deneylerin baslangic noktasi degerleri.

Deney 1 Deney 2 Deney 3 Deney 4
x1 [m] 0.0055 0.004 -0.0025 -0.0055

Sistemin davraniginin analizine ilave olarak Deney 1 siiresince, SDRE’nin yaklasik
¢Oziimii ile sistem durumlarina bagli olarak ¢evrimici hesaplanan gergek ¢oziimii Sekil

6.5’te verilmigtir. Bu ¢oziimlere kars1 diisen kontrolor kazanclar Sekil 6.6’da yer alir.

Sekil 6.5 ve 6.6’dan goriildiigii lizere, deney siiresince elde edilen SDRE’nin gercek ve
yaklasik coziimleri birbirine oldukca yakindir. Boylece dogrusal olmayan ve kararsiz
bir sistem olan manyetik kaldirma sistemi i¢in SDRE’nin yaklasik ¢6ziimii, 7 adet RBF
ile ifade edilebilmistir ve bu yaklagik ifade ile, SDRE’nin standart ¢oziimiine ¢cok yakin

sekilde sistem kontrol edilmistir.
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Sekil 6.3 : Farkli baglangic kosullarina gére SDRE’nin yaklagik ¢coziimii ile kontrol
edilen kapali cevrimli sistemin davranisi (Algoritma 1).

Deney 1 Deney 2
0.04 0.04
—051 —0.51
-1.01
-1.01
-1.51
-2.01 1]
E -2.51 u(t) —2.01 u(t)
=
2
& Deney 3 Deney 4
o u(t) u(t)
IR “
Q 1.5
3,
1.0
2,
0.5 N
0.04 01

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

zaman [s]

Sekil 6.4 : Farkli baslangi¢ kosullarina gore SDRE’nin yaklasik ¢6ziimii ile kontrol
edilen kapali ¢cevrimli sistemin kontrol isareti (Algoritma 1).
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Sekil 6.5 : Deney 1 i¢cin SDRE’nin yaklasik ve standart ¢6ziimii (Algoritma 2).
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Sekil 6.6 : Deney 1 icin SDRE’nin yaklagik ve standart ¢éziimiine baglh kontrol
kazanclari.
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7. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, dogrusal olmayan sistemlerin kontrolii i¢in son yillarda yaygin
olarak {iizerinde arastirma yapilan ve Ozellikle balistik sistemlerin kontrolii icin

uygulamada tercih edilen bir yontem olan, SDRE temelli kontrol teknigi incelenmistir.

Igili literatiirde vurgulandig1 gibi SDRE temelli kontrol yontemi her zaman kararlilig1
garanti eden bir ¢oziim sunmaz. Elde edilen bir kontrol kuralinin kararlilig1 garanti
ettigi, gercek bir sisteme uygulanmadan Once bilinmesi gerekir. Bilindigi gibi,
kararlilik analizi, ancak kontrol kuralinin analitik ifadesi biliniyorsa yapilabilir.
Oysa SDRE temelli kontrol kuralinin sistemin durumlarina olan baglilig1 bilinmez,
durumlarin anlik degerleri kullanilarak elde edilen ARE’nin ¢oziimleri iizerinden
hesaplanip sisteme uygulanir. Diger taraftan, yontemin temel varsayimi, hesap
siiresinin sistemin dinamiginden ¢ok ¢ok kisa olmasidir. Bu varsayimin saglanmasi,

ozellikle durum sayisi arttikga miimkiin olmaz.

SDRE temelli kontrol tekniginin bu eksikliklerinin giderilmesi amaciyla, bu tez
calismasinda SDRE’nin yaklasik bir ¢oziimiiniin ¢evrimdis1 elde edilmesi igin bir
yontem Onerilmigtir. Bu yOntem kullanilarak bulunan SDRE’nin yaklasik, ancak
analitik ifadesi bilinen ¢oziimii kullanilarak olusturulan kontrol kuralinin sistemin
durumlarina olan baghlig: belirlenmis olur. Boylece, kararlilik analizinin uygulama
oncesi kuramsal olarak yapilip sonra sistemin kontroliinde kullanilmas1 miimkiin olur.
Onerilen bu yontem sayesinde, SDRE temelli kontrol yénteminin hem ¢evrimici hesap
yiikiiniin azaltilmig oldugu hem de elde edilen kontrol kuralinin sistemi kararlt kilip

kilmadiginin 6nceden belirlenebilir oldugu sdylenebilir.

Onerilen yaklagik ¢oziim yontemine dayanan, birbirine benzer iki algoritma
olusturulmustur.  YOntemin smanmasi igin, literatiirde yaygin olarak kullanilan
dogrusal olmayan araba-sarka¢c ve manyetik kaldirma sistemleri ele alinmis ve
SDRE’nin yaklasik ¢6ziimii ile olusturulan kontrol kurali ile kontrol edilmistir.

Bu ornek sistemlerin yaklagik c¢oziimiin eldesi icin Onerilen iki ayr algoritma da

53



kullanilmis ve sonuglar kargilastinlmistir. Bu tez calismasinda gelistirilen yontem
ile ¢cevrimdis1 elde edilen kontrol kurali ile kontrol edilen sistemin performansinin,
SDRE’nin standart ¢evrimi¢i hesabiyla olusturulan kontrol kurali ile kontrol edilen

sistemin performansina olduk¢a yakin oldugu gozlenmistir.

Yaklasik fonksiyon ifadesindeki bilinmeyenlerin elde edilmesi i¢in hem [33]’teki
optimizasyon algoritmasi hem de MATLAB newrbe kullanilmistir. [33]’teki algo-
ritmada, istenen bolge sayisi belirtilir ve bolgelerin merkezleri algoritma tarafindan
bulunur. MATLAB newrbe de ise bolgeler ve merkezleri kullanici tarafindan secilir.
Istenen hata oranina gore bolge sayilart arttirilip azaltilarak yaklagim performansi
ve hesaplama yiikii degistirilebilir. Ayrica yaklasim performansi, kullanilacak farkli

algoritmalar aracilifiyla da gelistirilebilir.

Bu tez ¢calismasinda SDRE’nin yaklagik ¢oziimii igin gelistirilen algoritmalarda, Gauss
tipinde radyal temelli fonksiyonlar kullanilmigtir. Burada amag en iyi yaklasikligin

saglanmasi1 oldugu i¢in, farkl tipte fonksiyonlar da kullanilabilir.

Yaklasik olarak elde edilen P(x) ifadesi, kontrol kuralinin hesaplanmasinda kullanilur.
Araba-sarkag sistemi icin bu ¢alismada secilen SDC gosteriminde, kontrol kuralinin
P(x)’in baz1 elemanlarindan bagimsiz oldugu goriilmiistiir. Burada bir secenek olarak
P(x)’in yaklagik ifadesi yerine, P(x)’le insa edilen kontrol kuralinin yani K (x) kazang

matrisinin yaklagik ifadesi K (x)’in bulunmasi yoluna da gidilebilecegi goriilmiistiir.

Sistemin SDC gosteriminin belirlenmesi, SDRE’nin onemli bir adimidir.  Bu
calismada, araba-sarkag sistemi i¢in en uygun SDC gosteriminin tespit edilmesinde
kontrol edilebilirlik matrisinin determinanti incelenmistir. Determinant1 en biiyiik
yapan P(x) parametresine gore SDC matrisleri belirlenmistir. Ancak A(x) ve B(x)
matrislerinin hizli1 degistigi bolgelerde, bu degisimin etkilerini uygun yaklagiklik ile
ifade edebilmek icin daha sik bolge secilmesine ihtiya¢ duyulmustur. Buna gore o
parametresi, SDRE’nin ¢oziimiinii en 1yi yaklagsiklikla ifade edebilecek sekilde de

belirlenebilir.

Bu yiiksek lisana tez calismasinda yaklasik ¢oziim ile bulunan kontrol kuralinin
kararlilik analizine yer verilmemistir. Ancak SDRE’nin yaklasik ¢oziimii IS(x)

kullanilarak olusturulan kontrol kurali ile kapali cevrime sokulan sistem i¢in bir
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aday Lyapunov fonksiyonu secilip, [28]’de yer alan calismanin kararhilik analizi
boliimiindeki fikirler kullanilarak, P(x) iizerinden kararlilik analizi ¢evrimdist

yapilabilir. Bu konu, gelecek ¢aligsmalara birakilmistir.
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