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Diken yol(Thorn path) cizge

Es biitiinliik(Equi-integrity) degeri

G cizgesinin ayrnitlar kiimesi

G cizgesinin tepeler kiimesi

G cizgesinin maksimum tepe derecesi

G cizgesinin minimum tepe derecesi

G cizgesinde v tepesinin a¢ik komgulugu
G cizgesinde v tepesinin kapali komsulugu
G cizgesinde v tepesinin derecesi

G cizgesinin ¢ap1

G cizgesinin yar1 ¢api

G cizgesinin transformasyonu

G ve H cizgelerinin kartezyen ¢arpim ¢izgesi
G-S cizgesindeki bilesen sayis1

G-S cizgesindeki en biiyiik bilesenin tepe sayisi

G / S ¢izgesindeki en biiyiik bilesenin tepe sayisi
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Komsu es biitiinliik(Neighbor equi integrity) degeri
Komsu rupture degeri
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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Cizgelerde Es Biitiinliik Degerinin Incelenmesi
Eray SAM

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Dog. Dr. Derya DOGAN DURGUN

Bir iletisim aginda, belli merkezlerin ya da baglantilarin zarar gormesinden sonra,
iletisim kesilene kadar gecgen siiredeki, agin dayanma giiciiniin ol¢iimiine zedelenebilir-
lik degeri denir. Bir iletisim a1 cizgelerle modellenerek zedelenebilirlik parametreleri
yardimiyla zedelenebilirlik degeri dl¢iilebilir.

Zedelenebilirlik degerini 6l¢ebilmek icin farkli zedelenebilirlik parametreleri ta-
nimlanmistir. Bunlardan bazilari, tepe baglantililik degeri, tepe biitiinliik degeri, daya-
niklilik degeri, sacilim sayisi, saglamlik degeri, kopma derecesi, es biitiinliikk degeridir.
Bu parametreler zarar goren merkezler ve baglantilarla ilgilenmektedir. Daha sonra zarar
goren bu merkez ve baglantilara komgu olan merkez ve baglantilarinda hesaba katildig1
parametreler kesfedilmistir. Bunlar komsu baglantililik sayisi, komsu biitiinliik degeri,
komsu sacilim sayis1 ve komsu kopma derecesidir.

Bu tez beg boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde ¢izge teorinin tarihgesi, ikinci
boliimde cizge teoride kullanilan temel tamimlar ve ¢izge tiirleri, iigiincii boliimde eg bii-
tiinliik parametresinin tanimi ve bazi 6zel cizgelerin daha dnceden hesaplanmais es biitiin-
liikk degeri, dordiincii boliimde bazi 6zel ¢izgelerin es biitiinliik degerinin hesaplanmast
ve es biitiinlik degeri ve tepe komsu biitiinliikk degeri yardimiyla tanimlanan yeni bir
parametre olan komsu es biitiinliik degeri iizerine ¢alismalar, son boliimde sonu¢ kismi
bulunmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Zedelenebilirlik, transformasyon, es biitiinliik degeri, komsu es bii-
tiinliikk degeri, baskinlik say1si.

2023, 46 sayfa
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ABSTRACT
M. Sc. Thesis
Survey of Equi-Integrity Value in Graphs
Eray SAM

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Derya DOGAN DURGUN

In a communication network vulnerability is the resistance of the graph after dis-
ruption of some center or connections. The communication network can be modeled as a
graph.

There is different parameters to investigate vulnerability. Some of them are con-
nectivity, integrity, toughness, scattering, tenacity, rupture degree and equi-integrity.
These parameters are related with disrupted centers and connections. Later on some other
parameters defined to take into account neighborhood of centers and connections. These
parameters are neighbor connectivity, neighbor integrity, neighbor scattering number and
neighbor rupture degree.

This thesis consist of five chapters. In the first chapter history of Graph Theory
is given. In the second chapter fundamental definitions and types of graphs are given. In
the third chapter definition of equi-integrity and the previously calculated equi-integrity
value of some special graphs are given. In the fourth chapter equi-integrity of some well-
known graphs are calculated and definition of neighbor equi-integrity which is defined
by equi-integrity and vertex neighbor integrity are given. In the last part conclusions and
suggestions obtained from that study are given.

Keywords: Vulnerability, transformation, equi-integrity, neighbor equi-integrity, domina-
tion number.

2023, 46 pages
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1. GIRIS

Cizge teorisi, 1736 yilinda Isvigreli matematikgi Leonhard Euler’in Kénigsberg
koprii problemini ¢ozmesiyle bagladi. Konigsberg sehri birbirine 7 kopriiyle baglanan 4
bolgeden olusmaktadir. Konigsberg’de yasayan insanlar her kopriiden sadece bir defa ge-
cerek tiim bolgelere ulagsmaya calismiglardir. Bu problem Euler’in dikkatini ¢cekmis ve

boylelikle ¢izge teorinin temelleri atilmistir.

Konigsberg K_ﬁprUE._‘u_L j_

) +.l' i' E;'__]_ [ ]

Asagida Konigsberg koprii probleminin ¢izge modeli verilmistir.

Sekil 1.2. Konigsberg Koprii Probleminin Cizge Modeli



Euler, harita tizerinde ¢alismak yerine kopriileri ve bolgeleri ¢izge(graf) iizerinde
gostererek problemi ¢ozmiistiir. Bu haritayi ¢izge ile modellerken bolgeleri tepe (vertex),
kopriileri ayrit (edge) seklinde modellemistir. Boylece G = (V) E) ikilisiyle ¢izge ta-
nimlanmistir. Once bir tepenin derecesinin ne anlama geldigini tanimlayalim. Derece bir
tepeden cikan ayrit sayisidir. Euler, biitiin kopriileri birer defa kullanarak biitiin bolge-
leri ziyaret edebilmek icin tepelerin tamaminin derecesinin ¢ift sayida olmasi gerektigini
gostermistir. Baglangi¢ noktasinin derecesi ve bitis noktasinin derecesi tek say1 oldugu
zamanda problem c¢oziilebilmektedir. Fakat yukaridaki ¢izge modelinde goriildiigii tizere
Konigsberg kopriisii probleminde biitiin tepeler tek dereceli oldugundan istenilen yol im-
kansizdir. Bu ise gercek hayat problemlerinin, ¢izge modelleri ile ¢oziilebileceginin ilk

ornegidir. Boylelikle matematik alaninda ¢izge teorinin hikayesi baglamigtir.

3 3
Sekil 1.3. Sadece Iki Tepesi Tek Dereceli Cizge

Buna benzer problemlerle mutlaka karsilagilmaktadir. Yukaridaki sekilde verilen
problem denenirse, elimizi hi¢ kaldirmadan bu sekil bir seferde ¢izilebilir mi? Konigsberg
koprii problemindeki Euler’in aciklamalar: gere8i buna verilen cevap tabii ki evet olacak-
tir. Ustelik deneme gerekmeden denilebilir. Ciinkii bu seklin tepelerinden sadece ikisi tek

dereceli oldugu goriilmektedir.

Cizge Teori, giinliik hayatta karsilagilan problemlerin ¢izgelerle modellenebilmesi
sayesinde dikkat cekmeye ve matematikciler disinda diger pozitif bilimlerle ilgilenen bi-
lim insanlarinin da iizerinde durdugu bir alan haline gelmistir. Onemli olan giinliik hayat

problemlerinin bir modeli olan ¢izgelerin matematikte kullanilan teoriler yardimu ile yo-



rumlanmasi ve elde edilen matematiksel sonug¢lardan yola ¢ikarak giinliik hayat problemi
hakkinda fikir sahibi olmaktir. Dolayisiyla ¢izge teorinin kullanildigi bir cok uygulama

alani ortaya ¢ikmigtir.

Euler’in ¢aligmalarindan sonra 1822 yilinda J.J.Silvester ilk kez cizge sozciuigiinii
kullanmugtir. 1845 yilinda Gustav Kirchhoff elektrik devrelerinde akim ve gerilimleri he-
saplamaya yarayan Kirchhoff devre kuramlarin1 yayimladi. 1852 yilinda Francis Guthrie
yanitlanmasi zor 4 renk problemini ortaya atti. 1936 yilina geldigimizde D.Konig ¢izge
teorisine iligkin ilk kitab1 yayimladi. Daha sonra 1976 yilinda 1200 saati agkin bilgisayarh
hesaplamalar sonucunda harita renklendirmesi i¢in 4 rengin gerekli ve yeterli oldugu Ken-

net Appel ve Wolfgang Haken tarafindan kanitlandi.

Giintimiize gelindiginde ¢izgelerin kimya, fizik, cografya, bilgisayar aglari, gok-
bilimi, sosyal olaylar, organ bagist ve donor bulma, oyunlar, iletisim aglar1 gibi daha bir

cok uygulama alanlar1 vardir.

Bir iletisim aginda bazi tepe (ayrit) veya tepelerde (ayritlarda) olusan hasarlar bu
agin iglevini tam olarak yerine getirmesini engeller. Bu nedenle, iletisim aglari tasarlanir-
ken, agin bozulmalara gosterecegi direng onemlidir. Direnci fazla olan model, digerlerine
gore tercih edilerek bu tip bir sorunla karsilagilmasi halinde, olusabilecek hasar bastan
en aza indirgenebilir. Zedelenebilirlik, bunun gibi durumlarda agin hasar gérmesinden
sonra iletisim kesilene kadar gecen siirede agin dayanma giicii olarak adlandirilir. Orne-
gin; bir iilkenin su dagitim sisteminde; barajlardan dagitim yapildigini diisiinelim. Savas,
dogal afetler gibi acil durumlarda en az kag tane baraj veya iletisim hatti bozuldugunda
agin dagitim ozelligini yitirecegi onemlidir. Bu ag yapis1 modellenirken, zedelenebilirlik
diistiniiliirse geri doniisii miimkiin olmayan problemler yasanmaz. Barajlar1 ¢izgenin te-
peleri, iletisim hatlarin1 da ¢izgenin ayritlari olarak diisiiniiliirse; bu problem bir ¢izgeyle
modellenmis olur ve ¢izgenin zedelenebirlik degerini belirlemek i¢in cesitli dlciimlerden
yararlanilabilir. Bu 6lctimleri yapabilmek i¢in var olan dlgtimleri kullanmak ve yeterli

olmadig1 zaman yeni Ol¢iimler olusturmak gerekmektedir[1].

Cizgenin dayanma giiclinii hesaplayabilmek icin ¢esitli parametreler mevcuttur.
Bunlardan ikisi, baglantililik sayis1 (connectivity) ve biitiinliik (integrity) parametresi-

dir. Harary 1972 yilinda baglantililik sayis1 ile C.A.Barefoot ve arkadaglar ise 1987 yi1-



linda biitiinliikk parametresini tanimlamiglardir. Daha sonra 2012 yilinda Sunderaswaran
ve Swaminathan bir ¢izgenin es biitiinliik (equi-integrity) degerini tanimladi. Es biitiinliik
parametresi, baglantililik sayis1 ve biitiinliik parametreleri ile iligkilidir. Eger bir ¢izgenin
kesim tepesi yok ise es biitiinliik degeri maksimum olmaktadir. Goriildigii gibi baglan-
tililik sayisi ile iligkilidir ve tiglincii bolimde goriilecegi ilizere tanimi geregi biitiinliik

parametresi ile de iligkilidir.

Bu tez beg boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde cizge teorinin tarihgesi, ikinci
boliimde cizge teoride kullanilan temel tamimlar ve cizge tiirleri, iiglincii boliimde es bii-
tiinliik parametresinin tanimi ve bazi 6zel ¢izgelerin daha dnceden hesaplanmais es biitiin-
liikk degeri, dordiincii boliimde es biitiinliik degerinin bazi cizgeler {izerinde kullanilarak
elde edilen teoremleri ile bazi transformasyon cizgelerin es biitiinliik degerinin hesaplan-
masi ve es biitiinliik degeri ile tepe komsgu biitiinliik degerleri yardimiyla tanimlanan yeni
bir parametre olan komsu es biitiinliik degeri iizerine calismalar, son boliimde sonug kismi

bulunmaktadir.



2. GENEL BILGILER

Tezin bu boliimiinde Cizge Teoride kullanilan bazi temel tamimlar ve bazi 6zel
cizgeler verilmistir. Bu calismada G ¢izgesi basit, baglantili, bukle icermeyen ve yon-
lendirilmemis bir cizgeyi gostermektedir ve tezin tamaminda kullanilan indisler dogal

sayidir.

2.1. Cizgelerde Baz1 Temel Tanmimlar

Tanmmm 2.1.1. Bir G gizgesi, bostan farkli V(G) tepeler kiimesi, F(G) ayntlar kiimesi
olmak iizere G = (V(G), E(G)) siralt ikilisi ile gosterilir [2].

Tamim 2.1.2. Kath ayrit ve bukle icermeyen ¢izgelere basit (simple) ¢izgeler denir [3].

Tamm 2.1.3. Bir G cizgesinde her tepe ikilisi arasinda bir yol var ise bu ¢izgeye baglantili

(connected) cizge aksi halde baglantisiz ¢izge denir [4].

Tanm 2.1.4. G ¢izgesinin herhangi iki u,v € V(G) tepeleri G ¢izgesinin bir

e =uwv € E(G) (yada e = vu) ayritinin ug tepeleri ise bu iki tepeye komsu tepeler denir
[4].

Tamm 2.1.5. G cizgesinin herhangi bir v tepesinin komsularinin olusturdugu kiimeye v
tepesinin acik komsulugu denir ve Ng(v) ya da N(v) ile gosterirlir. N[v] = N(v) Uwv

ifadesine ise v tepesinin kapali komsulugu denir [3].

Tanim 2.1.6. Bir tepenin komsularinin sayisina o tepenin tepe derecesi denir ve deggv

yada deg(v) ile gosterilir. Yani, deg(v) = |N(v)| dir [3].

Tanmmm 2.1.7. G cizgesinin tepeleri arasinda en biiyiik tepe derecesine sahip tepenin de-
recesine maksimum tepe derecesi, en kiiciik tepe derecesine sahip tepenin derecesine mi-
nimum tepe derecesi denir ve sirasiyla A(G) ve 6(G) ile gosterilir. Eger A(G) = §(G)
ise GG cizgesine diizenli (regiiler) ¢izge denir. Cizgenin tiim tepelerinin derecesi 7 ise 7-
diizenli ¢izge denir [4].

Tamm 2.1.8. Baglantili bir G ¢izgesinin herhangi iki u ve v tepeleri arasindaki yollar-

dan minimum uzunluklu olanin uzunluguna u ve v tepeleri arasindaki uzaklik denir ve

dg(u,v) yadakisaca d(u, v) ile gosterilir [4].

Tamm 2.1.9. Bir G ¢izgesindeki herhangi iki tepe arasindaki uzakligin en biilyiigiine ciz-

genin ¢api denir ve diam/(G) ile gosterilir [4].



Tamm 2.1.10. Bir G c¢izgesindeki herhangi iki tepe arasindaki uzakli§in en kiictigtine

cizgenin yari ¢api denir ve rad(G) ile gosterilir [4].

Tanim 2.1.11. Bir ayrit bitis tepesi ile iligkili ise o ayrita sarkik ayrit (pendant edge) denir
[3].

Tanim 2.1.12. G = (V, E) bir ¢gizge ve x,y, z + veya — degerlerini alabilen ii¢ degisken
olsun. G™¥* transformasyon ¢izgesi tepeler kiimesi V' (G) U E(G) olan ve «, 5 € V (G*?)

olmak iizere o ve § nin G*Y* de komsu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul:

1. «,f € V(G) olmak iizere « ve 3, z = + ise G de komsgudur; « ve 3, v = —

ise GG de komgu degildir.

2. a,f € E(G) olmak iizere o ve 3, y = + ise G de komgsudur; o ve 3, y = —
ise GG de komgu degildir.

3. a€V(Q), B € E(G) olmak iizere « ve 3, z = + ise G de iligkilidir; a ve f3,
z = — ise G de iligkili degildir [5].

Tamm 2.1.13. G ¢izgesinin tepe kiimesi V' (G), H ¢izgesinin tepe kiimesi V' (H ) olmak
izere V(G) x V(H) kartezyen kiimesinden © = (uy,v;) ve y = (ug,v2) elemanlarini
alalim. Eger; u; = us ve v1v9 € E(H) veya vy, = vy ve ujug € E(G) durumlarindan biri
saglaniyorsa © = (uy,v;) ve y = (us9, vo) tepeleri komsudur. Bu sekilde olusan cizgeye
G ile H ¢izgelerinin kartezyen ¢arpimi denir ve GO H ile gosterilir [3]. Sekil 2.1 de G ve

H cizgelerinin kartezyen ¢arpimi gosterilmistir.

U1 M1v3
Ui

U2 U3 U2

U203

G H GOH
Sekil 2.1. G, H ve GOH Cizge



Tamm 2.1.14. Bir G ¢izgesinde 1 < i < ti¢in V; C V(G) olmak iizere,
V(G)=WVU,VoU,...,UV,vel <i < j<ticinV;NV; = @ise {Vi, Vs, ..., V; } kiimesine

G cizgesinin bir parcalanisi denir [7].

Tanmm 2.1.15. G = (V, E) bir ¢izge ve u,v € V olsun. G ¢izgesinin herbir tepesi veya
en az bir komsusu bir D kiimesinde olacak sekildeki D tepeler kiimesine bir baskin kiime
denir. Boyle kiimelerden en az eleman sayisina sahip olan kiimenin eleman sayis1 G ¢iz-

gesinin baskinlik sayisini verir ve v(G) ile gosterilir [8].

Tanmm 2.1.16. G = (V| E) bir ¢izge ve u € V(@) olmak iizere, N[u| kapali komsulugu
cizgeden atilan u tepesine yikan (subverted) tepe denir. .S kiimesinin G de ki tepelerinin
her birine yikan tepe uygulanmasi ile olusan S C V/(G) tepeler kiimesine tepe yikici

strateji (vertex subversion strategy) denir [9].

2.2. Baz1 Ozel Cizgeler

Tamm 2.2.1. n > 1 olmak iizere tepeleri {vy, vo, ...,v,} ve i € {1,2,3,...,n — 1} olmak
lizere v;v;41 ile etiketlenen n tane tepe ve n — 1 tane ayrita sahip olan ¢izgeye yol (path)

cizge denir ve P, ile gosterilir [3].

Tamm 2.2.2. n > 3 olmak iizere tepeleri {vy, vo, ..., v, } ve i € {1,2,3,...,n — 1} i¢cin
ayritlart vyv,, ve v;v;41 ile etiketlenen n tane tepe ve n tane ayrita sahip olan cizgeye cevre

(cycle) cizge denir ve (), ile gosterilir [3].

Tamim 2.2.3. Bir C,,_; cevre ¢izgesine yeni bir tepe eklenmesiyle yani C), _; ¢izgesindeki
her tepenin bu yeni eklenen tepeyle birlestirilmesiyle olusan n tepeli yeni ¢izgeye tekerlek

(wheel) ¢izge denir ve W), ile gosterilir [2].

Tamim 2.2.4. Birbirinden farkli her tepesi birbirine komsu olan ¢izgeye tam (complete)

cizge denir ve K, ile gosterilir [3].

Tanmmm 2.2.5. n + 1 tepeli K, yildiz ¢izgesi, bir tepesi diger tiim tepelere komsu olan

agac cizgedir. Derecesi maksimum olan tepeye merkez tepe diger tepelere yaprak denir
[4].

Tamm 2.2.6. Eger G ¢izgesinin V' (G) tepeler kiimesi, £(G) ayritlar kiimesi olmak iizere
G = (V(G), E(GQ)) ¢izgesinin tepeler kiimesi i¢cin V (G) = V1(G) U Va(G) ayrica
Vi(G)NVL(G) = @ ve E(G) ayritlar kiimesinin her bir uv ayritiu € Vi(G) ve v € V4(G)



den oluguyorsa ve G ¢izgesi baglantili ise bu G ¢izgesine iki parcali (bipartite) cizge denir
[4].

Tamm 2.2.7. Iki parcal bir gizgede V;(G) kiimesinin her bir tepesi V(G kiimesinin her
bir tepesi ile bitisikse bu ¢izgeye iki pargali tam (complete bipartite) ¢izge denir ve K, ,,
ile gosterilir. K, ,, iki parcali tam ¢izgesinin ayrit sayis1 mn dir [4].

Tamim 2.2.8. Cevre icermeyen baglantili ¢izgeye agac cizge denir [4].

Tamm 2.2.9. Bir m tepeli K, tam cizgesi ile n tepeli P, yol ¢izgesinin bir koprii ile
baglantili hale getirilmesiyle elde edilen ¢izgeye ucurtma (kite) ¢izge denir ve Kite], ile

gosterilir [10]. Sekil 2.2. de Kite; ugurtma ¢izgesi gosterilmistir .

foo

° ° ° k3

k4
Sekil 2.2. Kite3 Ugurtma Cizgesi

Tamm 2.2.10. Bir G ¢izgesinde /1, {5, (3, ..., {,, pozitif tamsayilar ve

V(G) = {v1,v9,vs,...,v,} tepeler kiimesi olsun. Bir G diken (thorn) c¢izgesinde
Uy, 0o, 03, ..., L, parametreleri, ¢ € {1,2,3,...,n} olmak iizere G ¢izgesinde v; tepele-
rine 1 dereceli ¢; tepelerinin eklenmesiyle elde edilen cizgedir. G diken ¢izgesi G* veya

G*(ly, b, s, ..., 0,,) ile gosterilir [11]. Sekil 2.3. de K5 diken ¢izgesi gosterilmistir.

Sekil 2.3. K5 Diken (Thorn) Cizge



Tamm 2.2.11. Bir P, , ;, dikenli yol (Thorn Path) ¢izgesi P, yol ¢izgesinin ug tepelerine
k tane tepe ve diger tepelerine p tane tepenin birer ayrit ile eklenmesiyle elde edilir [12].
Sekil 2.4. de P, ,, ;. dikenli yol (Thorn Path) ¢izgesi gosterilmistir.

1

2

1
1 2 3 n
1 2 P 1 2 p

Sekil 2.4. P, ,, . Dikenli Yol (Thorn Path) Cizge

Tamim 2.2.12. Bir P, ; dikenli ¢cubuk (Thorn Rod) ¢izgesi P, yol ¢izgesinin ug tepelerine
t — 1 tane tepenin birer ayrit ile eklenmesiyle elde edilir [12]. Sekil 2.5. de Fs 3 ve P54

dikenli ¢cubuk (Thorn Rod) ¢izgeleri gosterilmistir.

11
> < 2> < |
¢ L ¢ ¢ ([ . L ® L ]
n1 N9 ng Ny N5 Ng n N9 ns Nng Ny
2 23 3
Ps P54

Sekil 2.5. Fs 3 ve P 4 Dikenli Cubuk (Thorn Rod) Cizgeler

Tanmm 2.2.13. Dikenli yildiz (Thorn Star) ¢izge yildiz ¢izgenin kollarina ¢ — 1 adet son
tepenin eklenmesiyle elde edilen k kollu bir yildiz ¢izgedir ve Sy ; ile gosterilir [12].

Sekil 2.6. da Sy 4 ve S5 3 dikenli y1ldiz (Thorn Star) ¢izgeleri gosterilmistir.

Sekil 2.6. Sy 4 ve S5 3 Dikenli Yildiz (Thorn Star) Cizge



Tamm 2.2.14. P, 0K, tarak (Comb) cizgesi P, yol ¢izgesinin her bir tepesine bir sarkik
ayrit (pendent edge) eklenmesi ile elde edilen bir ¢izgedir ve P ile gosterilir [13].

Sekil 2.7.de Py tarak gizgesi gosterilmistir.

Sekil 2.7. Py Tarak (Comb) Cizge

Tamim 2.2.15. C]" Riizgar giilii (windmill) ¢izgesi bir ortak tepe ile C, ¢izgesinin m tane

kopyasindan olusan bir ¢izge ailesidir [13]. Sekil 2.8. de C§ ¢izgesi gosterilmistir.

Sekil 2.8. C¢ Riizgar Giilii (Windmill) Cizgesi

Tanim 2.2.16. 10 tepeli 3—regiiler bir cizgedir [15]. Sekil 2.9. da Petersen cizge goste-

rilmigtir.

Sekil 2.9. Petersen Cizge

Tamm 2.2.17. H,, , Harary ¢izgesi , 1 < m < n ve m tepe derecesini, n tepe sayisin

gostermek iizere ii¢ farkli durumdan olusan bir cizgedir [16].
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Duruml: m cift ise;

0,1,2,3,...,n — 1 tepeler olmak iizere, i ile j tepeleriigini — 5 < 7 < i+ 7

oluyorsa 7 ve j tepelerine birer ayrit eklenir. (modn e gore).
Durum2: m tek, n cift ise;

m’in ¢ift oldugu duruma ek olarak 1 < ¢ < 7 igin ¢ tepesi ile i + 7 tepeleri birer

ayrit ile birlestirilir.
Durum3: m tek, n tek ise;

m’ in ¢ift oldugu duruma ek olarak 0 tepesi ile “> ve L tepeleri birer aynt ile
birlestirilir ve 1 <7 < "T’l icin ¢ tepesi ile ¢ + ”T“ tepeleri birer ayrit ile birlestirilir.
Sekil 2.10. da Hy g, Hs g ve Hs g gizgeleri gosterilmistir.

( 0

4 4
Sekil 2.10. Hy g, Hs g ve Hs g Cizgeleri
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3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1. Zedelenebilirlik

Bir iletisim aginda, belli merkezlerin ve baglantilarin zarar gérmesinden sonra,
iletisim kesilene kadar gecen siiredeki agin dayanma giiciiniin 6l¢iilmesine zedelenebi-
lirlik degeri denir. Bir iletisim ag1, ¢esitli nedenlerle zarara ugradiginda, olusan zararin
belirlenmesi i¢in zarar goren merkez sayisi, zarar goren merkezlere komsu merkezlerin
sayis1, zarar goren baglanti sayisi ve iletisimin devam ettigi baglantili alt aglarin sayisi
gibi sorularin yanitlanmasi gerekir. Bu sorular daha da artirilabilir. Onemli olan bu soru-
lara cevap verebilmektir. Iletisim aglar1 merkezleri tepe, baglantilar1 ayrit ile gosterilerek
cizge seklinde modellenebilir. Cizge seklinde modellenen iletisim aginin zedelenebilirli-

gini 6lgmek i¢in ise ¢esitli parametreler tanimlanmustir.

Asagida baz1 parametrelerin tanimlari verilmistir.

Tanim 3.1.1. Baglantili bir G ¢izgesini baglantisiz veya sadece bir tek izole tepeden mey-
dana getirmek i¢in ¢izgeden atilan minimum tepe sayisina baglantililik (connectivity) de-
geri denir ve k(@) ile gosterilir. G ¢izgesinde, S C V(G) ve w(G — S), G — S ¢izgesinde
bilesen sayis1 olmak iizere;
G) = mi Slrw(G@—=S5)>1 3.1
K(G) = min {15 w(G = 5) > 1) G

dir [16].

Ornek 3.1.2. Asagida 4 tepeli G ve H ¢izgelerinin baglantililik degerleri hesaplanmistir.

(%1
Ul U
V4 V2
Uy
U
us 3
G H

Sekil 3.1. G ve H Cizgeleri
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Tamm 3.1.3. Bir G ¢izgesinin komsu baglantililik sayisi, .S bir tepe yikicr stratejisi olmak

uzere,
K(G) = SIgnVI?G){|S|} (3.2)
dir [17].

Ornek 3.1.4. Asagida 5 tepeli G cizgesinin komsu baglantililik degeri hesaplanmustur.

U1

V4 V2

v3
G
Sekil 3.2. GG Cizgesi

S ={vs}
K(G) =1

Daha sonra C. A. Barefoot, R. Entriger ve H. Swart[18], G. Chartrand, S. F. Ka-
poor, T. A. McKee ve O. R. Oellermann[19], W. D. Goddard[20], K. S. Bagga, L. W.
Beineke, W. D. Goddard, M. J. Lipman ve R. E. Pippert[21] makaleleri ile biitiinliik pa-

rametresi hakkinda bilgiler vermiglerdir.

Tamm 3.1.5. Herhangi bir G ¢izgesinden, S C V(G) tepeler kiimesi atildidinda, geriye
kalan G — S ¢izgesinde en biiyiik boyutlu bilesinin tepe sayist m(G — S) olmak iizere, G

cizgesinin tepe biitiinliik degeri (integrity),
1 = mi — .
(@) = jmin {IS]+m(G = 9)} (3.3)
dir [22].
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Eger I(G) = |S|+m(G — S) ise S kiimesine I — set denir. G ¢izgesinde herhangi
bir S C V(G) kiimesinin tepe biitiinliik degeri ise Is = |S| + m(G — S)dir.

Ornek 3.1.6. Asagida 5 tepeli G ve H cizgelerinin baglantililik ve tepe biitiinliik degeri

hesaplanmugtir.
U3 Vs Vg
Up U
Uy U1
Us V4 (2
G H

Sekil 3.3. G ve H Cizgeleri

k(G) =1ve S = {ug,us} ve m(G — S) = 1igin I(G) = 3 diir.
k(H)=1ve S={v}vem(H —S)=1igin [(H) = 2 dir.

Yukaridaki G ve H ¢izgelerinin baglantililik degerleri ayn1 olmasina ragmen tepe
biitiinliik degerleri birbirinden farklidir. Goriildiigii gibi baglantilik degeri ayirt edici ol-

mazken tepe biitiinliik degeri ayirt edici olabilmektedir.

Baglantililik ve tepe biitiinliik degerleri bir ¢izgenin zarar géren merkezleri dikkate
alinarak olciilen zedelenebilirlik degerleridir. Ancak bu dl¢iimler zarar géren merkezle-
rin komsulari ile ilgilenmemektedir. Bu nedenle Cozzens ve Wu tarafindan 1996 yilinda

komsu biitiinliik degeri tanimlanmustir.
Tamm 3.1.7. Bir G ¢izgesinin tepe komgu biitiinliik (vertex-neighbor integrity) degeri, S
herhangi bir tepe yikici stratejisi ve ¢(G/S) de G/ S ¢izgesinde en biiyiik bilesenin tepe
sayis1 olmak iizere,
VNI(G) = mi S G/S 3.4
(@) = min {|S] +¢(G/9)} G4
dir [9].
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Ornek 3.1.8. Asagida 5 tepeli G ve H cizgelerinin baglantililik, tepe biitiinliik ve tepe

komsu biitiinliik degeri hesaplanmustir.

&}
Uy U2
Ug
V1 V2 U3 V4 Us
@ @ @ @ @
Us
G H

Sekil 3.4. G ve H Cizgeleri

S = {uy} icin w(G — S) > 1, kK(G) = 1 dir. Diger taraftan S = {uy, uys} icin
m(G —S) =1, I(G) = 3 diir.

S = {w}icin w(H — S) > 1, k(H) = 1 dir. Diger taraftan S = {vy,v,4} igin
m(H — §) =1, [(H) = 3 tiir.

Yukaridaki G' ve H ¢izgelerinin baglantililik ve tepe biitiinliik degerleri ayni ol-
dugu icin ayirt edici 6zellik gostermezler. Ancak bu iki ¢cizgenin komsu biitiinliik degerleri

incelendiginde,

S = {uy} i¢in ¢(G/S) = 0 dir. Dolayisiyla, VNI(G) = 1

S = {wvy,v4} igin ¢(H/S) = 0 dir. Dolayisiyla, VNI(H) = 2

oldugundan komsu biitiinliik degerleri bu iki ¢izge icin ayirt edici olur.

Baglantililik, tepe biitiinlik ve tepe komsu biitiinliik parametreleri yukarida
orneklerle gosterilerek ayrintili bir sekilde ifade edilmistir. Bu parametreler 3.ve 4. bo-
liimlerde tanitilacak olan es biitiinliik (equi-integrity) ve komsu es biitiinliik (neighbor
equi-integrity) parametreleri i¢in temel olusturmaktadir. Ancak bu gosterilen paramet-
relerin haricinde bagka parametrelerde cesitli sorular sorulup yanitlar aranarak zaman

icinde ortaya ¢ikmistir. Bunlardan bazilarinin tanimlar1 agagida verilmistir.
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Tamm 3.1.9. Bir G cizgesinin dayaniklilik (toughness) degeri, S herhangi bir ke-
sim kiime ve S kiimesi cizgeden atildiktan sonra geriye kalan ¢izgedeki bilesen sayisi
w(G — S) olmak iizere,

5]

dir [23].
Tamm 3.1.10. Bir G ¢izgesi icin sagilim (scattering) sayisi, S bir kesim kiime ve .S kii-

mesi ¢izgeden atildiktan sonra geriye kalan bilesen sayist w(G — S) olmak iizere,

sc(G) = Sgl%){w(G —S5) =5} (3.6)

dir [24].
Tamm 3.1.11. Bir G ¢izgesinin saglamlik (tenacity) degeri, S herhangi bir kesim kiime
ve G — S ¢izgesinin bilesen sayis1 w(G — S) ve en bilyiik elemanli bilesenin tepe sayisi

m(G — S) olmak tizere,

S +m(G = S)
dir [25].
Tamm 3.1.12. Tam ¢izge olmayan bir GG ¢izgesinin kopma (rupture) derecesi,
r(G) = max {w(G—295)—|S|—m(G—-S);w(G-S5)>1} (3.8)

SCcV(G)
dir [26].

3.2. Es Biitiinliik Degeri (Equi-Integrity)

Bu kisimda es biitiinliik (equi-integrity) parametresinin tanimi verilip baz1 6zel
cizgelerin es biitiinliikk degeri verilmis ve kesim tepe igcermeyen ¢izgelerin eg biitiinliik
degeri verilmigtir. Eg biitiinliik degeri tanim1 geregi biitiinliik degeriyle ilgilidir. Diger ta-
raftanda eger bir cizge kesim tepe icermezse es biitiinliikk degeri maksimum olmaktadir.
Dolayisiyla baglantililik parametresiyle de ilgilidir. Buraya kadar verilen paramet-
reler bir agin merkezleri, baglantilar1 ve bu merkezlerin komsularinda ¢ikan sorunlar
tizerinde duran parametrelerdir. Ancak asagida verilecek olan parametre tanimi geregi bii-

tiinliik parametresinin alt aglara uygulanmasidir. Yani daha ¢ok alt aglarla ilgilenmektedir.
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Tanmm 3.2.1. G cizgesinde, {V}, V5, ..., V;} kiimeleri V(G) nin bir par¢alanigi olmak
tizere, 1 < ¢ < t esitsizligini saglayan her ¢ icin [y, degerleri ayni ise maksimum sa-
yidaki {V, Vs, ..., V;} parcalamiginin kardinalitesine es biitiinliik degeri denir ve EI(G)
ile gosterilir [27].

Ornek 3.2.2. Asagida 5 tepeli G cizgesinin es biitiinliik degeri hesaplanmustir.

U3

U1 V2
V4

U5
G
Sekil 3.5. G Cizgesi

Vi= {U17U2},IV1 =9
Vo ={vs}, Iy, =5
Vs = {va}, Iy, =5
Vi=A{vs}, Iy, =5

{Vi,Vo, V5, V4} icin EI(G) =4 tir.
Teorem 3.2.3. (G, baglantili ve n tepeli bir ¢izge olsun. Eger GG ¢izgesi kesim tepe icermez
ise FI(G) = n dir [27].
Sonug 3.2.4. Sirasiyla tam ¢izgenin, iki parcali tam ¢izgenin, tekerlek c¢izgenin ve cevre
cizgenin es biitiinliik degeri,
EI(K,) =n,El(Kyn,) =m+n, EIW,,) =n+1,EI(C,) =n (3.9)
dir [27].

Teorem 3.2.5. P, , n tepeli yol cizge olmak iizere,

BI(P,) =[3] (3.10)

dir [27].
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Teorem 3.2.6. K, ,n + 1 tepeli yildiz ¢izge olmak iizere,
FEI(K,,) =2 (3.11)
dir [27].

Teorem 3.2.7. (G kesim tepesi olmayan n tepeli bir ¢izge olsun. GG ¢izgesinin £ tane

tepesine birer sarkik tepe eklendiginde elde edilen ¢izge H ise,
EI(H)=n (3.12)
dir [27].
Teorem 3.2.8. ¢k ifadesi t tane K| olmak tizere, H = GG U t K olsun. Bu takdirde,
EIH)=t+1 (3.13)

dir [27].
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu boliimde bazi 6zel cizgelerin ve bazi transformasyon cizgelerin es biitiinliik
degeri hesaplanmistir. Daha sonra zedelenebilirligin yeni bir 6l¢iimii olan komsu es bii-
tiinliik degeri tanimlanmigtir. Bu tanima gore, bazi 6zel ¢izgelerin komsu es biitiinliik
degeri hesaplanmis ve son olarak komsu es biitiinliik degeri ile baskinlik sayis1 arasindaki

iligki incelenerek bazi alt sinirlar elde edilmistir.

4.1. Es Biitiinliik Degeri Uzerine Arastirmalar

Teorem 4.1.1. G, tepe kiimesi V(G) = {uq, ug, ..., u,, ..., u, } olacak sekilde aga¢ olma-
yan tek kesim tepeli bir ¢izge olsun. Vi = {u, 11}, Vo = {u,q2}, Vs = {ury3}, oy

Vi—1 = {u,} olmak iizere {V;, V5, V5, ..., V;_1} kiimesi u, kesim tepesi ortak tepe olmak
iizere en biiyiik tepe sayisina sahip cevrenin u, tepesi hari¢ bir parcalanisi olsun. Cizge-
nin geriye kalan tepeleri u; ile baslayip u, kesim tepesi son tepe olacak sekilde ardisik

etiketlendiginde elde edilen pargalanig V; olsun. Bu takdirde, E1(G) = n — r + 1 dir.

Ispat: Vi = {u, 1}, Vo = {u,00}, Vs = {upas}, ... Vi = {un 1, Vi = {ug, ug, ..., u,}
secilirse, 1 < ¢ < ¢ araligindaki her ¢ degeri i¢in biitiinliik degerleri ayn1 oldugundan

Iy, = 1+ (n—1) = ndir. Butakdirde, E/(G) > n—r+1eldeedilir. EI(G) >n—r+1
olmasi i¢in bazi pargalanislarin iki tepeli ve kesim tepeyi iceren parcalanisin da en az iki
tepeli olmas1 durumlarini incelemek yeterlidir. G ¢izgesinin biitiin ¢cevrelerinde ki tepe sa-
yilart maksimum sayida ki tepe sayisina sahip ¢cevrenin tepe sayisina esit oldugunu kabul
edelim. Bu sekilde yapilan ispat diger durumlarida kapsayacaktir. n tepeli G ¢izgesinde
m tane cevre ve her cevrede n — 7 + 1 tane tepe olsun. Ispati iki durumda inceleyelim.
Durum 1. G ¢izgesi sarkik ayrit igermesin. Bu durumu iki kisimda inceleyelim.

i) n — r + 1 tek say1 olsun. Bu durumda, iki tepeli ve tepe biitiinliik degeri birbirine esit
olan parcalaniglarin tepe biitiinliik degeri, Iy, = 2 + "%H + (n—r)(m—1)+ 1 dir. Ke-
sim tepeyi iceren parcalanisa V' denilirse, |V'| = p olsun. Bu durumda, I‘//: p+n-—r
olur. Iki tepeli parcalanislar ile kesim tepeyi iceren parcalamisin tepe biitiinliik degeri
esit olmasi gerektiginden, 2 + *~2=2 + (n — r)(m — 1) +1 = p + n — r olur, bu-
radan =" 4 m(n — r + 1) —m = p elde edili. EI(G) > n —r + 1 ol-
mas1 icin V' kiimesi haricinde en az n — r + 1 tane iki tepeli parcalanis olmasi gere-

kir. Bu durumda, p degeri, p < (m — 3)(n —r) + 1 + n — r — 2 esitsizligini saglar.
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= L m(n—r+1)—m < (m—3)(n—r)+14+n—r—2oldugundan, n —r < —6
elde edilir. n» — > 0 oldugundan bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla, E1(G) = n — r + 1 dir.
ii) n — r + 1 cift say1 olsun. Bu durumda, iki tepeli ve tepe biitiinliik degeri birbirine esit
olan parcalaniglarin tepe biitiinliik degeri, Iy, = 2 + ”_TM + (n—r)(m—1)+ 1dir. Ke-
sim tepeyi iceren pargalanisa V' denilirse, |[V'| = p olsun. Bu durumda, I{/: p+n-—r
olur. Iki tepeli pargalamislar ile kesim tepeyi igeren parcalanisin tepe biitiinliik degeri esit
olmasi gerektiginden, 2 + “=2=* + (n — r)(m — 1) + 1 = p 4+ n — r olur, buradan
=3nd3rdd 4 p(n —r + 1) — m = p elde edilit. EI(G) > n — r + 1 olmast i¢in V'

2
kiimesi haricinde en az n — r + 1 tane iki tepeli parcalanis olmas1 gerekir. Bu durumda,
p < (m=3)(n—r)+1+n—rdir. 22 4m(n—r+1)—m < (m—3)(n—r)+1+n—r
oldugundan, n —r < —3 elde edilir. n — r > 0 oldugundan bu bir celigkidir. Dolayisiyla,
EI(G)=n—r+ 1dir

Durum 2. G ¢izgesi sarkik ayrit icersin. G ¢izgesinde n — [m(n — r) + 1] tane sarkik ay-
rit vardir. Bu durumu iki kisimda inceleyelim.

i) n—r-+1 tek say1 olsun. Bu durumda, iki tepeli ve tepe biitiinliik degeri birbirine esit olan
parcalaniglarin tepe biitiinliik degeri, Iy = 2+2=2=2+(n—r)(m—1)+1+n—[m(n—r)+1]
dir. Kesim tepeyi iceren parcalanisa V' denilirse, |V'| = p olsun. Bu durumda, I;,=
p+n—r olur. Iki tepeli par¢alanislar ile kesim tepeyi iceren pargalanisin tepe biitiinliik de-
geri esit olmasi gerektiginden, 24 2=2=2+(n—r)(m—1)+1+n—[m(n—r)+1] = p+n—r
olur, buradan =2"£342 4y = p elde edilir. EI(G) > n — r + 1 olmast i¢in V' kiimesi
haricinde en az n — r + 1 tane iki tepeli parcalanis olmasi gerekir. Bu durumda,
p<(m=3)n—r)+14+n—r—2+n—[m(n—r)+1]yani p < —n+ 2r — 2 olmasi
gerekir. =2"£342 4y < —p 27 — 2 oldugundan, n — r < —6 elde edilir. n — r > 0 ol-
dugundan bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla, FI(G) = n —r + 1 dir.

ii) n — r + 1 ¢ift say1 olsun. Bu durumda, iki tepeli ve tepe biitiinliik degeri birbirine esit
olan parcalaniglarin tepe biitiinliik degeri, [y = 2-+2=2=+(n—r)(m—1)+1+n—[m(n—
r)+1] dir. Kesim tepeyi igeren pargalanisa V' denilirse, |V'| = p olsun. Bu durumda, I;,=
p-+n—r olur. iki tepeli pargalanislar ile kesim tepeyi igeren pargalanisin tepe biitiinliik de-
geri esit olmasi gerektiginden, 24 22—+ (n—r)(m—1)+1+n—[m(n—r)+1] = p+n—r
olur, buradan =33 4 = p elde edilir. EI(G) > n — r + 1 olmast i¢in V' kiimesi
haricinde en az n — r + 1 tane iki tepeli pargalanis olmasi gerekir. Bu durumda,

p<(m=3)n—r)+1+n—r—2+n—[m(n—r)+1]+2yanip < —n+ 2r olmasi
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gerekir. M +n < —n + 2r oldugundan, n — r < —3 elde edilir. n — r > 0 oldu-
gundan bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla, E1(G) = n —r + 1 dir.
Duruml ve Durum2 den EI(G) = n —r + 1 elde edilir. |

Ornek 4.1.2. Asagida 7 tepeli G, cizgesi, 11 tepeli G, ¢gizgesi ve 9 tepeli G5 ¢izgesinin
es biitiinliik degeri hesaplanmustir.

Ul Ug Uy Us Uy ug Uy Us Us Ug

Uy (IR uy

U3 Uy Uiy Uy Unp
ug Uy Uy ug

G G Gy
Sekil 4.1. Bir, Iki ve Dort Cevreli G1,G5,G5 Cizgeleri

n = 9 ve r = 4 oldugundan dolayl, FI(G;) = 9 — 4 + 1 = 6 dir. Pargalanis-
lar, Vi = {uy, ug,u3,us}, Vo = {us}, Va = {ueh,Va = {ur}, Vs = {us}, Vo = {uo}
seklindedir.

n = 13 ve r = 6 oldugundan dolay1, E1(G5) = 13 — 6 + 1 = 8 dir. Parcalanislar,
Vi = {un,ug, us,ug, us,ueh, Vo = {urh, Vs = {ush, Vi = {uo}, Vs = {uro}, Ve =
{un}, Vr = {u12}, Vs = {w13} seklindedir.

n = 9 ve r = 4 oldugundan dolay1, EI(G3) = 9 — 4 + 1 = 6 dir. Pargalanig-
lar’ ‘/1 = {U17 U2, U3,U4}7 ‘/2 = {U5}, ‘/3 = {u6}7 ‘/4 - {U7}, ‘/5 - {Ug}, ‘/6 = {Ug}
seklindedir.

Teorem 4.1.3. n tepeli bir G ¢izgesinde [(G) = nise E1(G) = n dir.

Ispat: I(G) = n ve EI(G) # n oldugunu kabul edelim. Eger n tepeli G ¢izgesinde
EI(G) # nise Teorem 3.2.3’e gore G ¢izgesinin kesim tepesi vardir. G ¢izgesinin kesim
tepesi varsa I(G) # n olur. Bu kabuliimiiz ile ¢elisir. Dolayisiyla, E1(G) = ndir. 1
Teorem 4.1.4. m tepeli tam ¢izge ve n tepeli yol ¢izgeden olusan m + n tepeli ucurtma

cizge Kite) icin m > n + 2 ise es biitiinliik degeri asagidaki gibidir.

EI(Kite") =m @.1)
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Ispat: m > n + 2 olsun. Yol cizgenin tepeleri {ui,us,...,u,} , tam cizgenin te-
peleri {vy, vy, ...,v,,} olsun. Bu durumda, Kite!, ugurtma ¢izgesinin bir pargalanist,
Vi = {u, ..., up,v1}, Vo = {w}, V3 = {vs},..., Vi = {vn} seklinde segilirse
1 < i < m aralifindaki her i i¢in Iy, = m + n olur. Bu durumda EI(Kitel') > m
elde edilir. Diger taraftan F'I(Kite]’,) > m olmast igin Iy<m+nvem <k<m+n
olacak sekilde farkli bir V}{' parcalanig1 olmasi gerekir. Bu durum iki farkl sekilde incele-
yelim.

Durum 1. / y/=m+n olsun. Bu durum ii¢ farkli kisimda incelenir.

i) Vk/ parcalaniglar tek tepeli olsun. Kite], cizgesinde en fazla m tane tek tepeye sahip
parcalanisin biitiinliik degeri birbirine esittir. Dolayisiyla, hepsi tek tepeye sahip parcala-
nigin biitiinliik degeri birbirine esit olmayacagindan, es biitiinliik degeri tek tepeli parca-
lanislar i¢in hesaplanamaz.

ii) V}; parcalanislari en az iki tepeye sahip olsun. Bu durumda w(G — V')> 1 olacagin-
dan, I;,» < m + n elde edilir. Bu kabuliimiiz ile ¢elisir. Dolayistyla EI(Kite],) = m dir.
iii) Vk/ pargalaniglarinin bazilar tek tepeli, bazilar1 en az iki tepeli pargalaniglar olsun. Bu
durumda, en fazla m tane tek tepeye sahip parcalanisin biitiinliik degeri m + n dir. En az
iki tepeye sahip parcalamislar icin w(G — V')> 1 olacagindan biitiinliik degerleri m + n
den kiiciiktiir. Dolayisiyla, es biitiinliik degerinin tanim1 geregi biitiin parcalaniglarin bii-
tiinliik degeri birbirine esit olmast gerektiginden ve bu durum gerceklesmediginden es
biitiinliik degeri hesaplanamaz.

Durum 2. | y<m+n olsun.Bu durum iki farkli kisimda incelenir.

i) V,; parcalaniglar tek kesim tepeli olsun. m > n + 2 oldugundan tek kesim tepeye sahip
Vk/ parcalaniglarinin biitiinliik degeri birbirine esit olmaz. Dolayisiyla es biitiinliik degeri
bu kisim i¢in hesaplanamaz.

ii) V,; pargalaniglarinin bazilar1 tek kesim tepeli, bazilar1 en az iki kesim tepeli olsun.
m > n + 2 oldugundan, biitiinliik degeri birbirine esit tek kesim tepeli par¢alaniglar mev-
cut degildir. Dolayisiyla, tek kesim tepeli parcalanis sadece bir tane se¢ilir. Bu durumda,
diger kesim tepelerden en az iki tane secilecek sekilde pargalaniglar elde edilir. Eg biitiin-
liik degerinin tanim1 geregi maksimum sayida pargalanig arandig1 i¢in parcalaniglarin iki
kesim tepeli olma ihtimalinin hesaplanmasi yeterlidir. K'ite], cizgesinde toplam n tane

kesim tepe vardir. n — 1 tanesinden iki tane kesim tepeli parcalanislar olusturulursa en
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n+1

fazla ”’T_l tane parcalanis elde edilir. Bu durumda, k£ = "T_l +1="-

EI(Kite],)< m elde edilir.

olur. Dolayisiyla,

Durum] ve Durum2 den dolay1 E1(Kite") )= m elde edilir. |

Ornek 4.1.5. Asagida K ite3 ugurtma ¢izgesinin es biitiinliik degeri hesaplanmistir.

Sekil 4.2. Kite3 Cizgesi

m =8,n=>5i¢in8 > 5+ 2 = 7 oldugundan, EI(Kite3) = 8 dir.

{V1, Va, ..., Vi } parcalanms1 asagidaki gibi segilirse, 1 < ¢ < 8 aralifindaki her ¢

degeri i¢in, Iy, = 13 olur.
Vi = {u1, ug, uz, ug, us, v}, Va = {va}, Va = {vz}, Vi = {va}, Vs = {vs}

Vs = {ve}, Vo = {vr}, Vs = {vs}

Teorem  4.1.6. k,tcZ" icin  S(k,t) dikenli  yildiz  ¢izgesi  olsun.
{u,uy,ug,...,up} tepeleri kesim tepeler ve wu tepesi merkez tepe ve
{U11,U12,'-‘,U1(t—1)>U21>U22,'-‘,U2(t—1)>~-7uk17uk2,-~7Uk(t—1)} tepeleri  ug tepeler
olsun. 1 < ¢ < k aralifindaki her i degeri igin deg(u) = deg(u;) ise,

EI(S(k,t) =k+1 (4.2)
dir.
Ispat: deg(u) = deg(u;) olsun. deg(u) = kise t = k olur. Buradan |V (S(k,t))| = k*>+1
elde edilir. Vi = {u, w11, U2, ..., Uie—1), U1, U, ooy UR(t—1)5 ooy UkL, Uk2, --or Uk(t—1) }»
Vo = {w}, Vs = {ua},....,Ver1 = {wx} olsun. 1 < j < k + 1 aralifin-
daki her j degeri i¢in Iy, = k* — k + 2 olur. Buradan EI(S(k,t)) > k + 1
elde edilir. EI(S(k,t)) > k + 1 oldugunu kabul edelim. S(k,t¢) dikenli yildiz

cizgesinde £ + 1 tane kesim tepe vardir. Her parcalanis kiimesinde sadece bir ke-
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sim tepe oldugunda %k + 1 parcalanig elde edilir. FI(S(k,t)) > k + 1 olmasi
igin {w, w11, Ura, ..., Ur(r—1), U1, U2, ooy UD(t—1)5 -y Uk, Uk, -, Uk(t—1)} Kiimesinden bir-
den fazla parcalanis elde edilmesi gerekir. Eger v € V] denirse ve |V} |= z ise I V=Tt k
olur. Diger taraftan ug tepelerden olusan bir parcalanis V; ise I V= k% + 1 olur. ]V{: IV2/
olmasi gerektiginden = + k = k? + 1 elde edilir. Buradan, z — 1 = k? — kolur. |V} |= o
olup u tepesi hari¢ x — 1 tane ug tepeye sahiptir. + — 1 = k? — k oldugundan bu ise ¢izge-
deki biitiin ug tepelerin sayisidir. O zaman |V, |= 0 olur. Dolayisiyla, EI(S(k,t)) = k+1
elde edilir. [

Ornek 4.1.7. Asagida S(4,4) dikenli y1ldiz cizgesinin es biitiinliik degeri hesaplanmustir.

U21
Uil
U22

U23

U3z

U32

U4q1 uss

Sekil 4.3. S(4, 4) Dikenli Yildiz Cizgesi

Bu durumda es biitiinliik degeri F1(S(4,4)) =4+ 1 =5 dir.

S(4,4) dikenli yildiz ¢izgesinin bir parcalamsi {V;, V3, V3, Vy, Vs tolsun. Bu

durmda, 1 <4 < 5 aralifindaki her ¢ degeri i¢in, Iy, = 14 olur.
Vi= {U,U11,U127U137U217U22, U23, U1, U32, U33, U41, U42, U43}

‘/2 - {ul}a ‘/3 = {u2}7 ‘/;1 == {U3}, ‘/}) == {U4}
Teorem 4.1.8. P, , ;. dikenli yol ¢izge ve p = k ve n > 2 olmak iizere,

EI(P, ) > (%W (4.3)

dir.
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Ispat: p =k ve n > 2 olsun.

Durum 1. n = 2a + 1 igin,

Uil Uiz Uk U2l U22 U2k U3l U32 UL U4l U442 Ugk U(24)1 U2a)k U(2a+1)1  U(2a+1)k
o0 0 o 00 o 00 oe o

Uy U2 us Uy U2q U2q4-1

Sekil 4.4.n > 2 ven = 2a + 1 i¢in P, ,, ;, Cizgesi

Vi = {1, a1, Ui, ooy Uiks Ugas1)1s oo Ut D)k }5 Vo = {U2, Uags, Unt, .., U,
U(at3)1s s U(at3)k ) »eos Vatl = {Uat2, U(at2)1; - U(at2)k | SeCilirse 1 < 4 < a + 1 ara-
ligindaki her i i¢in Iy, = (a + 2)(k + 1) olur. Buradan, EI(P,,:) > a+1 = % elde
edilir.

Durum 2. n = 2a i¢in,

Uil Ui2 U1 U2 U3l U2 U3k U4l U42 Udak U(2q)1 U(2a)k

\alA/d

Sekil 4.5. n > 2ven = 2aigin P, ,; Cizgesi

Ug

Vi= {U1,Ua+1,u11, ey ULk U(a41)15 ~-~7U(a+1)k}, Vo= {UQ;ua+27U217 ey Uk,
U(at2)1s - Uat2)k }s s Va = {Ua, Uda, Ual, s Uk U(2a)1s - U(2a)k ; S€Gilirse 1 <4 < a
arahi@indaki her 7 i¢in Iy, = (a+1)(k+ 1) olur. Buradan, EI(P, ;1) > a = % elde edilir.
Duruml ve Durum2 den n > 2 igin E1(P, ) > [5] elde edilir. |

Teorem 4.1.9. P tarak ¢izge ve n > 2 olmak iizere,

EI(PH) = 2 4.4
(7, nbv2n—l oy ek 2n—1 ) (44)

tam kare ise

) {M n cift ve 2n tam kare ise
ve

2 Y

dir.

25



Ispat: P cizgesinin kesim tepeleri {uy,us,...,u,} ve sarkik ayrtlarin ug tepeleri
{uy1, ua1, ..., uny } seklinde etiketlenmis olsun. Asagidaki sekilde P ¢izgesi etiketlenmis

sekilde verilmigtir.

Uil U21 U3 Un1

U1 U2 us Unp

Sekil 4.6. P, Cizgesi

i) n > 2, n cift ve 2n tam kare olsun.

J > % + 1 olmak iizere, Vi = {uy, u;}, Vo = {ug, uj1}, Va = {us, ujtat,...,
Vi1 = {tn—jt1,un}ts Vaojio = {tn—jia}, Vajus = {un—jrats., Vo = {uz},
Vayy = {uz i}, Vioo = {u; 1} seklindeki kiimelere kesim tepeler yerlestirilmis ol-

sun. {V1, V3, ..., V;_; } kiimelerinin tepe biitiinlilk degerleri asagidaki gibidir.

IV1 = [V2 = [V3 =..= [Vn—j+1 = 2] —2>n (45)

Iy, ., =2j—3

Iy, s=27-5

]Vn =N + 1

2

[V%Jrl =n-+ 1

Iy, ,=2j—5

Iy, , =2j-3
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Yukarida verilen kiimelerin tepe biitiinliikk degerlerini esitlemek icin tek ke-
sim tepeli {V,,—j+2, Viimjis, ..., Vi—1} kiimelerine toplam 2.(1 + 3 + 5 + ... + (25 —
n — 3) = 2.(%)2 tane tepe gerekir. Kullanilmayan {uqi,ug1,...,un1} te-
peleri kesim tepe olmadigindan {V,_;io,V,,_ji3,....,V;_1} kiimelerine dagitildiginda
{Vi—js2, Vaojts, ..., Vj_1} kiimelerinin tepe biitunlik degerleri {V3, V3, ..., V,,_;+1} kii-
melerinin tepe biitiinlik degeri ile esitlenir. Bu durumda 2.(2]'_—2"_2)2 < n olmaldir.

Buradan j € [n+25\/%,n+2-5\/%}

elde edilir. j > 5 + 1 ve eg biitiinliik degerinin ta-

nim1 geregi j degeri maksimum biiyiikliikte secilirse 7 = M

EI(Pf)=j—1=m20n 1 — 0tV elde edilir,

olur. Dolayisiyla,

ii) n > 2, n tek ve 2n — 1 tam kare olsun.

J = & + 2 olmak iizere, Vi = {u1,u;}, Vo = {ug,uj1}, Va = {us, ujiat,...,
Viejrr = {unjrn,un}, Vijre = {tn—jo}s Vijus = {un—jish Vo =
{UnT—l},VnT-‘rl = {UnT-H}, Vigs = {'U/nT-&-B}, Vi1 = {u;_1} seklindeki kiimelere kesim
tepeler yerlestirilmis olsun. {V;, V5, ..., V;_; } kiimelerinin tepe biitiinliik degerleri asagi-

daki gibidir.

IV1 = IV2 = IV3 = ... = ]Vn,—j+1 = 2] E— 2 Z n+ 2 (46)
Iy, ..,=2j—3
Iy, . s=27-5
IVn—l =n+2

2
IVLH =N
2
]Vn+3 :n+2
2
Iy, ,=2j—5
Iy, , =2j-3
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Yukarida verilen kiimelerin tepe biitiinliik degerlerini esitlemek icin tek kesim te-
peli {V,—jt+2, Vaj+s, ..., Vj_1 } kiimelerine toplam 2.(1 +3 + 5+ ... + (2j —n —4)) +
2j —n—2=2.(22=3)242j —n— 2 tane tepe gerekir. Kullanilmayan {u11, a1, ..., tn1 }
tepeleri kesim tepe olmadigindan {V,,_; o, V,,_ji3, ..., Vj_1} kimelerine dagitildiginda
{Vi—js2, Vaejts, ..., Vj—1} kiimelerinin tepe biitunlik degerleri {V3, V3, ..., V,,_;+1} kii-

27—n—3

melerinin tepe biitiinliik degeri ile esitlenir. Bu durumda 2.(*5—)*+2j —n —2 < n

olmalidir. Buradan j € [“2=y2n—l nt2bd2nl] elde edilir. j > 2 + 2 ve es biitiinlik

degerinin tanimi gereg8i ;7 de8eri maksimum biiyiikliikte secilirse ;7 = % V2n—l olur.

Dolayisiyla, EI(P}) = j — 1 = 22hy2n=l 1 — ntv2nel elde edilir. |

Ornek 4.1.10. Asagida P;" tarak cizgesinin e biitiinliik degeri hesaplanmustir.

Uil U21 u3s1 U41 Us1 Ue1 ur1 us1

Uq u9 us Uy us Ug uy us

Sekil 4.7. P;" Tarak Cizge

n = 8igin j = “ZV20 — 7 dir. Dolayisiyla, EI(Py) = 2£Y18 = 6 elde edilir.
Vi = {uy,ur}, Vo = {ug, us}, Vs = {us, ui }, Vi = {ug, ug1, sy, uar },
Vs = {us, us1, ug1, ur }, Vo = {ue, us1 } pargamist igin Iy, = Iy, = Iy, = Iy, = I\, =
Iy, = 12 olur.

([531-1-T5]
2

Teorem 4.1.11. P, ,, dikenli ¢ubuk ¢izge ve m > ise eg biitlinliik degeri,

EI(P, ;) =n 4.7
dir.

(51=D-5]

5 olsun.

ispat: m >

Duruml. n = 2a + 1 ise,
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' U U U3 Uy Ugsl Ugd2 Ugg-1 Ugq Uy

Sekil 4.8. n = 2a + 1 i¢in P, ,,, Cizgesi

V) kiimesi u; ve y; tepelerinin ¢ tanesinden, V5,1 kiimesi wus,,1 Ve z; te-
pelerinin ¢ tanesinden olugsun. Vj kiimeleri 2 < k < a olmak lizere u; ve x;
tepelerinden £ — 1 tane tepeden olugsun. V; kiimeleri @ + 2 < j < 2a olmak
tizere u; ve y; tepelerinden (2a + 1) — j tane tepeden olugsun. V., kiimesi ise
Uq+1 tepesi ve daha Once kullanilmamis olan z; ve y; tepelerinden olussun. Bu
durumda Iy, = Iy, = ... = Iy, = Iy, = ... = Iy, , = m+ 2a +1
ve Iy, ., = 2m — % + ‘%“ — t + 1 olur. Es biitiinliikk degerinin tanimi geregi,

Iy, = Iy,,, olmas: gerekti§inden, m + 2a + 1 = 2m — “2—2 + 37“ — t + 1 olur. Buradan

a(atl) _ o (2gh) (o
2

t=m — m TT) > 0 elde edilir. {V4, V5, ..., Va,41} parcalaniglarinin
hepsinde sadece bir tane kesim tepe oldugundan bu parcalanig maksimum pargalanigtir.
Dolayisiyla, EI(P, ) = 2a + 1 = n dir.

Durum?2. n = 2a ise,

Uq-g Ugg-1 Upg

Sekil 4.9. n = 2a i¢in P, ,, Cizgesi

V) kiimesi u; ve y; tepelerinin ¢ tanesinden, V5, kiimesi us, ve x; tepelerinin
t tanesinden olugsun. V), kiimeleri 2 < k£ < a — 1 olmak {lizere u; ve x; tepelerin-
den k£ — 1 tane tepeden olussun. V; kiimeleri a + 2 < j < 2a — 1 olmak iizere u;

ve y; tepelerinden 2a — j tane tepeden olugsun. V, ve V,,; kiimeleri ise sirasiyla u,
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ve u,.1 tepeleri ve daha once kullanilmamis olan z; ve y; tepelerini esit sekilde pay-

lagarak olugsun. u, ve u,; tepelerinin herbirine m — (¢t + (a=2

#) tane x; ve ;

tepeleri kalir. Iy, = Iy, = ... = Iy,., = Ly, = ... = Iy, = m + 2a ve
Iy, = Iy, ., = 2m — 1t — % + a + 1 olur. Es biitiinliik degerinin tanim1 ge-
regi, Iy, = Iy, olacagindan 2m — ¢ — % +a+ 1 = m + 2a olur. Buradan,
t=m— w =m — w > 0 elde edilir. {V3, V5, ..., V5, } parcalaniglarinin

hepsinde sadece bir tane kesim tepe oldugundan bu parcalanig maksimum parcalanistir.

Dolayisiyla, EI(P, ,,) = 2a = n dir.

Duruml ve Durum?2 den m > w icin EI(P, ) = n elde edilir. [

Ornek 4.1.12. Asagida P; 7 dikenli ¢ubuk ¢izgesinin es biitiinliik degeri hesaplanmustr.

T Yi
T2 Y2
T3 Y3
Ty Ya
xs @ @ @ @ @ Ys
Uj U2 us U4 us Ue w7
Te Ye
xT7 Yyr

Sekil 4.10. P; 7 Cizgesi

79 )17

m="T,n=7o0lup7 > M = 6 ve t = 1 dir. Dolayisiyla, E1(P;7) =7
elde edilir. Bu durumda, V} = {uj, i}, Vo = {ug, 22}, Vs = {usg, 3,24}, V4 =
{ug, 25, 26, 7, Y5, Y6, Y7}, Vs = {us,y3,a}, Vo = {ue, 12}, Vo = {ur, 21} ve 1 <i <7

araligindaki her ¢ degeri i¢in Iy, = 14 olur.
Teorem 4.1.13. G ve H baglantili iki ¢izge olsun. Bu takdirde,

EI(GBH) = [V(G)|.|V(H)] (4.8)
dir.

Ispat: G ve H baglantilh iki ¢izge ise kartezyen carpimi olan GOH cizgesi ke-
sim tepe icermez. |V (GOH)| = |V(G)|.|V(H)| oldugundan Teorem3.2.3 den dolayi,
EI(GOH) = |V(GOH)| = |V(G)|.|V(H)| elde edilir. |
Ornek 4.1.14. Asagida P, ve Cj cizgelerinin kartezyen carpim cizgesinin es biitiinliik

degeri hesaplanmugtir.
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U1 U101 U102 1U3
uy

Ug V3 V9
201 UgV2 UgU3

Py Cs R,0OCs
Sekil 4.11. Py, C5 ve P,0OC5 Cizgeleri

V(P)| = 2,|[V(C3)] = 3 olduguna gore, Teorem4.1.13 den dolayi,
EI(P,0Cs) = 2.3 = 6 elde edilir. V| = {ujv1}, Vo = {ujve}, Vs = {uyvs},
Vi = {ugvi }, Vs = {ugua}, Vi = {ugvs} secilirse, 1 < i < 6 aralifindaki her i degeri

i¢in [y, = 6 olur.
Teorem 4.1.15. (", riizgar giilii ¢cizge olmak iizere,

EI(CT) =n 4.9)
dir.
Ispat: C™ riizgar giilii gizgesi tek kesim tepe icerir. Bu durumda Teorem 4.1.1° e gore,
EI(C")=(mmn—m+1)— (mn—m—n+2)+1=nelde edilir. [
Ornek 4.1.16. Asagida 16 tepeli C? riizgar giilii cizgesinin es biitiinliik degeri hesaplan-

migtir.

Sekil 4.12. C2 Cizge
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C3 ¢izgesi tek kesim tepe icerdiginden Teorem4.1.1 e gore, n = 16,7 = 11 i¢in

FEI(C?) =16 — 11 + 1 = 6 elde edilir.

4.2. Baz1 Transformasyon Cizgelerin Es Biitiinliik Degeri

Asagidaki teoremler x, y, 2 degiskenlerinin biitiin degerleri icin gecerlidir.
Teorem 4.2.1. n > 3i¢in EI(P??) = 2n — 1 dir.

Ispat: Prv% transformasyon ¢izgesi n > 3 icin kesim tepe icermez. Bu durumda,
transformasyon ¢izgenin eg biitiinliikk degeri tepe sayisina esittir. Teorem3.2.3’e gore,
EI(P*) = |V(P™*)| = |V(P,)| + |E(P,)] = n+n—1 = 2n — 1 elde edilir.
|

Teorem 4.2.2. n > 3i¢in E1(C¥?) = 2n dir.

Ispat: C?*¥* transformasyon ¢izgesi n > 3 icin kesim tepe icermez. Bu durumda,
transformasyon ¢izgenin es biitiinliikk degeri tepe sayisina esittir. Teorem3.2.3’e gore,

EI(Cv%) = |V(Crv2)| = |V(C)| + |E(Cy)| = n+ n = 2n elde edilir. |
Teorem 4.2.3. n > 3 icin EI(W{}") = 3n + 1 dir.

Ispat: W17 transformasyon ¢izgesi n > 3 icin kesim tepe icermez. Bu durumda,
transformasyon c¢izgenin es biitiinliikk degeri tepe sayisina esittir. Teorem3.2.3’e gore,
EIWYT) = [VOVE)] = VW) + [E(Wi,)| = n+ 14 2n = 3n + 1 elde
edilir. |

Ornek 4.2.4. Asagida Wﬁ; ~ transformasyon ¢izgesinin es biitiinliikk degeri hesaplan-

migtir.

Uy

V23
Wigs Wi

Sekil 4.13. W 3 ve WfL 5~ Transformasyon Cizgesi
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Yukaridaki sekilde, Wf 5~ transformasyon gizgesi kesim tepe icermediginden ve

10 tane tepesi oldugundan, ET(W;5~) = 10 dur.

4.3. Komsu Es Biitiinliik Degeri

Tanmm 4.3.1. G cizgesinde, {V1, V4, ..., V;} kiimeleri V(G) nin bir parg¢alanigi olmak
tizere, 1 < ¢ < t arahiginda ki her ¢ degeri icin V NIy, degerleri ayn: ise maksimum
sayidaki {V1, V4, ..., V; } parcalaniginin kardinalitesine komsu eg biitiinliik(neighbor equi-

integrity) degeri denir ve N E'1(G) ile gosterilir.

Ornek 4.3.2. Asagida 5 tepeli G cizgesinin komsu es biitiinliik degeri hesaplanmustur.

U3

U1 V2
V4

Us

Sekil 4.14. G Cizgesi

G ¢izgesinin bir parcalanig1 asagidaki gibi olsun.
Vi =A{v, 0}, VNI, =2
Vo ={v}, VNI, =2
Vs = {v3},VNIy, =2
Vi={vs},VNIy, =2

{(Vi,Va,V5,Vi} icin NEI(G)=4 dir.

Ornek 4.3.3. Tepe sayilari, ayrit sayilari, tepe komsu biitiinliik degeri ve es biitiinliik
degeri esit olan iki ¢izge i¢in komsu es biitiinliik degerinin ayirt edici bir 6zellik oldugunu

gostermek iizere asagidaki 6rnek verilmistir.
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Us U1 V2

U U2
Uyq Us

us V4 V3
G H
Sekil 4.15. G ve H Cizgeleri

G ve H cizgeleriicin |V (G)| = |V(H)| =5 ve |E(G)| = |E(H)| = 8 dir.
VNI(G) =1 VNI(H) =1
EI(G) =5 EI(H) =5

V(G)’nin bir parcalanmist Vi = {uy, us}, Vo = {us, us}, V5 = {us} seklinde segi-
lirse, 1 <14 < 3 olmak iizere V NIy, = 2 dir. Dolayisiyla, NEI(G) = 3 tiir.

V(H)’nin bir pargalan1§1 ‘/1 = {017/05}7 ‘/2 = {U2}7 ‘/é = {U?)}a ‘/4 = {U4} §ek-
linde segilirse, 1 < i < 4 olmak iizere V N Iy, = 2 dir. Dolayisiyla, NEI(H) = 4 tiir.

Teorem 4.3.4. C,, n tepeli ¢evre ¢izge olmak iizere,

NEI(C,) =n (4.10)
dir.
Ispat: V(C,) = {u1,uy, ..., u, } olsun. V; = {u1}, Vo = {us}, Vo = {us}, ..., Vi, = {u,}
olarak segilirse, 1 < i < n aralifinda ki her i degeriigcin VNI(V;) =1+ (n—3) =n—2

olur. Dolayisiyla, {V1, V4, ..., V. } par¢alanigt maksimum sayida oldugundan, N EI(C,,) =
n dir. |

Ornek 4.3.5. Asagida 6 tepeli cevre cizgenin komsu es biitiinliik degeri hesaplanmustir.
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U1 V2

Vg U3

Us V4

Sekil 4.16. Cy Cizgesi

|V (Cs)| = 6 oldugundan, N E1(Cs) = 6 elde edilir.

{V1, Va, ..., Vg } parcalamiglar1 asagidaki gibi segilirse, tepe komsu biitiinliik deger-

leri 1 < ¢ < 6 olmak iizere, V NIy, = 4 olur.

Vi ={u}, Vo ={v}, Vs = {v3}, Vi = {va}, Vs = {vs}, V5 = {vs}
Teorem 4.3.6. [, n tepeli tam cizge olmak iizere,
NEI(K,)=n (4.11)
dir.
Ispat: V(K,) = {uy, us, ..., u, } olsun.Vy = {u; }, Vo = {us}, Vs = {us}, ..., V,, = {u,}
olarak segilirse, 1 < i < n araliginda ki her i degeri i¢cin VNI(V;) = 1+ 0 = 1 olur.

Dolayisiyla, {V4, V5, ..., V,,} par¢alanist maksimum sayida oldugundan, NEI(K,) = n
dir. |

Ornek 4.3.7. Asagida 5 tepeli tam cizgenin komsu es biitiinliik degeri hesaplanmustr.

U1

Us V2

V4 VU3

Sekil 4.17. K5 Cizgesi

|V(K5)| = 5 oldugundan, NEI(K5) = 5 elde edilir.
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{W1, Va, ..., V5 } pargalanig1 agagidaki gibi secilirse, tepe komsu biitiinliik degeri

1 <7 <5 olmak tizere, VNI, =1 olur.

Vi ={wv}, Vo ={va}, Vs = {ws}, Vi = {wa}, V5 = {vs}
Teorem 4.3.8. K, ,, iki parcali tam ¢izge olmak iizere,
NEI(Kyn) =m+n (4.12)
dir.

Ispat: V(K,,.,.) = {u1, Uz, ..., Upm, V1, V2, ..., U, } Olsun.

Vi = {w}, Vo = {uatse, Vi = {um}, Vs = {v1}, Ve = {2}, oo, Vinn = {vn}
secilirse, 1 < i < m + n aralifinda ki her ¢ de8eri icin V NI(V;) = 2 olur. Dolayisiyla,
{V4, Va, ..., Vintn } parcalanigt maksimum sayida oldugundan, NEI(K,,,) = m + n dir.
|

Ornek 4.3.9. Asagida 7 tepeli iki parcali tam ¢izgenin komsu es biitiinliik degeri hesap-

lanmustir.

Ui U2 us

U1 V2 U3 V4

Sekil 4.18. K3 4 Cizgesi

|V (K34| = 7 oldugundan, NEI(K;4) = 7 elde edilir.

{1, V3, ..., V7 } parcalamis1 agagidaki gibi secilirse, tepe komsu biitiinliik degeri,
1 <17 < 7 olmak lizere, V NIy, = 2 dir.

Vi= {U1}, Vo = {Uz}, Vs = {U3}, Vi= {U1}, Vs = {U2}7‘/6 = {U3}7 Vi = {U4}

Teorem 4.3.10. P,, n tepeli yol ¢izge olmak iizere,

n+1
2

NEI(P,) = [——] (4.13)

dir.
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Ispat: V(P,) = {v1, vs, ..., v, } olsun. Ispat iki durumda incelenir.

Durum 1. n = 2k + 1 olsun.

Vi= {Ul,vmz},vz = {02,Uk+3}, Vi = {Uk>772k+1}7‘/;c+1 = {Uk+1}} parcala-
nigina gore, 1 < ¢ < k + 1 aralifinda ki her ¢ degeri i¢in V NIy, = k dir. Bu durumda,
NEI(P,) > ™ olur. NEI(P,) > ™ = k + 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
her maksimum komsu es biitiinliik parcalanig1 en az {i¢ tane tek tepeli kiimeye sahip ol-
masi1 gerekir. Bu bir ¢eligkidir. Ciinkii £, grafinin en c¢ok iki tane ayn1 komsu biitiinliige

sahip tek tepeli kiimesi vardir. Dolayisiyla, NEI(P,) = "TH dir.

Durum 2. n = 2k olsun.

Vi = {v1, 012}, Vo = {v, vpas, oo, Vieer = {o—1, v}, Vi = {un
Vie1 = {vks1}} parcalamigina gore, 1 < ¢ < k + 1 aralifinda ki her ¢ degerleri igin
V NIy, = k dir. Bu durumda, EI(P,) > 2 olur. EI(P,) > “* = k + 1 oldugunu
kabul edelim. P, cizgesinin en ¢ok iki tane tek tepe iceren kiimesinin komsu biitiinliik

degeri birbirine ve ¢ift tepeli parcalaniglarin komsu biitiinliik degerine esittir. Dolayisiyla,
nt+2 q;
NEI(P,) = %2 dir.
Durum1 ve Durum2 den dolayt NEI(P,) = [*+] dir. |

Ornek 4.3.11. Asagida 6 ve 7 tepeli yol cizgenin komsu es biitiinliik degeri hesaplanmus-

tir.

Fs Py
Sekil 4.19. Py ve P; Cizgeleri

n =6 olup NEI(Ps) = [%1] = 4 tiir. {V4, V&, V3, Vi } parcalamgi asagidaki gibi
secilirse, 1 <4 < 4 araligindaki her i degeri icin, VN I(V;) = 3 tiir.

‘/1 — {ulau{ﬁ}?‘/? - {U,Q,UG}, ‘/E‘} - {Ug}, ‘/;L == {U4}

n="Tolup NEI(P;) =[] = 4 tiir. {Vy, Vs, V3, V,} parcalamist asagidaki gibi
secilirse, 1 <7 < 4 araligindaki her i degeri i¢in, VN I(V;) = 3 tiir.

Vi = {v1,vs}, Vo = {va, 06}, Vs = {vs, v7 }, Vi = {wa}
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Teorem 4.3.12. K, ,, n + 1 tepeli y1ldiz ¢izge olmak iizere,
NEI(K,,)=n (4.14)
dir.

Ispat: V(Ki,) = {u,uy,ug,...,u,} ve u tepesi merkez tepe olmak iizere. V(K,,)
tepeler kiimesinin bir par¢alanigint Vi = {u, uq }, Vo = {ua}, Vs = {us}, ..., Vi, = {u,}
olarak secilirse, 1 < 7 < n aralifinda ki her ¢ degeri i¢in V NIy, = 2 dir. Bu durumda
NEI(K,,) > nelde edilir. |V(K;,)| = n+ 1 oldugundan NEI(K; ,) degeri en ¢ok
n + 1 olabilir. Bunun igin tepeler kiimesi V; = {u},V,= {u1},V;= {us},....V, .1 = {u,}
seklinde parcalanmalidir. Ancak V' N [Vf: 1ve 2 < j <n+ 1aralifinda ki her j degeri
i¢in VNIVj/Z 2 oldugundan VNIV{#VN]VJ( olur. Bu durumda, NEI(K,,) < n+ 1
elde edilir. Dolayisiyla, NEI(K; ;) = n dir. [

Ornek 4.3.13. Asagida 7 tepeli y1ldiz cizgenin komsu es biitiinliik degeri hesaplanmstir.

5} U2

Ucp @ U3

Uus Ug

Sekil 4.20. K, g Cizgesi

n = 6 olup, NEI(K, ¢) = 6 elde edilir.

{W1, Va, V5, Vi, Vs, Vs } parcalanisi asagidaki gibi segilirse, 1 < i < 6 araligindaki
her i degeri icin, VNI (V;) = 2 dir.

‘/1 - {u7u1}7 ‘/2 - {Ug}, ‘/3 - {U3},‘/;L - {U4},‘/:5 - {U,5}, ‘/6 - {Uﬁ}
Teorem 4.3.14. W, ,, , n + 1 tepeli tekerlek cizge olmak iizere, n > 2 igin,
NEIW,,) =4 (4.15)

diir.
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Ispat: V(Wi,) = {u,vi,v9,...,0,} ve u tepesi derecesi n olan merkez tepe olsun.
V (W1,,) tepeler kiimesinin {V7, V4, ..., V;} seklinde maksimum sayiya sahip parcalanigt
aranmaktadir. u € Vi, |V4| =i ve 2 < j < ¢t araliginda ki her j degeri i¢in |V;| = 1 ol-
sun. VNI, =ive VNIy, =n —2olur. VNIy, = VNIy, olacagindan i = n — 2 elde
edilir. Dolayisiyla ¢ = 4 tiir. [ |

Ornek 4.3.15. Asagida 7 tepeli tekerlek ¢izgenin komsu es biitiinliik degeri hesaplanmis-

tir.

U1 Uug

Uus Uy

Sekil 4.21. W ¢ Cizgesi

NEI(W,¢) = 4 elde edilir.

{V1, Vi, V3,V } pargalamig1 asagidaki gibi segilirse, 1 < i < 4 araligindaki her ¢
degeri i¢in, VNI (V;) = 4 tiir.

‘/1 == {u7u17u27u3}7‘/2 == {U’4}7 ‘/;3 = {u5}7 ‘/;1 == {uﬁ}
Teorem 4.3.16. G cizgesi Petersen Cizge olmak iizere,
NEI(G) =10 (4.16)

dur.
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Ispat:

Uy

.’ﬂ
U4 us

Sekil 4.22. Petersen Cizgesi

Vi = {w}, Vo = {us}, V3 = {us}, ..., Vig = {uio} segilirse, 1 < i < 10 ara-
liginda ki her ¢ degeri icin V NIy, = 7 olur.V; parcalaniglarinin sayis1 maksimumdur.

Dolayisyla, NEI(G) = 10 dur. |

Teorem 4.3.17. H,,,, Harary cizge olmak iizere,

n, m  ¢ift ise
NEI(Hp,) = < n, m  tek,n ¢ift ise (4.17)
n—1, m tek,n tek wve m—m=2 ise

Ispat: V(H,,,) = {0,1,2,...,n — 1} olsun. Ispat 3 durumda incelenir.

Durum 1. m ¢ift olsun. V; = {0},V2 = {1},V53 = {2},...,V, = {n — 1} secilirse,
1 <4 < narahiginda ki her ¢ de8eri icin VNI, = n — m olur. {V3, V5, ..., V,,} parcala-
nis1 maksimum sayida oldugundan, NEI(H,,,) = n elde edilir.

Durum 2. m tek, n ¢ift olsun. Bu durum iki farkli kisimda incelenir.

i) m — 3.0 — 6 olsun. Vi = {0}, V5 = {1}, Vs = {2}, Vi = {3}, V5 = {4}, Vs = {5
seklinde secilirse, 1 < ¢ < 6 arahifinda ki her ¢ degeri i¢in V NIy, = 2 olur.
{Vi, V4, ..., V,,} parcalanisi maksimum sayida oldugundan, N E1(H;¢) = 6 elde edilir.
ii) m ve n’nin diger degerleri i¢in. V; = {0}, Vo = {1}, V5 = {2},...,V, = {n — 1} se-
cilirse, 1 < i < n aralifinda ki her i degeri icin VNI, = n — m olur. {V;, V5, ..., V,,}
parcalanigt maksimum sayida oldugundan, N EI(H,,,) = n elde edilir.

Durum 3. m tek, n tek ve n —m = 2 olsun. V; = {0, 1}, Vo = {2}, V5 = {3}, ..., V.1 =
{n — 1} segilirse, 1 <i < n — 1 aralifinda ki her i degeri i¢in V N I, = 2 olur. Buradan,
NEI(H,,,) > n — 1elde edilir. |V (H,,,)| = n oldugundan komsu es biitiinliik degeri

en fazla n olur. Bunun olmasi i¢in ise V; = {0, 1} kiimesinin iki farkli kiimeye parcalan-
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mas1 gerekir. Bu durumda 0O tepesinin tepe komsu biitiinliik degeri 1 ve 1 tepesinin tepe
komsu biitiinliik degeri 2 olur. Komsu es biitiinliik degerinin tanimi1 geregi tiim pargalanis-
larin tepe komsu biitiinliik degeri esit olmasi gerekir. Bu durumda, NEI(H,,,) < n’dir.
{V1, V..., V,,_1} parcalanist maksimum sayida oldugundan, NEI(H,,,) = n — 1 elde
edilir. |

Ornek 4.3.18. Asagida [ 5,7 Harary ¢izgenin komsu es biitiinliik degeri hesaplanmigtir.

0

4 3
Sekil 4.23. Hs ; Cizgesi

NEI(Hs7) = 7—1 = 6elde edilir. V; = {0,1},V, = {2},V5 = {3},V4 =
{4}, Vs = {5}, Vs = {6} ve Vi, 1 < i < 6igin VNI, = 2 olur. {V4, V5, V3, V4, V5, Vs }

parcalanist maksimum sayidadir.

4.4. Komsu Es Biitiinliik Degeri Icin Baz1 Alt Sirlar

Teorem 4.4.1. n tepeli bir G ¢izgesi icin NEI(G) > ~(G) dir.

Ispat: {V}, V5, ..., V;} kiimesi G ¢izgesinin bir maksimum parcalanisi olsun. 1 < i < ¢
araliginda ki her ¢ degeri icin V; kiimelerinin herbirinden secilen bir tepe diger V; kii-
melerinde en az bir tepeyi bastirmaktadir. Bu sekilde biitiin V; kiimeleri tarandiginda GG
cizgesinin biitiin tepeleri bastirilir. Bu nedenle, ¢ sayisi, G ¢izgesinin herhangi bir baskin-

lik kiimesinin tepe sayisidir. Dolayisiyla, NEI(G) > ~(G) dir. [

Sonug 4.4.2. n tepeli bir G ¢izgesi i¢in,

n

1+A

NEI(G) > (4.18)

dir.
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Ornek 4.4.3. Asagida 10 tepeli G cizgesinin komsu es biitiinliik degeri ve baskinlik sayis

hesaplanmugtir.
(%1 Vg
vg
V2 ® V9
V4 Vs (%rd
V10
U3

Sekil 4.24. 10 Tepeli G Cizgesi

D = {vy,v5,v7} icin v(G) = 3 olur. Diger taraftan {V;, V5, V3, V, } parcalanislari,
Vi = {v,v9}, Vo = {vs,vs}, Vs = {va,v6, 07}, Vi = {4, 05,010} seklinde segilirse,
VNIy, = VNI, = VNIy, = VNIy, = 4 olur. Dolayistyla, NEI(G) = 4 elde edilir.
Burada goriildiigii gibi v; tepesi v, tepesini, vs tepesi vy tepesini, v; tepesi vs, Vg, V1o
tepelerini, v tepesi vg tepesini bastirmaktadir. Dolayisiyla, 4 > 3 yani NEI(G) > v(G)
dir.

Diger taraftan , n = 10, A =4 ve NEI(G) = 4 i¢in, 4 > % = 2 dir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, literatiirde sik¢a yer alan bazi cizge siniflart iizerinde es bii-
tiinliik degeri incelenmis, komsu es biitiinliik parametresi tanimlanarak temel ¢izge sinif-
lar1 icin parametrenin degeri genellestirilerek ispatlari ile birlikte verilmistir. Es biitiin-
liikk degeri; tam ¢izge, iki parcali tam ¢izge, tekerlek cizge, cevre ¢izge, yol cizge, yildiz
cizge, tek kesim tepeli ¢izgeler, ugurtma cizge, dikenli y1ldiz ¢izge, dikenli yol ¢izge, di-
kenli ¢cubuk cizge, tarak cizge, riizgar giilii ¢cizge ve bazi transformasyon cizgeleri icin
aragtirilmis, genelleme yapilarak ispatlar ile birlikte sunulmustur. Ayrica tek kesim tepe
iceren ve agac ¢izge olmayan ¢izgelerin es biitiinliikk degeri hesaplanmistir. Diger taraf-
tan yeni bir parametre olan komsu es biitiinliik degeri kullanilarak ¢evre ¢izge, tam ¢izge,
iki parcali tam cizge, yol cizge, tekerlek ¢izge, yi1ldiz ¢izge i¢in genellemeler yapilmis ve
ispatlar ile birlikte verilmistir. Ayrica uygulamada onemli yer tutan Petersen cizge ve Ha-
rary cizgenin komsu es biitiinliik degerleri hesaplanmig ve ispatlar1 verilmistir. Komsu eg
biitiinliikk degeri icin baskinlik sayis1 bir alt sinir olarak hesaplanmis ve buradan yola ¢1-
karak komsu es biitiinliik degerinin ilerde yapilacak olan hiyerarsi problemleri, dagitim
problemleri, v.b. calismalarda kullanilabilecegi tespit edilmistir. Bu tezde incelenen ¢izge
siniflar1 uygulamada 6nemli yer tutan ag§ modellerinden se¢ilmis ve literatiirde eksik olan
bu kistm tamamlanmaya calisilmistir. Ileride yapilacak olan calismalara 151k tutabilmesi

adina ortaya atilan teoremlerin ispatlar1 acik sekilde ifade edilmistir.
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