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ONSOZ
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Bu ¢alismada, sonlu bir araligin orta noktasinda siireksizlik sinir sartina sahip bir Sturm-Liouville
problemi i¢gin ters nodal problemin ¢oziimii verilmistir. Bunun igin Priifer doniisiimii kullamlmstir. Oncelikle
bu doniisiim yardimiyla 6zdegerler, 6zfonksiyonlarin sifirlar1 (nodal noktalar) ve nodal uzunluklar igin

asimptotik formlar bulunmustur. Sonraki asamada: Nodal parametreler yardimiyla CI(X) potansiyel

fonksiyon i¢in bir formiil verilmistir.
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In this study, the solution of the inverse nodal problem is given for a Sturm-Liouville problem with a
discontinuity boundary condition at the midpoint of a finite interval. For this, Priifer transform is used. First
of all, with the help of this transformation, asymptotic forms for eigenvalues, zeros of eigenfunctions (nodal

points) and nodal lengths are found. In the next step: a formula for potential function (X) is given with

the help of nodal parameters.
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1. GIRIS

Sonlu veya sonsuz araliklar icinde siireksizlikleri olan baslangi¢ ve sinir deger problemleri
genellikle uygulamali matematik, mekanik ve ayrica doga bilimlerinin diger konularinda ortaya
cikar. Buradaki temel siireksizlik, yer kabugunun altinda kayma hareketlerinin meydana
gelmesinden kaynaklanmaktadir. Hald, alt mantoda yogunluk biliniyorsa, yogunlugun burulma

modunun dzdegerleri yardimiyla tek olarak belirlendigini gosterdi [1]. Yazar, aralik icindeki iki
stireksizligi dikkate almig [0, L] ve Ozdegerlerin potansiyeli benzersiz bir sekilde belirledigini

gostermistir.

Siireksiz Sturm-Liouville problemi i¢in ters problemin ¢oziimil, bir¢cok alanda uygulanmasi
nedeniyle yaygin olarak ¢alisilmaktadir. Shieh ve Yurko ters nodal ve ters spektral problemleri
¢ozdiiler ve aralarinda baglantilar kurdular [2].

Ozkan ve Keskin, problemin katsayilariin nodal noktalar: tarafindan benzersiz bir sekilde
belirlenebilecegini gostermistir [3, 4]. Sturm-Liouville operatorii igin ters nodal ve o6zdeger
problemleri Wang ve Yurko tarafindan ¢esitli durumlar igin ¢alisildi [5, 6]. Ayrica referanslarda
ters nodal ve 6zdeger problemleri ile ilgili daha fazla sonug vardir [1, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14,
15]. Asagidaki Sturm-Liouville problemini, aralik i¢indeki stireksizlik kosullariyla birlikte ele

alalim.
0, ==y"+q(x)y =A%, O<x<L, (1.1)

y(0)=0=y(L), (1.2)

L ol Eo) violliologtv( Lo
y(5+oj—ay(2 Oj, y (2+0j a y(z Oj (1.3)

spektral parametredir, q(x), a € R a>0, a=1ve q(X) e Cl([O, L])

Bu ¢alismay1 genel hatlariyla su sekilde planladik; Boliim 2'de klasik anlamindan farkli olan
doniistim Priifer dontistimii tanimladik. Bu adim, ana sonuglar i¢in ¢ok 6nemlidir. Daha sonra,
modifiye edilmis Priifer doniisimii yardimiyla (1.1)-(1.3) ig¢in problemin 6z parametreleri i¢in
formiiller elde edilmistir. Boliim 3'te, iki durumda nodal uzunlugu yardimiyla potansiyel fonksiyon
i¢in bir ifade tanimladik. Ozellikle Priifer déniisiimii ile siireksiz sinir kosullari arasindaki iliskinin
bu alana ciddi katkilar saglayacagini diistiniiyoruz.

Lineer diferansiyel fonksiyonlar teorisinde spektral analizin ters problemlerin oldukga biiyiik
bir 6nemi vardir. Spektral analizin ters problemleri lineer diferansiyel denklemin spektralin kismi
nitelikleri i¢in bi¢iminin tespit edilmesi problemidir [16].

Spektral analizin ters problemleri matematiksel fizigin nonlineer diferansiyel denklemlerinin

¢Oziimiiniin bulunmasi i¢in yeni bir metot gelistirilmesi acisindan olduk¢a dneme sahiptir. Bunun



gibi ters problemler; sismoloji, mekanik, fizik, jeofizik, meteoroloji, matematik, elektronik, tip gibi
buna benzer nice tabiat ilimlerinin beliren olduk¢a mithim denklemlerin ¢6ziimiiniin bulunmasinda
ayricalikli bir dnemi vardir [16].Sturm-Liouville teorisi 1829 ile 1836 yillarindaki Sturm’un orijinal
caligmasiyla baglamaktadir. 1837 yilinda Sturm ve Liouville, kisa fakat oldukga degerli

eserlerini “Journal de Mathematique” isimli dergide yayinladilar. Bu ¢aligmalarinda
y'=(@(x)-4)y, 0<x<l, (1.4)
diferansiyel ifadesinde sinir deger denklemini incelediler. Bu denklemde X parametresi kompleks
degerli, q da [0,1] araliginda karesel integrali alinabilen reel degerler alabilen operatordiir. Sturm
ve Liouville, (1.4) denklemi i¢in
y(0)cos@ + y'(0)sind =0,
y(2)cosy +y'(1)siny =0,

u¢ noktalar denkleminin belirgin olmayan ¢oziimlerinin var olup olmadigini incelediler. Burada

(1.5)

0,;0 ve & arasindaki reel sayilardir. (1.4) ve (1.5) sinir deger denklemi ¢oziiliirse, kompleks
degerli sayisina 4 ifadesine q,0 ve w igin bir 6z degerdir denir. 4’ya bagh ¢dziimii belirsiz
ifadelere, q,0 ve v igin 6z fonksiyondur denir. Bunun gibi denklemlerin biitiin 6z degerleriyle

meydana getirdigi kiimeye, (1.4), (1.5) ile verilen sinir deger probleminin spektrumu denir
[17].Spektral teoride deger verilen ¢alismalar bazi zamanlarda bir boyutlu zamandan bagimsiz olan

Schrodinger fonksiyonu ismi ile de anilan

I:—@+q(x)

bi¢imindeki Sturm-Liouville fonksiyonuna ulasilmistir. Bu durumdaki fonksiyonlar igin spektral
teoriyle alakali yapilan ¢aligmalarin ilki; D’alambert, Bernoulli, Euler, Sturm ve Liouville gibi
Oonemli bilim insanlari titresim problemlerine uyguladilar. 20. yiizyilda diferansiyel ve integral
operatdrlerin farkli siniflari igin spektral teori hizli bir bigimde ilerlemistir. Bu sahada; Birkhoff,
Hilbert, Neumann, Steklov, Stone, Weyl gibi iinlii matematik bilimcilerin ifade ettigi diislinceler
onemli fayda saglamistir. Spektral teorinin ters problemleriyle ilgili asil neticeler, 1900°lii yillarin

sonlarma dogru ortaya ¢ikmistir [16].



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 2.1. (Priifer Déniisiimii) Ikinci mertebeden, self-adjoint bir lineer diferansiyel

denklem,

d du
&{P(x)&}Q(x)u =0, a<x<b (2.1)

bigciminde verilsin. (2.1) diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerinin bulunabilmesi ic¢in kullanilan
yontemlerden birisi de simdi verecegimiz Priifer donilisiimiidiir. Bu denklemde verilen katsay1
fonksiyonlaridan Q(x) siirekli, P(x) > 0ve P(x),C'smifindandir, 8 <X <b araliginda verilen
(2.1) denkleminin ¢oziimlerinin salinimlarin1 bulmak yerine, ayni araliktaki sifirlarinin sayisini
bulmak yeterlidir. (2.1) ifadesinde P(x)=1 almmarak, Sturm-Karsilastirma teoremi
uygulanacaktir. Yani (2.1) biciminde daha genel denklemlere genisletilecektir. Priifer’in amaci, U
ve Pu' bilinmeyen fonksiyonlar olmak iizere, (PU',u ) diizlemini kutupsal koordinatlara
dontistiirecek olan, birinci-mertebeden iki tane diferansiyel denklemden olusan bu sistemi, (2.1)
denklemine 6zdes tutmaktir. Priifer bu diisiinceyle Pu've u bilinmeyenlerini,
P(x)u'=r(x)cos&(x), u(x) =r(x)sin&(x) (2.2)
bigiminde tammlandi. Bu ifadelerden yeni r ve 6 bagh degiskenleri ¢ekilerek diizenlenirse,
r2 =u? + P?u?, @ =arctan (u/ Pu’) (2.3)
olur. Burada r (uzunluk) ve 6 (faz degiskeni) olarak isimlendirilir. r =0 iken, (2.3) ile
tanimlanan (Pu',u) = (r, @) doniisiimii Jacobian'in sifirdan farkli olmasi ile analitiktir.
Trivial olmayan ¢éziimler igin r daima pozitiftir. Ciink{i verilen bir X degeri igin, eger
u(x) =u'(x) =0 ise, 0 zaman teklik teoremlerinden dolay1 u(x) = O trivial ¢6ziim olacaktir. (2.1)
ye denk olan diferansiyel denklem sistemi, r(x) ve @(x) igin asagidaki gibi verilir.

Bunun igin COt @ =Pu'/u nun diferansiyeli alimirsa (eger @ =0(mod ) ise 0 zaman

€@ =u/Pu" ifadesinin diferansiyeli alinarak islem yapilir),

nt |2
—coseczed—Q:(Pu) _Pu2 :—Q(x)—icotze
ax u u P

olur. Bu esitligin her iki tarafin1 —sin® @ ile ¢arparsak,

. 1
a6 =Q(x)sin’ 8+ ——cos’ @ = F(x,6)
dx P(x) (2.4)
diferansiyel denklemini elde ederiz. Simdide K =r(a) ile verilen ifadelerden ilkinin

diferansiyelini alir ve gerekli sadelestirme ve diizenlemeleri yaparsak,



Bu sabitler K =r(a) ilk uzunluk ve Y = @(a) ilk fazdir. K sabiti, u ¢éziimiiniin bir sabitle
carpimiyla degisir. Boylece (2.1) denkleminin bir u(X) ¢oziimiiniin sifirlart yalnizca (2.4)
diferansiyel denklemi iizerinde galisilarak bulunabilir.

Tamm 2.2. (Hilbert Uzayy) Hilbert uzayiyla ilgili kavramlar 1912°de meshur Alman
matematik bilimci Hilbert’in “Gruridzuge einer allgemeinen Theorie der linearen iritegral
gleichungen”isimli eserinde gériilmiistiir. Sonrasinda, meshur matematik bilimei Neumann Hilbert
uzayini aksiyomlarla kanitlamistir [18].

k,I,m, ... elemanlarinin T ile gosterilen bir kiimesi olsun. Eger T kiimesi asagidaki
ozellikleri sagliyorsa T uzayi artik bir soyut hilbert uzayidir.

a) T lineer bir uzay olsun.

b) T uzayindaki Vk,l €T eleman ikilisine bu elemanlarin i¢ garpim ile ifade edilen,
agagidaki kosullar1 karsilayan ve <K, | > ile belirtilen bir reel say1 karsilik gelir.

i) <k, I >=<Il,k>

i) <k+m, I >=<k,I>+<m,l >

i) <Ak,I >= A4 <k, >,(V4 R igin)

iv) k=0ise <k,I >>0

c) p(k, I ) = ||k - ||| seklinde aldigimiz metrik i¢in T uzayina tam uzaydir denir.

d) T uzayinm boyutu sonsuzdur.

Eger yalniz a), b) ve ¢) 6zellikleri varsa, T uzay1 igin bir Hilbert {initer uzay1 denilir [19, 20].

Tamm 2.3. (L, [e, f ] uzayn) [e, f ] araliginda tanimli karesel integrallenebilen 6l¢iilebilir,

kompleks degerli K (e) ) b(e) ;...  fonksiyonlarinin olusturdugu uzay L, [e, f ] uzayt denir.

L,[e f] uzayiher k,beL,[e, f]icind:L,[e f]xL,[e f] >R

d(k,b) =@k(t)—b(t)\2 dt}

|:L[e f]-R

uzunlugu ile bir metrik uzay;

(o dt]m

ifadesi normlu uzay1 saglayan bir uzunluktur. Burada i¢ garpim, < K,b >= I k (e) b (e)de fle ifade

e

edilir. L, [e, f] uzay1 Hilbert uzay:1 olacaktir [20, 21, 22]. Bir Sturm-Liouville difarensiyel



denkleminin ~ spektral teorisi: L, (—0,), L, (0,0),L,[0,7] veL,(0,1)  uzaylar icin
calisilabilir [19].
Tamm 2.4. (C [e, f ] uzayl) [6, f ] kapal1 araliginda tanimli olan stirekli, kompleks ve ya

reel degerler alabilen biitiin fonksiyonlarin meydana getirdigi uzaya C [e, f ] uzayi denir. Bu uzay

k,beC[e, f] ve d :C[e, f]xC[e, f]—)R+ olmak iizere,
k(n)=b(n)

|:C[e, f] >R olmak iizere,

d(k,b)=maks

e<n<f

metrigi ile bir metrik uzay;

(n)

uzunluguyla normlu bir uzay olacaktir. Ust kisimda ifade edilen metrik icin, Rus matematik bilim

k]| = maks

e<n<f

insan1 Pafnuty Lvovich Chebishev’yle alakali oldugu i¢in Chebishev metrigi de denir. Bu uzay igin,
: - ‘ 12
<k,b>= _[ k (n)b (n)dn olarak tanimlansin. ||k|| = [“k (n)‘2 dnj
e ®

Normuyla degerlendirdigimiz uzayimiz tam olmadigi igin Hilbert uzayi olmayacaktir [21].

Tanim 2.5. (Sobolev Uzayt) Sobolev uzaylari eliptik diferansiyel denklemler i¢in Rus
matematik bilim insani Sergei Lvovich Sobolev 1930 1940 yillari arasinda ¢alismustir [21]. Sobolev
uzay1’da olduke¢a kiymetli Hilbert uzayidir.

Varsayalim ki Q , R" uzay1 i¢in herhangi simirh bélge ve L, (Q) uzay1’da Lebesque uzay1

ov
olsun, W*? (Q) Sobolev uzayi, V€ LZ(Q) , a_Xe L, (Q) ozelligini saglayan biitiin V
i

operatorlerinin uzay: olacaktir. Burada 1, birinci mertebeden kismi tiirevlerin L, (Q) uzayinda
olmasim gerektirir. 2 de, L, (Q) uzayinda ait olma sartindaki integrantin kuvvetini gosterir.
W2 (Q) . L (Q) uzaylarinda wW*? (Q) clL, (Q) iliskisi mevcuttur. h,t eW" (Q) olsunlar
w2 (Q) Sobolev uzaymda tanimlanan i¢ ¢arpim,

<ht>= j h.tdx + j gradh.gradtdx
Q Q

veya

<h,t>= j htdx + j Dh.Dtdx
Q Q



seklinde tanimlanir. Bu uzayda norm,

1/2
] = [ [ hrdx+[|gradn| dx]
Q Q

seklinde gosterilir. Sobolev uzaylarina W- uzay1 denilmektedir [22].

Tamm 2.6. (Ozdeger, Ozfonksiyon) L lineer bir operatdr olmak iizere, X # 0 sekilde alinsin
Lx=AX olacak sekilde bir x fonksiyonu bulunabiliyorsa, 4 ya operataoriin 6z degeri X
fonksiyonuna da L operatoriiniin bir 6zvektori (veya 6zfonksiyonu) denir [19].

Tanmm 2.7. (Sturm-Liouville Operatérii) Kuantum mekanigi ile klasik fizikte bulunan

ozdeger denklemi, (c, d) aralig1 igin

c,y(c)+c,y'(c)=0, dy(d)+d,y'(d)=0 (2.5)
sinir kosullart mevcut olsun,
()" (x)+ P(X)y*(x)+ AP (x) y(x) - () (x)=0 26

diferansiyel denklem sinifindadir. Bu ifade de (, P ve p [C,d] araligi icin tanimlanan stirekli

operatorlerdir, O opertoriine de agirlik operatori denir [23].

Uygulamalarimizda kullandigimiz esas operatorlerden bir digeri de

2
L=—+q(X
dXZ ( )
formunda ifade edilen Sturm-Liouville denklemidir. Bu denklemde g [c,d] araliginda siirekli ve

reel degerli bir fonksiyondur. L operatdrii i¢in biiyiik bir dneme sahip sinir kosullart 6,y € (0, 7[]

seklinde alinsin genellikle asagidaki sekilde tanimlanir.

y(c)cos@+y'(c)sind=0

] (2.7
y(d)cosy +y'(d)siny =0
Yukarda belirtilen sinir kosullarina sinir kosullarinin ayrik sartlari denir.
d’y

ifadesine bakacak olursak, bu denklem (2.6) ifadesinin p(X) = p(x) =1 6zel hali olacaktir. (2.7)

ve (2.8) sinir deger denklemi kaynaklarda Sturm-Liouville sinir deger problemi seklinde de bilinir.

(2.6) siir kosulu Sin@ # 0 ve siny # 0 olmak iizere
y(c)cotd+y'(c)=0
y(d)coty +y'(d)=0

seklinde de ifade edilebilir. Bu ifadede COt@ =—€ ve coty = E olacak sekilde alirsak



y'(c)—ey(c)=0

y'(d)+Ey(d)=0
simir sartlarin1 buluruz. Buldugumuz bu sartlara impedance sabitli simr kosullari, e veE
degismezlerine ise impedance degismezi denilir [19].

p, g ve p operatdrleri R kiimesinde tanimlanmis ve ii¢ fonksiyonda periyodik ise (2.6)
ifadesine;

y(c)=y(d), y'(c)=y'(d)
periyodik sinir sart1 ,

y(e)=-y(d), y'(e)=-y'(@)
anti periyodik sinir sartlar1 ile, Sturm-Liouville periyodik sinir deger denklemi denilmektedir. Bahsi

gecen sartlar saglandiginda (2.8) denklemi bir Hill denklemi olur.
(2.6) denklemi i¢in &zel olarak g =0, p =1 alinirsa

-y"=2p(x)y,
denklemi string denklemi olur [24].

Tanim 2.8. (Regiiler Sturm-Liouville Problemi) Eger (2.5) ve (2.6) sinir deger denklemi
asagidaki sartlar1 sagliyorsa regiiler Sturm-Liouville denklemi elde edilir.

a) C,,C,,d, ve d, reeldir.

b) p(x) g (X) ve ,O(X) katsay1 operatorleri sinir degerleri barindiran tiim durumlarda
stirekli ve reel degerlidir.

c¢) Smur degerleri bulunduran her yerde P (X), p(X) >0 dur.

Bir sturm liouville denklemi regiiler degilse singiilerdir [23].

Tamm 2.9. (Baslangi¢ ve Sinir Kosullart) En basta ele aldigimiz denkleme iliskin bir
¢Oziimiin  olabilmesi igin baz1 sartlarin  yardimina ihtiyacitmiz =~ olmaktadir. Bu

yardimina ihtiya¢ duydugumuz sartlar1 asagidaki bagliklar i¢in ele alabiliriz.

(i) Sumr sartlar: Kismi diferansiyel problemin uygulandigi €2 alanmin |' siirlan

dahilinde saglanacak zorunlu kosullardir. Sinir kosullarmin degisik ii¢ hali «,f ve ¢

fonksiyonlar1 |' bolgesinde tanimlanmis operatorler olsun. Bunlar 6zel adlariyla soyledir.

Dirichlet sart1:u|r= g,

Neumann sarti : %|r= g(veya0),



Karisik (mixed) veya Robin Sarti: au+ f g—u =0,
n

(ii) Baslangic Kosullari: Baslangicta ele aldigimiz (2 alam boyunca denklemi saglayan
kosullardir. Genelde, baslangi¢ kosullar1 operatoriin ve bunun zamana gore tlirevinin se¢ilimi
seklinde olacaktir [25].

Tanim 2.10. (Nodal Nokta Kiimesi) (2.5)-(2.6) 6zdeger denkleminin nodal noktalarinin

kiimesi ym(x) 0z fonksiyonlarinin kékleri{xi(m)} , 1 =12,... n — 1, m> 2 kimesinin
elemanlarindan olacaktlr.{xi(m)} kiimesi (2.5)-(2.6) problemindeki p, © ve g'dan olusan

parametreleriyle ve C,,C,,d;,C Ve d degerleriyle alakalidir [23].

Tamm 2. 11. (Self-Adjoint Operatir) K € B(X ) olmak iizere. K = K* ise, K doniisiimiine

self- adjoint ya da hermityen operatdr denir [26].

Tamim 2.12. (Biiyitk O Notasyonu) 1892 yilinda Alman matematik bilimci Bachmann,
“Analytische Zahlentheorie” isimli kitapta operatorlerin asimptotik durumlarinina bir anlam
kazandirmak igin farkli bir isimlendirme bulmustur. Bachmann’m bu bulusu daha ileriki
zamanlarda “Big Oh” sembolii ile isimlendirilmistir. isimlendirilen ifade {inlii Alman matematik
bilimci Landau tarafindan sik¢a kullanilmistir. Cok sik kullanildigi i¢in de kendi ismi olan Landau

sembolii de denilmistir [27].

Vr >0 seklinde bir tamsay1 alirsak h(l’) sifir ve pozitif degerler alabilen bir operator
olmak iizere. Vr =1, alinsm h(l’) < CS(I’) olacak sekilde bir I, C > 0 degismezi mevcutsa

h ( I‘) =0 (S ( r )) seklinde gosterilir. Biiyilk O formiiliiniin matematikle ilgili 6zelliklerinden

bazilar1 agagidaki gibidir.

) hy (1) =0(s,(r)) ve hy(r)

) By (r)+h, (r)=0(maks{s,(r).5, (r)})
i) O(h,(r)).0(h, (r))=O(hy(r)h(r))
i) k%0, O(kh, () =O(hy(r >)
v) O(k-+hy(r))=0(h(r))

V) by (r)xh, (r) =0 (s, (r) s, (1))

=0 (S2 (r)) seklinde verilsin,



b) hl(r) ve hz(l’) fonksiyonlar1 VI >0 geklinde alinan sifir veya pozitif olabilen

tamsayisi i¢in tanmimlanmis pozitif degerli operatorler olsunlar, h(l’) = hz(r) ve Z2>0 igin

h, (1)

=Z oldugunda:

(
h(r)=0(h,(r)) seklindedir.
c) h(r)=0(s(r)) ve s(r)=0(k(r)) ise h(r)=0(Kk(r)) seklindedir.
d) h(r) ve s(r) sonlu bir aralik icin integrali almabilen operatdrler ve 2T, igin

h(r)=0(t r)) olsun. Bu durumda,

Ih(y)dy=0[ﬂ8(y)\dy}rzro
seklindedir.
€) i=12,....k olmak iizere h, (r):O(S.(r)) olsun. Bu durumda,

> (r)=0[ 3 (1)

i=
seklindedir.
f) Aldigimiz bir k operatoriine gore

. 1
) To(k(n)

i) Iog[1+0(k(r))] =0(k(r))
iii) exp[(o(k(r)))] =1+0(k(r))

seklindedir [28, 29].

=1+0(k(r))

Tamim 2.13.( (Kiigiik o Notasyonu) h (m) eO (t (m)) saglamasi i¢in gerekli sartlar

im (M) _
" t(m)

seklinde olmalidir. Bu ifade asimptotiksel anlaminda 6nemsenmeyebilir olarak diislinebiliriz.

h(m),t(m) in kigiik 0 sudur” seklinde ifade edilir. Diisiindiigiimiiz ifade; M—>My iken

t(m),h(m) fonksiyonunudan daha fazla biiyiiyecektir. Kiiciik 0 sembolii i¢in su o6zellikleri

soyleyebiliriz [28, 29].



a) o(h)+o(h)eo(h)
)o(h)o(t)eo(ht)
) o(o(h))<o

d) o(h)eO(h )

Tamm 2.14.(Ortalama Deger Teoremi) Q, [C, d] araliginda integrallenebilen bir fonksiyon

(=)

olsun ;

1

f(k)=—

- g (X)dX bi¢iminde tamimlanan K reel sayisma ¢ fonksiyonunun [C, d]

0 —

araligindaki ortalama degeri denir.

Tamim 2.15.(Taylor Serisi) I¢ nokta olarak D noktasii iceren bir aralikta § her

mertebeden tlreve sahip bir fonksiyon olsun x =b'de g ile Uretilen Taylor serisi

k! 2! n!

ig by —g(b)+g'(b)(x_b)s T LKD" 9" (b)(x-b)

seklindedir.
Tanim 2.16 (Geometrik Seri ve Toplamy) Dizimiz a, = a1+air+a1r2 +a1r3 +...+alr”

seklinde alinan geometrik dizi olsun " a, dizisine geometrik seri denir. " (a,r"*)serisinin .
n=1 n=1

formiilii ile bulunur.

. 1-r
kismi toplamu: S, = a, 1
Tamim 2.17(Siireklilik) A RveXx, € A olmak iizere f : A— R bir fonksiyon olsun
Her ¢ > 0 sayis1 i¢in en az bir 6 >0 sayis1 |X - x0| > o 0zelligindeki her X € A igin

‘ f(x)—f (X )‘ > ¢ sartina uygun ¢ sayist bulunursa f fonksiyonuna x, noktasinda

stireklidir denir.

Tanim 2.18. (Siireksizlik Cesitleri)

Kaldwnilabilir Siireksizlik: Herhangi bir operetoriin bilinen noktalardaki stireksizligini dort
baslik altinda ele alabiliriz. Bunlardan ilki kaldirilabilir stireksizliktir. Bu siireksizlik ¢esidinde

fonksiyonun bir bilinen noktada sag ve sol limit degerleri vardir. Bu limit degerleri birbirine esittir,

fakat fonksiyon degeri limit degerinden farklidir. h ( X) R'de taniml1 bir fonksiyon ve olmak iizere,

lim h(X) =lim h(X) =L vef (b) =, c# L ise bnoktasinda kaldirilabilir siireksizlik

x—b~ x—b*

vardir.
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Sigcrama Siireksizligi: Bir diger siireksizlik ¢esidi de sigrama siireksizligidir. Bu siireksizlik
¢esidinde alinan bir fonksiyonun sag ve sol limitleri vardir, fakat bu degerler birbirine esit degildir,

boylelikle fonksiyon alinan noktada limite sahip degildir, fonksiyonumuz alinan noktalarda farkli

degerler alabilecektir. h(x) R'de tanimlt bir fonksiyon ve L, L, € R olmak iizere

limh(x)=1L,

x—b~

limh(x)=L,

x—b*

ve L, # L, ise b noktasinda sigramal siireksizlik vardir.

Sonsuz Siireksizlik:Bu stireksizlik cesidi tanimlaman bir fonksiyon i¢in aldigimiz bir
noktadaki sagdan veya soldan limitleri ya da yalnizca bir tanesi negatif ya da pozitif sonsuzluga

sahiptir, dolayisiyla fonsiyon alinan noktada tanimsiz olur.

g(x) R'de tamml bir fonksiyon

lim g (x) =0

X__)b ise g fonksiyonun X = b noktasinda sonsuz siireksizligi vardir.
lim g (x) =00

x—b*

Salimim  (osilasyon) Siireksizligi:Son basligimizdaki siireksizlik ¢esidi de osilasyon
stireksizligidir. Bu siireksizlik ¢esidinde fonksiyonlardan bazilar1 tanimlanan noktaya yaklastiginda
salinim yaparlar. Boylece fonksiyon belirli bir reel sayiya yaklagsmaz. Aldigimiz bu noktadan
sagdan ve soldan baktigimiz ¢ift tarafli limit degerleri yoktur. Bdylelikle fonksiyon aldigimiz

noktada siirekli olmayacaktir.

g (X) =sin (Ej seklinde bir fonksiyonumuz olsun,
X

limg (X) = tanimsiz olur,

x—0"

limg (X) = tammsiz olacaktir. g fonksiyonunun x=0 noktasinda sahnlm(osilasyon)

x—0"

streksizligi vardir.
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3. TERS NODAL PROBLEMIN COZUMU

Priiffer Dontistimii ikinci mertebeden self-adjoint bir lineer diferansiyel denklemin

d
dx

du L L .
— p(X)& +g(X)u=0, a<x<b biciminde verilen diferansiyel denklemin ¢6ziimiiniin

bulunabilmesi i¢in kullanilan yontemlerden biri de Priifer doniistimidiir. Sturm-Liouville

operatoriinde ters nodal problemlerini spektral denklemlerin yeniden yapilandirilmas: ve spektral

karakterlerin siir kosullarini, spektrum degerini, Sturm-Liouville denkleminin nodal noktalarin

ve nodal uzunluklarini inceleyecegiz. Smirli Sturm-Liouville probleminin farkli sinir degerleri i¢in

¢oziimlerini ele alacagiz. Daha once Hikmet Kemaloglu ve Seyfollah Mosazadeh tarafindan

yayinladiklar1 makalede ele alinan asagida gosterilen 6z parametreye bagli sinir kosullar verilen

sturm-liouville operatoriiniin ters nodal problemini inceleyelim [30].

ty=-y"+q(x)y=2%, 0<x<r,

y'(0)+f(4)y(0)=0, y'(7)+9(2)y(r)=0
(oot el

Teorem 3.1 sartlar1 verilen Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri N —> o0 iken

(3.1)

(3.2)

(3.3)

2
2, :2n+4n¢90(2n)[ L ] 1 (Wl_{_(_l)n1W2+86n]+86n00(2n)+

7 —26,(2n) +4n7z r 7’
seklindedir.Burada
neN i¢in
arcsin[;} icin n=(2K))ise
5 = N
f(4) ’ : [ || J o :
0(0,1) = ——"1 —arcsin , Icinn=(2K +1)ise
V4 T %
W, :_fq(x)dx , W, :Iq(x)dx -qu(x)dx
0 0 0

dir.

o2



Ispat:

y[ﬂroj: R(ijsin w(fw) =aR(z-Oj5in w(f-oj ile
2 2 2 2 2
u= l@(z—()j ve V :/19(£+0J alirsak,
2 2

sinV =asinU seklinde olur ,

Ayrica y'(z+0j = a‘ly'(z—OJ elde ederiz.

2 2

cosV =a ' cosU oldugundan

a*sin’U +cos’U

2
(04

sin?V +cos?V = a’sinU + o cos’U = 1=
a’sinU +1—sinU = o ifadeyi diizenlersek
2
a” -1 ;
=sInU =

1 1
a'-1 a*+1 Jo? +1

U’yu bulmak i¢in fonksiyonun tersini alirsak,

sinU = seklinde olacaktir.

U :arcsinL j ifadesini buluruz.

1
Vo +1

T 2nr 1 . 1
6[(E—OJ,AJ_T+Zarcsm[\/l+7j. (3.4)

Benzer sekilde elde ettigimiz,

1 . .
—sinV =sinU
a bagintilarindan iz sin’V +a’ cos’V =1 elde edilir.

[0/
acosV =cosU

Ayrica
2

: a
sin’V =—— = v =arcsin( o] j

1+«

olup arcsin X ’in Taylor a¢ilimindan
2n+1 .
o (£+Oj,i =J—larcsm (3.5)
2 A A 1+a’

elde edilir. Burada

NN

: 1 : || ]
arcsin +alrCsSIn| ———= |=
[\/1+a2] (\/1+a2

13



seklindedir.
y'(0)+f(4)y(0)=0, y'(7)+9(4)y(r)=0
sinir deger sartlarini ele alirsak,
y(x)=R(x)sin(16(x, 1))
y'(x)=AR(x)cos(20(x, 1))
Priifer doniisiimiinii kullanirsak;
AR(0)cos(26(0,2))+ f (1)R(0)sin(16(0,2))=0
veya

—— % _tan(26(0,2)) (3.6)

t(2)

seklinde olacaktir.

Diger taraftan
y'()+9(4)y(x)=0

sinir deger sartini ele alirsak bu denklem icinde
y(7-x)=R(z-x)sin(16(7-x 1))
y'(z—x)=AR(z—x)cos(20(z—x,2))

doniisiimiini kullanirsak

AR(0)cos(260(0,2))+g(2)R(0)sin(26(0,2))=0

veya

S tan(160(0,4)) (3.7)
9(%)
seklinde olacaktir.
. A A
3.5) ve (3.6) denklemlerinden — =— ve buradan f (1)=g(A) olur.
—% =tan (/19(0)) buldugumuz ifadede fonksiyonun tersini alirsak
A60(0)=arctan| — 4 olur.6(0) = Larctan| -2 | elde ederiz. Arctan (x) tek
f(2) p f(4)
. 5 1 A : e
fonksiyon oldugundan 9(0) = —Zarctan( : (ﬂ)J seklinde yazabiliriz.
3 X5 n
Arctan ( X) fonksiyonunun Taylor a¢ilimi arctan (X) =X —? + E e Y oldugundan

14



9(0,ﬂ)=—%af0ta”[ﬁ}‘%( f (ﬁ)‘ ff(szf ff"l(sz)_"'+ fl(ﬁ)}

12 24 ﬂ(Zn)

e e 1
yazilabilir. Boylece — : (/1) + f3(i) — fs(ﬁ.) +m+f2T(ﬂ)

sekline doniisiir. Buradan,

4 1- A + A —t AT N i —/1—2 nhaIine elir
Ol ) ) 0T T &l o) Jer
6(0,4)=-6(0,1) seklinde alinirsa (/1) ~al' seklinde alabiliriz.

a>lwveyaa<-1,iser=1

f(1)=al", 1£r£2vea:{a€R\{o} icin1<r<2

}olarak alirsak

seri toplamindan ifademiz,

0(0,4)=lim - 1_(_#&)]% S N S ( (2) J
e () 1[{@}1 f(2) 1{%&)}2 f(A) F2(2)+4%
6(0,1) = % halini alacaktir. (3.8)

1<r<2iginf(1)=aA" degerini §(0,1)'da yerine yazarsak ifademiz,

0(0,1)= aﬂ; =( S 2:1 2) ifadesini buluruz. f (4) igin belirttigimiz,
(ar") +4% ) \aA7+4

1
sartlar1 goz oniine alirsak; @ (O, ﬂ) =0 (Fj asimptotikligini disiinebiliriz. (3.9

Diger yandan, —y"=-q(X)y+A’ybaslangicta ele aldigmmiz Sturm-Liouville
denklemini y"=(q—A%)y seklinde diizenleyip
y =R(x)sin(160(x, 2)), y'=R(x)Acos(A6(X, 1) ) Priifer déniigiimiinii Sturm-Liouville
denklemine uygularsak

0'(x,1)=1-

qu‘) sin’ (40(x,2)), x <7 (3.10)

Her iki tarafin [0, %} araligi i¢in integrali alinirsa
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O e | N
o'—.N\N

0'( 909 g2 (26(x,A))dx
elde edilir.
(),
9(%-0,2)-9(0 2)= % !flz)sm (26(x,2))dx (3.11)

halini alacaktir.

1[ (sin Ze(x)cos/w(x))'}

sin’ (w(x)):E 1- 00
oldugundan.

x)

g ~~sin’ (/w(x,/l))dx =

Jz.q(x)dx_ij' gqgf')(())() (sin26(x, A)cos A0(x, 2) )" dx

O V| N

Islemleri devam ettirirsek

z
2

{l;&)ﬂ) sinA0(x,4)cos10(x, 1) dx]}

x=0

3
_EJ'( q(x) ]sinﬂ,@(x,/i)cosﬂﬁ(x,ﬁ,)dx
/10 6 (X’/I) Suurl
o o3l oy
burda (3.8) ifadesi yerine yazilirsa
3
9(——0 zj 0(0,2)=Z - Ta(x dx+o[ j 612
2 %/—’ 2 2 0
(-6(0.2))
elde edilir.

Benzer sekilde x > %igin —y"=—q(x)y+ A%y isey"=(q(x)—A%)y seklinde

diizenleyip Priifer doniisiimii uygularsak,
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0'(r—% 1) =1- q(>2<) i

S 2(A0(7—x,4)), x>%. (3.13)

olarak elde edilir.

T
Buradan araligin diger tarafi, yani (E W ] aralig1 i¢in ayni islemleri devam ettirirsek,

N[Ny

(9 ' I sm ( ((z—x4)))dx

) (F(ﬂ@(ﬂ—x,i)))ldx

~0(0.4)+ 207 —x, A)

—
(-6(0.2)

V4 r 1 7%
) LUk
) 2
(

0( +

2

1 1_(sm/w(n—x,l)cos/wor—x,/i)) .
B 20' (77— %, A)

N\N'—.N

i
2

e

F(A0((7-x),4))=sin(26((7-x),4))cos(20((7—x),4)) = %sin(Z/w((ﬁ— X),4))

kismi integrasyon ile

N\N'—.N

X

). J»q(x) (sin26(rr —x, 2)cos A0(r — xﬁ,)) i
3 247 20'( — %, 1) '

N\N'—.N

_%w((gww%T}I“(W‘z}{e’((;?(xx)m)F(w(w—x),z))}l:
| g etz )
elde edilir.

F(46((z—x),2))=0 (%) oldugundan

9(0,/1)+9((%+0],/1j=%—2} Iq(x)dx+o(%j

elde edilir.
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(3.4) ve (3.12)'den

2nr 1 . 1 T 1 % 1

LS =-0(0,4)+Z - dx+0| =
7 +jqn arcsm[ 1+a2J ( )+2 2;Lz'([q(x) X+ (/”sz

. 1
arcsin| ——— £
2 («/ Zj 1 2 1
%:%_ /121-}-0[ —2122 -([q(X)dX-FO[ﬂZ—B,]—Q(O,l) (3.15)

n

olur. Buna benzer sekilde (3.5) ve (3.14)’den buldugumuz denklemleri birbirine esitlersek,

(x)dx—j‘q(x)dx +O£/1231 J—H(O,ﬂ) 3.16)

n+l

ﬂ’2n+1 2 ﬂ’Zml 22’22n+1 0

(o
arcsin
(2”+1)”=Z+ [\/1+a2 1 J’iq

elde edilir.

neN i¢in buradan,

. 1 w .
arcsin| — |, icin n=(2K )ise
[\/l+a2J ( )

—arcsin[ﬂ], icin n=(2K +1)ise

V1+a?

T

W, = ][‘q(x)dx , W, :]Eq(x)dx -2J2'q(x)dx

seklinde gosterilirse,

2
}tn:2n+ﬂ0(2n) i bt Wl+(—1)”_1wz+86'1 +86“62(2n)+0(i2
r-20(2n) | 4nz

T T T

ifadesini elde ederiz.

Sonug olarak,ispat tamamlanir.
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80y

= AJ ile gosterilirse,

[Wl (1) w, +
nodal noktalarin asimptotikligini bulmak icin asagidaki esitliklere ihtiyacimiz olacaktir.

1 1 1
— == 40| —|
) n (n(r+2)j

n

1<r<2, %:iJro(ij (3.17)

2n n’

n

Asagidaki teoremler nodal parametrelerin asimptotikligi ile ilgili olup g’nun bulunmasinda

kullamlacaktir.

{Xg }Tj parcalanislarina karsilik gelen Y, { X} = y(x, /1n) ozfonksiyonun sifirlari olsun.

Teorem 3.2 (3.1)- (3.3) probleminin nodal noktalari:

X

j 1 ¢4 1 .
cigpllasmio(l) wdag) e
i_im jx[ 4no(2n) +86n9(2“)+ A +ij-xni __J~ ds+0( j
" n m—26(2n) r’ 8zn | 8n?Jo n® (3.19)

NN

X) e( ,ﬁj dir.

ispat:

n

X/ e(o,%j icin 0dan x/ ye kadar (3.10) denkleminin integralini alip A=A, yerine

yazarsak;

i) i _an q(x)(l—cos(z/w(x,l)))
e

dx

j
Xa

(x)cos(246(x,4))dx olur.

0(x},4)+6(0,4)= ——jq

0

Y _[ q(x) COS(ZAH(X, /”L)) dx=0 (; j oldugundan istenilen sonuca kolaylikla ulasilabilir.
0

Benzer sekilde ‘:% , 7Z':| araliginda nodal noktalar bulunabilir.
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Teorem 3.3.

(3.1)-(3.3) probleminin nodal uzunlugu

fi:i—” R LJ (s)ds+o( J x,fe(o,%), (3.20)
0 :in_”+£jn +22]2 :Jn” a(s )ds+0(jz} X] E(%ﬂj (3.21)
dir.

Ispat:

neNvexl e [0, %) arahg igin

x("+1):—(J.+1)7[+i - q(s)ds+0 L) wiefoZ

" n 8n? Jo n® " ‘2

iz 1 e 1) . .
—X. :JT”+8?~[0 q(S)dS+O(?J X, E(O,%j, olup I :x[{”—x,{ de yazilirsa
1% 1 p

=2, slds+o| = | x) €/ 0,— |,

" n 8n2qu()d [nz) ' ( j
bulunur.

n e N benzer sekilde er € (%,n) i¢in (3.21)'e gidilebilir.
Teorem 3.4.

X e(O,%j ve k {0,1} icin (3.1)-(3.3) probleminin q potansiyel fonksiyonu

q(x):limzanz(mA —1j+ g, (3.22)

n—oo T

seklindedir.
Burada j = j, (x)=max{j: x} < x},

g, = —(Wl + (—1)n_l W2) dir.
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Ispat:

4n T 1 n-1 862
2n+—40(2 -1 n
n+ Vs ( n)[ﬁ—29(2n)]+4nﬂiwl+( ) o T j
limA, =lim

a5 6(2 ~ 2n olur.
s 89, (n)+o(1j

T

N

Buldugumuz bu deger (3.20) denkleminde yerine yazilirsa,

o =%+i qu(s)dSJro[%j oldugundan (3.20) denkleminde integralin ortalama
deger teoremininden, z e (xJ, xJ™) igin

q(z):% I q(s)ds fonksiyonundan, q(z)¢) = jq(s)ds seklinde q(z) bulunur.
X=X

X

o 2r .
O halde buldugumuz () fonksiyonu (3.20) denkleminden ¢} =—+—q( ) olur.

n

J
Denklemini q(z) = 4;[? [%-1}+0( ) olarak diizenlersek bununla birlikte 4, ~2n
il T

i ]
icin ﬂzf 1+O(lj olur.Buradan da g (x)=lim 2/12[/“7 —1], x<% (3.22)
n

T n— 27

ifadesi elde edilir.

Teorem 3.5.

Xe [%ﬂ'j icin k {0,1} icin(3.1)—(3.3) probleminin q potansiyel fonksiyonu,

K—
a(x)=lim200"7 (" _Fy +2(W+(_1) )
”—>°°(27r+ Fn) 2 (27z+ Fk)
seklindedir

j =, (x)=max{j: x} < x}.Burada

6(2n) +26"0(22n)+ A g
7r—26(2n) nz 8nrz

h =

21



Ispat:

4n T 1 n-1 862
2n+—40(2 -1 L
n T ( n)(ﬁ—ZH(Zn)]+4nﬂ£W1+( ) o V4 j
limA, =lim

| | 505 6(2 ~ 2n olur.
+&+O( 1 j

Buldugumuz bu deger (3.21) denkleminde yerine yazilirsa,

| O

oz, o) 2 n49(22n)+ A, Iq S +of - (321)
n 7[—20(2n) Nz 8n71' 8n® 4, e

elde edilir.

Benzer sekilde integralin ortalama de@er teoremini kullanarakt (XJ x3* ) aralig1 igin

q(t)= —Xml xJ Ijq s)ds, ifadesi diizenlenirse q( x“1 ] Iq s)ds olur.
(b =xI"—xJ, OIdUgundan_[ (s)ds=q(t)¢} seklinde q(t) fonksiyonu bulunur.

Buldugumuz q(t) fonksiyonu (3.21) denkleminden ¢} = i—+z—+ 27 q(t)cl, olur.

n n

j
/IZK 1+O(1j seklinde alinirsa, 4, =~ 2n yaklagik degeri i¢in
/s
2 A
q(x)=Ilim 4, M—i—l x> =
e 27+ F\ 27 27 2

elde edilir.Boylelikle ispat tamamlanmis olur.
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4. SONUC

Sturm-Liouville probleminin [0, 7[] araliginda sigramals siireksiz bir noktada, yani (% + 0)

(%—Oj noktalarinda Priifer doniisiimii kullanarak denklemin 6z degerleri bulundu,ters nodal

problem ¢ézlimiinii verildi. Calistigimiz aralig1 nodal parcalara ayirdik ¢alistigimiz nodal noktalart

genelleyerek Xr: nodal noktalar1 elde edildi. Priifer doniisimii uyguladigimiz Sturm-Liouville

denklemi i¢in (0, Xr{), (%, erj araliklarinda ayr1 ayri integralleyerek her bir aralik icin denklem

elde edildi. Bu denklemler esitlenerek er; ‘nin genel denklemi bulundu. Bu nodal noktalar

arasindaki uzaklig1 bularakﬁf] nodal uzunluk denklemlerini bulundu. Nodal uzunluk

denklemlerinde integralin ortalama deger teoremini kullanarak potansiyel fonksiyonlar bulundu.
Nodal uzunluk denkleminde gerekli diizenlemeleri yapip limitten faydalanarak potansiyel

fonksiyonlarin genel denklemi elde edildi.
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