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1. GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisinin en dnemli konularindan birisi tinivalent fonksiyonlar
teorisidir. Kompleks diizlemin basit baglantili bir 6z altkiimesini birim diske konform
olarak doniistiiren fonksiyonun varligi Riemann doniisiim teoremi ile bilinir. Bu nedenle
keyfi basit baglantili bolgeler iizerinde tanimlanan iinivalent fonksiyonlarla calismak

yerine birim diskte tanimlanan iinivalent fonksiyonlarla ¢alismak c¢ok kez kolaylik
saglar. Univalent fonksiyonlar iizerindeki ¢alismalar, U = {Z eC:lz| <1} birim diskinde
analitik, iinivalent ve f(0)=0, f ’(0) =1 sartlarin1 saglayan fonksiyonlarn olusturdugu

bir S sinifi lizerinde yogunlagmistir.

1907 yilinda Koebe, S smifina ait fonksiyonlar altinda U birim diskinin goriintiisiinii
incelemis ve U birim diskinin f e S altindaki gériintiisiiniin smir1 olan &f (U) nun
orijine olan uzakhiginin 1/4 ten kiigiik olamayacagni ispatlamistir. (Literatiirde Koebe-

Ceyrek Teoremi olarak bilinir.)

1916 yilnda Bieberbach tarafindan ileri siirilen Z €U olmak iizere f eS

fonksiyonu f(z) = Z+Zanzn bi¢iminde bir Taylor ag¢ilimina sahipse n=2,3,... i¢in
n=2

|an| < ntahmini uzun yillar matematikgiler tarafindan ispatlanmaya caligilmis ve 1985
yilina kadar bu tahmin sadece a,,a,,8,,8,,8;,8, katsayilar1 i¢in saglanabilirken 1985

yilinda Brange’s tarafindan tiim a, degerleri i¢in ispatlanmustir.

Bu asamalar

n=2 i¢in la,]<2  Bieberbach (1916)

n=3 igin la;]<3  Lowner (1923)

n=4 igin la,|<4  Garabedian ve Schiffer (1955)
n=>5 i¢in lag/<5 Pederson ve Schiffer (1972)

N=6 i¢in lag/<6 Pederson ve Ozawa (1968-1969)



Tim Nn’ler igin |a,|<n L. De Branges (1985) seklindedir.

Unutulmamalidir ki, katsay1 problemini en 6nemli kilan sebep katsayinin fonksiyonun
geometri {izerindeki roliidiir. Ornegin ikinci katsay1 kullanilarak, yukarida da bahsedilen
Koebe-Ceyrek teoremi, biiyiime (Growth) ve genisleme (Distorsiyon) teoremleri

ispatlanir.

1985 yilinda elde edilen bu ¢6ziim iinivalent fonksiyonlar teorisini zenginlestirmistir ve
beraberinde bir¢ok yeni problemin ortaya ¢ikmasina vesile olmustur. Bu problemlerden
biri iinivalent fonksiyonlarin alt siniflarinin 6zelliklerini arastirmak olmustur. Bu alt

siniflarin en onemlilerinden biri yildizil fonksiyonlarin sinifi S”, digeri de konveks

fonksiyonlarmn smifi C dir.

Ele alinan problemlerden bir digeri de hem kendisi hem de tersi iinivalent olan yani
kisaca bi-linivalent fonksiyonlarm belirttigi serinin katsayilar1 i¢in kesin bir {ist simnir

bulmaktir. Bu problemle ilgili ilk c¢alisma 1967 yilinda Lewin [28] tarafindan
yapilmistir. Lewin calismasinda Grunsky esitsizligini kullanarak her f, fle S icin

la,| <1.51 oldugu ispatlanmustir. Yalniz bu iist smir kesin degildir. 1979 yilinda

Brannan ve Clunie [4] |a2| <2 bularak Lewin’in sonucunu iyilestirmistir. Netanyahu
[32] 1968 yilinda max|a,|=4/3 olarak ispatlamustir. Styer ve Wright [39] ¢alismasinda
Netanyahu’nun bu g¢alismasindan yola c¢ikarak |a2| >4/3 esitsizligini saglayan bi-

tinivalent fonksiyonlarin var olduguna dair bazi 6rnekler vermistir. Bundan sonraki
yillarda bi-linivalent fonksiyonlarin katsayilari iizerine ¢alismalar hiz kazanarak bi-
tinivalent fonksiyonlarin alt smiflar1 igin katsay1r problemi ¢aligilmistir. Bu asamada da
ilk calisma Kedzierawski [23] tarafindan 1985 yilinda yapilmistir.

Kedzierawski ¢alismasinda,

1.5894; fftes

2; fflesS
1507; feS, f'esS
1.224; fecC,ftes

la,| <



kesin olmayan sinirlar elde etmistir. Ayn1 yilda Branna ve Tan [40] daha iyi bir smir

olarak |a2| <1.485 oldugu ispatlamistir. Daha sonra 1986 yilinda Brannan ve Taha’nin

giiclii bi-y1ldizil, « - mertebeden bi-yildizil ve o - mertebeden bi-konveks fonksiyonlar

icin @, ve a, igin kesin olmayan iist sinirlarin1 vermistir. Ozellikle 2010 yilindan sonra

bi-tinivalent fonksiyonlarin alt siniflara ait fonksiyonlar i¢in a,, @, ve a, katsayilarmin

kesin olmayan iist smirlarmi bulma problemi olduke¢a hiz kazanmustir. Oyle ki; bu ilk iKi
katsay1 ile ilgili tist smirlar 2010 yilinda Srivastava, Mishra ve Gochhayat’in [37]
calismasiyla baglamig, 2011 yilinda Frasin ve Aouf [13], 2012 yilinda; Ali, Lee,
Ravichandran ve Supramaniam [1], Xu, Gui ve Srivastava [44], Xu, Xiao ve Srivastava
[45], Li and Wang [29], 2013 yilinda; Deniz [19], Caglar, Orhan ve Yagmur [8§],
Kumar, Kumar ve Ravichandran [27], Srivastava, Bulut, Caglar ve Yagmur [36], Bulut
[5], Crisan [7], Magesh ve Yamini [30], Tang, Deng ve Li [41],
Murugusundaramoorthy, Magesh ve Prameela [31], Prema ve Keerthi [35], Srutha ve
Chinthamani [38] ile devam etmistir. Bu ¢aligmalarmn tamaminda bulunan {ist smirlar

kesin degildir. Dolayisiyla bi-linivalent fonksiyonlarin katsay1 problemi ile ilgili iki agik
problem g6ze ¢arpmaktadir. Bunlardan biri her ne N igin genel a, katsayilarmmn st
smirini bulmak digeride kesin iist smir bulmaktir. Her iki problemde bugiine kadar

¢oziilememistir. Yalniz Jahangiri ve Hamidi [20] 2013 yilinda yaptig1 ¢alismada bi-

iinivalent fonksiyonlarm bir alt smifi i¢cin Faber polinomlarinin katsayilarinin

ozelliklerini kullanarak k €{2,3,...,n—1} i¢in &, =0 olmasi durumunda @, i¢in kesin

olmayan st smir bulmustur. Bununla agik problem olarak bildigimiz genel a,

katsayilarmin {ist smirin1 bulmak kismende olsa ¢6ziime kavusmustur. Bu calismadan
sonra bu konu tlizerine 2014 yilinda, Hamidi ve Jahangiri [15,16], Bulut [6] ve
Jahangiri, Hamidi ve Halim [22], 2015 yilinda; Jahangiri ve Hamidi [21] ve Hamidi ve
Jahangiri [17] ve 2016 yilinda ise; Hamidi ve Jahangiri [18] ve Deniz ve arkadaslarimin

[10] galigmalarini gormekteyiz.

Bu tez ¢aligmasinda, literatiirde son zamanlarda bu konu ile ilgili yapilan ¢aliymalardan

yola c¢ikilarak Pell-Lucas polinomlar1 yardimiyla bi-iinivalent fonksiyonlarin

Rs(B,7,0,X) smifi asagidaki bigimde tamimlanir:



y=1,6>0, peC\{0} ve z,we A, g(W)= f (W) olmak iizere,

1+£{(1—7/)E+yf’(z) +02f"(2) —1} <G{L,1, (0} (2)-1
B z B

ve

1 g(w)
1+=| (1-
+ﬁ{( 7)

ng'(wwzg"(w)—l} <G {L, (00h W) -1
sartlar1 saglanirsa f (z) fonksiyonu R (f,7,9,X) smifina aittir denir.

Bu sinif i¢in katsayi esitsizlikleri ve Fekete-Szegd problemi ele alinmustir.

Bu amag¢ dogrultusunda;
Kuramsal temeller boliimiinde, tez boyunca kullanilacak olan temel tanimlara, 6nemli

baz1 teorem ve sonuglara yer verilmistir.

Materyal ve yontem boliimiinde, bi-tinivalent fonksiyonlarm ve Pell-Lucas

polinomlarinin tanimlarindan ve 6zelliklerinden bahsedilmistir.

Aragtirma bulgular1 boliimiinde, yukarida tanimlanan R (5, 7,0,X) smifi i¢in katsayi

esitsizlikleri ve Fekete-Szego esitsizligi elde edilmistir.



2. KURUMSAL TEMELLER

2.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda daha sonraki kisimlarda kullanilacak olan temel kavramlar verilmistir.

Tamm 2.1.1 (F-komsulugu): Zz,€C ve r>0 bir reel sayr olmak iizere

U(z,,r)={zeC:|z—2z,|<r} ifadesi z, merkezli, I' yarigaph agik disk (veya 2,

noktasinin I' —komsulugu) olarak adlandirilir. [34]

U(z,,r) ile U(z,,r) nin kapamist dU(z,,r) ile de onun smiri ve orijin merkezli r
yarigaph disk U (0,r) =U, ile gosterilecektir.

Ozel durumda orijin merkezli agik birim disk U = {Z L7 <1, ze (C} ile gosterilecektir.

Tamm 2.1.2 (Ig Nokta): ScC herhangi bir kiime olsun. Z, €S noktasi igin

U(z,,r) =S olacak sekilde bir r>0 sayis1 varsa Z, noktasmna S kiimesinin bir ig

noktasi denir. [34]

Tanim 2.1.3 (Ag¢ik Kiime): Bir S < C kiimesi verilsin. Eger S kiimesinin her noktasi

S nin bir i¢ noktasi ise S kiimesine ag¢ik kiime denir. [34]

Tanim 2.1.4 (Kapal Kiime): S cColsun. S kiimesinin tiimleyeni agik kiime ise, S

kiimesine kapali kiime denir. [34]

Tanim 2.1.5 (Baglantih Kiime): Eger ScSUS,, SN§ =0, SNS,#0 ve

SNS, NS, =0 olacak sekilde S, ve S, gibi bos olmayan iki ayrik ve agik kiime

bulunamaz ise S cC kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde baglantisiz kiime denir.
[34]

Ornegin; C nin kendisi baglantilidir.



Tanim 2.1.6 (Bdlge): Agik ve baglantili kiimelere bolge denir. [34]

Ornegin; C hem agik hem de baglantili oldugundan bir bdlgedir.

Tanim 2.1.7 (Siireklilik): ScC, f:S—C bir fonksiyon ve z, €S olsun. Her £>0

igin |z—2z,| <5 oldugunda |f(z)— f(z,)] <& olacak bigimde &=0(z,,¢)>0 sayisi
varsa f ye z, noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu S kiimesinin her bir

noktasinda siirekli ise f ye S kiimesinde siirekli fonksiyon denir. [34]

Tamim 2.1.8 (Egri): [a, b] < R olmak iizere siirekli bir :[a,b] »C fonksiyonuna C

diizleminde egri (yol) denir. }/(a) ve y(b) noktalarina da sirasiyla egrinin baslangic ve

bitim noktalar1 denir. [34]

Tanim 2.1.9 (Kapah Egri): y: [a, b]—)(C ye bir egri olsun. y(a)=y(b) ise » ya

kapali egri denir. [34]

Tanim 2.1.10 (Basit Kapali Egri): U¢ noktalarin ¢akismasi hari¢ kendini kesmeyen

egrilere basit egri, hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali egri veya Jordan
egrisi denir. Jordan egrisi diizlemi Jordan egrisinin i¢i ve dig1 olmak iizere iki bolgeye

ayirir. Jordan egrisinin igine Jordan bdlgesi denir. y Egrisi [a,b] kapali araliginda
tiirevlenebilir olsun. Eger [a,b] kapali araliginda »' tiirevi siirekli ve sifirdan farkl ise

y egrisine diizgiin egri denir. t, & dan b ye artarken, buna karsilik gelen y(t)
degerlerinin y(a) dan y(b) ye dogru swralanmasi egrinin yoniinii belirtir. Kapali bir
egrinin yonii ya pozitif ya da negatiftir. Kapali olmayan egriler igin baslangig

noktasindan bitis noktasina dogru siralama yon olarak alinir. [34]

Tanim 2.1.11 (Diizgiin Egri): 7 egrisi [a, b] kapali araliginda tiirevlenebilir olsun. Eger

[a,b] kapali araliginda »' tiirevi siirekli ve sifirdan farkli ise y egrisine diizgiin egri

denir. [34]



2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda analitik ve iinivalent fonksiyon kavramlar1 tanitilacak ve bu fonksiyonlar

yardimiyla bazi tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.2.1 (Diferansiyellenebilme): A < C bir bolge olmak iizere f: AcC—C ye

bir fonksiyon ve z, € A olsun. Eger

D)= 1)

712, z-1,

sonlu limiti varsa f(z) fonksiyonu 2z, €.4 noktasinda diferansiyellenebilirdir
(tiirevlenebilirdir) denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve Z =2z, noktasinda

f (z) fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir. [34]

Tanim 2.2.2 (Analitiklik): Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasinda ve bu noktanin
belli bir U (ZO, 6‘) komsulugundaki biitiin noktalarinda diferansiyellenebiliyorsa f ye

Z, noktasinda analitiktir denir. Eger bu f kompleks fonksiyonu bir S < C kiimesinin

her noktasinda analitikse f ye S kiimesinde analitik denir. Tiim kompleks diizlemde

analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir. [34]
Ornegin; f(z) =sinz bir tam fonksiyon olup f (z) =argz bir tam fonksiyon degildir.

z=Xx+Iiy olmak tizere f(z)=u(x, y)+iv(X, y) kompleks degiskenli kompleks degerli

fonksiyonu analitik ise,
ou ov ou ov
&(X, Y)—E(X, y) ve E(X’ Y)——&(X, y)

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar. [34]



Teorem 2.2.3 (Liouville Teoremi): Bir f (z) tam fonksiyonu smirl ise sabittir. [34]

Kompleks fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonlar i¢cin dnemli bir yere sahip olan

Cauchy-Tiirev formiilii agsagidaki gibidir.

Teorem 2.2.4 (Cauchy-Tiirev Formiilii): f, pozitif yonlii basit kapali y egrisi i¢inde ve

tizerinde analitik bir fonksiyon ve Z; bu egrinin i¢inde bir nokta ise N € N igin

(g = L [ 12

2715 (2-2,)™

dir. [34]

Cauchy-Tiirev formiiliiniin en dnemli sonuglarindan biri sudur: f, bir bolgede analitik
bir fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de 0 bdlgede

analitiktir. Bu durumda f analitik fonksiyonu z, noktasinda

f(Z):nZ:;an(Z—ZO)n, an:% (21)

seklinde bir Taylor ac¢ilimia sahiptir. Fakat reel degiskenli bir fonksiyonun bir noktada
birinci mertebeden tiirevi varsa bu noktada daha yiliksek mertebeden tiirevi vardir
diyemeyiz.

Omegin, f(X)=x"* reel degiskenli fonksiyonunun X=0 noktasinda birinci
mertebeden tiirevi oldugu halde, aym fonksiyonun X =0 noktasinda ikinci mertebeden

tiirevi yoktur.

Tamm 2.2.5 (Ayrik Tekil Nokta): Bir w= f(z) fonksiyonu 2z, noktasmm bir

U(z,, 1) —{ZO} delinmis komsulugunda analitik fakat Z, noktasinda analitik degilse f

fonksiyonu i¢in Z, noktas1 bir ayrik tekil noktadir denir. [34]



Teorem 2.2.6 (Laurent Teoremi): C, ve C;, merkezleri z, noktasinda bulunan pozitif

yonde yonlendirilmis iki gember olsun. I, < I, olmak iizere Cy, I, yarigapli ve C, de r,

yarigaplt gemberler olarak alinsm. Eger bir f fonksiyonu ¢, ile ¢, in iizerinde ve
bunlarin arasinda kalan halka bdlgenin tamaminda analitik ise bu durumda bolgedeki

her Z noktasinda f(z) fonksiyonu @, ve b, kompleks sayilar olmak tizere

f(z)=ian(z—zo)” +ib—”

n=0 n=1 (Z - ZO )n

agilimi ile temsil edilir. Buna f(z) fonksiyonunun 2z, noktasmin delinmis bir

komsulugundaki Laurent serisi (agilimi1) denir. [34]

Tanim 2.2.7 (Kutup Noktasi): 7,, f (z) fonksiyonunun ayrik tekil noktasi olsun. Laurent

agilimindaki b, katsayilarindan sadece sonlu tanesi sifirdan farkli ise Z, noktasma f(z)

fonksiyonunun kutup noktasi denir. [34]

Tanim 2.2.8 (Meromorf Fonksiyon): Kompleks diizlemin bir .4 bdlgesinde kutup
noktalar1 hari¢ analitik olan f(z) fonksiyonuna A da meromorf fonksiyon denir. [34]

Teorem 2.2.9 (Maksimum Modiil Prensibi): f fonksiyonu kompleks diizlemin bir .4

bélgesinde analitik olsun. Bu fonksiyon A bolgesinde sabit olmadikga, |f(z)|

maksimum degerini A bdlgesinin siirmda alamaz. [34]

Sonug 2.2.10: A kompleks diizlemde sinirli bir bdlge ve sabit olmayan f fonksiyonu

da bu bdlgenin sinirinda siirekli ve i¢inde analitik olsun. Bu durumda | f (z)| maksimum

degerini A bolgesinin smirinda alr. [34]

Maksimum prensibinin 6nemli sonuglarmdan birisi Schwarz lemmasidir.



Lemma 2.2.11 (Schwarz Lemmast): f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve

f(0)=0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)|<1 ise bu durumda |f'(0)|<1 ve

|f(2)|<|z| dir. Esitlik sadece §eR olmak iizere f(2) =e"z fonksiyonu ile saglanir.

[9]

Teorem 2.2.12 (Minimum Prensibi): f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir A

bolgesinde sabit olmayan bir fonksiyon ve her z € A igin f (z)=0 olsun. Bu durumda

‘ f (Z)‘ , A bolgesinde minimum deger alamaz. [34]

Sonu¢ 2.2.13: A kompleks diizlemde smurli bir bolge, f(z) sabit olmayan bir

fonksiyon ve her zeAigin f(z)#0 olsun. Ayrica f(z) fonksiyonunun A
bolgesinin i¢inde analitik, sinirinda siirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda ‘ f (Z)‘

minimum degerini .4 bolgesinin sinirinda alir. [34]

Tanim 2.2.14 (Univalent Fonksiyon): f, A < C bdlgesinde tanimli bir fonksiyon

olsun. Her z,, z, € A i¢in f(z,)= f(z,) olmasi sadece z, =2, olmasmi gerektiriyorsa

(veya z,#2, oldugunda f(z)# f(z,) gergeklesiyorsa) f fonksiyonuna A
bolgesinde tinivalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon denir. [11]
Ornegin; f (Z) =Z bir Univalent fonksiyondur. Eger f (z), Z, noktasin bir

komsulugunda {inivalent ise f (z) ye yerel iinivalent fonksiyon denir.

Teorem 2.2.15: Analitik bir f fonksiyonunun z, noktasinda yerel iinivalent olmasi igin

gerek ve yeterli kosul f'(z,) #0 olmasidir. [11]

Ayrica f'(z,)#0 sart1 f(z) fonksiyonunun iinivalentligi igin gerek sarttir fakat yeterli

degildir. Yani sadece f analitik fonksiyonu iinivalent ise f'(z,)#0 dir. Tersi daima
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dogru degildir. Bir kiimede yerel {inivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu kiimede

iinivalent olmasi1 gerekmez.

Ornek 2.2.16: f(z)=2" fonksiyonu A ={z: 1<|z|<2, O<argz <37z/2} bblgesinde
yerel tnivalent olmasina ragmen inivalent degildir. Gergekten de f(z) =2z

fonksiyonu, A bdlgesinde analitik ve her z, € A igin f'(z,) #0 saglandigindan yerel

univalenttir. Fakat,

f(i_i_i LJ_ f(_i_i LJ_i el
V2 32 V2 32) 9
oldugundan f(z)=2* fonksiyonu A bolgesinde iinivalent degildir.

Eger A < C bélgesinde f analitik fonksiyonu yerel iinivalent ise, bu durumda z € A
noktasnda f'(z) tirevi, f nin yerel geometrik davramigmi belirler. |f'(z)| ve
arg f'(z) degerleri sirasiyla yerel biiyiime (uzunluklar i¢in) ve yerel ddénme
etkenleridir. Buna ilave olarak, f:AcC— C analitik doniisiimiiniin Jacobian
determinant1  Jf (Z):|f’(Z)|2 ile verilmektedir. Jacobian determinantinin |f'(Z)|2

ifadesine esit oldugu Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca goriiliir. Boylece
Teorem 2.2.15 ten analitik fonksiyonlar i¢in Jacobian determinantinin sifirdan farkl

olmasi, yerel linivalentlik i¢cin gerek ve yeter sarttir.

Tanim 2.2.17 (Konform Doéniisiim): Eger bir doniisiim, belli bir noktadan gecen iki

diizgiin egri arasindaki aginin bilyiikliiglinii ve yoniinii koruyorsa, bu doniisiime bu

noktada konform doniisiim denir. Eger bir f fonksiyonu, bir A < C bélgesinin tiim

noktalarmda konform ise, f fonksiyonu A bélgesinde konformdur denir. Ornegin
f(z) =€’ doniisimii C diizleminin tamaminda konformdur. [11]

Ornegin; f(z)=z* doniisiimii C\ {0} diizleminde konformdur.
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Teorem 2.2.18: f fonksiyonun analitik oldugu her Z noktasmda f'(z)#0 kosulu

saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur. [11]

Dolayisiyla bir bolgede analitik ve tlinivalent bir fonksiyon konformdur. En onemli

konform doniisiimlerden biri Mobius doniigiimiidiir.

Bu doniisiim; a, b, ¢, d e C sabitler ve

ad—-bc=0veT :(Cu{oo}—)T :Cu{oo} olmak tiizere

az+b veya T(2)= a_Z+b
cz+ cZ +d

T(2)=

bigiminde tanimlanir. Neden ad —bc =0 olmalidir? Ciinkii, z #w i¢in

az+b aw+b
cz+d cw+d
_ (ad —bc)(z-w)
- (cz+d)(cw+d)

T(2)-T(w) =

olup, eger ad —bc=0 ise T(z)=T(w) olur. Buda T nin sabit olmas1 anlamina gelir.

Aynm1 zamanda ad-bc=0 alinmasi T nin bire bir oldugunu gosterir. Sabit

fonksiyonun bire bir olmadig1 agiktir.

Z—diizlemindeki Dc C(D#C) bolgesini, W-—diizlemindeki D, bolgesi ilizerine
resmeden f analitik fonksiyonunun varhigi 1851 yilinda Riemann tarafindan ortaya

atilmastir.

Teorem 2.2.19 (Riemann Déniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin her D < C (D # C)

basit baglantili bdlgesi konform olarak U birim diski lizerine resmedilir. Ayrica, Z, € D
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olmak iizere f(z,)=0 ve f'(z,)>0 kosullarini saglayan ve D yi U birim diski

tizerine resmeden bir tek konform doniigiim vardir. [11]

2.3. Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Bu bolimde geometrik fonksiyonlar teorisinin 0zel bir konusu olan iinivalent
fonksiyonlar1 biraz daha ayrintili sunacagiz. Analitik olarak, bir tinivalent fonksiyon
sifirdan farkli tiireve sahip iken; geometrik olarakta basit egrileri basit egrilere
doniistiirtir. Hem analitik hem de tinivalent fonksiyon ise basit baglantili bolgeleri basit
baglantili bolgelere doniistiiriir. Riemann doniisim teoreminden, keyfi bir basit
baglantili bolgede tanimhi f iinivalent fonksiyonu yerine U agik birim diskte tanimli
bir f Jlnivalent fonksiyonu segilebilir. Bu fonksiyon igin f(0)=0, f'(0)=1

normalizasyon sartlari1 goz Oniine alinirsa (2.1) serisi
f(z)=z+) a," (zeU) (2.2)
n=2

seklini alir. Burada (2.2) seklinde tanimlanmis fonksiyona normalize edilmis analitik
fonksiyon denir. Normalize edilmis analitik fonksiyonlarin sinifin1 A ile gosterecegiz

ve kisaca

Az{f :VzeU igin f(z):z+ianzn }
n=2

seklindeki analitik fonksiyon yazilabilir.

Univalent fonksiyonlar teorisinin temel tag1 olan bir smifi asagida tanimlayalim.

Tamm 2.3.1 (S _Smifi): U birim diskinde inivalent olan f €A fonksiyonlarmin

olusturdugu smifa S sinifi denir ve kisaca

S={feA:VzeU icin f —univalent}
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seklinde gosterilir. [11,14,33]

S smifina ait bazi fonksiyon drneklerini asagida verelim.

(i) w= f(z):(lzz) fonksiyonu U birim diskini Re(w)>—1/2 sag yar diizlemine
resmeder.
(ii) f(z):(l ZZZ) fonksiyonu U birim diskini C\{(—o, —1/2]U(1/2, =]} bblgesi

uzerine resmeder.

Z

(1-2)°

(iii) f(z2)= Koebe fonksiyonu U birim diskini C\(—oo, —1/4] bolgesi tizerine

resmeder.

Ayrica sunu da belirtelim ki, S smifina ait iki fonksiyonun toplami1 & sinifina ait
olmayabilir.
Ornegin;
z z
f(z)=— ve f(2)=—m
(@)= .(2)

1+iz

fonksiyonlar1 S sinifina ait olmasma ragmen,

f(z) = (1_12)2 ve f)(2)= (1+1iz)2
tiirevlerinden
£(2)+ f,(2) = %
elde edilir.
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Buradan z = 1—_2H eU noktasinda f(z)+ f,(z) =0 oldugu goriiliir. Bununla beraber S

smifindaki bir¢ok 6zellik bazi doniisiimler altinda korunur.

Teorem 2.3.2: f €S olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Eslenik alma: g(z) = f(Z)=z+a,z° +... ise, g S dir.

(if) D&ndiirme (Rotasyon): @ € R olmak tizere

g(Z) — efié .I: (eiez) =7 +Zanei(nfl)6’zn’ (Z EU)

n=2
fonksiyonu S sinifina aittir.

(iii) Genisleme (Dilatasyon): 0<r <1 olmak iizere

g(2)=r"f(rz) = z+ianr”’1z”, (zeU)

n=2

fonksiyonu S sinifina aittir.

(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniigiimii): z, eU olmak tizere

7+1
f o |-f(z
[1+702] (z)

Az, ) F'(2o)

, (zeU)

9(2) =

fonksiyonu S sinifina aittir.

(v) Deger bolgesi doniisiimii:  fonksiyonu f(U) da iinivalent ve w(0)=0 , y'(0)=1

kosulunu gergekleyen bir fonksiyon ise o f €S dir.

(vi) Cikarilmig deger doniisiimii: w ¢ f(U) olsun. Bu durumda,
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__f®
9() =1 fayw' (zeU)

fonksiyonu S sinifina aittir.

(vii) n. kok donilisiimii: Eger n=2,3,... ise

9(2) =y f(2") =12 4% gna +2—12(2na3 —(n-nak)z*"* +..., (zeU)
n n

fonksiyonu S sinifina aittir. [11]

Tamm 2.3.3 (P _smufi): U birim diskinde p(0)=1, Rep(z)>0 kosullarimni saglayan

p(z) =1+ chzn seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Caratheodory smifi veya
n=1

P smifi denir. [11]

Ornegin; p(z)=@1+2)/(l-2), zeU fonksiyonu P sinifina ait olup, U birim diskini
sag yar1 diizlem {izerine resmeden bir konform doniigiimdiir. Ayrica, P smifina ait bir

fonksiyonun tinivalent olmasi gerekmez.
Ornegin; f(z)=1+2" fonksiyonu P sinifina ait olmasma ragmen NeN,, N>2 i¢in

iinivalent degildir.

Tamm 2.3.4 (Q _smifi): U birim diskinde #(0)=0 ve |¢(z)|<1 kosullarii saglayan

analitik fonksiyonlarm olusturdugu smifa Schwarz fonksiyonlarmnin smift denir ve €2

ile gosterilir. [11]

Bunlarin yani sira, P smifi ile Schwarz fonksiyonlari arasinda asagida oldugu gibi

onemli bir bag vardir:

peP & p(Z)Z% (peQ)

1-¢(2)
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P ve Q smiflarii tamimladiktan sonra, S smifinin iki 6nemli alt smifini asagidaki

sekilde verebiliriz.

Tamim 2.3.5 (8" smift): BcC kiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir W, noktasini

her w e B noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B kiimesinde kaliyorsa, B ye

W, noktasina gore yildizil kiime denir. W, noktas: 6zel olarak orijin secilirse, bu
kiimeye orijine gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime ad1 verilir. Eger bir f
fonksiyonu U birim diskini W, noktasmna gore bir yildizil kiimeye resmediyorsa, f
fonksiyonuna W, noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Ozel durumda, f fonksiyonu
U birim diskini yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna yildizil fonksiyon

denir. f € A olmasi durumunda yildizil fonksiyonlarm simifi S” ile gosterilir. [11,33]

Sekil 1: W, Noktasma Gore Yildizil Bolge

Yildizil fonksiyonlarin yukaridaki geometrik tanimini analitik olarak ifade eden en

Oonemli teorem asagida verilmistir.

Teorem 2.3.6: f €.Aolsun. Buhalde f €S™ olmas i¢in gerek ve yeter sart

feS"@%eP
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olmasidir. Ayrica, f(z)=z+ Z:anzn eSS = |an| <n degerlendirmesi dogrudur.
n=2

[14,33]

Kisaca yildizil fonksiyonlarin sinifini,

S :{f eA:VzeU igin Re[Zf'(Z)J>O}
f(2)

biciminde gosterebiliriz.

Ornegin, S smifina ait fonksiyonlardan en énemlilerinden birisi z €U olmak iizere,

seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonudur.

Bu fonksiyonu,

-

seklinde yazabiliriz.

Ayrica k(z) fonksiyonu,

1+z 2 1
=—, Z)=U Z, k =— _1
U@ =1, 9@ =02, k@ =3[9~
biciminde yazilarak U birim diskini —oo dan —1/4 e kadar negatif reel ekseni

cikartilmis kompleks diizlem iizerine konform olarak doniistiirdiiglinii gorebiliriz. k(z)

doniisiimii inivalent fonksiyonlar teorisinde ¢ok sayida problemde énemli rol oynar.
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Sekil 2: Koebe Fonksiyonu

Yukaridaki sekilden de goriildiigii gibi k(z)= i ZZ)2 —7+Yaz"eS" dr. Ayrca
- n=2

Teorem 2.3.6 kullanilarakta z =re" ve (O <r<l, 0<0< 27z) olmak iizere,

f! i0 _ 2
Re(z (Z)J:Re(“zJ:Re[Hre ] 1-r L+,

1-re’ | 1+r2—2rcos® 1—r

elde edilir.

Buradan da k(z) € S" oldugu goriiliir.

Koebe fonksiyonunun donmeleri (rotation), her Z€U igin,

z

ky(2) " e’

seklinde tammlanir ve K, (Z) fonksiyonlar1 S sinifina ait fonksiyonlardir.
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k,(z) fonksiyonu altnda U birim diskinin gdriintiisi C—(—c0, —e7/4) olur.

1|(1+2)"
ae(0,2] ve zeU olmak iizere f(z)= 2—{(5] - } fonksiyonu,
a —

“genellestirilmis Koebe fonksiyonu” olarak adlandirilir ve S simifina aittir.

Tamim 2.3.7 (C_smifi): BcC kiimesi verilsin. Her W, W, € 5 igin W, noktasi W,

noktasma birlestiren dogru pargasi tamamen B i¢inde kaliyorsa B ye konveks kiime

denir. Eger bir f fonksiyonu birim diski, konveks bir kiimeye resmediyorsa f
fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. fe.4 olmasi durumunda konveks

fonksiyonlarin smift C ile gosterilir. [11, 33]

Sekil 3: Konveks Bolge

Konveks fonksiyonlar1 analitik olarak ifade eden en 6nemli teorem asagidaki gibidir.

Teorem 2.3.8: f €.4 olsun. O halde f e C olmasi i¢in gerek ve yeter sart

"

feC<:>1+Zf—,e73

olmasidir. Ayrica,

f(z)=z+) a,2"eC=la,|<1(n=23..) degerlendirmesi dogrudur. [14, 33]
n=2
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Teorem 2.3.6 ve Teorem 2.3.8 in bir sonucu olarak ilk kez Alexander tarafindan

verilmis olan asagidaki teorem S° ve C smiflarina ait fonksiyonlar arasindaki ¢ok

onemli bir baglantiy1 ifade eder.

Teorem 2.3.9 (Alexander Teoremi): f € A ve z€U olmak iizere, g(z)= zf'(z) olsun.

Bu durumda, f €C olmasi igin gerek ve yeter sart § € S* olmasidir. [11, 14, 33]

Yukaridaki tanimlardan da anlagildigi lizere bu smiflar arasmda CcS " cSc A

seklinde bir iligki vardir.

Simdi tinivalent fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir yer teskil eden subordinasyon ve

Hadamard ¢arpimi kavramlarini verelim.

Tamim 2.3.10: f ve g fonksiyonlar1 U birim diskinde tanimli iki analitik fonksiyon
olsun. U birim diskinde f(z)=g(@(z)) olacak sekilde bir w e Q fonksiyonu varsa, f

fonksiyonu U da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g ile gosterilir. [11]

Eger g tnivalentise f <g < f(0)=g(0) ve f(U)<cg(U) gerektirmesi dogrudur.

f nin g ye subordinasyonundan anlasilacak sey asagidaki sekille izah edilmistir.

Sekil 4: f < g Subordinasyonu
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Subordinasyon Prensibi (Lindel6f Prensibi): Eger f fonksiyonu U birim diskinde

analitik, tinivalent ve g fonksiyonu da U birim diskinde analitik bir fonksiyon ayrica
g0)=f@0) ve gU)c fU) ise, bu durumda U, diskinde her r<1 igin

9'0)|<| £'(0)| ve 9(U,) = f(U,) dir. [11]
Ozellikle, eger f < g ise,
r‘g‘gglf(z)lsr‘g‘gflg(z)l, (re(0,1)

esitsizligi dogrudur.

Ayrica,

peP < p(z)<i+—Z Ve geQ < ¢d(2)<z
-z

gerektirmeleri yazilir.

Tanim 2.3.11: f,g e A fonksiyonlari
f(z)=z+> a,z" ve g(z)=z+) b2"
n=2 n=2

seklinde verilsin.

f ve g fonksiyonlarnin Hadamard garpmmlari,

(F*0)D)=2+ ) apz"=(g* )2)

seklinde tanimlanir. Burada "+" Hadamard ¢arpimini gosterir. [11]
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Tanimm 2.3.12 (R smifi): A smifinda
Re(f'(2))>0 (zeU)

sartin1 saglayan f (z) fonksiyonlarma R smifindandir denir. [14]

Univalentlik kriterlerinden en kolay ifade edilen ve ispatlananlardan biri asagidaki

Noshiro, Warschawski ve Wolff” un kriteridir:

o f fonksiyonu konveks bir D < C bélgesinde analitik ve her z e D i¢in Re f'(z)>0

ise f fonksiyonu D bolgesi lizerinde tinivalenttir.

Tamm 2.3.13 (S™(f) _smufi): 0< B <1 olmak iizere her z€U igin

kosulunu saglayan f .4 fonksiyonuna f —mertebeden yildizil fonksiyon ve bu

fonksiyonlarm olusurdugu sinifa da /8 — mertebeden yildizil fonksiyonlarm sinifi denir

ve S7(B) ile gosterilir. [14]

Tamim 2.3.14 (C(B) smifi): 0< B <1 olmak iizere her Zz€ U igin

kosulunu saglayan f e.A4 fonksiyonuna f. mertebeden konveks fonksiyon ve bu
fonksiyonlarm olusurdugu sinifa da /. mertebeden konveks fonksiyonlarin smifi denir
ve C(p) ile gosterilir. [14]

Subordinasyonu kullanarak S () ve ¢(p) fonksiyonlarini
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— #'(z) 1+(1-28)z
S(ﬂ)_{feA. f(z)< - ,0£ﬂ<1}

ve

C(ﬂ)={f ) <1+(1_2ﬂ)z,03ﬂ<1}
f'(z) 1-2

seklinde de yazabiliriz.

Ozel olarak, S"(0)=S" ve C(0) =C yazilir. Buradan da anlasildig iizere, S (f) = S°
ve C(B) < C dir.

Tanim 2.3.15: ¢:U —»C fonksiyonu ¢(0) =1, ¢'(0) >0, Re(p(z))>0 kosullarim
saglasm. Ayrica ¢(U) da reel eksene goére simetrik olsun. Bu kosullar1 saglayan

fonksiyonlar W smifindandir denilir. Bu durumda ¢ e W ise
p(2)=1+Bz+B,z*+... (zeU, B, €C)
seklinde Taylor agilimina sahiptir. [1]

Aymt W smifiile P siifi arasinda yakindan bir iligki vardir. Oyle ki; p,, p, € P ve

u, v:U - U, u(0) =v(0) =0 fonksiyonlar1 i¢in

1+u(2)
1-u(2)

p(2) = =1+CZ+C,2° +...

ve

1+v(2)
1-v(2)

p,(2) = =1+bz+b,z*+...

seklinde tanimlansin.
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Buradan,

_pl(z)-l_& 1 _&2 2
u(z) = pl(Z)+1_ > z+2(c2 )27 +...

ve
p(@)-1_b b
v(z) = 0. (D) + 1 2 (b )z +..
yazilir.
Boylece,
Blcl 1, .1,
p(u(z) =1+ 25 {2«:2 Z)Bl+4cB}
ve
L Bbo J1y B T |
o(V(2)) =1+ 5 z+{2(b2 2)Bl+4QB2}z +
elde edilir.

Tanim 2.3.16 (Ma-Minda Yildizil Fonksiyon): f .4 ve ¢ € W olsun. Her zeU i¢in

zf'(2)
f(2)

< (2)

kosulunu saglayan fonksiyonlara Ma-Minda Yildizil fonksiyon denir. Ma-Minda
Yildizil fonksiyon smnifi S™[¢] ile gosterilir. [1]

Ozel durumda,

S {W} =S (a) 0<a<])

yazilir.
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Tanim 2.3.17 (Ma-Minda Konveks Fonksiyon): f € A ve ¢ W olsun. Her zeU

igin,
1+ zf"(2)

ru)<¢ﬂ)

kosulunu saglayan fonksiyonlara Ma-Minda konveks fonksiyon denir. Ma-Minda

konveks fonksiyon smifi C[¢] ile gosterilir. [1]

Ozel durumda,

cFﬁi}:c\m CFiE@ZEE}:aa)@Sa<D
1-z 1

yazilir.

Tanim 2.3.18 (y—Mertebeden Ma-Minda Yildizil Fonksiyon): f e A ve peW

olsun. y e C/{0} olmak iizere her Z€U igin,

+i(ﬁxn

; fa)_q<¢u)

kosulunu saglayan fonksiyona » —kompleks mertebeden Ma-Minda yildizil fonksiyon

denilir. Bu fonksiyon smifi S'[y; ¢] ile gosterilir. [10]

Tanim 2.3.19 (y —Mertebeden Ma-Minda Konveks Fonksiyon): feA ve peW

olsun. y e C/ {0} olmak iizere her Z €U igin,

+1f5#9}<¢a)
r\ F'(2)
kosulunu saglayan fonksiyona y —kompleks mertebeden Ma-Minda konveks fonksiyon

denilir. Bu fonksiyon smift C[y; ¢] ile gosterilir. [10]
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Tanim 2.3.20 ()C(f) smnifi): 0< B <1 olmak iizere her z€U igin,

. zf'(z)j
e( 9 )"

kosulunu saglayan bir g €S’ fonksiyonu varsa bu durumda f .4 fonksiyonuna S —
mertebeden konvekse yakin fonksiyon ve bu fonksiyonlarin olusurdugu smifa da f—

mertebeden konvekse yakin fonksiyonlarin sinifi denir ve [C(f) ile gosterilir. [15]

Ozel olarak K(0)=K smifina konvekse yakin fonksiyonlarin smnifi bu smifa ait
fonksiyonlarada konvekse yakin fonksiyon denir. Yukaridaki smiflar arasinda

CcS cKcSc A igerme bagmtisi vardir.

Tanim 2.3.21: Analitik bir f fonksiyonunun Kkatsayilar1 yardimiyla tanimlanan

E(az,as)z‘%—aj‘ fonksiyoneline Fekete-Szegd fonksiyoneli denir. Genel olarak
Fekete-Szeg6 fonksiyoneli, x bir reel ya da kompleks sayr olmak iizere,
E(a,, a;; ,u)=‘a3— ,uazz‘ olarakta bilinmektedir. Bu fonksiyonelin bir iist smirinin

bulunmasi problemi analitik fonksiyonlar teorisinde Fekete-Szegd problemi olarak
bilinir. [12]

Fekete-Szego problemi ile ilgili asagidaki teorem bilinmektedir.

Teorem 2.3.22 (Fekete-Szegd problemi): Her f € S fonksiyonu igin,

—2u

‘as—;za22‘£1+2eE (0< u<])

esitsizligi yazilir. Bu siir [0, 1) arahgmndaki her 4 degeri i¢in kesindir. [11]
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu bolimde ilk olarak bi-iinivalent fonksiyonun tanimi ve seriye agilimi gibi bazi
Ozellikleri verildi. Akabinde, Pell-Lucas polinomunun tanimmdan ve bazi

ozelliklerinden bahsedilmistir.

3.1. Bi-Univalent Fonksiyonlarin Tanim ve Baz1 Ozellikleri

Bu baslik altinda bi-tinivalent fonksiyonun tanimi ve seriye agilimi gibi baz1 6zellikleri

verildi.

Tanmmim 3.1.1: Hem kendisi hem de tersi iinivalent olan fonksiyona bi-iinivalent

fonksiyon denir.

Bir f fonksiyonun tersi f ile gosterilirse,

f(f(2))=z

yazilir. Diger taraftan Koebe-Ceyrek teoremine gore her U diskinin f € S altinda
goriintiisii orijin merkezli % yarigcapli diski ihtiva ettigini biliyoruz. Boylece her f € S

fonksiyonu,

f(f(2))=2 (zeV)

ve

f(Fiw)=w, (|W|<r0(f), r(f)>

J

NP

olacak sekilde " tersine sahiptir.
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o0

Bu durumda f(2)=z+ Z:anzn €S almsa, f7(z)=z+ anzn olacagi agiktir. Bu

n=2 n=2

durumda,

F(E7w)= £ (w)+a,[ £ (w)] +a,[ F(w)] +...

n n n
=W+ Ezbnw +a{w+ Ezbnw } +a{w+ Ezbnw } +...
n= n= n=

=W+ (a, +b,)W* + (b, + 2a,b, + a, )W’ + (b, + 2a,b, + a,b,* +3ab, + a,)w’ +...
=W

seklinde olur. Buradan karsilikli W nin ayn1 dereceli kuvvetlerinin katsayilar1 esitlenirse

a, ile b, ler arasinda,

a+b,=0=b,=-a,
b, +2ab, +a,=0=b, =2a’ - a,
b, +2a,b, +a,b,” +3ab, +a, =0=b, = -5a; +5a,a, —a,

seklinde bagintilar elde edilir.
Boylece,

fH(w)=w-aw +(2a22 —as)w3 —(5a§ —5a,a, +a4)W4 +... 3.1)

olarak yazilir. Buradan f(z)e.A oldugu goriilmektedir. Yalniz sunu soylemekte

fayda vardir her f(z)eS icin f(2) €S olmayabilir.

Ornegin; f (z) = a ZZ)Z =z+y nz"
- n=2

Koebe fonsiyonunu goz oniine alalim.

Bu fonksiyonun tersi i¢in son esitlikteki f Tin ac¢ilimi kullanilirsa,
Yy
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fY(z)=2z-22°+52°-14z" + ...

oldugu goriiliir. Yine f(z) e S smifina ait fonksiyonlar igin |a, | <n oldugu bilgisinden
yola ¢ikarak |an| £n ise f(z)¢S oldugunu sdyleyebiliriz. Dolayisiyla Koebe
fonksiyonun tersinin katsayilarina bakildiginda 6rnegin {igiincii katsay1 igin |b3| =5£3

oldugundan S smnifina ait olamaz. Bu durum diger katsayilar i¢in de gegerlidir.

Bundan sonra S smifinda bi-iinivalent fonksiyonlarmn olusturdugu smifini A ile

gosterecegiz. Yani,
A={feS:vzeU icinf(2) eS|

seklinde yazilir.

A sinifindan fonksiyonlara 6rnek olarak,

z
f,(z) =—

f,(z)=—log(1-z)

f(2) :%mgﬁij

fonksiyonlarmi verebiliriz.

Buna ragmen,

Z
gl(Z)Zm
Z2
92(2)—2—?
Z
g3(Z) = 1_ 22

fonksiyonlart A smifina ait degildir.
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3.2. Pell-Lucas Polinomu ve Ozellikleri

Bu kisimda [2,3] lisansiisti tezlerinden faydalanarak Pell-Lucas sayilarmin

genellestirilmesi olan Pell-Lucas Polinomunun tanimint ve bu polinomun 6zellikleri

verilecektir. Pell-Lucas polinomunu kisaca Q, (X) ile gdsterecegiz.

Tamm 3.2.1: Bir dizide bir terim kendinden dnceki terimler araciligi ile hesaplaniyorsa,

bu diziye rekirans (tekrarlama, indirgeme) dizisi denir. Bu terimi hesaplarken

kullanilan bagmntiya ise rekirans bagmzis: denir. [46]
Tamm 3.2.2: Vn>k, sabit a;(0< j <k-1) ve a, #0 katsayilar1 igin,

un = ak—lun—l + ak—2un—2 +eeet a1un—k+1 + aOun—k (32)

esitligini saglayan (u,) dizisine k. dereceden homojen lineer rekiirans dizi denir.
Buradaki esitlige ise k. dereceden homojen lineer rekiirans baginz: denir. Bu dizinin
Ugs Uy, ==+, U, biciminde olan Kk terimine (u,) dizisinin baslangic kosullar: denir.

[25,46]
Tanmim 3.2.3: (3.2) esitligindeki gibi tanimli olan (U,) dizisi igin,

p(x) =x —a_x"'—a_,x*—--—ax—a, (3.3)
polinomuna (u,) dizisinin karakteristik polinomu denir. [46]

Tamm 3.2.4: p(x)=x“—a,_,x'—a_,x**—---—ax—a, =0 denklemine (u,) dizisinin

karakteristik denklemi denir. [46]
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Tanim 3.2.5: p(x) polinomunun kokleri b,b,,...b, €eC  olmak iizere,

Vi, je{1,2,...k} icin, by #b; ise u, =clo’ +c,0) +---+c by olacak sekilde C;,C,,...,C,
sabitleri vardir. Bu esitlik baslangi¢ kosullar1 i¢in yerine yazilip elde edilen denklem

sisteminden ¢, C,, ..., C, bilinmeyenleri bulunur. Boylece elde edilen karakteristik

polinomunun kdokleri ve U, arasindaki esitlige  reklrans bagintimin ¢oziimii  denir.

[46]
Tamim 3.2.6: (U,) dizisinin terimleri kullanilarak tanimlanan,
G(X) =Uyx° +ux" +U,x* +u3x3+---:iZ::uixi (3.4)
serisine (u,) disizinin tretec fonksiyonu denir. [25,46]
Tanim 3.2.7 (Lucas Sayilar): L, =2, L =1 baslangi¢ kosullar1 ve VN >2 igin,

L, =2L,+L,,
indirgeme bagntisi ile tanimlidir.

Tanim 3.2.8 (Pell Sayilari): P, =0, P, =1 baglangi¢ kosullar1 ve YN >2 igin,

P=2P ,+P,

indirgeme bagintisi ile tanimhdir.

Tanim 3.2.9 (Pell-Lucas Sayilar1): Q, =2, Q, =2 baglangi¢ kosullar1 ve ¥Nn>2 igin,

Qn = 2Qn—l +Qn—2

indirgeme bagintis1 ile tanimlidur.
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Tablo 1: Lucas, Pell ve Pell-Lucas Say: Dizilerinin Ilk 10 Terimi.

n L, P Q,
1 1 1 2

2 3 2 6

3 4 5 14
4 7 12 34
5 11 29 82
6 18 70 198
7 29 169 478
8 47 408 1154
9 76 985 2786
10 123 2378 6726

3.3. Rekiirans Bagintiya Sahip Polinomlar

Literatiirde farkli bicimlerde tanimlanan polinom smiflar1 mevcuttur. Tekrarlama
bagintis1 yardimiyla tanimlanan birgok polinom smifi vardir. Bu polinom smiflarinin
ortaya ¢ikisinda Fibonacci sayilar1 ve tekrarlama bagintisi temel hareket noktasi
olmustur. Farkli baslangi¢ kosullar1 ve farkli tekrarlama bagmntis1 yardimi ile ¢esitli

polinom siniflar1 elde edilir. Bunlar Lucas polinomlari, Pell polinomlar1 ve Pell-Lucas

polinomlaridir. Bu polinomlar sirast ile; L, (X), P,(X) ve QX ile gosterilir.

Tanim 3.3.1 (Lucas Polinomu): M. Bicknell tarafindan, 1970 yilinda tanimlanan Lucas

polinomlari;

L(x)=2, L(X)=x (3.3)
olmak tizere,
L, () =xL,,(x) +L,,(x); n22 (3.4)

indirgeme bagmtisi ile tanimlanir. [25]
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Tanim 3.3.2 (Pell Polinomu):

R00=0, R()=1
olmak tizere,

P (x)=2xP_,(X)+P_,(x); n>2

indirgeme bagintisi ile tanimlanir. [19]

Tanim 3.3.3 (Pell-Lucas Polinomu):

Q(¥) =2, Q,(x) =2x
olmak tizere,

Q,(¥) =2xQ, 4 (X) +Q, ,(x); n>2

indirgeme bagintisi ile tanimlanir. [19]

Bu polinom siniflarinin ilk 10 tiyesi asagidaki gibidir. [25,26]

Tablo 2: Lucas polinomunun ilk 10 tiyesi.

n L. (x)

1 X

2 X2 +2

3 x® +3x

4 X +4x% +2

5 x® +5x° +5x

6 X2 +6x* +9x% +2

! X +7x° +14x% +7x

8 X8 +8x° +20x* +16X2 +2
9 X2 +9x" +27x° +30x° +9x
101 X 4+10x® +35x° +50x* +25x% + 2

34

(3.5)

(3.6)



Tablo 3: Pell ve Pell-Lucas polinomlarinmn ilk 10 iiyesi.

" P.(0) Q,(9)

1 1 2X

? 2X 4% +2

3 4x* +1 8x° +6X

4 8x° +4x 16x* +16x% +2

> 16x* +12x% +1 32x° +40x° +10x

° 35x° +32%° + 6x 64x° +96x* +63x° +2

! 64x° +80x* +24x* +1 128x" +224x° +112x° +14x

8 128x" +192x° +80x® +8x 256x% +512x° +320x" +64x> +2

S 256x°% +448x° + 240x* +40x +1 512x° +1152x" +864x° + 240x> +18x
101 512x° +1024x" +672x° +160x° +10x | 1024x™ +2560x° +2240x° +800x* +100x* + 2

Uyari 3.3.4: Polinom smiflar1 ile kendi say1 dizileri arasinda ¢ok giiclii bir bag vardir.

Her bir polinom sinifi ayn1 isme sahip say1 dizisi ile dogrudan baglantilidir.

L,(x), P,(xX) ve Q,(X) polinomlar: siiflarinda X =1 alindiginda;

L@ =L,
P(1)=P,
Q@) =Q,

elde edilir. [19, 25]

Uyar1 3.3.5: Lucas, Pell ve Pell-Lucas say1 dizileri ile polinomlarmin tanimini negatif

alt indisleri de kapsayacak bigimde genisletmek miimkiindiir. Bu sekilde yapilan

tanimlamada asagidaki esitlikler gegerlidir. [19, 25]

L, =(-D)"L, ,nx1

P =(-D"™P ,nx1

Q,=(-D"Q, ,nx1
L.(X)=C-D"L,(x ,n>1
P.(X)=-)"P(x) ,n>1
Q.(¥=(-D"Q,(x) ,nxl
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3.4. Pell ve Pell-Lucas Polinomlarinin Urete¢c Fonksiyonlari

Bu boliimde Pell ve Pell-Lucas polinomlarmnin iireteg fonksiyonlar1 verilecektir. Ureteg
fonksiyonlar1 sabit katsayili homojen lineer indirgeme bagintilarinin ¢éziimiinde dnemli
rol oynar. 1718 yilinda Fransiz matematik¢i Abraham De Moivre (1667-1754)
Fibonacci indirgeme bagmtisint ¢dzmek i¢in iirete¢ fonksiyonlarmi bulmustur.

[24,42,43]
Teorem 3.4.1: P, (X), n. Pell polinomu olmak iizere P,(X) igin iireteg fonksiyonu,

1

PO D =1

dir.

Ispat: P,(X) icin iireteg fonksiyonu,

P(X t) Z +1(X)t
olsun

P(X t) Z +1(X)t _P(X)+z +1(X)t

esitliginde (3.5) Pell polinomu indirgeme bagmtis1 géz oniine alnirsa,

SRR AT L HO

tn:l n=0
1 1[
2X

—~ |

i n 1(X)tn _tz 1(X)t :|

n=2
1
t

E (P(x,t) —1-2xt) —tP(x,t)}

N
><|"

(i n-*—l(X)tn _1_2XtJ Z n+1(X)tn:|

RO
><|H

esitligi elde edilir.
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Gerekli diizenlemeler yapilirsa P,(X) igin iireteg fonksiyonu;

1

PO D=1

olarak bulunur.
Teorem 3.4.2: Q,(X), n. Pell-Lucas polinomu olmak iizere Q, (X) iirete¢ fonksiyonu,

2X+ 2t

QU D=1 v

dir.
Ispat: Q,(X) igin iireteg fonksiyonu,
Q(X, ) =>.Q,.,(x) t?
n=0

olsun.

QX 1) =2 Q. () t"=Q )+ > Q. () t"
n=0 n=0
esitliginde (3.6) Pell-Lucas polinomu indirgeme bagintis1 géz Oniine alinirsa,

Q(Xv t) = 2X + %{%EQMZ(X)‘:MI - iQn+l(X)tn+li|

- Zx%{%i%(x)t" —tiom(x)t”}

= 2X‘|‘2i %(ZQnﬂtn _ZX_(4X2 +2)t):|_tZQ”+ltn
n=0 n=0

X

=2X +2i %(Q(x,t) —2X—(4x* + 2)t)} —tQ(x,1)
X -
esitligi elde edilir.
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Gerekli diizenlemeler yapilirsa Q, (X) iireteg fonksiyonu;

2X+ 2t

R e

olarak bulunur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, asagidaki bigimde tanimlamis oldugumuz R (5, 7,0,X) smifi igin elde

edilen sonuglar ispatlariyla birlikte verilmistir.

Tamim 4.1: Asagidaki kosullar yerine getirildiginde, formun R (8,7,0,X)

fonksiyonlar1 y>1, 6 >0, ﬁe@/{O} ve Z, WeA, icin feA smifina ait ve

g(w) = (W) icin,

;‘3{( y)——= f (Z) +yf'(2)+062f"(2) —1} <G{L,1, (0} (2)-1 (4.1)
ve

l+£{(1—y)w+yg’(w)+5zg”(w)—l} <G{Ly, 1, (¥)} (W) -1. (4.2)
B w "

sartlar1 saglanirsa f () fonksiyonu R;(f,7,9,X) smifina aittir denir. Burada,

G0y (2 )_1 22)5):2 ni;'—zx,l,n(x)zn
ve

Loro () =2, Lyyy, () =2X, Ly, , () =4x"+2 ..
dir.

Bu kisimda, alt simif Rg(f,7,0,X) igin katsayr tahminleri ve Fekete-Szegd esitsizligi

elde ediyoruz.

Teorem 4.2: (2.2) ile verilen fonksiyon f € R (f,7,0,X) smifindan olsun.

Bu durumda,
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|a2| < 2|X||ﬁ|\/m (4.3)

\ﬂ4x2ﬂ(1+ 2 +65) (4% +2) L+ 7+ 25Y|

gl 4
142y +66 (A+y+25)° (4.4)

|| <

dir.

Ispat: f(z)eRg(f,7,0,X) olsun. Tanim 4.1°den 6yle U Ve V analitik fonksiyonlar1

vardir Ki

u(0)=0; v(0)=0, |u(z)|<1ve |v(w)|<1l (Vz, weA)

olacak sekilde yazilabilir.

Buradan,
1] f(2) , y
1+E - y)T+ 7 t'(2) + ozt (z)—q:G{Lmn(x)}u(z)—l (4.5)
ve
1+1_(1—y)M+yg'(w>+6wg"(w>—1} GlL, W1 (@6)
Bl w -
yazilabilir.
Buna denk olarak,
1+%{(1—7/)¥+7/f "(2)+ 512t "(2) —1} =1+2xu,2 +[2xu2 +(4x% + 2)u12] 7% (4.7)

ve

1+%{(1—7) % +70'(W) + 529" (W) —1} — 14 200w+ [ 200, + (A + 22 [P+ (4.8)
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olur. (4.7) ve (4.8) esitliklerinden,

1+%[(1—7/)¥+7/f "(2) +52f"(2) —1} =1+2xt,2 +[2th +(4%% + 2)tf] 2+
ve

1+%|:(1_7/)_g$\0 +79'(W)+5Zg”(W)—1:| =1+ 2X51W+[2XSZ +(4X2 +2)512]W2 Y.

elde edilir. Burada z,weU i¢in ve ne N olmak iizere,

u(z)=>t,z" ve v(w)=> s w"
n=1 n=1

oldugu bilinmektedir. O halde
It,|<1ve |s,|<1 (neN)
dir. Boylece, (4.9) ve (4.10) deki denklemlerin katsayilarini karsilastirdigimizda,

(1+7/+25

7 jaz =2xt,
(WJ% = 2Xt, + (4x* + )t}

_Maz — 2XSl

ve

(1+2y+60) (24 -

5 a,) = 2xs, + (4x* +2)s;
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elde edilir. (4.13) ve (4.15) denklemlerinden,

t, =-s, (4.17)
ve
2 _ 4X2ﬂ2 2, 2
%= 2(L+y +25)° G +s) (418)

esitlikleri yazilir. Ayrica (4.14) ve (4.16) esitliklerini taraf tarafa toplayarak,

Waﬁ =2X(t,+5,)+(4%* +2) (7 +57) (4.19)
denklemi elde edilir. Buradan (4.19) esitliginde (4.18) ifadesi yerine yazilarak, gerekli

islemler yapildiginda sunu elde ederiz,

3 2
T p— 8x° B (t, +282) : (4.20)
8X*B(L+2y +63) - 2(4X* +2) (1+y +25)

Bu durumda (4.20) denkleminde [t,|<1 |s,|<1 ve |t,+S,|<|t,|+|s,| esitsizlikleri

yerine yazilarak,

e 21742 (a.21)

\/‘4x2ﬂ(1+ 2y +60) —(4x2 + 2) (L+y+ 25)2‘

esitsizligi elde edilir. Ayrica, (4.14) esitliginden (4.16) esitligi ¢ikarilarak islemlere

devam edildiginde sunu elde ederiz,

2[1+ 2y +60

5 j(ae—a§)=2x(t2—sz)+(4x2+2)(tf—sf)
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_ ZX,B(tz _Sz) +a2

= 4.22
2(1+2y+65) ° (4.22)
ve
_ 202042, o2
21+2y+60) 2(1+y+20)
bulunur. Son olarak (4.23) esitliginde (4.17) ve (4.18) esitlikleri kullanilarak,
2 2 02
2, < 14 LM (4.24)

1+2y+66 (A+y+25)°

esitsizligi elde edilir. Boylece, Teorem 4.2°nin ispati tamamlanmis olur.
Teorem 4.2 de S,y ve § parametrelerinin 6zel degerleri i¢in asagidaki sonuglar elde

edilir.

Sonug 4.3: f eR; (10,5, x) olsun. O zaman,

< 2|x|1[2|x|
| <

\/‘4x2 (1+65) - (4% +2) 1+ 26)

ve

2, 4|

<
2 < 1465  (1+25)

dir.
Sonug 4.4: f eR;(L,0,X) olsun.

O zaman,

< 2|x|ﬂ/2|x|
| <

Jacar2n (4 +2)as
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ve

b 4

<
|a3| 142y (L+ 7/)2

dir.

Sonug 4.5: f(z) eR;(L0, 5,X) smifindan olsun. O halde,

P 2|x|1[2|x|
| <

\/‘4x2 (1+65) - (4% +2) 1+ 26)

2)x 4|
+
1+65 (1+25)°

jag| <
dir.

Simdide f(z)eRs(5,7,0,X) smifiigin Fekete-Szegd esitsizligini verelim.

Teorem 4.6: (2.2) ile verilen f(z) fonksiyonu R (f,7,9,X) smifindan olsun. Bu

durumda, u€R igin

2(1-1)X°B
4% B(L+ 2y +65) — (4> +2)(L+y +25)°

F(/J,ﬂ,%d,X)Z

olmak tizere,
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241 1A
Bt | Lt O <|F <=
1427 +60' o< (ﬂ’ﬂ'7'5'X)|<2(1+2;/+65)
8, - e < (4.25)
ki
4IX||F (u, B,7,6,%), |F (1, B,7,6,%)|2 2052769)

olur.

Ispat: (4.22) ve (4.20) esitliklerinden,

a2 2xp 8(L- )X’
%~ HE, {2(1+27/+6(5)+ 2[4x2,3(1+2;/+65)(4x2+2)(1+;/+25)2]]t2

. 8(1— u)x*p* 2B S (4.26.)
24X p(L+27 +65) - (4x° +2) L+ 7 +25)° | 2(L+27+60) |

A A7 . B
_p(x){(F(ﬂ’ﬂ’y'ﬁ’XH2(1+2y+65)jt2+[F(ﬂ'ﬁ'm'x) 2(1+2y+65)j52}

elde edilir. Burada,

_ 20L-p)X°p
Flufrox)= 4%° B(L+2y +65) - (4%° +2)(L+y +20)’ (4.27)

olarak almmwsa ve L, (X)=p(x)#0, L ,(X)=p*(x)+2q(x) esitlikleri yerine

yazilirsa,
2x|14] 1A
_— 0<|F(u, B,7,0,X)| € ————
1427 +6 Flufr-0.%) 2(L+ 2+ 60)
-2 < (4.28)
A
4 F s M /Uy ] F yMa /Uy = .
X||F (. 87,6, )| | (ﬂﬂ75x)|>2(1+2}/+65)
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seklinde bulunur. Boylece, Teorem 4.6’nin ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 4.6 da f,y ve & parametrelerinin 6zel degerleri igin asagidaki sonuglar elde
edilir.

Sonug 4.7: f eR;(L,0,06,X) ve e R olsun. Bu durumda,

21— p)x?
F(,1,0,8,X) =
w ) 4x* (1+65) - (4%* +2) 1+ 25)°
olmak tizere,
2|x| 1
Ao OSF ,1,0,5, <
1+ 606 Fu | 2(1+65)
|, — ua| <
1
4|X||F (1,1,0, 5, X)|, F(,1,0,5,X)|>
IX||F (u X)) |F(u X)| 201 63)

dir.

Sonug 4.8: f eR,(1,7,0,X) ve xeR olsun. Bu durumda,

2(1— )X
4x* (1+2y) - (4% +2) 0+ y)?

F(u,1,7,0,x) =

olmak tzere,
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|X| ()<|F(lu17/0x)|<
I+ !7/, - ) il ] ) _ ( }/)
A ' 3Ly )O, 2
|X|| (u 7,0 X)| || (/l 1 /4 X)| 2(1+2]/)

dir.

Sonug 4.9: f(z)eR;(A,LLX) smifindan olsun. Bu durumda, pgeR igin ve

y=1ve 6=1 yazilirsa,

_ 1-w)X’B
) 4 (ox°p—8(ax +2))

olmak iizere,

2|X
|91|ﬂ|’ 0<|F(u .11, x)|s%
la, — 2| <
41X||F (1, 8,11 X)), IF (. B,11, x)|z@

18

olur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Tez ¢aliymasinda oncelikli olarak bi-iinivalent fonksiyonlarin tanimi ve seriye agilimi

gibi baz1 6zellikleri verilmistir.

Daha sonra Pell-Lucas polinomlar1 yardimi ile bi-inivalent fonksiyonlarin yeni bir

Re(B,7,6,X) alt smifi tanimlanmus ve Ry (f,7,0,X) smifina ait fonksiyonlar igin |a, |

ve |a,|katsay1 esitsizlikleri elde edilmistir. Ayrica, Fekete-Szegd problemi olarak

bilinen ‘as - ,uazz‘ fonksiyoneli i¢in bir iist smir bulunmustur.

Yapilan bu ¢alismada R (f,7,0,X) smifi ile elde edilen sonuglar parametrelerin 6zel

durumlari i¢in incelenmistir.
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