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Bu tez caligmasinda sistem denklemlerinin ¢oklu zaman gecikmeleri icerdigi ve sistem
matrislerinin normlarinin sinirhh oldugu Hopfield yapay sinir agi modellerinin robust
kararlilik analizi gergeklestirilecektir. Bu tezin ana amaci, belirsizlik iceren sistem
matrislerinin normlar1 i¢in alternatif yontemler kullanilarak Hopfield yapay sinir agi
modellerinin robust kararlilik analizinde yeni yeterli kosullar elde etmektir. Bu tez
calismasinda elde edilecek kararlilik kogullart iki asamada gergeklenecektir. Birinci
asamada, Homomorfizm teoremleri kullanilarak ¢oklu zaman gecikmeli Hopfield yapay
sinir aglarinin denge noktasinin varli§1 ve tekligini, gecikme parametrelerinden bagimsiz
olarak saglayan yeni yeterli kosullar elde edilecektir. Ikinci asamada ise, Lyapunov
kararlilik teoremleri yardimiyla, denge noktasinin varligimi ve tekligini saglayan kosullarin
aynt zamanda sistemin denge noktasinin global asimptotik kararliligimi da sagladigi
gosterilecektir. Bu tez kapsaminda, coklu zaman gecikmeli Hopfield yapay sinir aglari i¢in
elde edilecek olan global robust kararlilik kosullari, sayisal 6rnekler kullanilarak daha 6nce
literatiirde yayinlanmis olan benzer kararlilik sonuglari ile karsilastirilacaktr.

Ocak 2023, [X+65 sayfa.

Anahtar kelimeler: Zaman Gecikmeli Yapay Sinir Aglari, Robust Kararlilik Analizi,
Lyapunov Teoremleri, Matris Teorisi, Lipschitz Fonsiyonlari
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In this thesis, robust stability analysis of Hopfield artificial neural network models will
be performed where the system equations with multiple time delays and the norms of the
system matrices are bounded. The main purpose of this thesis is to obtain new sufficient
conditions for robust stability analysis of Hopfield artificial neural network models by using
alternative methods for the norms of system matrices containing uncertainty. The stability
conditions to be obtained in this thesis will be realized in two stages. In the first step, by
using Homomorphism theorems, new sufficient conditions will be obtained that ensure the
existence and uniqueness of the equilibrium point of multiple time-delayed Hopfield artificial
neural networks independently of the delay parameters. In the second stage, with the help of
Lyapunov stability theorems, it will be shown that the conditions that ensure the existence
and uniqueness of the equilibrium point also ensure the global asymptomatic stability of the
equilibrium point of the system. In this thesis, global robust stability conditions for multiple
time delay Hopfield artificial neural networks will be compared with similar stability results
previously published in the literature using numerical examples.

Ocak 2023, IX+65 pages.

Keywords: Time Delayed Neural Networks, Robust Stability Analysis, Lyapunov
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1. GIRIS

Yapay sinir aglari, beynin 6nemli 6zelliklerinden olan, 6grenerek yeni bilgilere ulasabilme
ve kesfetme yetenegine sahip bilgisayar sistemleridir ve biyolojik noron hiicrelerinden
etkilenerek gelistirilmistir. Gergek hayatta, miithendislikte, tip alaninda ve daha bir¢ok alanda
problemlerin ¢oziimiinde dinamik yapay sinir ag1 sistemleri yaygin olarak kullanilmaktadir.
Bir yapay sinir ag1 modeli lineer olmayan diferansiyel denklemler yardimiyla bir dinamik
sistem olarak ifade edilebilir ve dinamik sistemler, geometrik uzayda bir noktanin zaman
degiskenine bagli durumunu tasvir eder. Yapay sinir aglarinin donanimsal gerceklenmesi
esnasinda ya da dig faktorler nedeniyle olusabilecek sapmalar, yapay sinir aginin dinamik
davranisimi ve dolayisiyla da kararliligini dogrudan etkiler. Yapay sinir aginin kullanildigi
alanlarda ¢cogu zaman kararli durumda olmas: istenir, bu nedenle bir yapay sinir agi icin
kararlilik 6nemlidir. Dinamik yapay sinir sisteminin kararlilif1, yoriingelerin matematiksel
modellemedeki giris degerleri ile bu diferansiyel denklemin c¢oziimlerinin gelecekte
birbirlerine yakin kalmasini garanti edebilmesidir. Ancak bu dinamik sistemin bir girise
cevab1 daimi olarak artiyor ise sistem kararsiz olarak adlandirilir. Kararsiz durumda olan
bir dinamik sistemde doyma olmaz ya da sistemin ¢alismasi durdurulmazsa, sonunda tahrip

olabilir.

Yapay sinir aglari, insan beynindeki sinir hiicrelerinin ve bu hiicrelerin birbirleriyle kurdugu
sinaptik baglarin elektronik bir modele doniistiiriilmesidir. Beyindeki sinir hiicreleri farkli
bicimlerde birbirleriyle baglanti kurarak aglar olusturur ve bu aglar 6grenme, hatirlama,
genelleme ve alman verilerden sonu¢ cikarabilme yetenegine sahiptir. Biyolojik ndron
hiicrelerinde, hiicreye gelen sinyaller sinapslar araciligiyla dentrite gider, dentrite gelen
sinyaller, akson kisminda toplanir ve aksonlar araciligiyla diger ndronlara uyar1 sinyali
gonderir. Buna benzer bicimde yapay sinir hiicreleri, hiicreye gelen verileri bir toplama
fonksiyonu araciligiyla toplar ve daha sonra bu verileri aktivasyon fonksiyonundan gegcirerek
bir ¢cikt1 iiretip ag baglantilar1 yoluyla diger yapay sinir hiicrelerine gonderir. Baz1 durumlarda
kompleks problemlere ¢o6ziim bulmak oldukg¢a giic olmaktadir. Bu durumlarda yapay sinir
aglar insanin 6grenme, gézlemleme ve sonug¢ ¢ikarma gibi dogal yeteneklerini kullanarak

problemlere ¢oziim iiretir.



Yapay sinir aglari, siniflandirma, Oriintii tanima, boyut indirgeme, yapilandirilmis tahmin,
makine cevirisi, anomali tespiti, gorsellestirme ve benzeri gibi problemlerin ¢oziimiinde
cok popiiler ve kullamigli bir ara¢ haline gelmistir. Bu yeteneklere sahip olmasi,
yapay sinir aglarimin bir¢ok alanda kullanilmasini miimkiin kilmaktadir. Teknolojinin
gelismesi ve ihtiyacin artmasi, yapay sinir ag1 modellerinin gelisip ve cesitlenmesine
sebep olmustur. Bunlardan bazilari Cohen-Grossberg, Hiicresel, Notral ve Hopfield
yapay sinir agr modelleridir. Bu modeller, igerdikleri zaman gecikmelerinin cesitleri,
noronlar arasindaki baglanti bicimi ve katman sayist gibi mimari farkliliklarina gore
ayrica yakinsama hizim1 ayarlamak i¢in kullanilan kuvvetlendirici fonksiyon ve farkli
davranig fonksiyonu tercihlerine gore de birbirlerinden ayrilmaktadir. Bu ayrisimdan
dolay1, farkli dinamik sinir ag1 modellerinin denge noktalarinin varlik, teklik analizi
ve aymi zamanda kararlilik analizi de farkli olmaktadir. Yapay sinir aginin gosterecegi
dinamik davranis, kullanilanacag: problem yapisina gore degisiklik gostermetedir. Ornek
olarak, optimizasyon ve ¢agristmli bellek problemlerini gbz 6niinde bulundurdugumuzda,
optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde kullanilacak yapay sinir aginin, denge noktasinin
tek bir degere yakinsiyor olmasi istenir, fakat ¢agristmli bellek problemlerinin ¢oziimiinde
kullanilacak yapay sinir aginin, daha cok veri saklama olanagina sahip olmasi i¢in birden

cok denge noktasinin olmasi istenir.

Insan beyninin calisma sekli ve yetenekleri uzun yillar boyunca arastirmalara konu olmustur
ve teknolojinin gelismesiyle kompleks problemlere c¢oziimler iiretebilecek sistemler
olusturma ihtiyaci1 artmistir. Beyinle iligili yapilan calismalarin bilimsel eserleri ilk defa
1890 yillarinda ortaya konulmus olsa da miihendislik anlaminda degerli caligmalar 1940’11
yillardan sonra yapilmistir. Yapay sinir aglarinin ilk modeli Warren McCulloch ve Walter
Pitts tarafindan 1943 yilinda ortaya atilmistir. Bu matematiksel model, insan beyninin
yapist ve isleyisinden esinlenerek, beynin biyolojik yapisinin elektronik devre seklinde
modellenmesiyle olusturulmustur. 1982 yilinda John Joseph Hopfield tarafindan gelistirilen
model ise, yapay sinir aglarinin temel modeli olarak kabul edilir. Hopfield, simetrik
baglant1 matrislerinin var olmasi kosuluna dayanan bu dinamik yapay sinir ag1 icin pozitif
bir Lyapunov fonksiyonu onermistir ve onerdigi Lyapunov fonksiyonunun zamana gore
tirevinin negatif degere sahip oldugunu, yani dolayisiyla sistemin global kararliligini
ispatlamistir. Hopfield yapay sinir agindakinden farkli olarak, Cohen ve Grossberg’in

1987 yilinda yaptig1 bir calismada, baglanti matrislerinin simetrik matris olma kosulunu



saglamasinin, denge noktasinin kararlt oldugu sonucuna ulagsmak i¢in gerek kosul olmadig1
gosterilmigtir. Diger yapay sinir ag1 modellerinden farkli olarak, Cohen-Grossberg yapay
sinir ag1 modelinde agin denge noktasinin yakinsama hizin1 kontrol etmek amaciyla
kullanilan kuvvetlendirici fonksiyon bulunmaktadir. Ayni1 zamanda, Cohen-Grossberg yapay
sinir aglari, sistemin kararl1 davranis sergileyen denge noktalarin1 durum uzayinda uygun
yerlere konumlandirmamiza yarayan bir davranis fonksiyonu bulundurur. Dolayisiyla,
Hopfield yapay sinir ag1 modeli, Cohen-Grossberg yapay sinir aglarinin bir 6zel durumu
olarak diisiiniilebilir. Ancak, 6zellikle robust anlamda sistemin denge noktasinin kararlilik
analizi gergeklestirlirken parametre belirsizlikleri iceren yapay sinir ag1 modelinde daha
fazla sayida parametre i¢in kisitlayici araliklar tanimlanabildiginden, Hopfield yapay sinir
ag1 modeli, Cohen-Grossberg yapay sinir ag1 modeline gore avantajlar icerebilmektedir.
Hiicresel sinir ag1 modeli ise ilk kez 1988°de, Leon Chua ve Lin Yang tarafindan onerilmistir.
Hiicresel sinir aglar1 diger yapay sinir aglarina benzer bir paralel bilgi islem paradigmasidir,
aralarindaki tek fark, hiicresel sinir aglarinda yalnizca komsu birimler arasinda iletisime izin

veriliyor olmasidir.

Bu tezde ele alacagimiz Hopfield yapay sinir aginin literatiirde ilk kullanilan modeli zaman
gecikmesi icermemektedir. Ancak yapay sinir aglarinda kullanilan noronlar bir elektronik
devre seklinde modellenebilir ve elektronik devre olarak modellendigi durumda modeldeki
kuvvetlendiricilerin sonlu anahtarlama hizindan dolay1 néronlar arasi etkilesimde zaman
gecikmeleri kacinilmaz hale gelir ve bu zaman gecikmleri agin kararhilifini etkiler. Olusan
bu zaman gecikmeleri osilasyonlara sebep olarak sistemin kararsizligina yol acabilir. Bazen,
zaman gecikmesinin hesaba katilmadig1 bir yapay sinir ag1 modeli kararli olabilirken, zaman
gecikmesi eklenen ayni modelin kararsiz oldugu sonucunu gozlemleyebiliriz. Dolayisiyla,
zaman gecikmesinin yapay sinir ag1 modeline eklenmesi ve bu parametreler géz Oniinde
bulundurularak kararlilik analizi yapilmas1 daha dogru sonuclara ulagilmasini saglamaktadir.
Hopfiled yapay sinir ag1 modeline, ilk olarak, tiim noronlar arasindaki gecikmenin ayni
oldugu kabul edilen, sabit bir zaman gecikmesi eklenmistir. Fakat noronlarin veri aligverisi
sirasindaki gecikmelerin tamaminin esit olmasi pratik olarak miimkiin olmadigindan bu ¢ok
gercekei bir yaklasim olamaz. Bu nedenle tek boyutlu ayrik zaman gecikmesinin eklendigi
bir diger model olusturulmustur. Bu modele eklenen zaman gecikmesi, her bir néron i¢in
bir say1 denk gelecek sekilde n elemani olan bir vektordiir. Ik yaklasima gore biraz daha

gercekei bir yaklasim olsa da en kesin sonuclara ulagsmak icin yeterli degildir. Son olarak her



noron cifti arasindaki gecikmenin farkli oldugu, iki boyutlu zaman gecikmesi iceren ¢oklu
zaman gecikmeli Hopfield yapay sinir aglar1 elde edilmistir. Burada gecikme n X n boyutlu
bir matris olarak ifade edilmistir ve yapay sinir aglarinin donanimsal yapisina en uygun

yaklagimdir.

Bir yapay sinir ag1 ne kadar fazla gecikme parametresi iceriyorsa, sinir aginin sahip oldugu
matematiksel model o kadar karmagiktir. Sabit ve ayrik zaman gecikmeli sinir aglarinda,
sinir aglarinin kararlilik analizinde lineer matris esitsizligi (LMI) yontemi kullanilabilir.
Dinamik sinir aglarinin LMI tabanh kararlilik analizi, literatiirde en yaygin olarak kullanilan
yontemlerden biridir. Bununla birlikte, coklu zaman gecikmeli bir sinir ag1 kullanildigi
durumda, lineer matris esitsizligi (LMI) yontemi genellikle sinir aglarinin kararlilif1 igin
yeterli kogullari tiiretemez. Dolayisiyla bu sorunun iistesinden gelebilmek ic¢in bazi alternatif
kararlilik analizi yontemleri ve teknikleri gelistirmemiz gerekir. Ancak bu teknik ve
yontemler ¢ok karmasik matematiksel manipiilasyonlar icerdiginden literatiirde ¢oklu zaman
gecikmesi iceren yapay sinir ag1 modellerinin kararlilik analizi iizerine ¢ok fazla calisma
bulunmamaktadir. Bu tez kapsaminda ¢oklu zaman gecikmesi iceren Hopfield yapay sinir
aglarinin robust kararlilik analizi gerceklestirilmis, literatiire 6nemli bir katki saglanmasi

hedeflenmistir.

Bir yapay sinir ag1 elektronik devre ile modellenirken, sistemin denge noktasinin kararlilik
analizinin gergeklestirilmesi i¢in zaman gecikmeleri ile birlikte giiriiltii gibi dis faktorler
sebebi ile olusabilecek parametre belirsizliklerinin de géz oniinde bulundurulmas: gerekir.
Dolayisiyla, ara baglanti matrisleri i¢in alt ve iist sinir matris kisitlar1 konularak sistemin
denge noktasi icin daha dayanikli bir kararlilik analizi gerceklestirilebilir. Ag parametreleri
tizerine getirilen bu kisitlamalar kullanilarak gerceklestirilen kararlilik analizi robust
kararlilik analizi olarak adlandirilir. Bu nedenle, dinamik sinir aglarinin bu tiir bozulmalara
kars1 robust kararliligi dikkate alinmalidir. Parametre belirsizlikleri altinda sinir aglarim
modellemek i¢in farkli yaklagimlar vardir. Bu belirsizlikleri, sinir sistemleri denklemlerine
yansitmak icin en yaygin olarak kullanilan yontem, sinirli ag parametrelerinin belirli bir
aralikta degistigini varsayarak olusturdugumuz aralik belirsizligidir. Bu baglamda, sinir
sistemlerinin sinirlandirilmig ara baglanti matrislerinin bazi iist simir normlarin1 bilmek
onemlidir. Bu tezde, sistem parametreleri i¢in yeni bir iist sinir normu tanimlanirken yeni
ve modifiye edilmis bir Lyapunov fonksiyonu yardimiyla Hopfield yapay sinir ag1 modelinin

denge noktasi i¢in robust kararlilik analizi gerceklestirilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu tezde, ¢oklu zaman gecikmeli Hopfield tipindeki yapay sinir ag1 modelinin denge noktasi
icin Lipschitz kosullarin1 saglayan aktivasyon fonksiyonlar1 kullanilarak robust kararlilik
analizi gerceklestirilmistir. Sinir aglarinin robust kararliliginin analizindeki temel problem,
sistemin sinirlandirilmis ara baglanti matrisleri i¢in iist sinir normunu bulmaktir. Ge¢mis
literatiirde, sinirlandirilmig ara baglanti matrisleri i¢in dort {ist sitnir normu bulunmus ve
bunlar, zaman gecikmeli sinir aglarinin robust kararlilig1 i¢in yeni yeterli kosullar tiiretmek
tizere basariyla uygulanmigtir. Bu tezin ana katkilarindan biri, sinir aglarinin parametre
belirsizligi belli bir aralikta tantmlanmis ara baglanti matrislerinin normu i¢in yeni bir iist
siirin tiiretilmesi ve modifiye edilmis, yeni Lyapunov fonksiyonu tanimlanmasi olacaktir.
Tanimlanan yeni Lyapunov fonksiyonu ve yeni iist sinir normu kullanilarak, Lyapunov
kararlilik teoremi ve homeomorfizm teoremi yardimiyla, coklu zaman gecikmesi igeren
Hopfield yapay sinir aginin denge noktasinin varlik, teklik analizi ve global robust asimptotik

kararlili81 i¢in esnek ve yeni yeterli kogsullar elde edilecektir.

Daha sonra, ¢oklu zaman gecikmeli Hopfield sinir ag1 modeli i¢in Onerilen robust
kararlilik kosullarinin bazi basit degistirilmis versiyonlarinin, coklu zaman gecikmesi iceren
Cohen-Grossberg yapay sinir aginin robust anlamda kararli olma kosullarint dogrudan
verdigi gosterilecektir. Ayrica, temel olarak tekil olmayan M-matris veya cebirsel esitsizlik
formlarinda olan, coklu zaman gecikme terimleri iceren yapay sinir ag1 modelinde
ve Lipschitz aktivasyon fonksiyonlar1 iizerinde daha once yayinlanmis robust kararlilik
aragtirma sonuglarinin kapsamli bir incelemesini yapilacaktir. Ozellikle, bu tezde elde edilen
robust kararlilik sonuclarinin, bu zaman gecikmeli sinir aglar icin daha once bildirilen

hemen hemen tiim robust kararlilik kosullarin1 genellestirdigi kanitlanmistir.



3. MALZEME VE YONTEM

Kullanacagimiz Hopfield yapay sinir ag1 modelinin kararlilik analizinde vektor ve matris
bilgisi biiylik bir onem tasimaktadir. Yapay sinir agimin kararlilik analizi aktivasyon
fonksiyonlarina ve ara baglanti matrislerine bazi kisitlar uygulanmasina dayanmaktadir.
Dolayisiyla bu boliimde, oncelikle sik¢a kullanacagimiz matris ve vektor normlari,
aktivasyon fonksiyonu smiflar1 ve ihtiyacimiz olabilecek bazi Oonemli matris siniflari
tanimlanacak ayrica bu matris siniflarina iliskin 6zellikler verilecektir. Daha sonra denge
noktasinin ve kararlilifin tanmimi yapilacak ve yapay sinir aglarinin denge noktasinin

kararlilik analizi gerceklestirilirken siklikla kullanilan bazi kararlilik teoremleri verilecektir.

3.1. MATRIS VE VEKTOR NORMLARI

T

m = (my,...,my)", R"de bir vektordiir. Bu vektoriin normu ||m/|| seklinde ifade edilir ve

Vm,k € R" ve Yoo € R skaler degeri igin ||m|| normu agagidaki dzellikleri saglar:

o ||m||>0vem=0=||m||=0.
¢ lm K[| < {lml] +[[k]-

* |lom|| = |ec|||ml].

Yukaridaki bilgiler dogrultusunda, n boyutlu m vektoriiniin norm fonksiyonlarindan biri

asagidaki gibi tamimlanir:

1
[mllp = (Ima|? + [maf? + -4 [ma|P)r - 1< p <o

Bu tezde kararhilik analizi yapilirken sik¢a kullanacagimiz ||ml|y, ||m||2 ve ||m||~ vektor



normlarini asagidaki gibi yazalabiliriz:

n
]y =) lmil
i=1

n
[lmlla =y} lmil®
i=1

[Im]|eo = max m;]
1<i<n

n

[Imllr = sz

i=1j=1

Bir Q = (gij)nxn matrisi i¢in norm asagidaki gibi ifade edilebilir:

||Qm|
1Ol = Supcrn a0 = SUP|ai|=1/@m|| = supyj, < ||Oml|
|[ml|

Yukaridaki genel norm tanimindan yola ¢ikarak ||Q||1, ||Q||2 ve ||Q]|-~ normlar su sekilde

yazilabilir:

|Q[|1 = max Z |9l

1<i<n

||Q||2 - [)“maX(QTQ)]l/2

1Q]]eo = max Z 141

1<i<n

3.1.1. Matris siniflari ve ozellikleri
Tammmlama 3.1.1.1
Q matrisi nxn boyuta sahip simetrik bir matris olsun. Q matrisi biitiin 6zdegerlerinin sifirdan

biiyiik olma kogulunu saghiyor ise (A (Q) > 0), Q matrisi pozitif tanimli bir matristir ve Q > 0
seklinde ifade edilir.



Tanimlama 3.1.1.2

Q matrisi nxn boyuta sahip simetrik bir matris olsun. Q matrisi baz1 6zdegerlerinin sifirdan
biiyiik, bazi 6zdegerlerinin de sifira esit olma kosulunu sagliyor ise Q matrisi pozitif

yaritanimli bir matristir ve Q > 0 seklinde ifade edilir.

Tanimlama 3.1.1.3

Q matrisi nxn boyuta sahip simetrik bir matris olsun. Q matrisi biitiin 6zdegerlerinin reel
kisminin sifirdan biiylik olma kosulunu sagliyor ise Q matrisi pozitif kararli bir matristir.
Ayrica pozitif kararlt matris olma 6zelligine sahip bir Q matrisi, H- kararli matris olarak

adlandirilir ve Q € H seklinde ifade edilir.

Tanimlama 3.1.1.4

Q matrisi nxn boyuta sahip bir matris olsun. Q matrisinin bazi1 6zdegerlerinin reel kisminin
sifirdan bilyiik, baz1 6zdegerlerinin reel kisminin da sifira esit olma kosulunu sagliyor ise Q
matrisi pozitif yarikararli bir matristir. Ayrica pozitif yarikararl bir matris olma 6zelligine

sahip bir Q matrisi H,- kararli matristir, ayn1 zamanda Q € H,, seklinde ifade edilir.

Tanimlama 3.1.1.5

gii > 0 ve g;j < 0 herhangi bir 0 = (g; j) formundaki Q matrisinin elemanlar1 olsun. Bu

durumda Q € Z, seklinde ifade edilir.

Tanimlama 3.1.1.6

Q € Z, ve aym1 zamanda Q pozitif kararli matris olma kosulunu sagliyorsa, Q matrisi tekil

olmayan M-matristir, Q € K seklinde ifade edilir.

Tanimlama 3.1.1.7

Q € Z, ve Q pozitif yarikararli matris olma kosulunu saghyorsa, Q, M-matristir, Q € Ky
seklinde ifade edilir.



Tanimlama 3.1.1.8

Q matrisi nxn boyuta sahip bir matris olsun. C = {c¢;;} seklinde ifade edilen matris Q

matrisinin kiyas matrisidir ve ¢; = g;i, ¢;j = —|q;j| olarak tanimlanir.
Tanimlama 3.1.1.9

Diyagonal elemanlar1 g;; > 0 seklinde verilen herhangi bir Q matrisinin kiyas matrisi olan
C matrisi, tekil olmayan M-matris olma kosulunu sagliyorsa, Q matrisi, tekil olmayan

H-matristir, Q € C seklinde ifade edilir.
Tanimlama 3.1.1.10

Diyagonal elemanlar g; > O seklinde verilen herhangi bir Q matrisinin kiyas matrisi olan
C matrisi, M-matris olma kosulunu saghyor ise, Q matrisi, H-matristir ve Q € Cy seklinde

ifade edilir.

Tanimlama 3.1.1.11

n X n boyuta sahip bir Q matrisinin elemanlar1 asagidaki esitsizligi sagliyorsa, bu durumda

0 matrisi, kesin kdsegen satir baskin matris olarak adlandirilir.

n
qii > Z |q,-j|, (i: 1,...,n)
Jj=1

J#i

Tanimlama 3.1.1.12

n X n boyuta sahip bir Q matrisinin elemanlar1 asagidaki esitsizligi sagliyorsa, bu durumda

Q matrisi, kosegen satir baskin matris olarak adlandirilir.

n

qii > Z |qu|7 (l: 17"'7”)
=
i
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Tanimlama 3.1.1.13

n X n boyuta sahip bir Q matrisinin elemanlar1 asagidaki esitsizligi sagliyorsa, bu durumda

QO matrisi, kesin kosegen siitun baskin matris olarak adlandirilir.

n

gi> Y lgjil, (i=1,2,...,n)
j=1
J#i

Tanimlama 3.1.1.14

n X n boyuta sahip bir Q matrisinin elemanlart asagidaki esitsizligi sagliyorsa, bu durumda

Q matrisi, kosegen siitun baskin matris olarak adlandirilir.

n

qi > Y lqjil, (i=1,2,...,n)
=1
j#i

3.2. AKTIVASYON FONKSIYONLARI

Bir aktivasyon fonksiyonu, agin verilerdeki karmagik kaliplart 6grenmesine yardimei olmak
icin yapay sinir agia eklenen bir fonksiyondur. Beynimizde bulunan noron temelli bir
modelle karsilastirildiginda, aktivasyon fonksiyonu bir sonraki ndrona neyin gonderilecegine
karar verir. Bir onceki hiicreden gelen ¢ikis sinyalini alir ve onu bir sonraki hiicreye girdi
olarak alinabilecek bir forma doniistiiriir. Aktivasyon fonksiyonunun en onemli 6zelligi
dogrulugu arttirmak icin sonuglara daha iyi uymasi amaciyla sinir agina dogrusal olmayan
ifade yetenegi kazandirmaktir. Farkli aktivasyon fonksiyonlarinin farkli sinir aglarinda
farkli performanslar1 vardir. Bu béliimde, genel olarak kullanilan aktivasyon fonksiyonlari

verilecektir.
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3.2.1. Smrh Aktivasyon Fonksiyonlari:

zi(x) bir aktivasyon fonksiyonu ve f;, pozitif sabitler olmak iizere, z;(x) aktivasyon

fonksiyonu asagidaki kosulu saglhyor ise,
zi(x)| < Bi, i=1,2,..,n

zi(x) fonksiyonu sinirhidir ve bu fonksiyonlari iceren kiime z € % seklinde ifade edilir.

3.2.2. Siirekli Artan, Tiirevi Stmirh Aktivasyon Fonksiyonlari:

zi(x) bir aktivasyon fonksiyonu, Vx,y € R iken x # y ve [; pozitif sabitler olmak iizere, z;(x)

aktivasyon fonksiyonu asagidaki kosulu sagliyor ise,

0< () ~ziy) <[ i=1,2,
X—=Yy

217

zi(x) siirekli artan, tiirevi sinirht bir aktivasyon fonksiyonudur ve yukaridaki kosula uyan
aktivasyon fonksiyonlarinin oldugu kiime z € .# seklinde ifade edilir. Bu tipteki aktivasyon
fonksiyonlarinin siirekli artan bir 6zellige sahip olmasi fazlasiyla sinirlayici bir durumdur.
Yapay sinir aglarinin kararlilik analizinde kullanilacak aktivasyon fonksiyonlarinin kiimesini
genis tutmak avantaj saglamaktadir. Daha genis bir kiimeye sahip olan aktivasyon fonksiyonu

bir sonraki tanimda verilecektir.

3.2.3. Azalmayan Tiirevi Stnirh Aktivasyon Fonksiyonlari:

Burada Vx,y € Riken x #y, W; pozitif sabitler ve z;(x) bir aktivasyon fonksiyonu olmak

iizere, bu aktivasyon fonksiyonu asagidaki kosulu sagliyor ise,

zi(x) — zi(y)
x—y

0<

< M, i=1,2,....,n,

zi(x) azalmayan, tiirevi sinirh bir aktivasyon fonksiyonudur ve yukaridaki kosula uyan
aktivasyon fonksiyonlarinin oldugu kiime z € % ile ifade edilir. Burada % sinifi, bir
onceki tanimda verilen . sinifindan daha genis bir kiimedir ¢iinkii daha fazla aktivasyon

fonksiyonu icermektedir. Fakat buna ragmen .# simifi monoton artandir. Bu kiimedeki
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aktivasyon fonksiyonlar1 artiyor olmasinin yaninda kesin olarak azalmayan fonksiyonlardir,
bu da, aktivasyon fonksiyonlarinin tiirevlerinin sifir ya da pozitif olabilecegi anlamina

gelmektedir.

3.2.4. Lipschitz Aktivasyon Fonksiyonlari

Burada Vx,y € Riken x #y, [; pozitif sabitler ve z;(x) bir aktivasyon fonksiyonu olmak

iizere, bu aktivasyon fonksiyonu asagidaki kosulu sagliyor ise,

zi(x) —zi(y)| < lijlx—y|, i=1,2,...,n,

zi(x) Lipschitz aktivasyon fonksiyonudur ve bu fonksiyonlarin oldugu kiime z € .Z seklinde

ifade edilir.

3.3. GENEL KARARLILIK TEOREMLERI

Kararlhilik, denge noktasina yeterince yakin bagslangic degerlerine sahip diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin gelecekte belirsiz miktarlarda birbirine yakin kalmasini garanti
edebilme Ozelligidir. Kararlilik teorisindeki ana fikirlerden biri, bir yoriingenin bozulmalar
altindaki nitel davraniginin, yoriingenin yakinindaki sistemin dogrusallastirilmasi
kullanilarak analiz edilebilmesidir. Bu tez calismasinda, lineer olmayan dinamik sistemler
olarak modellenebilen yapay sinir aglarinin kararlilik analizinde kullanacagimiz bazi

kararlilik tanimlar1 ve teoremleri verilecektir.

3.3.1. Denge Noktasi

X;i(t) lineer olmayan dinamik sistemi agagidaki gibi tanimlaniyor ise,

xi(t) = zi(x1 (2),x2(8) 20 (1)), i=1,2,...0m

z(x(t)) fonksiyonu i¢in z(0) = 0 ifadesinin saglandigin1 varsaydigimiz durumda yukaridaki
lineer olmayan dinamik sistem x(7) = z(x(¢)) seklinde ifade edilebilir. z(x*) = 0 esitligini
gercekleyen x* sabit vektorii yukarida verilen lineer olmayan dinamik sistem icin denge

noktasidir.
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3.3.2. Robust Kararhlik

Yapay sinir aglarinda, sistem modeline zaman gecikmelerinin eklenmesi, kararlilik analizi
yapilirken daha dogru sonuglar elde edilmesini garanti eder. Kararlilik analizi yapilirken,
yapay sinir aglarinin, zaman gecikmelerinden farkli olarak, sapmalardan, dis etkenlerden
ya da modelden kaynaklanan hatalardan etkilenmemesi istenir. Bu sapmalar, kararh
olmasi istenen agin dinamik davranig 6zelliklerini olumsuz yonde etkileyebilir. Dolayisiyla
zaman gecikmesi iceren yapay sinir aglarinin robust kararli olmasi yani hi¢bir sapmadan
etkilenmemesi sistem analizi i¢in en 1yi sonuglari elde etmemizi saglar. Yapay sinir aginin ara
baglanti matrislerinin sinirlandirilmasi ile gergeklestirilen kararlilik analizi robust kararlilik

analizi olarak ifade edilir.

3.3.3. Lyapunov Kararhhlk Teoremi

Lyapunov Kararhhk :

1892’de Rus akademisyen Aleksandr Mihaylovi¢ Lyapunov, "A general task about the
stability of motion" baglikli doktora tezinde modern kararlilik teorisini olusturmustur.
Lyapunov’un teknikleri, uzaydaki hareketin incelenmesi, teknolojik cihazlar, otomatik
sistemler, mekanikteki problemler, biyomedikal problemler, cevre calismalari, davranig
bilimi ve ekonomisi ve diger alanlarda basariyla uygulanmistir. Bu teknikler, herhangi bir
dogrusal olmayan veya dogrusal dinamik sistemdeki denge noktalarinin veya durumlarinin
kararlilik analizini elde etmemize yardimci olmaktadir. Lyapunov yontemleri, Lyapunov’un
dolayli ve dogrudan yontemleri olarak ikiye ayrilir. Lyapunov’un dolayli yontemi sistem
matrislerinin 6zdegerlerine bakilarak sistemin kararliligi hakkinda bilgi sahibi olmamizi
saglar yani burada sistemin ¢Oziimiine ihtiya¢ vardir. Fakat dogrusal olmayan sistemlerin
cOziimiinii bulmak zor olabilir ya da her zaman miimkiin olmayabilir. Lyapunov’un dogrudan
yonteminde ise dogrusal olmayan sistemlerin kararlilik analizi i¢in, sisteme ait pozitif bir
enerji fonksiyonu tanimlanir, bu fonksiyon Lyapunov fonksiyonu olarak adlandirilir ve
sistemin denge noktasinin kararlilig ile ilgili bir sonug¢ ¢ikarmak i¢in, tanimlanan Lyapunov
fonksiyonunun zamana bagl tiirevi incelenir. Bu yontem sisteme ait diferansiyel denklemleri

cozmeden sistemin kararlilig1 hakkinda sonug elde etmemizi saglar.
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Lyapunov’un Dolayh Yontemi :

x(t) = z(x(¢)) sistemine iligkin x* = 0 denge noktas1 olmak iizere. Verilen herhangi bir € > 0

icin
[IX(O)| <6 = [lx(t)l] <&, V1 =0

esitsizligini gerektirecek sekilde bir 6 = §(¢g) > 0 elde edebiliyorsak x* = 0 denge noktasi

Lyapunov anlaminda kararlidir.

Eger Lyapunov anlaminda kararlilik saglaniyorsa ve &, asagidaki esitsizligi gerektirecek

sekilde elde edilebiliyorsa denge noktas1 asimptotik kararlidir.
[lx(0)]| <6 = tlggx(t) =0

Ayrica, x* = 0 denge noktas1 yukaridaki iki kosulu da saglamiyor ise kararsizdir.
Lyapunov’un Dogrudan Yontemi :

x(t) = z(x(¢)) lineer olmayan dinamik sistemini ele alalim. Bu dinamik sistem igin
z(0) = 0 oldugu durumda x* = 0 denge noktasi olsun. V(x(¢)) : R" — R bagmtis1 pozitif,
siirekli, tiirevlenebilir Lyapunov fonksiyonu olarak secilsin. Lyapunov fonksiyonu olarak
adlandirdigimiz V (x(¢)) fonksiyonunun zamana bagli tiirevini yazacak olursak asagidaki

ifadeyi elde ederiz:

: V). e oVx(@) ~ AV (x(1))
V(X(l)) _;WXI(I) _IZZI axi(t) Zl(x(t)) - aX(t) Z<X(I)>
Eger, yukarida tanimladigimiz Lyapunov fonksiyonu i¢in V(0) =0 ve Vx(z) # 0 oldugu

durumda V (x(¢)) fonksiyonu pozitif bir fonksiyon olma kogulunu sagliyor ise,
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e Vx(¢) € R"igin V(x(t)) <0 oldugunda, denge noktas1 kararldir.

e Vx(¢) #01igin V(x(¢)) <0 oldugunda, denge noktas1 asimptotik kararlidir.

)
)
o Vx(1)
)

 Vx(¢) #0igin V(x(¢)) < 0 durumuna ek olarak, eger bu Lyapunov fonksiyonu

)
)
#01igin V(x(¢)) >0 oldugunda, denge noktasi kararsizdir.
)
||x(2)|| — oo iken V (x(f)) — oo kosulunu sagliyorsa, yani radyal sinirsiz ise,

denge noktasi global asimptotik kararlidir.

3.3.4. Hurwitz Kararhlik Teoremi

x(t) = z(x(t)) lineer olmayan dinamik sistemini ele alalim ve x* = 0 bu sistem i¢in bir denge
noktast olmak iizere; x* = 0 yakininda, lineer olmayan dinamik sistem x(¢) = z(x(¢))’nin

lineerlestirilmis hali asagidaki gibi modellenir:

_ %)

A
dx x=0

D matrisi, %(z) = z(x()) olarak verilen sistemin Jacobian matrisi seklinde adlandirilir.

D matrisinin biitiin 6zdegerlerinin reel kismi sifir ya da negatif olma kosulunu saglyorsa,
yani matematiksel olarak ifade edersek, Re(4;) < 0 olmasi durumunda x(¢) = z(x(¢)) dinamik

sistem i¢in denge noktasi olan orijin, kararlidir.

Ek olarak, D matrisinin tiim o6zdegerlerinin reel kismi negatif ise, yani Re(4;) < O
olmasi durumunda dinamik sistem x(¢) = z(x(¢)) i¢in denge noktasi olan orijin, asimptotik
kararlidir.Bu sisteminin denge noktasinin asimptotik kararli olmasit durumunda, D matrisi

kararlilik matrisi ya da Hurwitz matrisi olarak adlandirilir.

D matrisinin, reel kismi pozitif olan, yani Re(A;) > 0 kosulunu saglayan en az bir 6zdegerinin

bulunmas1 durumunda, denge noktasi kararsizdir.

Lyapunov’un Dogrudan Yontemi ve Hurwitz Kararlilik Teoremi denge noktasinin asimptotik

kararlilig1 i¢in ayni sonucunu ifade eder. Verilen iki farkli teorem arasindaki iliskiyi gérmek
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icin bir Lyapunov fonksiyonu secelim.

V(x)=x"Hx

Yukarida verilen H matrisi reel degerli, simetrik ve pozitif tanimli olsun. Bu durumda V (x)

fonksiyonunun tiirevi asagidaki formda verilebilir.

V(x) =x'[HD+D"H]x = —x" Ox

Simetrik Q matrisinin tanimi asagida verildigi gibi yazilabilir.
—Q=HD+D'H

Ayrica, her Q pozitif matris icin yukaridaki denklemi gercekleyen pozitif H matrisi var
ise, burada D matrisine, kararlilik matrisi denir. Q matrisinin pozitif olmasi durumunda D
matrisinin biitiin 6zdegerlerinin reel kisimlar1 negatiftir ve Lyapunov kararlilik teoreminin

1s181nda x(r) = g(x(¢)) sisteminin orijininin asimptotik kararli oldugunu ifade edebiliriz.

LaSalle Degismezlik Ilkesi, Lyapunov kararlilik teoreminin genel bir halidir ve denge

noktasinin global ve lokal asimptotik kararlilik kosullari ile ilgilenir.

3.3.5. LaSalle Degismezlik Ilkesi

x(t) = z(x(¢)) lineer olmayan dinamik sistemini ele alalim ve x* = 0 bu sistemin denge
noktast olmak iizere, V(x(¢)) : & — R badintis1 orijin yakinindaki & kiimesi iizerinde
tanimlanan pozitif tanimli ve tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Ayn1 zamanda ® kiimesinin
icerisinde V(x(z)) < 0 ifadesi gergeklensin. Bu durumda, asagidaki gibi bir S kiimesi

tanimlayalim.
S={x(t)e® | V(x(t)) =0}

Varsayalim ki, denge noktasi haricinde higbir ¢oziim S kiimesi icinde sonsuza kadar

kalamaz. Bu durumda, orijin, yani denge noktas1 asimptotik kararlidir.
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Yine dinamik sistem x(7) = z(x(¢)) i¢in x* = 0 denge noktas1 ve V(x(¢)) : R" — R bagmtisi
pozitif, stirekli, tiirevlenebilir ayn1 zamanda da radyal sinirsiz bir fonksiyon olma kosulunu
saglasin. Aym zamanda, V (x(¢)) < 0 kosulu gerceklensin. Bu durumda, asagida verilen S

kiimesini inceleyelim.
§={x(t) eR" | V(x(r)) =0}

Varsayalim ki, denge noktast haricinde hicbir ¢oziim S kiimesi icerisinde sonsuza dek

kalamaz. Bu durum gerceklendiginde, orijin, yani denge noktas1 global asimptotik kararlidir.

LaSalle Degismezlik Ilkesi'nin Lyapunov teoremi ile farki, LaSalle Ilkesi igin V (x(t))
fonksiyonunun pozitif tanimli bir fonksiyon olmasi gerekliligi yoktur. Ayrica, pozitif bir
fonksiyon i¢in radyal sinirsiz olma kosulunu kontrol etmek daha kolay olmaktadir ve her
pozitif fonksiyonun radyal sinirsiz oldugunu sOyleyemeyiz. Asagida verilen fonksiyonu

ornek gosterirsek,

V(x(1)) = (x1(1) = x2(1))?

x1(t) = xa(¢) i¢in V(x(¢)) = O olur. Dolayisiyla ||x(¢)|| — oo gerceklenmesine karsin,

V(x(t)) — oo saglanmaz.

3.4. COHEN-GROSSBERG YAPAY SIiNiR AGLARI

Bu tezde Hopfield tarafindan gelistirilen yapay sinir aglarinin robust kararhilik analizi
yapilacak ve ardindan Cohen-Grossberg yapay sinir ag1 ile kiyaslanacaktir. Grossberg ile
Cohen’in 1983’te gelistirtigi ve giiniimiizde miihendislik problemlerinin ¢oziimiinde siklikla
kullanilan Cohen-Grossberg yapay sinir aglarmin diferansiyel denklemi asagidaki gibi
verilmisgtir.

dx,'(t)
dt

— bi(x(1)) —ci(xi(t))—l—i;ldijzj(xj(t))—l—ui], i=1,2,.n

Burada, x = (x,X2,...,X,)7, i néronunun durum vektorii, ¢;(x;(t)) davrams fonksiyonu ve

bi(x;(t)) kuvvetlendirici fonksiyondur, (d;;) noronlarin agirlik katsayilarindan olusan matris,
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zj(x;(t)) aktivasyon fonksiyonu ve u = (uy,...,u,)! de girig vektoriidiir. Cohen-Grossberg
yapay sinir agimin yukarida verilen temel modeli zaman gecikmesi icermemektedir.
Fakat dinamik sistemin gerceklenmesi sirasinda zaman gecikmeleri olustugu bilinmektedir.
Dolayisiyla bu temel modele, osilasyonlar ve gecikmeler goz 6niinde bulundurularak daha
dogru kararlilik sonuglari elde etmek i¢in tek boyutlu, vektorel zaman gecikmesi eklenmistir

ve bu modelin diferansiyel denklemi asagidaki gibi verilmistir.

dx;(t 4 .
50 by 0)[ - eils0) + X dis syt~ %)) ], i=1.2,.m
j=1
Yukaridaki modelde 7; ifadesi, j = 1,2,...,n i¢cin vektorel zaman gecikmelerini

gostermektedir. Bu modelin gelistirilmis hali olarak zaman gecikmesinin iki boyutlu bir
matris ile temsil edildigi coklu zaman gecikmesi iceren Cohen-Grossberg yapay sinir agi
modeli olusturulmugtur ve diferansiyel denklemi asagidaki gibi verilmistir.

dxi(t )

0t = b,-(x,-(t)) [—c,-(x,-(t)) -+ i diij(Xj(l)) + i e,‘ij(Xj(l = T,'j)) +ui|, i= 1,2,...,]’1
=1 =1

Burada, 7;;, i ve j ndronlar1 arasinda meydana gelen gecikmeyi ifade eder.
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4. DINAMIK YAPAY SINIR AGLARINDA ROBUST KARARLILIK
ANALIZI

Bu boliimde, tez kapsaminda kullanacagimiz Hopfield yapay sinir ag1 modeli tanimlanacak,
parametre belirsizligi belli bir aralikta tanimlanmig ara baglantt matrisleri i¢in yeni iist sinir
normu tiiretilecek ve bu yapay sinir ag1 modeli i¢in sinir aginin denge noktasiin varlik,
teklik analizi yapilacaktir. Sonrasinda yeni ve modifiye edilmis bir Lyapunov fonksiyonu
tanimlanacak ve tiiretilen yeni iist sinir normu kullanilarak, ¢oklu zaman gecikmesi iceren
yapay sinir sisteminin denge noktasinin global robust kararlilik analizi icin yeterli kosullar

elde edilecektir.

4.1. HOPFIELD YAPAY SiNiR AGI MODELI

John Hopfield tarafindan, 1980’lerde ortaya atilan dinamik yapay sinir ag1 modeli
zamanla gelismistir. Ozellikle, yapay sinir ag1 modellerinin dinamik denklemlerine zaman
gecikmeleri dahil edildiginde, gecikme parametrelerini igeren sinir aglarmin kararlilik
analizi 6nemli ilerlemeler kaydetmistir. Bu nedenle, zaman gecikmeli sinir aglarinin bazi
temel modellerini kisaca gbozden gecirmek onemlidir.

Zaman gecikmeli Hopfield yapay sinir aginin matematiksel modeli en basit haliyle asagidaki

gibi tanimlanir:

dxi(t)
dt

= —c,-xi(t) + Z d,'jfj(Xj(l‘)) + Z eijfj(xj(t — ‘L')) 4u;, i=1,2,....n “4.1)
=1 =1

Yukarida verilen denklem i¢in, n néron sayisini, x;(¢), ¢t aninda i. ndronun durum
degiskenini, fi(-), i. néronun durumu ve ciktis1 arasindaki iliskiyi tanimlayan lineer
olmayan aktivasyon fonksiyonunu, 7 sabit gecikme parametresini, d;;, t zamaninda ve e;; de
t — 7 zamaninda j ve i noronlar1 arasindaki baglanti katsayisini, ¢; > 0 degeri i ndronunun

yakinsama hizini, u; ise i. ndrona ait sabit girisi ifade etmektedir.
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(4.1) yapay sinir sistemi sabit bir say1 olan 7, zaman gecikme parametresine sahiptir. Tek

boyutlu 7; zaman gecikmeli Hopfield yapay sinir ag1 ise agsagidaki matematiksel model ile

tanimlanir:
dx;(1) L d .
it = —cix,-(t) + Z dijfj()cj(t)) + Z e,-jfj(xj(t - Tj)) +u, i=1,2,...,n 4.2)
j=1 j=1
Burada 7, (j = 1,...,n) smirh sabit gecikmelerdir ve diger gosterimler (4.1) diferansiyel

denklemindekilerle aynidir. Aslinda, (4.1) Hopfield sinir ag1 modeli, (4.2) modelinin 6zel bir

durumudur. (4.2) sinir sistemi matris-vektor formunda asagida verilen sekilde yazilabilir:
i(t) = —Cx(t)+Df(x(t))+Ef(x(t—7))+u 4.3)

Yukarida verilen denklem icin x(t) = (x1(¢),x2(t),....x,(t))7 € R" durum vektorii;
C =diag(c; > 0),x, diyagonal, pozitif bir matris; D = (d;;).x» zaman gecikmesi igermeyen
matris, £ = (e;j)nxn zaman gecikmesi igeren matris, u = (uy,uy,...,u,)", sabit bir giris

vektoril ve fi(x;(¢)) aktivasyon fonksiyonlaridir.

Coklu gecikme iceren zaman gecikmeli bir Hopfield yapay sinir ag1, asagidaki matematiksel
model ile tanimlanir:

dxi(t)

dt = —cixi(t) + Z dijfi(xj(t» + Z el-jfj(xj(t — Tij)) u, i=1,2,....n 4.4)
j=1 j=1

Burada ,7;; matrisi, j ile i noronlar1 arasindaki zaman gecikmesini ifade eder ve diger
gosterimler (4.1) ve (4.2) ile aymdir. Acik¢a, (4.1), (4.2) ile verilen Hopfield yapay sinir

ag modelleri (4.4) ile numaralandirilan modelin 6zel durumudur.

Yapay sinir aglarinin gecikmesiz ve gecikmeli ara baglanti matrislerinin elemanlarinin
degerlerindeki sapmalara karsi dayanikli, kararli bir sinir ag1 kullanmak istedigimizde,
bu matrisler icin kesin parametre araliklarini bilmemiz gerekir. Bu sorunu formiile

etmeye yonelik standart bir yaklagim, D, E ve C = diag(c; > 0) sistem matrislerini
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araliklandirmaktir.

Sdl‘jgdij,i:Lz,...,n} (45)

Gecikmeli sinir aglarinin uygun bir robust kararlilik analizini gerceklestirmek amaciyla,
ya D ve E matrislerinin her elemani icin pozitif iist simirlar1 ya da D ve E matris
normlarinin {ist sinirlarini belirlememiz gerekir. (4.4) yapay sinir ag1 modelinde E matrisine
uygulanan kisitlama kosullari, genellikle D matrisine dayatilan kisitlama kosullarindan daha
kisitlayicidir. E matrisinin e;; 0gelerine karsilik gelen zaman gecikmeli f;(x;(r — 7;;))
aktivasyon fonksiyonlari ile ¢arpilmasi gerceginden dolayi, sistem (4.4) icin onerilen robust
kararlilik kosullarinin, (4.5) ile tamimlanan aralik i¢inde esas olarak e;;’nin maksimum
mutlak degerini icerdigini gozlemlenir. Bu nedenle, sinir sistemi (4.4)’lin cesitli alternatif
robust kararlilik kosullarini elde etmek amaciyla, sinirlandirilmis D matrisinin normu i¢in
yeni ve alternatif iist sinirlar tiiretmek cok onemlidir. Diskret ya da sabit zaman gecikmesi
kullanilan modellerde aym sekilde £ matrisinin normu i¢in de yeni, alternatif iist sinirlar

tiiretmek ¢ok 6nemli olmaktadir.
Yukaridaki bilgiler dogrultusunda yapay sinir aglarinda robust kararlilik taniminm1 asagidaki
gibi ifade edilebilmektedir:

Tanimlama 4.1.1

(4.4) ile numaralandirilan dinamik sinir sistemi modelinin x* = (x},x5,...,x;)T denge
noktasi, D € D;, E € E; ve C € Cy i¢in global asimptotik kararli bir denge noktasi olma

kosulunu sagliyorsa, (4.4) dinamik sinir sistemi global asimptotik robust kararli denir.
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Tanimlama 4.1.2

H(x) € C° ve tersi aliabilir bir H : R* — R" tamimli H operatoriiniin 6rten olma kosulunu

saglamasi i¢in asagidaki kosulun gerceklenmesi yeterlidir:

||x|| = e oldugunda ||H(x)|| — oo

Tanimlama 4.1.3

H : R" — R" ile tammlanms H operatorii, H(x) € C° kosulunu saglyorsa ve Vx # y igin

H(x) # H(y) gercekleniyorsa H’nin tersi vardir ve H~' € C%’dur.

Tanimlama 4.1.4

H : R" — R" tanimhi H (x) € C° olan bir H operatériiniin kendi iizerinde homeomorfizm olma
kosulunu saglamasi i¢in H operatdriiniin 1-1 ve orten olmasi, ayn1 zamanda tersi olan H !

operatoriiniin de H~! € C° olmas: gerekir.

Simdi, . smifina ait aktivasyon fonksiyonlarmin smirsiz olabilecegini biliyoruz.
Literatiirde, sinirsiz aktivasyon fonksiyonlar: i¢in, denge noktasinin varliginin ve tekliginin
analizinin esas olarak asafidaki tanimda belirtilen homeomorfizm teoremi kullanilarak

yapildig1 bilinmektedir:
Tamimlama 4.1.5
Eger H(x) € CY olsun,

(i) Vx#yiken H(x) # H(y)

(it) [[x]| = oo iken ||H (x)|[| = oo

kosullart saglaniyorsa H (x) operatorii, R" tizerinde homeomorfizmdir.

Simdi (4.5) ile tamimlanan parametre belirsizlikleri altinda f € .Z ile (4.4) sinir sisteminin

varligi, tekligi ve robust kararhilik analizi i¢in ihtiya¢ duydugumuz bilgileri verdik.
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4.2. DENGE NOKTASININ VARLIK VE TEKLIK ANALIZI

Tez kapsaminda calisacagimiz Hopfield yapay sinir ag1 modeli, Lipschitz kosullarimi
saglayan siirsiz aktivasyon fonksiyonlar: sinifim1 kullanacagindan, bu yapay sinir ag1 modeli
icin denge noktasinin varliginin, tekliginin ve global asimptotik kararliliginin kanitin1 ayni
anda saglamamiz gerekiyor. Bu nedenle, bu boliimde (4.4) dinamik yapay sinir sisteminin
denge noktasinin varlik ve teklik analizini verecegiz. (4.4) sistemine ait denge noktasini
orijine Oteleyecegiz ve benzersiz bir denge noktasi olan, esdeger bir sinir ag1 modeline
doniistiirecegiz. Simdi x* = (x},x3,...,x5)7, (4.4) sisteminin denge noktasi olsun. Buradan,
zi(t) = xi(t) — x} formiiliinii kullanarak asagidaki sonuclari elde ederiz.
n n

&) = —cizi(1) +; dijg(z(1)) +; ¢ijgj(zj(t = Tij)), Vi (4.6)
Burada g;(z;i(t)) = fi(zi(t) +x7) — fi(x]). Ayrica f € .Z ifadesinin g € £ ifadesi anlamina
geldigini gorebiliriz, yani, |g;(zi(7))|<li|zi(t)] ile g;(0) =0,Vi.

Denge noktasiin varlig1 ve tekligi analizini yaparken kullanacagimiz bazi tamim ve kurallar

da asagidaki gibidir.
Tammlama 4.2.1

D matrisi [D, D] kiimesinin bir elemani ve E matrisi de [E, E| kiimesinin bir elemani olsun.

Ek olarak E*, E, D* ve D, olarak ifade edilen matrisler asagidaki sekilde verilsin:

[S—

D'=3(D+D), D.=3(D-D)

ol \)

E' = (EYE), E=(E-E)

[\

Buradan asagidaki esitsizliklere ulasilabilir:

[[Dll2 < |ID7[2+ D2

|E[l2 < |IE™[]2 +[|Ex[2
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Kural 4.2.1: (Faydasicok ve Arik, 2013c): D matrisi reel degerli bir matris olsun ve (4.5)
1 — 1

ile verilen araliklarda tanimlansin. Ek olarak D* = E(D +D) ve D, = Q(D — D) olsun. D

matrisi i¢in o7 (D) degeri asagidaki sekilde ifade edilir:

61(D) = \/|IID*TD*| + DT D. +2|D° D ||
Bu durumda, asagidaki esitsizlik saglanir:

|D|]2 < 01(D)

Kural 4.2.2 : (Cao ve Chen, 2004) : D matrisi reel degerli bir matris olsun ve (4.5) ile verilen
1 4 1 —

araliklarda tanimlansin. Ek olarak D* = E(D +D)ve D, = E(D — D) olsun. D matrisi i¢in

0,(D) degeri asagidaki sekilde ifade edilir:

02(D) = [|D*||2+ [[Dx|l2
Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanir:

|D||> < 02(D)

Kural 4.2.3: (Ensari ve Arik, 2010): D matrisi reel degerli bir matris olsun ve (4.5) ile
1 — 1 —
verilen araliklarda tanimlansin. Ek olarak D* = 3 (D+D)veD, = 3 (D—D) olsun. D matrisi

icin 03(D) degeri asagidaki gibi tanimlanir:

03(D) = \/HD*H%+ [1D.[3+2(|DY|D*[[|2
Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanir:

|D||> < 03(D)

Kural 4.2.4: (Singh, 2007): D matrisi reel degerli bir matris olsun ve (4.5) ile verilen
araliklarda tammlansin. D matrisi i¢in d;; = max{ \d;;l, \dij|}, (i, j=1,2,...,n) olacak sekilde

bir D = (d;j)ux, matrisi ifade edilsin. D matrisine bagli o4(D) degeri asagidaki gibi
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tanimlanir:
c4(D) = D[
Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanir:

|IDl]2 < 04(D)

Kural 4.2.5: D matrisi reel degerli bir matris olsun ve (4.5) ile verilen araliklarda
1 1 —
tanimlansin. Ek olarak D* = 5(D+Q) ve D, = E(D — D) olsun. Bu matris i¢in o5(D)

degeri asagidaki gibi tamimlanir:

05(D) = \/2/||D*TD*| + DT D, ||
Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanir:

|ID][2 < 05(D)

Ispat: (4.5) ile verilen dij <dij < d; j i¢in d;; asagidaki sekilde yazilabilir:

1 — 1 — ..
dl]:§<d1]+dl])+§plj(dl]_dl])7 _1§P11§17 l,]:1,2,...,l’l

Burada d;; = 3p;j(d;j —d; ;) ile tanimlanan D = (d;;) matrisi agagidaki gibi ifade edilebilir:

1 — ~ .
D=—-(D+D)+D=D"+D

2
Boylece, reel degerli rastgele vektor x = (x1,x2,...,%,)7 icin asagidakiler yazilabilir.
xI'D'Dx =xT(D* + D)1 (D* + D)x = x" (D*TD* +2D*T D+ D" D)x (4.7)

Buradan,

2xTD*T Px < xT (D*TD* + DT D)x (4.8)
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yukardaki esitsizlik elde edilebilir. Simdi (4.6) esitsizliginde (4.7) yerine yazilsin.

I'D'Dx < 2'D*TD*x+2x" D Dx

< 2RI D*[[x] + 2| || D" || D] |
Bildigimiz gibi |d;;|<%(d;; —d;;), i,j=1,2,...,n yani |D|<D, . Boylece

x'D'Dx < 2xT||D*T D*||x| +2|xT |D.T D, x|
= 2\ |(ID*"D*|+D.D.) x|

< 2/||D*"D*|+ D, D. 2| |13
olur. Buradan
2 2 2
ID|3]1x][5 < 2/||D*TD*|+ D, D.||2]lx[3

esitsizligi elde edilir ve bunun sonucunda asagidaki ifadeye ulagilir

DIl < \/2IDTD*+D.7D. |2

veya ||D||» < o5(D) olarak yazilabilir. Boylece, Kural 4.2.5’in ispati tamamlanmis olur.
Simdi, 05(D)’nin, parametre belirsizlikleri (4.5) ile tanimlanan A matrisinin normu i¢in yeni

bir iist sinir oldugunu gostermek amaciyla asagidaki rnegi inceleyecegiz.

Ornek : D € Dy := {D = (dj;)4x4 : D < D < D} oldugunu biliyoruz.

11 2222
2 2 0 0|~ (0022
D= D=
2 0 -2 1 0202
0 2 -2 1] 200 2|
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Buradan da D., D* ve D matrislerini elde ederiz.

[ 3 3 3 3] (111 1] (22 2 2]
1] 2 2 2 2 11222 21|. 222 2

D = — D, = - b=
21 2 2 23 212221 2222
2 -2 -2 3 (222 1 2 222

Yukarida verilen matrisler i¢in, Kural 4.2.1 - 4.2.4’de verdigimiz iist sinirlar1 hesaplayacagiz.

61(D) = \/ 1D D*| +2|D*T |D. 4 DD, || = 7.0885
62(D) = [D*[|a + 1D l2 = 6.4327

o3(D) = ¢ |D*|rz+ |D- 13 +2/IDT |D* | = 7.1344
o4(D) = ||D||»

Ve o5(D) i¢in, agsagidaki sonucu elde ederiz.

05(D) = \/2/[|D*TD*| + D.7D. | = 6.3713

Burada o,,(D) = min{c|(D),02(D),03(D),04(D),05(D)} olsun, bu 6rnek, o5(D)’nin (4.5)
ile verilen parametre belirsizligi belli bir aralikta tanimlanmig D matrisinin normu i¢in yeni

bir {ist stnir tammmladigini kanitlamaktadir.
Simdi denge noktasinin varlik ve teklik analizi i¢in asagidaki teoremi verelim:

Teorem 4.2.1: (4.6) yapay sinir sisteminde , g € .Z ve ag parametreleri (4.5) ile verilen
parametre belirsizliklerini saglasin. Asagidaki cebirsel kriterler gecerli olacak sekilde w, 7,

G, €, s, M, pi ve g; pozitif reel sabitleri varsa, (4.6) sinir aginin orijini, global asimptotik
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robust kararli bir denge noktasidir:

K161(1+6Se K162(1+686) v v + »
Hi = 2K1le +2quzl rqp%—%ﬁ@)-%i Y dudy;
j: —
k183 5 SN ST Lo KIGST G G s
_T( _)ZZejkeji—?(l—l——)ZZeik— P szﬂelk
S j=lk=1 S j=lk=1 J=lk=1
Kl non & & .
(S Z Z ]kejl_K2§7£qu ij TZdeji
oy ey =1
2 K268 52 K. .
—K28geq; — % m(D) — KoM Z qiéij — F Z qjéji > 0,Vi
j=1 j=1

K+x=1,0<K<1,0<1Kn <1, Gm(D) = min{cl(D>,Gz(D),G?,(D),G4(D),65(D>},

dij = max{|d;;|,|di;|} ve é;j = max{|e; |, [€i;|}, Vi, j.

Ispat : Denge noktasinin varligmi ve tekligini kanitlamak icin, (4.6) ile iliskili asagidaki

ifade tanimlanir:
H(z) = —Cz+Dg(z) +Eg(z) (4.9)

Burada z = (21,22,...,21)" ve g(z) = (g1(z1),--.,8n(z2))T. H(z) = 0’n her ¢oziimii (4.6)
icin bir denge noktasidir. Bu nedenle, Kural (4.1.3)’ten, (4.6) ile tanimlanan sinir sistemi
icin, eer H (z) operatorii R" iizerinde homeomorfizm ise, z(¢) = 0 orijini benzersiz bir denge
noktasidir. H(z) Operatoriiniin R" {izerinde bir homeomorfizm oldugunu kanitlamak igin,
y # z olacak sekilde bagka bir y = (y1,y2,...,y,)T vektorii segiyoruz. Daha sonra (4.9)’da

verilen H(z) operatoriinii asagida oldugu gibi ifade edebiliriz:

H(z)—H(y) = —C(z—y)+D(g(z) —g(y)) + E(g(z) —g(y)) (4.10)

Eger g € .Z ise, 0 zaman, z # y i¢in, iki farkli durum tanimlayabiliriz: g(z) — g(y) = 0 veya
2(z) —g(y) # 0. 11k olarak z # y ve g(z) — g(y) = 0 oldugu durumda, asagidaki gibi ifade

ederiz:

H(z)—H(y) =—C(z—Y)

Burada z # y, H(z) # H(y) ifadesinin C matrisi gibi pozitif diyagonal girdilere sahip olmasini
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saglar. Simdi z # y ve g(z) — g(v) # 0 durumunu ele alalim. (4.10) ifadesinin iki tarafimt da
2(z—y)T (k1 P+ K,Q).Z ifadesiyle carptigimizda sonug asagida verilen sekildedir,

2(z—y)T (kP + 0) L (H(z) — H(y))
= 2Kk1(z—y)"PL(H () —H©Y)) +2k(z— ) QL (H(z) —H(y))  (4.11)

burada P = diag(p; > 0), Q = diag(q; > 0) ve .£ = diag(l; > 0) olur.
Asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz:

2(z—y)"PL(H(z) —H(y))
= 20:-y)'PLC(z—y)+2(z—y)" PLD(g(z) — g(y)) +2(z— )" PLE(g(z) — g(»))
= 2 pilei(ar =)+ 2 pilas =) ( 1 diier(21) — 800)) + X ei(8i) ~ g0))

i=1 j=1 j=1
n

< _2Zpilicz — i) +w2p212 —yi)?
i i=
1 & n 2
o (X duss(e) — 8,60) + X eil5(e) — 8500)
=1 j=1 j=1
S 22 2 1 C 2
= =2 pilici(zi—yi) +w2pl ) +5(Z<Z ii(g)(z)) gj(yj)))
=1 i=1 i=1 "j=1

+i( Y eij(8i(z)) gj(yj))>2

1 " j=1
+2) <Zd,] 8j(zj) —&j(v)) )(Zeu 8(zj) gj()’j)))> (4.12)

i=1 " j=1
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Buradan,

™=
~/~
M:

[
M=
E: :

N
I
_
~
Il
_
-
I
_

2
dif(5(z7) — gj<yj>>) — (5(2) — ()" D"D(g(2) — 5(»))

N
I

—_
~

dijdin(8(zj) — 8 (v)) (8k(zk) — gk (Vi)

M=
M=

+
[TAN

—¢(y)"D"D(g(z) — 8(»))

n

61 |D||%Z gl Zz —8i yl>) +€

I
A
Y

oQ
—~

N
SN—

X1 ¥ i) 8,0 ee)  00)

i=1

<
I

dyilldijl (gi(zi) — gi(yi))?

M:
ngE
M=

IA
T
~.
I
=
I
L

n

n n n
51||D||%Elz2 (zi=y)?+& Y Y. Y lduilldisli7 (zi = yi)?

<
i=1j=1k=1
< 616 ilzz Zl yl 2+§2ii idkzdka Zl )2 (413)
i—1 ;A
Xn; (Xn‘,leu 8i(zj) —&;i(vj) ) ii an eijeir(8j(z;) —8i(v;))(8k(zk) — 8k (k)
i=1 \ j= i=1 j=1k=1
_ @flil kz} ersen(83(2) — 2501)) &elze) — g2 0))
i=1j=1k=
+ay, Zlkzl" £3(27) — 2507)) (8(2) — & (0)
< %i i i‘, (leijllewl (87(z) — 85(yi))* + leijl el (8x (zk) — gk (3))?)

1]:1 —

e7i(gr(z) — ge(e)) + ei(8i(z) — 8 (vi))?)

+
SIEA
M:
M-
M= -

N
I
—_
~
I
—_

(&lexslleril + Eaee) (i(zi) — gi(3:))?

Il
=
= C

i
I
~
i
I
T

A
D=
-
D=

I
_
~
I
_
-
I
_

(83ékjéni + €4e]k) ( yt) (4.14)
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n

dij(8(zj) — &) )(Z (85(2)) gj(yj)))

1

'[\[\%=
-

N
I

_
~
I

—_

J=
dijei(gj(z;) —g;(v;))(gk(zx) — g (i)

|
-
s
1=

.—
~
Il
—_
~
I
—_

(z|dijeil (g(z;) — g;(¥;))* + %‘dijeik‘(gk(zk) —gk())?)

VAN
M=y
M= =
M:

Il
—_
~
Il
N
>~
I
—_

1
(m|djille jx| + ;|dij| lexil) (gi(zi) — 8i(vi))*

I
D=
-
M=

Il
—_
~
Il
—_
k-
I
_

U I
(7djié ji + ;dijeki)liz (zi — i) (4.15)

A
M=
M-
M=

Il
—_
~
Il
N
>~
I
—_

veE

M:

23 (% e ~2,0:0) (X eutesten ~50)

= g(i idij(gj(zj) 8j yj > i(ieu g] Zj gj(yj))>2 (4.16)

1
i=1 N j=1 s =

1

“T

(4.16) ve (4.15) birlestirildiginde, asagidaki ifadeyi elde ederiz

M:

23 (L ntesten - 20:)

i=1 " j=1

= 2§5i<idij(gj(zj) g](y])))

eij(8)(z)) — 8(3)) )

~

~.

€ij(2i(2) ~ 801 )

+2§6i Y dij(g(z) —g;(v))) i

i=1 " j=1 j=1

n n
557’6 Z Z djiéjkliz (Zi - yi)z +

~— /|
~.

N

= 1t

eij(8)(z)) — 8(3)) )

A
1= 7

SIEA
I
™=

~
Il
_
-
I
_
~

dij(gj(z)) —gj(yj))>2+ o6 i‘, ( i eij(gj(zj) — g,(yj))>2(4-17)

+
e

[@))

)
~ N -
1=

~
—

j=1
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(4.17) ifadesinde (4.13) ve (4.14) esitsizliklerini kullanirsak, asagidaki sonuca ulagiriz

i=1 "j=1 j=1
+28  ( Xdleste) - 8,000) (X eutesten) =21007)
= = J=
< ésniiid}’eﬂ‘ll (zi—y1)2+%iiicfjkeﬂl ( yz)
i=1j=1k=1 i=1j=1k=1
+6&6610m(D) Y F(zi—yi)* +&& Y. Y Y dudyji? (zi—yi)?
i=1 i=1 j=1k=1
+% Z Y Z eixlil (zi—yi)* + % Z Z Z ElF (zi—yi)?
i=1 j=1k=1 i=1j=1k=1

Diger yandan esitsizlikler asagida verildigi gibi elde edilebilir,

2(z—y)" QL (H(z) —H(y))

= —2(Z—y)TQ$C(z—y)+2(Z—y)TQ$D( (2) —g()+2(z—y)" OZE(3(2)

— —2Zq,lc, Zi— i) +2ZZq, dij(gj(zj) —&i(vj))

i=1j=
n

n
+ Z%lz yl €jj gj(zj) gj())j»

i=1j=1
Buradan,
n n
2Y Y qilidij(zi—yi)(j(z)) — gi(y}))
i=1j=1
< 2) Y qilildijllzi—yillgj(z) — &; ()]
i=1j=1
n n 1 )
< XY (eaildifliF i =i + _aildijl(81(z) — 1))
i=1j=1
n n 1
< ZZ(ng’le’l (zi — ) +?]i’dij|l]2‘<zj_)’j)2)
i=1j=1
n n )
= 22(8%|le|+ qj|d/z|) ( i— Vi)
i=1j=1
n n 1
= Z Z(ngdu"‘ qjdﬂ)lz(z’—)’i)z

I
_
~.
I
_

(4.18)

—8(y))

(4.19)

(4.20)
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veE

2§ 3 a0 2) 8103

1 ’
< %Zcfﬂ 2+;Zi (Zd,, 8i(z)) gj(yj)))
= %folz }l{(g(Z) —8(»))"' D" D(g(2) g (»))
< %zq%z,?(zl-—yi)%1a,i<0>iz%<zi—yi>2 @21)
i=1 < i=1

elde edilir, (4.20) ile (4.21) esitsizliklerini birlestirdigimizde, asagidaki sonuca varabiliriz

n n

ZZ ilidij(zi —yi)(8(z) — (7))

= 2§7Zn:Zqzldu yi)(gj(zj) —&i(y)) +2€szf,qzldu —yi)(g)(z) —&;i(¥}))

i=1j= i=1j=
< §782 Z Qldzjlz 67 Z Z qjdjll
i=1 j= i=1j=
+§s%2q,~zl?(z,- — ég c2(D Z I(z (4.22)
i=1

Ayrica,

s
M:

gieijli )(8(z;) —&i(y)))

~.
—_

=lj=

gilileijl|zi —yillgj(z;) — g;(v))]

IA
Il\l\as
™=

—_
\.

=1

IA
-
™=

(nailes| Pz y,->2+%q,~|e,~,-|<g,-<z,->—gj<y,->>2>

N
I
—_
~.
I
—_

IN
(ngE

N
I

_
~.
Il

_

1
(nqz\eu!l (zi—yi)* + ﬁqz'|€ij\ljz'(zj -3)%)

IN
™=

N
I
—_
~.
I
—_

(nqzleul+nqj|€ﬂ|) 2(zi—i)*

IN
™=

N
I
_

~.
Il

1
(nqlel,+ nq]eﬂﬂz( zi—i)* (4.23)

seklinde yazabiliriz. Simdi (4.13), (4.14), (4.18), (4.22) ve (4.23) esitsizliklerini (4.11)’de
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kullanirsak asagidaki esitsizlige ulasiriz:

2(z—y)" (k1P + 0)Z (H QPJHw)

n
—2k1 Y pilici(zi —yi)* + Kla’zpzl2 — i)’

l; li

Cki&(1+6%) v ¥ s
. Y. Y didy

e

<
i=1 i=1
181 (1+ &g 18 (1+ &g SRl
—1—¥6,721(D) Y Fzi—yi)+ Ki&a(1 + &66) Y Y ¥ dudil; (zi— i)
04 i—1 04 i=1 j=1k=1
K1&3 &6\ v W K164 &6\ v v Y 4
+==(1+2) Y VY el (m—y) ==+ 2)Y Y Y Gl —n)?
@ S i=lj=lk=1 @ S imlj=lk=1
Klésn n n n a Kl&S n n n n
+ Z Z Z d]ze]klz (Zl }’i)z‘f’ - Z Z Z dl]eklll (Zl yl)2
® i=1j=1k=1 n i=1j=1k=1
+KoM Z Z q,e,]l (zi )’z) e Z Z q;jil; (zi — yi)
i=1j=1 n i:lj:l
- - 2( 267 2 2
—ZKzszl ci(zi —yi) 2+ K'257'9 Z qldl]l ) + Z Z qjdjili (zi — i)
i=l i=1j= i=1j=1
SEr) 258 o2 (D 2,
+iase Y i lF (zi—vi) + Z Ii ( (4.24)
i=1
(4.24)’ten,
ZQ—WWmP+m® (H(z) —H(y))
K 1+
< —le (21(1191 +2K2qz——wK pi - Mﬁi(m

i=1

— Kl—é(l-i- 56) zn: zn:éjkéﬁ

® ¢

~.

K2§8
_K2€8%(Ii2_702( — KN Z%eij_ quejl) )’z

n

= —Zliz.ui(zi_)’i __lz.umZ(Zi_)’i)z
i=1

=1
= )z -y (4.25)
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Burada [,, = min(l;) ve W, = min(y;). Siradaki esitsizlik (4.25)’in direkt sonucudur.
2z =) (k1P +120)L (H(z) = H())| = Hnlil Iz~ ¥113 (4.26)
0 <k <1ve0< K <1 oldugundan, (4.26) asagidaki gibi yazilir
(Pat +qu) | (z =) |H (2) = H(3)| = ponl| |2 =113 (4.27)
burada pyr = max(p;), gu = max(q;) ve lyy = max(l;). (4.27)’den,
(v +qu)m|[H (z) = HO)| [ > tnlyllz =2 (4.28)

(4.28) esitsizliginden, Her z # y oldugunda dogrudan H(z) # H(y) sonucuna varabiliriz .

y = 0 olmas1 durumunda, (4.28) asagida verilen formu alir:
(Pa +qu)ml [H(2) = H(O)[[1 > fonly |22 (4.29)
H(0) = 0 oldugunda, (4.29) asagidaki gibidir,
(py+ )l [|H ()11 = pl 1212 (4.30)

Boylece (4.30)’dan, ||z|| — oo iken ||H(z)|| — o oldugu goriiliir. Dolayisiyla,

H(z) : R" — R" operatoriiniin R" iizerinde homeomorfizm oldugunu kanitladik. Simdi
Teorem 4.2.1’in sonuglarina bakarsak, orijinin, (4.6) sinir aginin tek denge noktasi oldugunu
veya esdeger olarak (4.4) yapay sinir ag1 modelinin Vu girisi icin benzersiz bir denge

noktasina sahip oldugunu gosterir.
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5. COKLU ZAMAN GECIKMELI YAPAY SINiR AGI MODELININ
KARARLILIK ANALIZi

Simdi, onceki kisimda elde edilen varlik, teklik kosullarinin, (4.6) yapay sinir ag1 modelinin
orijininin asimptotik kararliligin1 da ima ettigini gosterecegiz. Bu amagla, pozitif taniml

Lyapunov fonksiyoneli V(1) =V (t) + V»(¢)’yi ele aliyoruz,

n

Vi) = 1 Y pili () + 10 Y qiliz () (5.1)
i=1 i=1

1=

veE

@ S IS ==l
K n n R t
Mh S Yy Y[ e
S islj=lk=1 1=Tji
K LB R t n o n R
+SSY Y Y dulil? [ @)do+ Y Y aeit? [ o)y
i=1j=1k=1 — i i=1j=1 i
6 n n t )
+-Y Z/ i (p)do (5.2)
=1 =171

burada 6 daha sonra belirlenecek pozitif bir sabittir. V; (¢) fonksiyonu i¢in zamana gore tiirev

alirsak asagida verilen sonucu elde ederiz:

Vi) = 21 ) pilizi(t)zi(t) +2K2 Y qilizi(1)2i(t) (5.3)
i=1 i=1
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Buradan,
n n ) n n n

2Y pilizi(t)zi(t) = =2 piliciz; (1) +2) pilizi(t (Z ijgj(zj(t)) + Zeijgj(zj(f—fij)>
i=1 i=1 i=1 =1 =1

n

—2Y piliciz (t) + © Z Pz (
i=1

1 n
+EZ (Zdijgj zj(t)) + Zeijgj (zj(t — )
i=1

= —2:1qlc,zl +(OZQZZZ (Z(Z 18521 ))>2

IA
N——
[\

2
engJ (zj(t — 7 )

=1
(i dijgj(z;(t )(Z eijgj(z;(t — th))) (5.4

j=1 j=1

_|_
™=

ey

i

+2

™=

I
—_

i

esitsizliklerini elde ederiz ve

VRS

I
=
[\[\2: :

Il
_
~
Il
_
-
I
—

2
cmgﬂqUD> _ 7 (1)) D" Dg(=(1))

I
_
~

dijdingj(z;(t))gr(zk(t))

i l] lkgj Z] gk(Zk( ))

k=1

" (2(1))D" Dg(2(1)) + &

I
AN
OQ

I

M:
-

i

™=
=

n n
< &lIDIBY, & (zi(n) + &) il |17 (zi(1))
i=1 i=1j=1k=1
< GIDIRY FZ0)+& Y Y Y ldulldyli=
i=1 i=1j=1k=1
n n n n n
< GopD) Y IE )+ &Y Y, Y dudyli= ( (5:5)

i=1 i=1 j=1k=1



veE

IN

IN

38

™=
T M=
T

&
M=
¥
M= -

n n n
eijg(z;(t — Tij) > Z Z Z eijeixgj(zj(t — Tij))&r(zx(t — Tix))

i=1j

I
~.

I
N
-

M=
M=

eijeirg (2t — Tij)) 8k (zk(t — Ti))

eijeixg;(z(t — Tij)) gk (zx(t — Ti))

i=1j=1k=1
&3 n n o n §3 n n on
XY Y leijllenlgi (et =)+ 2 3 3 Y leijllelst (@t — 7))
i=1j=1k=1 i=1j=1k=1
§4 nonon ) 54 n onon
+? Z el]g (Zk t - le + ? Z Z elkg] ZJ Tij))
i=1 j=1k=1 i=1 j=1k=1

Y gl (zilt — 1))

™=

‘IkHe]llgl (Zl T]z +§4Z

-
M=

n

i=1 j=1k=1 i=1 j=1k=1
& Z Z Z ¢jiejil; Zi( Tji) )+& Z Z Z é]kl — Tji) (5.6)
i=1j=1k=1 i=1 j=1k=1

w
M:

N
I
—_
~.
Il
s

dijgj(z(t ) <Z eijgj(z;(t Tij)))

|
-
=

N
|
~
I
bl
I
—_

dijeingj(z;(t))gk(zk(t — T))

n

+ Y Idijeirlgi (zi(t — )

M=

|dijlleixlg5 (zj(1))
(1))

\djillejxlg? (zi(t

VAN

Q
M=
.M:
M=

I
—_
~
I
—_
~
I
—_

—_

n

+ \djllejilg? (zit — Tji))

1

= I
M= TPM=

I
S

M=

-

M=

Sl— 83—

N
|
_
~
I
_
~
I
_

k

Léjil?z? (t — i) (5.7)

_
~
I

N —
M=
- -
M=

djié yl?z7 (1) +

VAN

Q
M=
.M:
M=

I
—_
~
I
—_
>~
I
—_
I
—_
~
I
—
=~
Il
—_

dijgj(z;(t ))) < Zn: eijgj(z;(t — Tij)))

Y (% et —w)) (5.8)

i=1 " j=1

M:

N
I

—_
~.
I

—_
~.

1
dzjgj(Zj(l)))2 +é

IN

~
—_

~
—
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(5.5)-(5-8) esitsizliklerinin 15181nda, asagidaki ifadeyi yazabiliriz

2Z<Zd,,g, z(t )(Zeug, zj(t fij)))

i=1

= 255; ( ] ljg] Z] )(ile”gj ZJ Tij)))
= J= J=
1286 Y (Vi) ) (X ewsasto— 7))
S Ry .

FeEEGAD) Y R0+t Y. Y. Y dud 22(0)

[\
g
h

S
1=
1=
1=
&Q"
:w
o
2
=
+

$653 v v v 22 S684 v v V- 52 2.2 5
22 Y Y Y enliliz (=t + =2 Y Y Y i) (59)
Simdi (5.5), (5.6) ve (5.9) esitsizliklerini (5.4)’de kullanirsak asagidaki esitsizlige ulasiriz:

n
2k1 Y pilizi(1)zi(1)
i=1

o n
< 20 Y piliciZ2(t) + w1 Y pRIF2 ()

i=1 i=1

i U890 62 ) 37 2220y 41 2SS §° 3§ G220
o i=1 O |
SPIETIE o R o <IN ) S L8V Y N 2 20 )
tr=(1+2)Y Y Y epéilizi(t—ti)+ x> (1+2) Y Y Y &lizi(t— 1)
@ S imlj=li=1 © S imlj=li=1
ST VL s ) &5 nonono 5
+K1_Z Z Z Jt Jkll 2 (t)+K1_Z Z Zdjkejlll e (t le) (5 10)
i=1j=1k=1 wﬂlzl]zlk:l
Diger yandan,

n n
ZZQiliZi(t)Zi(f) = _ZZQiliCiZl —i—ZZ qu izi(t)d;jg(z(1))
n n
+Y ) aqilizi(t)eijg (2t — wij)) (5.11)

i=1j=1
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Asagidaki esitsizlikler elde edilebilir

i=1j=

veE

j=1

n on
€ Z Z q1|dlj|lz
i=1

j=1

n n
e Y'Y qildij|iFz(
i=1

j=1

n o n
= 82 Zq1|dlj|lz
i=1j=1
n o n

€ Z Z CIzdul Z,

i=1j=1

IN

IN

IN

222%111 dijg; Z]( ) < %Zq,zllzZl

i=1j=

il %Zq212

IN

(5.13) ile (5.12) birlestirildiginde, sonug

IN

||M=

Z ilidijzi(t)g(z;(t))
]:

Y G0 +
i=1

zzzq,,z, dii(z(1) < zilfq,ud,,uzz g i(6)

_|_

n
Z Zq |dlj|g] ZJ

l:]

Z Z,‘Iz|du|l2

1 n n 29
+EZ Zq]|djl’l

i=1j=

1 n n
J+2 Y Y aididiz () (512
i=1j=1

m|~
—_
_

_|_

m|~
—_

—_
~.

[y

o,iw)iz?z%(t) (5.13)

2&; i Z qili dt]Zt )8j (ZJ( +2&3 Z Z qili dljzl( )gj(zj( )

llj i=1j=

q;d;il} 7 (t)

D=
M=

o3 3 ad 20 +%

i=1j=
)+ 62D
V1

N
I
—
-
Il
_

+§8%Zq212

A
\_/
1=
-
>
=N
—
-~
SN—

e

(5.14)



Asagidaki esitsizlik kolayca elde edilebilir

™=
-

22 Z qi€ij zZz( )gj(zj(t_ftj» <2 Qili|eij||zi(t)||gj(zj(t_ Tij))|

i=1;=1 i=1j=1
<n Y Y aileillfz () +— Y ) aileijlgi(z;(r — 7ij))
i=1j=1 Ly |
< n Z Z qi|eij|li Z (t)+_ Z Z Qi|eij|lij(f— Tij)
i=1j=1 N3z
= Z Y aileijliiz; (I)Jrﬁ Y Z qgjlejillizi (t — i)

N
I
_
~.
Il
_
I
_
~
I
_

qiéijl? (1) + q;éil?z (t — ;1) (5.15)

IN
=
M:

N
I
N
~
Il
L
S| -
I
N
~
I
L

(5.11) ifadesinde (5.14) ve (5.15) esitsizliklerini kullanirsak,

n n
2K Z qiliZi(I)Zi(l) < 2K Z qilicizl-z (l‘)

i=1 i=1
+K257822%dul Zz +K éZZCIJd]tlZ ( )
i=1j= i=1j=
8
e Y G0 + 2 od(D) Y B
=1 =1
f’ll n l
+ian Y Y qiéijl Z7 (1)
i=1j=1
+K2522qjéﬁli Z; (I—Tﬁ) (5.16)

i=1j=1
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V() fonksiyonunun zamana bagl tiirevini asagida verildigi gibi yazabiliriz:

Vz(l‘) = Klg—aj(l-i-é)zziéjkéjilizziz(t)

=)

|

A

|

—
—_
+

| e

N—

1=

1=

é\)
»

Em
~
a
—_

n o n
Z L Glia =)

=

I M= 1 M:

5_
g
é n n n R . 2 2 5 n n 2 )
==Y N Y dpelizt(r) - Ko ) Z wéjili =i (1 — ji)
i:lj:lk:l i=1j=1

1 n
Z Z q]e,,l 72 (1) — Kz— Z Z q]e,,l % —Tji)

anl]l 11]

PIDIEAGET) (5.17)

Vi(t) +Va(r)
1+ 1+ LI
< —f R (o —ompn B ) BULE § § g,
i=1 i @ A e
3 n n o . n n B TN A
20+ Y Y -0 21+ Y Y -0 ST Y Y die
] S | S | (O |
& v v -
_Klﬁ Z Z d]kejl +2K2Qtl - K2§78 Z ql ij —K— Z qjdﬂ
j=1k=1 J= j=1

8 R 1 R
Y Kz%ﬁi(l)) — KM Z 4i8ij ~ Ko, Z %‘eﬁ) (1)
= =

< - Z lzlJzZz Z Zl [.L,n Z Zz Z (t)
i=1

= —lzum||Z( D)2+ 8llz(1)]17 = —( mum—5)||2( )5 (5.18)
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Simdi § < I2,u,, secelim. O halde (5.18), her z(¢) # 0 oldugunda V (¢) < 0 oldugunu soyler.

Simdi z(¢) = 0 olmak iizere, (5.17) ifadesinden asagidaki sonuca ulagiriz:

Vz(l‘) _ —K1§3 1+§6 i

i

non
ZZ kejll Zz Tji)
=1

1 j=1k=1

n n n
—= 1+ ZZ Zé 12212 —Tji)

i=1j=1k=1

. 1 & X
diiiliz (t —tji) — ko= Y Y qiéjiliz(t — ;1)
i=1j=1

N

|
A
S‘J\m
(\4 V)
1= m
1=
M-

._.
—.
I
—_
=

S| IO

(agE

~
—

~
—

IA
|
-~ -~
| |
N o
~

(5.19)

M=

N
I
_
~
Il
_

(5.19) ifadesinde, herhangi bir i ve j cifti i¢in z;(r — 7;;) # 0 ise, V(¢) < O olur. Simdi
z(t) = 0 ve her i ve j cifti igin zj(r — 7;;) = O oldugunu varsayalim (Yani, Vi, i¢in
gj(zi(t — 7;;)) = 0 ve gi(zi(¢)) = 0). Bu durumda (5.3) ve (5.17) esitsizliklerinden V (1) = 0
oldugu gozlemlenebilir. (5.1) ve (5.2) formundan da V (¢) fonksiyonunun radyal sinirsizligi
sagladig1 sonucuna varilabilir, yani, ||z(f)|| — o iken V() — oo olur. Bu nedenle, Lyapunov
kararlilik teoremlerinden, (4.6) yapay sinir ag1 modelinin orijini veya esdegeri olan (4.4)
modelinin denge noktasinin global asimptotik robust kararli oldugu sonucuna varilabilir.

(4.5) ile verilen parametre belirsizlikleri ile (4.4) yapay sinir sisteminin robust kararliliginin
analizi i¢in ispat yontemleri, (4.4) yapay sinir sisteminin belirsizlikler olmadan yapilan
kararlilik analizi icin ispat yOntemlerine esasen benzer oldugundan, (4.4) sistemi icin,
Teorem 4.2.1°de elde edilen robust kararlilik kosullar D=D =D, E=E =EveC=C =
C olan sistem matrislerinin tam formlarmm kullanarak kolaylikla 6zellestirilebilir. Teorem
4.2.1°de, 6,,(D) yerine ||D||2, dj; yerine |d}i|, é;; yerine |e;i|, Vi, j ve Y Yo dydy j yerine

?:1 | Y i1 diidy; | , Vi kullanirsak dogrudan asagidaki teoremi elde ederiz:
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Teorem 5.1: (4.6) ile tanimlanan yapay sinir sistemi i¢in g € . olsun. O zaman, asagidaki
kosullar saglanacak sekilde w, 7, g, €, s, 1, p; ve g; pozitif sabitleri varsa, (4.6) yapay sinir

ag1 modelinin orijini global asimptotik kararli bir denge noktasidir.

2 KiGi(1+68) k162(1+¢8) +€§6

Ci Ci
U = 2K1pi— +2Kqi— — OK|p
! ll,‘ ll,‘ ! Q]

il %z;e,.kueﬂ-%af—;@,; Kl&s

Klgs Z Z‘d]kHe]l‘_’QgWQZC]l‘du _2_€Z ’dﬂ’
j=1

j=1lk=
258

1D][3 ~

n
Z dezdk]‘
"
Z Z |djille x|

K .
—12s52q; — —=||D|[5 — k21 Zqz|€u| qu'|€ji! > 0,Vi
n =
burada 0 < & < Iim=1,....8, i+ & =8+8& =8+ =5+8& =1, K +K =1,
0<K<lveO<1Kn<I.

Simdi, coklu zaman gecikmeli Hopfield yapay sinir ag1 modeli i¢in Onerilen robust kararlilik
kosullarinin bazi basit degistirilmis versiyonlarinin, ¢oklu gecikmeli Cohen-Grossberg sinir

aglar1 siifinin robust kararlilik kosullarin1 dogrudan sagladigini gosterecegiz.
n n
350 = ()~ i)+ X s 0 + X et %) b)) (520)
j=1 j=1

i = 1,2,...,n , burada c;(x;(t)) davramig fonksiyonu ve b;(x;(t)) kuvvetlendirici
fonksiyondur. Diger parametreler (4.4)’de verilenlerle aymdir. (5.20) sisteminde,
bi(x) fonksiyonlar1 icin genellikle, 0 < v;<b;(x) < ¢, Vx € R, Vi olacak sekilde
v; ve ¢ reel saylarinin oldugu varsayilir ve c¢;(x) fonksiyonlari igin 0 <
%i(x —y)2<|ci(x) — ci(y)||x = y|<wi(x —y)?,Vx,y € R,x#y,Vi olacak sekilde 7 ve ;
reel sayilar1 vardir. Hopfield yapay sinir aglarinda yaptigimiz gibi, (5.20) sistemi i¢in
zi(t) = xi(t) — x}, Vi kullanarak, (5.20) sisteminin doniistiiriilmiis formunu agagida verildigi

sekilde elde ederiz.

zi(r) = o4(zi(r)) (—ﬁi(zz'(l)) + idijgj(zj(t)) + ieijgj(zj<t - Tij))) Vi (5.21)

J=1 J=1

Burada B;(zi(t)), i(zi(t)) ve gi(zi(t)) fonksiyonlar, Bi(zi(t)) = ci(zi(t) + x7) — ci(x}) ,
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0i(zi(t)) = bi(zi(t) +x7) ve gi(zi(t)) = fi(zi(t) +x7) — fi(x}), i=1,2,...,n formundadir.

bi(x;(¢)) ve ci(x;(t)) fonksiyonlarina iligkin orijinal varsayimlar altinda,
0 < U< o4(zi(t)) < ¢, Vi kosullarini saglayan o;(z;(¢)) ve viz? () <zi(t)Bi(zi(t)) <wiz? (t), Vi

kosullarini saglayan f3;(z;(¢)) fonksiyonlarina doniisiirler.

Simdi, (5.21) ile iligkili asagidaki eslemeyi tanimlayalim:
H(z) = —B(z) + Dg(z) + Eg(2) (5.22)

burada B(z) = (Bi(z1),B2(z2),--s Bu(zn))".0ti(z;)) > 0,Vi oldugundan, H(z) = 0'mn
her ¢oziimiiniin (5.21) ifadesinin bir denge noktasi oldugu aciktir. (4.10) ile verilen
H(z) = —Cz+ Dg(z) + Eg(z) ifadesinde Cz vektoriiniin B(z) vektorii ile degistirilmesinin
(5.22) ile verilen H(z) = —p(z) + Dg(z) + Eg(z) sonucunu verdigini unutmayalim.

(4.6) yapay sinir sisteminde cz2 Z

< ¢zi < c,z Vi kosullar1 ve (5.21) sisteminde
viz2?<ziBi(z) < wiz?,Vi kosullari saglamr. Bu nedenle, Teorem 4.2.1'de basitge c;
yerine ¥, Vi koyarak, (5.21) sisteminin denge noktasinin varligir ve tekligi icin kosullar

belirlenebilir.

Simdi (5.21) yapay sinir sisteminin, kararlilhk analizi igin, bir W(t) = Wi(z) + Wa(¢)

Lyapunov fonksiyoneli tanimlanabilir, burada

_21(12/ ds+21<22/

ve (5.2) ile verilen W(t) = V,(¢) olur . Wi (¢) fonksiyonunun zamana bagl tiirevini asagida

verilen sekilde yazabiliriz:

. 1 ) 1 " . 1
Wi(r) = 2K1;pili1i(l)zi(f) @ (0) +2K2§qiliZi(l)Zi(l) (@)
— 2K Z{piliﬁi(zi(l‘))zi(t) +2K1 Y pilizi(t ( Z ij8j(zj(1) + ) eijgj(z(t - Tiﬂ)
= i=1 = =
—2K2i(]iliﬁi(zi( +2KZZ Z qil lZl l]gj ZJ( ))
i=1 i=1j=
+210 i i qilizi(t)eijg j(z;(t — Tij)) (5:23)

i=1j=1
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(5.1)’deki Vi (¢) fonksiyonunun zamana gore tiirevinin asagidaki gibi oldugunu hatirlayalim:

n n
Vl (l) = 2K1 Zpilizi(l)zi(t) + 2K2 Z qilizi(l‘)z','(l‘)
i=1 i=1

n
= —2K1 Y piliciz; (1)
i=1

+2K Zn: pilizi(t) < Zn: dijgj(z;(t)) + Zn: eijgj(z;(t— Tij))

i=1 j=1 j=1

n
—2K> qu'liCiZ, +2K2 Z Z qi lZl l]gj ZJ( ))
i=1

i=1j=

1210 ) Y qilizi(t)eijgj(zi(t — 7))

i=1j=1

(5.24)

(5.23)’deki B;(zi(t))zi(t) ifadesini c¢;z7(¢) ile degistirirseniz, (5.23) ve (5.24) tamamen aym

olacaktir. (4.6) yapay sinir sisteminde ¢,z < ¢;z7(t) < ¢iz7(t), Vi kosulu ve (5.21) yapay sinir

sisteminde de ¥;z7(¢)<ziBi(zi(t)) < wiz?(t), Vi kosulu saglanir. Bu nedenle, Teorem 4.2.1°de

basitce ¢; yerine ¥;, Vi koyarak, (5.21) sisteminin denge noktasinin kararliligi icin kosullar

belirlenebilir. Boylece, (5.21) yapay sinir sistemi i¢in asagidaki teoremi yazabiliriz:

Teorem 5.2: (5.21) tarafindan tamimlanan yapay sinir sistemi i¢in, g € £ olsun, D ve

E matrisleri (4.5) ile verilen aralik belirsizliklerini saglasin. O halde, asagidaki kosullar

saglanacak sekilde w, 7, ¢, €, s, N, p; ve g; pozitif sabitleri varsa, (5.21) yapay sinir aginin

orijini, global asimptotik robust kararli bir denge noktasidir:

% +2K2q9i+ — 0K p;

= 2K D .
15 Klpll' li ©

_K1_53 é_ZZékA]l_Kl_éll+é6)ZZé‘§k_
S iZlk=1 S j=lk=1

K>2G7 ~
ki — K2§782% "—Téij'dji
J=1 j=1

|
g|B
EREAY
1=
M=
2,

K] 5577:
0]

K2G8 . K .
— K6 30q] — 76031@) —Kn Z aibij = Y qjéji>0,Vi
=1

J=1 J

Vi 2_K1§1(1+€56)62(D) K152(1+€§6

burada 0 < &, < 1m=1,....8, &E+& =8 +8& =6 +8 =&+ 86 =1,
Ki+k=10<k <1,0<Kk <1, 6,(D) =min{c,(D),02(D),03(D),0s(D),0s(D)},

dij = max{|d;;|,|di;|} ve é;j = max{|e;;|, [€i;|}, Vi, j.
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Teorem 5.1 ve (5.21) yapay sinir sisteminin sistem fonksiyonlarinin 6zellikleri 1s1ginda

asagidaki teoremi de ifade edebiliriz:

Teorem 5.3: (5.21) sinir sisteminde, g € .2 olsun. O halde, asagidaki kosullar saglanacak

sekilde w, 7, g, €, s, N, p; ve g; pozitif sabitleri varsa, (5.21) yapay sinir ag1 modelinin

orijini global asimptotik kararli bir denge noktasidir:

- K161 (1+ K1&(1+
o= 2Kpit 4+ 21000 — oK pE— K611+ 65) gg6)||D||2——1§2( géﬁ)z

I I p 2 p P2 k;dkidkj‘
n n n n n n

Klé?) Z Z |€jk||€ji‘ Klé“— 56 Z Z K1§5 Z Z |dﬂH€Jk|
i=1k=1 j=1k=1 j=lk=1

L 56
S
K155 SIRY Kz%
ZZ jellejil — KzéﬁZ%ldul Z jldjil

() 58

2 .
—iy&g3q; — —||D||5 — kam Z%|eu| 3 ZC[j|€ji| >0,Vi

J=1 J=1

buradaogémg 1lm=1,...,8, §1+§2:53+§4:€5—|—§6:€7—|—§8:1, K+ =1,
0<KkK<lveO<Kn<I.



48

6. BULGULAR

f € £ aktivasyon fonksiyonunun kullanildigi (4.6) ve (5.21) yapay sinir ag1 modellerinin
Lyapunov kararlilik analizinde, genellikle Lyapunov fonksiyonunun ana terimi olarak
ya durum degiskenlerinin mutlak degerleri ya da noronlarin durum degiskenlerinin
karelerinin lineer kombinasyonlar1 kullanilir. Durum degiskenlerinin mutlak degerlerinin
lineer kombinasyonlarinin kullanilmasit durumunda, Lyapunov fonksiyonunun ana terimi

Vi (t) asagidaki sekilde segilir:
n
Vi(r) = Y ailai(t)] ©6.1)
i=1

burada ¢; pozitif sabitleri ifade eder. V) () foksiyonunun zamana gore tiirevinin Lyapunov
fonksiyonelindeki diger terimlerin zamana gore tiireviyle birlikte incelenmesi, temel olarak
(4.6) ve (5.21) sistem ag parametreleri arasindaki tekil olmayan M-Matris kosulunu olusturan
kararlilik kriterlerini tiiretmemize yol acar. Ge¢mis literatiirde, f € .’ g6z 6niine alindiginda,
(4.6) ve (5.21) sistemleri igin kararlilik kogullarin1 belirlemek amaciyla Vi(¢) Lyapunov
fonksiyonelinin ¢esitli formlarindan yararlanilmistir. Tiim bu sonuglar, esas olarak, (4.6) ve
(5.21) yapay sinir sistemlerinin global asimptotik kararliliginin, sistem (4.6) icin

CZ~! — |D| — |E| matrisinin ve (5.21) icin I.#~! — |D| — |E| seklinde verilen matrisin
tekil olmayan AM-matris olma kosulunu saglamasi durumunda garanti edilebilecegini
gostermigtir. Sistem matrislerine uygulanan tekil olmayan M-matris kosulu, Lyapunov
fonksiyonelinin ana terimi olarak noronlarin durum degiskenlerinin mutlak degerlerinin
bazi lineer kombinasyonlar1 kullanildiginda (4.6) ve (5.21) sistemlerinin global asimptotik
kararlilig i¢in, f € & ile, elde edilebilen benzersiz kosuldur. Bu yaklagim kullanilarak,

asagidaki robust kararlilik kosullar1 onerilmistir.

Teorem 6.1 [53]-[57] :(4.4) yapay sinir sisteminde, f € .Z olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile
verilen parametre belirsizliklerini saglasin. Eger C.#~! — |D| — |E| seklinde verilen matris

tekil olmayan M-matrisse (4.4) yapay sinir sistemi global asimptotik robust kararlidir, yani,
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asagidaki kosullarin gecerli oldugu sekilde g; pozitif sabitleri vardir.

c: n . n A '
G = Qiz__l_Zdeji_ZQjeji>0,Vl
i = j=1

Teorem 6.2 [58]-[60]: (5.21) yapay sinir sisteminde, f € .Z olsun ve sistem matrisleri (4.5)
ile verilen aralik belirsizliklerini saglasin. Eger I #~! — |D| — |E| matrisi tekil olmayan
M-matris ise (5.21) yapay sinir sistemi global asimptotik robust kararlidir, yani, asagidaki

kosullarin gecerli oldugu sekilde g; pozitif sabitleri vardr.

=

% = g

n

o~

Lo

n
qjdji— quéji>0, Vi
1 =1

burada I = diag(y; > 0).

Teorem 6.1’de ¢;’min ¥ ile degistirilmesinin Teorem 6.2°nin sonuglarimi ifade ettigini
goriiyoruz. Bu nedenle, bu tezin geri kalaninda sadece (4.4) sinir sistemini ele alacagiz. (4.4)
sisteminin kararlilik analizinde, (5.1) tarafindan verilen Lyapunov fonksiyonellerinin
ana terimleri olarak noronlarin durum degiskenlerinin karelerinin iki farkli lineer
kombinasyonunun toplamim1 kullandik. Bu durumda, (4.4)’tin global asimptotik
kararliliginin, f € £ ile, saglanmasi amaciyla, Lyapunov fonksiyonelinin zamana
gore tlirev analizinde, cebirsel formlarin bircok farkli sonug¢ kiimesini tiiretmek icin D
ve E matrislerinin elemanlarina cesitli matematiksel manipiilasyonlar ve esitsizlikler
uygulamak miimkiindiir. C.#~!' — |D| — |E| matrisinin tekil olmayan M-matrisi kosulu,
Teorem 4.2.1°de ulagilmig olan sonuclardan dogrudan tiiretilemez. Ancak, Teorem 4.2.1,
[53]-[60]’da Onerilen kosullara bazi1 benzer alternatif robust kararlilik kriterleri tiiretmemizi
saglar. Asagida, sistem (4.4) i¢in bu alternatif robust kararlilik kosullarindan bazilar1 Teorem

4.2.1’in kosullarinin 6zel durumlari olarak belirtilmistir.

Teorem 6.3: (4.4) yapay sinir sisteminde, f € .Z olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile verilen

aralik belirsizliklerini saglasin. O zaman asagidaki gibi €, 1 ve g; pozitif sabitleri var ise,
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(4.4) yapay sinir sistemi global asimptotik robust kararlidir.

5 ¢ A & 1 ¢ :
G = ZCIiE__l_SZQidij_EZCdeji_n Y aitij—— Y qjéji>0,Vi
P j=1 j=1 mj=

J

Teorem 4.2.1°de, k» = &7 = 1 oldugu durum dogrudan Teorem 6.3’iin kosullarin1 ima eder.

Teorem 6.4: (4.4) yapay sinir sisteminde, f € .Z olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile verilen
aralik belirsizliklerini saglasin. Asagidaki cebirsel kriterler karsilanirsa, (4.4) yapay sinir ag1

global asimptotik robust kararlidir.
_ ¢ noo n n
C,' = ;—; —22 dejdki_zz Z éjkéji > 0, Vi
‘ j i=1k=1

Teorem4.2.1'de, k; =& =8 =6=w=¢=1vep, = %,Vi durumu direkt olarak Teorem

6.4’1in kosullarin1 verir.

Teorem 6.5: (4.4) yapay sinir sisteminde, f € .Z olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile verilen
aralik belirsizliklerini saglasin. Asagidaki cebirsel kriterler kargilanirsa, (4.4) yapay sinir ag1

global asimptotik robust kararlidir.
_ Por: A n ) n n n n n
19,' = ;—é—zdeidkj—zZéjk—zZdjiéjk—ZZdjkéﬁ>0,Vi

Teorem4.2.1'de, k1 =6 =8 =& =w=¢=1ve p;= %",Vi durumu direkt olarak Teorem

6.5’in kosullarini verir.

CZ~!' —|D| — |E| tekil olmayan M-matrisinin, D ve E matrislerinin elemanlar: iizerinde
ayni operatori uyguladigini gordiikk. Bununla birlikte, sistem (4.4) i¢in Lyapunov
fonksiyonellerindeki durum degiskenlerinin karelerinin farkli lineer kombinasyonlarinin
kullanilmast durumunda, istenen robust kararlilik kosullarini belirlemek icin D ve E
matrislerine farkli operatorler uygulayabiliriz. Daha 6nce de belirttigimiz gibi, ¢oklu zaman
gecikmesi igeren ve f € .Z olan bir sinir aginin kararliligini incelerken, £ matrisi s6z konusu
oldugunda, (4.5) ile tanimlanan araliktaki e;; elemanlarinin maksimum mutlak degerleri

kararlilik kosullarinin ifadelerinde Kkilit bir rol oynar. Bu nedenle, E matrisinin elemanlari
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tizerindeki matematiksel manipiilasyonlarin ve esitsizliklerin islemleri cok onemlidir. D
matrisine gelince, genel yaklasim D’nin normlari icin yeni iist sinirlar bulmaktir. Bu tezde,

bu iki gorev ayn1 anda basariyla gerceklestirmistir.

Teorem 4.2.1’inkosullar1 0 < &, <1,m=1,...,8,§+&E=83+8 =8+ =&+ & =1,
K1+Kx =1,0<k; <1ve0 <k <1 negatif olmayan bazi sabitleri icerir. Teorem 4.2.1’1in
kosullarinda bu negatif olmayan sabitlerin bazi uygun degerlerinin se¢ilmesinin bir¢ok
farkli kararlilik kriteriyle sonuglanacagi agiktir. Ayrica, bu tez D matrisinin ikinci normu
icin yeni bir {ist sinir sunmaktadir. Bu baglamda, [61]-[70]’de elde edilen robust kararlilik
sonuc¢larinin 6zel durumlar olarak dogrudan Teorem 4.2.1°den tiiretilebilecegi kolayca
gozlemlenebilir. Asagida, bu tezin, Lyapunov fonksiyonellerinde durum degiskenlerinin
karelerinin ¢esitli lineer kombinasyonlarinin kullanildig1 [61]-[70]’de 6nerilen 6nceki robust

kararlilik sonuglarinin ¢cogunu genellestirdigini gosterecegiz.

Simdi ilk olarak ge¢mis literatiir sonuglarim belirtiyoruz ve ardindan bu sonuglarin Teorem
4.2.1’in kogsullarindan tiiretilebilecegini gosteriyoruz. Teorem 4.2.1°den baz1 yeni alternatif

sonuclar da elde edilecektir.

Teorem 6.6 [61]: (4.4) yapay sinir sisteminde, f € .Z olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile
verilen aralik belirsizliklerini saglasin. Asagidaki cebirsel kriterler karsilanirsa, (4.4) yapay

sinir ag1 global asimptotik robust kararhdir.

v = r—0a(D)—/||E|1||E]|~ >0

). Theorem 4.2.1°de, k» = £ = 1 ve g; = 1, Vi olmak iizere, Teorem 4.2.1

<

Burada r = min(7
1

asagidaki formda yazilabilir:

1 n
W = 25 —x——0,(D)—nY éj—
» =

n
) éji
=1

1 . 1 . ,
> 2r—%—;o;(D)—nuEHw—ﬁHEHI > 0,Vi

3|~

ti = 2(r—o0a(D)—\/||E|[1]|E|lw) > 0,Vi
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Boylece Teorem 6.6, Teorem 4.2.1’in 6zel durumudur. Teorem 6.6’da tanimlanan kararlilik

kosuluna alternatif bir kosul asagidaki gibi elde edilir:

Teorem 6.7: (4.4) yapay sinir sisteminde, f € .Z olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile verilen
aralik belirsizliklerini saglasin. Asagidaki cebirsel kriterler karsilanirsa, (4.4) yapay sinir ag1

global asimptotik robust kararli denir.
vV = r—om(D)—||E||[r >0

Teorem 1’de, k1 =& = &4 = & = @ = 1 ve p; = r, Vi olsun. Bu durumda Teorem 1 asagidaki

formda yazilabilir:

Ci 1 3
wo= 2pi = pi = (14+9)o5(D) — (14 IIEI:

m

A L A .
= rz—Gi(D)—HEH%—GGZ(D)—EHEH%,VI

S = 5.D) olsun. Boylece,
wi > P —0x(D)~|IE|} —20u(D)Ellr = — (D) + ||Ell)* > 0,Vi

Bu nedenle robust kararlilik kosulu r > o;,(D) + ||E||r seklinde tiiretilir.

Teorem 6.8 [62]: (4.4) yapay sinir sisteminde, f € .Z olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile
verilen parametre belirsizliklerini saglasin. O halde, @ ve 7 pozitif sabitleri varsa, (4.4) yapay
sinir ag1 global asimptotik robust kararhidir

1 n
pizzr—co—n:——czz(D)—ﬁ Zé?l- > 0,Vi
T o =

Teorem 6.9 [63]: (4.4) yapay sinir sisteminde, f € .Z olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile

verilen aralik belirsizliklerini saglasin. O halde, @ ve 7 pozitif sabitleri varsa, (4.4) yapay
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sinir ag1 global asimptotik robust kararlhidir

1 n
p,~:2r—co—7r——Glz(D)—2 Zéfi > 0,Vi
T o =

Teorem 6.10 [64]: (4.4) yapay sinir sisteminde, f € .Z olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile
verilen parametre belirsizliklerini saglasin. O halde, asagidaki cebirsel kriterler karsilanirsa,

(4.4) yapay sinir ag1 global asimptotik robust kararlidir.
R : n R ,
pi =r—min(oy(D),02(D)) — \/T_max( Zl(e;l- —l—e,-zj)) > 0,Vi
j:
Teorem 6.11 [65]: (4.4) yapay sinir sisteminde, f € £ olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile

verilen aralik belirsizliklerini saglasin. O halde, asagidaki cebirsel kriterler karsilanirsa,

(4.4) yapay sinir ag1 global asimptotik robust kararlidir.

n
pi = r—min(o1(D),02(D),03(D),04(D) ——max Z e +e )) >0,Vi

Teorem 4.2.1°de, k» = &g = 1 ve g; = 1, Vi olmak iizere. Teorem 4.2.1 agagidaki formu alir:

po= 2 D) Y a- Y e
Y . _ P o
i li P m =] 15 nj:1 Ji
n 1 n
> 2r—x——op(D)—nY éij—— ) &;>0,Vi
% = =
Buradan,
Zn:é <lzn‘,(ﬁ+lé2)—l(nﬁ+lzn:é2)
1y = Aviy) N 1
=R = =

Benzer sekilde
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Simdi asagidaki ifadeyi yazabiliriz
1 2 n n 1 %) 1 n 1 %) .

Boylece, Teorem 6.8-6.11°in sonuglari, bazi uygun 1 ve s degerleri secilerek Teorem
4.2.1’den kolaylikla tiiretilebilir. Teorem 6.8-6.11 dekilere alternatif bir kosul asagidaki gibi
elde edilir:

Teorem 6.12: (4.4) yapay sinir sisteminde, f € £ olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile verilen
aralik belirsizliklerini saglasin. O halde, asagidaki cebirsel kriterler karsilanirsa, (4.4) yapay

sinir ag1 global asimptotik robust kararhdir.

h 1 n n o
Bo= P -(+gonD) - (1+ )Y Y ené>0
i=lk=1

Teorem 4.2.1'de, k] = & =& =& = o = 1 ve p; = r,Vi oldugu durumda, dogrudan

Teorem 6.12’nin kosullarini ifade eder.

Teorem 6.13 [66]: (4.4) yapay sinir sisteminde, f € .Z olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile
verilen aralik belirsizliklerini saglasin. O halde, ® ve n pozitif sabitleri varsa, (4.4) yapay

sinir ag1 global asimptotik robust kararlhidir

Teorem 4.2.1'de, ki = kp = 1, &, =&

w
I
e

(o)}
I
(VAN

~
I
u
I
(S
<
(¢}
]
I
S
I
[S—
<
2]
(¢
v
?
(9]
w2
—
<
p—d
(¢]

asagidaki sekilde sonuglanir

Boylece Teorem 6.13’iin sonuglari Teorem 4.2.1°de elde edilen kosullarin bazi 6zel

durumlart olarak diisiiniilebilir.
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Teorem 6.14 [67]: (4.4) yapay sinir sisteminde, f € £ olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile
verilen parametre belirsizliklerini saglasin. O halde, @ pozitif sabiti varsa, (4.4) yapay sinir

ag1 global asimptotik robust kararlidir

C; ! 1 &
Vv, = 7—261 )—wZéij—BZeﬁ>0,Vi
1 j=1 j=1

Teorem 4.2.1°de k» = g = 1 ve g; = 1, Vi olmak iizere, Teorem 4.2.1 asagidaki formu alir:

U = 16 i liA > 0,Vi
;= 2= —x—— — ) é;;i>0,Vi
i li o ] anI Jji
2 = Op(D) olsun.
e %_20 i - — é; >0Vz
W = I; m “ ]:1 Ji

Boylece, Teorem 6.14, Teorem 4.2.1’in 6zel durumudur.

Teorem 6.15 [68]: (4.4) yapay sinir sisteminde, f € .Z olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile
verilen parametre belirsizliklerini saglasin. O halde, asagidaki cebirsel kriterler karsilanirsa,

(4.4) yapay sinir ag1 global asimptotik robust kararl olur.
V = 2r—20(D)—||E||1 — ||E|| > O

Teorem 4.2.1°de, k» = Eg =N =1 ve ¢; = 1,Vi ve 3 = 6,,(D). Bu durumda, Teorem 4.2.1

asagidaki formu alir

C; = < 3 5 j
b= 2 =20(D) Y ay— Y. &2 2r~20u(D) ~IE]l — 1B > 0,1
l : :

Boylece, Teorem 6.15, Teorem 4.2.1’in 6zel durumudur.
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Teorem 6.16 [69]: (4.4) yapay sinir sisteminde, f € .Z olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile
verilen parametre belirsizliklerini saglasin. O halde, asagidaki cebirsel kriterler karsilanirsa,
(4.4) yapay sinir ag1 global asimptotik robust kararlidir.
2 n.on. n o on
0; = lz élc szkidkj_zz ]lejk+djkejl+e]k€jl)>0 Vi
j=1k=1 j=1k=1

Teorem 4.2.1'de, k] =& =& =w=n=1 ve p; = l’,Vz olmak iizere, Teorem 4.2.1

asagidaki formu alir
2 n.on. non no non

W=y =&ion(D szd Zzéjkéﬁ—zdﬁéjk—zz djéji > 0,Vi
i j=1k=1 i=1k=1 k=1 j=1k=1

Boylece, Teorem 6.16 basitce, Teorem 4.2.1°in 6zel durumudur.

Teorem 6.17 [70]: (4.4) yapay sinir sisteminde, f € .Z olsun ve sistem matrisleri (4.5) ile
verilen parametre belirsizliklerini saglasin. O halde, 0 < b < 1, @ ve ¢ pozitif sabitleri varsa,

(4.4) yapay sinir ag1 global asimptotik robust kararlidir

Iia

; 1 5 2 . . 1 R )
i = 2 .—a)—a;];ldd g—ZZ(be],+(1 b)e};) > 0,Vi

J=1

o)

Teorem 4.2.1°de, k] = K» = %, & =&=E=E&=n=1ve p;=¢q; = 1,Vi olmak iizere,

Teorem 4.2.1 asagidaki formu alir

Buradan,

olur ve benzer sekilde
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yukaridaki esitsizligi elde ederiz. Boylece,

C; w 1 non l’lg 1 1 2 2

Hi = 22— ——— kikj — 5 T 4~ (é+é)
1 o o e . 1 & . ‘
—Ei_zlkglejkeﬁ—zgdij—%;dﬁ>0,VZ

olur ve Teorem 6.17’nin sonuglari, Teorem 4.2.1°de elde edilen kosullarin bazi 6zel

durumlar olarak diisiiniilebilir.
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7. TARTISMA VE SONUC

Bu tez, ¢coklu zaman gecikmeli siirekli zamanli Hopfield dinamik sinir aglarinin robust
kararliligin1 incelemis ve Lipschitz aktivasyon fonksiyonlarinin varlifinda, tanimladigimiz
coklu zaman gecikmeli dinamik sinir ag1 modelinin global robust kararlilig1 i¢in yeni
yeterli kosullar sunmustur. Tezin en 6nemli katkilarindan biri, robust kararlilik sonuglarinin
tiiretilmesinde kullanilan parametre belirsizligi belli bir aralikta tanimlanmis ara baglanti
matrisleri i¢in yeni bir {ist sinir normu tiiretmek ve modifiye edilmis yeni Lyapunov
fonksiyonu kullanmaktir. Bu tezin sonuglari ile daha dnce yayinlanan ¢aligmalardaki robust
kararlilik sonuglar1 arasinda yapilan ayrintili karsilastirma, bu tezde elde edilen robust
kararlilik kosullarinin, ge¢miste tiiretilmis, hemen hemen tiim robust kararlilik sonuclarini
genellestirdigini ortaya koymaktadir. Uygun Lyapunov fonksiyonellerinin kullanilmasi ve
ara baglanti matrisleri i¢in yeni iist sinir normlarmin bulunmasi, ¢oklu zaman gecikmesi
terimleri ve Lipschitz aktivasyon fonksiyonlar1 iceren dogrusal olmayan sinir aglarmin
kararlilik analizinde Kkilit faktorler oldugundan, bu tezde kullanilan analiz teknikleri ve
yontemleri, ¢coklu zaman gecikmeli dogrusal olmayan dinamik sistemlerin kararlilik teorisi

alaninda daha fazla arastirma yapilmasina onemli katkilar yapabilecek niteliktedir.
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