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OZET

Bu tez calismasinda, q-cat1 yardimiyla Tzitzeica egrileri, kiiresel egriler ve kiiresel
Tzitzeica egrilerinin 3-boyutlu Oklid ve 3-boyutlu Minkowski uzaylarinda incelenmesi
amaclanmistir. Tzitzeica egrisi, orijinden egrinin keyfi bir noktasindaki oskiilator
diizlemine olan uzakliginin karesi ile egrinin torsiyonunun orani, sifirdan farkli sabit olan

bir uzay egrisidir.

Calismamiz 5 bolimden olusmaktadir. Ilk iki boliim olan Giris ve Literatiir
Arastirmasi bolimlerinde, egriler, Tzitzeica egrileri ve kiiresel egriler ile Bishop, Darboux
ve g-cati iizerine yapilan literatiir taramasindan bahsedilmistir. Uciincii boliimde, Oklidyen
3-uzayda ve Minkowski 3-uzayda yapacagimiz hesaplamalarda kullanacagimiz temel
tanimlar ve teoremlere yer verilmis, Frenet catis1 ve hesaplamalar1 yapacagimiz g-cati
tanitilmis ve bu iki cat1 arasindaki bagintilara deginilmistir. Dérdiincii béliimde, Oklidyen
3-uzayda tanimlanan Tzitzeica ve kiiresel egriler ile bunlarla ilgili teoremler incelenmis,
q-cat1 yardimiyla Oklidyen 3-uzayda Tzitzeica ve kiiresel egriler tanimlanarak kiiresel
Tzitzeica egrileri ile ilgili teoremler ispatlanmistir. Besinci boliimde, Minkowski 3-uzayda
tanimlanan spacelike ve timelike g-catilar yardimiyla Tzitzeica ve kiiresel egriler
tanimlanmis, kiiresel Tzitzeica egrileri ile ilgili teoremler ispatlanmis ve Lorentz kiiresi

iizerinde gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Minkowski 3-uzay1, Frenet catisi, g-catisi, Tzitzeica egrisi, Kiiresel egri.
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SUMMARY

This thesis, it is aimed to examine Tzitzeica, spherical and spherical Tzitzeica
curves in 3-dimensional Euclidean and 3-dimensional Minkowski spaces by using g-frame.
A Tzitzeica curve is a space curve for which the ratio of its torsion and the square of the
distance from the origin to the osculating plane at an arbitrary point of the curve is non-zero

constant.

Our study consists of 5 parts. In the Introduction and Literature Review chapters,
which are the first and the second chapters, a literature review on curves, Tzitzeica curves
and spherical curves and Bishop, Darboux and g-frame are mentioned. In the third chapter,
the fundamental definitions and theorems that we will use in our calculations in Euclidean
3-space and Minkowski 3-space are given, the Frenet frame and the g-frame that we will do
the calculations are introduced, and the relations between these two frames are explained. In
the fourth chapter, Tzitzeica and spherical curves defined in Euclidean 3-space and related
theorems are investigated, and defining Tzitzeica and spherical curves in Euclidean 3-space
by using g-frame, the theorems related to spherical Tzitzeica curves are proved. In the fifth
chapter, Tzitzeica and spherical curves are defined by using spacelike and timelike q-frames
defined in Minkowski 3-space, theorems about spherical Tzitzeica curves are proved and

shown on Lorentz sphere.

Key Words: Minkowski 3-space, Frenet frame, g-frame, Tzitzeica curve, spherical curve.
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1. GIRIS VE AMAC

Egriler ve egriler teorisi, bilindigi ilizere diferensiyel geometrinin temel yapi
taglarindan biridir. Egrilerin diferensiyel geometrisi lizerine bilinen ilk ¢alisma Huygens
tarafindan yapilmistir. Egrinin, diizlem iizerindeki bir t parametresine bagli olan bir

noktanin hareket etmesiyle olustugu ise Newton tarafindan yapilmistir.

Egriler iizerine olan caligmalarda cati alanlar1 6nemli bir yer kaplamaktadir.
Oklidyen 3-uzayda uzay egrileri iizerine ¢alismalar 1847 yilinda Frenet ve 1851 yilinda
Serret tarafindan calisilmistir. Onlar tarafindan bugiinkii ismiyle Serret-Frenet catisi olarak
bilinen ortonormal cati ortaya ¢ikmustir. Frenet catist disinda bilinen bir diger cati ise
egrinin hiz1 ve yilizeyin normali tarafindan olusturulan Darboux ¢atisidir. 2015 yilinda
Sentiirk ve Yiice tarafindan, Oklidyen 3-uzayda Darboux catisiyla regle yiizeylerin
karakteristik Ozellikleri verilmistir. Frenet ve Darboux catilar1 disinda 1975 yilinda
L.R.Bishop tarafindan tanimlan Bishop ¢atis1 da mevcuttur. Bu ¢atinin yeni bir versiyonu
Yilmaz ve Turgut tarafindan 2010 yilinda verilmistir. Bu ¢atilar disinda pek c¢ok farkli ¢ati
yapist bulunmaktadir. Bunlardan biri, calismamizda da kullanacagimiz ¢ati olan g-catidir.
Dede tarafindan bir uzay egrisi boyunca tanimlanan g-¢ati iizerinde de dnemli ¢aligmalar
bulunmaktadir. Ekici vd. 2019 c¢alismasinda Minkowski 3-uzayinda q-gatiya gore

Smarandache egrileri lizerine ¢aligmalar yapilmistir.

Son yillarda bazi 6zel egrilere ve bu egrilerin oOzellikleri iizerine ¢aligmalar
yapilmaya baglanmistir. Bu 6zel egrilerden biri de ¢alismamizda adi gecen Tzitzeica
egrileridir. Bu egriler, Roman matematik¢i Gheorgha Tzitzeica tarafindan tanimlanmstir.
Karacan ve Biikcii tarafindan 2009 yilinda 3-boyutlu Minkowski uzayinda, bir harmonik
denklemin ¢6ziimii ile bulunan eliptik silindirik Tzitzeica egrileri verilmistir. 2012 yilinda,
Bila tarafindan 3-boyutlu Oklid uzayinda Tzitzeica egri denklemi, dogrusal olmayan bir
diferensiyel denklem seklinde alinmis ve Tzitzeica egrileri bu yapr ile tekrar incelenmistir.
Bayram vd. 2018 de 3-boyutlu Oklid uzayinda Tzitzeica egrileri tamimlanmis ve kiiresel
Tzitzeica egrileri incelenmistir. Bunlar dogrultusunda ¢alismamizda hem Oklidyen
3-uzayda hem de Minkowski 3-uzayinda kiiresel Tzitzeica egrileri iizerine incelemeler
yapilip bu incelemeler g-¢ati ilizerinde devam ettirilip g-cat1 i¢in kiiresel ve Tzitzeica
egrilerinin tanimlanmast ve kiiresel Tzitzeica egrisi olmasi durumunun incelenmesi

amaglanmustir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Egriler teorisi , diferensiyel geometrinin 6nemli ¢alisma alanlarindandir. Egrilere
olan ilgi, matematiksel calismalardan ¢cok daha 6nce sanatta, dekoratif kullanimlarda, tarih
oncesi caglardaki pek ¢ok oOrnekte goriilebilir. Sezgisel olarak bir egri, hareketli bir
noktanm biraktig1 iz olarak diisiiniilebilir. Bu tanim, Oklid’in Elements kitabinda 2000
yildan uzun bir siire 6nce ortaya ¢ikmistir. Egriler teorisindeki 6nemli gelismeler, Descartes
tarafindan 17. ylizyilda analitik geometrinin tanitilmasiyla baslamistir. Egri taniminin,
diizlem iizerindeki bir noktanin hareketi ile bir ¢ parametresine bagli olarak yapilmasi

Newton sayesinde olmustur.

Diferensiyel geometride, egriler ve ylizeyler iizerine ¢aligma yaparken ¢at1 alanlari
onemli bir yer kaplamaktadir. 3-boyutlu Oklid uzayinda uzay egrileri ve bu egrilerin
diferensiyel geometrisi iizerine ¢alismalar 1847 yilinda Frenet tarafindan baglamis ve ondan
habersiz olarak 1851 yilinda Serret tarafindan da calisilmaya devam edilmistir. Onlar
tarafindan bir uzay egrisi, bir yay parametresine bagl olarak tanimlanmis ve buradan yola
cikilarak bugiinkii adiyla Serret-Frenet ¢atis1 olarak bilinen ortonormal cat1 elde edilmistir.
En bilinen ve iizerinde bir ¢cok ¢alismaya sahip olan bu ¢at1 diginda bilinen bir diger cat1 ise
Darboux catisidir. Bu ¢ati1, egrinin hizi ve yilizeyin normali tarafindan olusturulmustur.
Catiya ismi, Fransiz matematik¢i Jean Gaston Darboux’nun 1887 ve 1896 yillar1 arasinda
yayinlanan 4 ciltlik koleksiyonundaki ¢alismalarinin ardindan verilmistir. O zamandan beri
Darboux ¢at1 {izerine pek ¢ok calisma yapilmistir. Bunlardan biri 2015 yilinda Sentiirk ve
Yiice tarafindan yapilan, Oklidyen 3-uzayda Darboux c¢atisiyla regle yiizeylerin
karakteristik ozelliklerinin verildigi calismadir. Bir digeri ise yine Oklidyen 3-uzayda
Darboux c¢atisiyla paralel regle yiizeylerin karakteristik Ozelliklerinin incelendigi
caligmadir. Bu caligmalar gibi daha pek c¢ok calismada Darboux catiya yer verilmistir.
Frenet ve Darboux catilar1 disinda bilinen bir diger cat1 ise Bishop catisidir. Bu ¢ati,
egrilerin alternatif ya da paralel catis1 olarak bilinmektedir. Bishop ¢atisi, paralel vektor
alanlar1 yardimiyla 1975 yilinda L.R.Bishop tarafindan tanimlanmistir. Bu ¢at1 iizerine de
caligsmalar mevcuttur. Yilmaz ve Turgut tarafindan 2010 yilinda Bishop catisinin yeni bir
versiyonu verilmis ve kiiresel resimlere bir uygulamasindan bahsedilmistir. Yine 2010
yilinda Yilmaz tarafindan Minkowski 3-uzayinda Bishop ¢atisina gore baz1 6zel spacelike
egrilerin konum vektdrleri incelenmistir. Bu 3 gati disinda, ¢alismamizda da kullanacagimiz
cat1 olan g-¢ati1 olarak bilinen bir ¢ati daha vardir. Coquillart tarafindan 1987 senesinde
tanimlanan quasi-normal vektorii yardimiyla g-¢at1 elde edilmistir. Bu ¢atinin altinda yatan

ana fikir, quasi-normal vektorii olarak adlandirilan vektoriin, izdiisiim vektorii ile teget



vektoriin vektorel ¢arpimiyla hesaplanmasidir. Dede vd. tarafindan 2015 yilinda bir uzay
egrisi boyunca quasi-normal vektorii kullanilarak tanimlanan g-gati, Frenet ¢atisina gore
bazi avantajlar saglamaktadir. Bu avantajlardan ilki bu catinin, egrinin ikinci tiirevinin
tanimsiz oldugu durumda da tanimlanabilmesi ve ikincisi de teget etrafinda gereksiz
bilikiilmenin Oniine ge¢cmesidir. Bu avantajlar kullanilarak bu cati ilizerinde de Onemli
caligmalar yapilmistir. Ekici vd. 2019 da Minkowski 3-uzayinda q-¢atiya gére Smarandache
egrileri iizerine ¢alismalar yapilmistir. Ekici vd. 2021 yilinda Oklidyen 3-uzayda g-cati

vektorlerine gore regle yilizeyler ¢alisiimistr.

Kiiresel egriler ve 6zellikleri, egriler teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Bu tiir egriler
tizerine bir ¢ok ¢alisma yapilmistir. 1998 yilinda Bektas vd. tarafindan 3-boyutlu Minkowski
uzayinda timelike kiiresel egrilerin karakterizasyonu verilmistir. 1999 yilinda Pekmen vd.
tarafindan Lorentzian kiiresel spacelike egrilerin karakterizasyonu verilmistir. 2000 yilinda
ise Petrovic-Torgasev vd. tarafindan spacelike kiiresel egrilerin timelike ve null asli normali
kullanilarak elde edilen baz1 karakterizasyonlari verilmistir. Chen’in 2003 yilinda yayinlanan
makalesinde, 3-boyutlu Oklid uzayinda konum vektérii normal diizleminde bulunan egrilerin

kiiresel egriler oldugu séylenmistir.

Salkowski tarafindan 1909 yilinda Salkowski ve anti-Salkowski egrileri olarak
tanimlanan egriler, kisaca egriliklerin sabit olup olmama durumlarina gore
isimlendirilmektdir. Salkowski ve anti-Salkowski egrileri iizerine de bir¢cok c¢alisma
mevcuttur. 2009 yilinda Monterde tarafindan yapilan ¢aligmada sabit egrilikli ancak sabit
olmayan torsiyona sahip egrilerin bir ailesinden bahsedilmistir. Yine 2009 yilinda Ali
tarafindan yapilan ¢alismada ise spacelike Salkowski ve anti-Salkowski egrileri spacelike

asli normal ile Minkowski 3-uzayinda incelenmistir.

Son yillarda yukarida bahsedilen egrilerden farkli olarak bazi 6zel egri tiirleri
iizerine ¢aligmalar yapilmigtir. Bunlardan bizim i¢in en 6nemli olan1 Tzitzeica egrileridir.
Tzitzeica egrileri olarak adlandirilan egrilerin bir simnifi Roman matematik¢i Gheorgha
Tzitzeica (1872-1939) tarafindan 1911 yilinda tanimlanmistir. Bir egrinin Tzitzeica egrisi
olmasi i¢in, orijinden egrinin keyfi bir noktasindaki oskiilator diizlemine olan uzakliginin
karesi ile egrinin torsiyonunun oraninin sifirdan farkli bir sabit olmasi gerektigi sarti
gosterilmistir. Benzer hesaplamalar ve asimptotik ¢izgi yapisi diger ¢alismasinda verilmistir
(Tzitzeica, 1925). Crasmareanu tarafindan 2002 yilinda bir Oklidyen uzayda, Tzitzeica
sartin1 saglayan eliptik ve hiperbolik silindirik egrileri belirlenmistir. Karacan vd. tarafindan
2008 yilinda Minkowski 3-uzayinda hiperbolik silindirik Tzitzeica egrileri ¢alisilmistir.
Yine Karacan vd. tarafindan 2009 yilinda 3-boyutlu Minkowski uzayinda eliptik silindirik
Tzitzeica egrileri, bir harmonik denklemin ¢6ziimiine bagli olarak elde edilmistir. Ayrica bir

egrinin spacelike, timelike veya null eliptik silindirik Tzitzeica egrisi olmasi igin gereken



kosullar verilmistir. Bobe vd. tarafindan 2012’de 3-boyutlu Oklid ve Minkowski
uzaylarinda Tzitzeica egri ve yiizeyleri, merkez afin degismezleri tarafindan incelenmistir.
2012 yilinda, Bila tarafindan 3-boyutlu Oklid uzayinda Tzitzeica egri denklemi, lineer
olmayan bir diferensiyel denklem olarak ele alinmig ve Tzitzeica egrileri yeniden
incelenmistir. Yine 2012 yilinda Bobe vd. tarafindan, Minkowski uzaylarinda Tzitzeica
egrileri ve yiizeyleri 3 merkez afin de§ismez fonksiyonu ile yeniden tanimlanmuistir.
Bayram vd. 2018 de 3-boyutlu Oklid uzayinda Tzitzeica egrileri tamimlanmis ve kiiresel
Tzitzeica egrileri incelenmistir. Yine 2018 yilinda, Ozerdem tarafindan 3-boyutlu
Minkowski uzayinda null olmayan, null ve pseudo-null Tzitzeica egrileri iizerine
calistimistir. 2021 yilinda Tung tarafindan Tzitzeica egrilerinin ve yiizeylerinin bir
karakterizasyonu verilmis ve 4-boyutlu Oklid uzaymda hiperyiizeyler i¢in Tzitzeica sarti
tizerine incelemeler yapilmistir. Eren vd. tarafindan 2021 yilinda Bishop c¢atilari
kullanilarak Tzitzeica egrilerinin karakterizasyonlar1 verilmistir. Bayram vd. tarafindan
2021 yilinda Oklidyen 3-uzayda Tzitzeica yiizeyleri iizerine bir ¢alisma yapilmistir.
Sariaydin ve Yazla tarafindan 2022 yilinda, k izdiistim vektorii (0,0, 1) alinarak g-¢ati igin
Tzitzeica egrilerinin baz1 karakterizasyonlar1 verilmis ve Tzitzeica egrisinin harmonik

tanjant, normal ve binormal olup olmadig1 incelenmistir.

Bu tez calismasinin amaci, 3-boyutlu Oklid uzaymda quasi-normal vektdrii
yardimiyla elde edilen g-cati ve 3-boyutlu Minkowski uzayinda var olan g-catilar
yardimiyla Tzitzeica egrilerini ve kiiresel egrileri tanimlayip kiiresel Tzitzeica egrileri
lizerine inceleme yapmaktir. Yapilan incelemeler, 3-boyutlu Oklid uzayinda kiire iizerinde
ve 3-boyutlu Minkowski uzayinda ise Lorentzian kiiresi iizerinde gosterilmis ve bazi

orneklere yer verilmistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢alisma boyunca kullanilacak tanimlar ile teoremler ele alinmaistir.

3.1 Egriler ile Frenet Catisi

Diferensiyel geometri ile ilgili bazi alanlarda Frenet ti¢yiizliisii kullanilir. Genel olarak Frenet
catis1 (ligyiizliisii) klasik egriler lizerine konularin incelenmesinde ve kiiresel egriler {izerine
calisilan alanlarda kullanilir. Bu kisimda bir uzay egrisi lizerinde en fazla ele alinan Frenet

catist hakkinda bilgi aktarilmistir.

Tamm 3.1: R? vektor uzayinda x = (ay,as,a3) ile'y = (by, by, b3) iki vektdr olmak

uzere

3
(xy) = ; a;b;

seklinde Oklid i¢ garprmi tanimlanir. Bu durumda R? Afin uzay1 3-boyutlu Oklid uzay: adin
alir. Bu ise [E? sembolii ile temsil edilir (Hacisalioglu, 1998).

Tamm 3.2: Uzayda bir P noktasinin bir diizleme uzaklig1 diye P nin diizlem iizerine
dik izdiisiimiiniin ayag1 S olmak {izere ﬁ vektoriiniin uzunluguna denir, burada A noktasi
diizlem iizerinde bir nokta ve 77 diizlemin normali olmak iizere

< AP 7 >

seklindedir (Yiice, 2017).

Tamim 3.3: Bir agik aralik / C R iken (7, o) koordinat komsulugu ile
a: I — E* I C Rigin a(t) = (ai(t), as(t), ..., a,(t)) parametrik olarak verilir. Uzay
egrisi diye M = «(I) C E™ kiimesine denir. Egri i¢in o sembolii kullanilacaktir.
(Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 3.4: M egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. Vs € [ igin, |/ (s)|| = 1
ise M egrisi (I, o) koordinat komsuluguna gore birim hizli egri adini alir. Bu durumda s, yay-

parametresi olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1998).



Tamim 3.5: M = «(I) C E® egrisi birim hizli egri olmak iizere V; = t birim teget,
V, = n birim normal, V3 = b binormal vektérleri i¢in {t,n, b} kiimesine Frenet catisi (3-

ayaklis1) denir. Bu durumda

Oé”(s)

(o) =) 1) = ooy

ve b(s)=t(s) An(s) (3.1)

seklinde yazilir. Dolayisiyla
a'(s) ANa(s)

P(E) = )]

bulunur (Sabuncuoglu, 2010).

Tamm 3.6: M C E" egrisi (1, a) koordinat komsulugu ile verildiginde s € I degeri
i¢in cr(s) noktasindaki Frenet r-ayaklis1 {V1(s), ..., V_(s)} olmak iizere 1 < ¢ < r degerlerine
karsilik

ki: I —R
s = ki(s) = (Vi(s), Viya())
bigiminde verilen k; fonksiyonuna «(1) C E™ egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu adi verilir
(Hacisalihoglu, 1998).

(3.2)

Teorem 3.1: M = «(I) C E™ egrisi s € I yay-parametresi ile verilsin. k;(s) egrilik
fonksiyonlart ile {Vi(s),...,V,(s)} Frenet r-ayaklisi i¢in tiirev denklemleri, sirasiyla,
Vi(s) = ki(s)Va(s), Vi(s) = —ki—1(s)Vi—1(s) + ki(s)Vit1(s) 1 < i < rve
Vi(s) = —k,_1(s)V,_1(s) seklindedir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 3.7: M = «(I) C E® egrisi birim hizli egri olmak iizere egrinin a(s) deki
{t,n, b} Frenet 3-ayaklisi igin

t'(s) = ki(s)n(s)
"(5) = —ki(s)t(s) + ka(s)b(s) (3.3)
(

n
b'(s) = —kas

esitliklerine Frenet formiilleri adi verilir. Kk = k; egrilik ile 7 = k5 burulma seklinde

sembolize de edilir. Burada tiirev denklemleri

t 0 x 0
n |=|-x 0 7 n (3.4)
b’ 0O —7 0 b

bi¢iminde yazilir (Hacisalihoglu, 1998).

Sonug 3.1: M = «a(I) C R? egrisi birim hizli egri olmak iizere egrinin egriligi
ki(s) = ||o”(s)|| degeridir (Do Carmo, 1976).



Tamm 3.8: M = a(I) C E? egrisi birim hizli egri olmak iizere k; (s) i-yinci egriligi
ile {Vi (s),Va(s),...,V, (s)} Frenet p-ayaklisi

F(s) =% (5) 32 (0 (). Vi (9)) Vi), 1< 7 <
o £ (5]
(s) = Ll i 1
SN BT

bi¢imindedir (Hacisalihoglu, 2000).

Sonu¢ 3.2: Birim hizli olmayan M = «(I) C E® egrisi i¢in egrilik ve torsiyon,

sirastyla
B ||O/ A O//” B det(o/,o/’,o/”)

- I ey

ayrica v = ||a/(s)|| olmak tizere

t 0
n|=v| -k 0 7 n (3.5)
b’ 0 —7 0 b

tiirev denklemleri verilir (Hacisalihoglu, 2000).

.. 4 3 3
Ornek 3.9: M = a(R) C R® egrisi a (s) = (1 + =5 sin(g), cos(g)) parametrik

olarak verilsin. Buna gore Frenet elemanlarini bulalim.

Oncelikle egrinin tiirevi hesaplanirsa
4 3 3 3 3
o'(s) = (5» 5 Cos(gs)a 5 sin(g))
bulunur. Her s € I degerine karsilik ||o/(s)|| = 1 bulundugundan s yay-parametresidir. t

birim teget vektord, t(s) = o/(s) olur. Yani

4 3 3s 3 . 3s
t = —_ - _— _
(s) £ 5 cos(=), —psin(— ))
9 3s 9 3s
/ . _ - [ _
t'(s) = |0, 5 sin(— ), % cos( 7 ))

elde edilir. O halde x(s) = ||t'(s)]| egrilik tanimlanmasi olan Sonug 3.1 ifadesi kullanilirsa
r(s) = /(t(s),t'(s))
= \/< (0, —% sin(%), —% cos(%s)) : (0, —2% sin(i—s), —2% cos(35—8)> >

9
25



olur. Birim normal vektor alani ise

9 . 3s 9 3s
¢(s) (0, —3z sm(g), ~3% cos(g)>
n(s)=——~+— =
1'(s)]l 9

bulunur. Diger taraftan

b(s) = t(s)

olur. Buradan

oldugundan torsiyon ise

(s) = —g(o,—i—ismf—;),—%cos(%)),(o,—siné),—cos(%)»

25

olarak ifade edilir.

3.2 Uzay Egrisi Boyunca q-Cati

Bu kisimda, bir uzay egrisi i¢in g-¢ati ile g-egrilik tanimlar1 verilmistir. Bir uzay egrisinin
her bir noktasindaki g-¢atinin nasil hesaplanacagini tanimlayan Dede vd. bu ¢atinin Frenet
catis1 ile arasindaki farklar1 da ifade etmistir. Bu farklardan biri, bir egri icin ikinci tiirev
tanimsiz olsa dahi ¢atinin hesaplanabilir olmasi1 ve bir digeri ise egri boyunca cati
vektorlerinin gereksiz biikiilmesini 6nlemesidir. Bir dogrunun egriligi her zaman sifir olup,

bu durumda dahi g-¢gat1 hesaplanmaktadir. k, = (0,0, 1) ile X = (a, b, ¢) alinirsa
XAk, = (a,b,c) N (0,0,1) = (b, —a,0)

bulunur. Bunun anlami ise X vektoriine dik olan ve xy-diizleminde bulunan bir vektor
olmasidir. Yani X A k. vektorii, X vektoriiniin izdiisiim vektoriidiir. Burada k izdiisiim
vektoriiniin, koordinatlar boyunca alinan birim vektdr olduguna dikkat edelim. Burada, egri

icin t teget vektorii ve k izdiisiim vektorii paralel oldugunda t A k = 0 olacaktir.

x-ekseni, y-ekseni ile z-ekseni yonlerindeki q-gatilar, sira ile {t,ng, b, Kk},

{t,ng, by, k,} ve {t,ng by k.} seklindedir. Sekil 3.1 iizerinde gosterilen y-ekseni



X Ak, (b, —a, 0,75
X

Sekil 3.1 Izdiisiim vektorii

Sekil 3.2 Dogru boyunca g-¢at1 gosterimi

dogrultusundaki g-gatinin sirastyla k,, k, ve k, izdiisim vektorleri k, = (1,0,0),
k, = (0,1,0) ve k., = (0,0, 1) seklindedir (Dede vd., 2015).

Tamm 3.10: Uzay egrisi igin q-¢ati

"(t tAKk
o) o AR by =tAn, (3.6)

t=— "
/)" ™ [[eAK]

bi¢imindedir. k izdiisiim vektorii olmak iizere t birim teget, n, birim quasi-normal ve b, ise

birim quasi-binormal seklinde isimlendirilir (Dede vd., 2015).
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Teorem 3.2: Uzay egrisi igin quasi ¢atisinin tiirev formiilleri

t 0 ki ko t
n, | = | =k 0 ks ng (3.7)
b, —ky —ks 0 | | bg

bicimindedir. Tipki Frenet formiillerine benzer varyasyon denklemleridir. g-egrilikler

(t.ng) _(€by o (mby)

kl = —_ 9 = ——— VCR3 = ——7
la]] [l [l

seklinde yazilir (Dede vd., 2015).

Ornek 3.11: a(t) = (sint,cost,t3) egrisi icin k., = (0,0,1) seklinde izdiisiim
vektoriiyle verilen, z ekseni dogrultusundaki q-cat1

1
t = ———(cost,—sint, 3t
V1494 ( )
n, = (—sint,—cost,0)
1
by = ———(3t?cost, —3t*sint, —v/1 + 9t*)

V149t
ve g-egrilikleri ise
1 6t 3t
e ky=——F——=
V149t

bh=———, kg=————
TV Tron T T aqor
seklinde bulunur (Dede vd.,2015).

Sekil 3.3 Frenet catisi i¢in normal diizlem vektorleri

Sekil 3.3 ile av egrisi i¢in Frenet catis1 ile normal diizlem vektorleri verilmistir.

Benzer olarak, Sekil 3.4 ile de «v egrisi igin z-ekseni dogrultusundaki g-¢ati ile normal

diizlem vektorleri gosterilmistir.



Sekil 3.4 g-gatisi i¢in normal diizlem vektorleri
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Teorem 3.3: o (t) Oklid uzayinda diizgiin bir egri olup, o () egrisinin tiirevleri

cinsinden g-egrilikleri

det [, o/ K]

kl = )
lo” AKe][ fla]
PR C 1. (@, o) — ||o"||* {a", k)
F- 3
[l la” A K|
I (o/ k) det [/, ", K|
3 pum

lo A [l
biciminde yazilmaktadir (Dede vd., 2015).

Sonug 3.3: Bir egriicin ky, ko, k3 ile verilen g-egrilikleri k izdiisiim vektoriine baglidir

(Dede vd., 2015).

3.3 (g-Catisiile Frenet Catis1 Arasindaki Bagintilar

R3, 3-uzayda birim hizl1 olmayan bir 3 egrisi boyunca Frenet vektorleri

p(t) B'(t) A B (1)
= b= =b
CIEOr T mEmAsen T
seklindedir. Bu egrinin « egriligi ile 7 burulmasi igin
__IBwAsw) _ det(F(8), (1), 8”(1)

’ 3 ve 7 / " 2
18" (@) 16"() A B ()]
olarak hesaplanir (Sabuncuoglu, 2010). Frenet ¢atis1 ve g-catis1 arasindaki baginti
t 1 0 0 t

ng | = |0 cosf sinf n
by 0 —sinf cosf b

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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olup, Sekil 3.5 de gosterilmistir (Dede vd., 2015).

Sekil 3.5 g-catis1 ve Frenet ¢atisi

Teorem 3.4: Birim hizli «(s) egrisi ve (BR) ile (BM) ifadeleri goz oniinde

bulundurulursa
t 0 k1 ke t
n, | =| -k 0 ks ng (3.11)
b:l —ky —ks O b,

esitligi gecerlidir. Burada k;, ks ve k3 quasi egrilikleri
ki =<t ,ng >, ky=<t,by> ve ky=<ngb,> (3.12)
olarak verilir (Dede ve Ekici, 2015).

Teorem 3.5: Birim hizl1 bir uzay egrisi a(s) olsun. 6 agis, n ile ng vektorii arasinda
verildiginde egrinin g-egrilikleri ve Frenet egrilikleri arasidaki bagintilar

ki = kcosf
ky = —ksinf (3.13)
l{?g = de +7

bi¢imindedir (Dede ve Ekici, 2015).
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3.4 E} Minkowski Uzay1

Hermann Minkowski tarafindan 1907 yilinda ortaya ¢ikarilan bu uzay, matematik ve fizikte
Einstein’n izafiyet teorisini formiile ederken kullanilmistir. Minkowski uzayi, spacetime
kavramini ifade etmekte yararlanilmis ve yasadigimiz uzayin ii¢ boyutu ile bir de zaman
boyutu harmanlanmistir. Bu sekilde, 4 boyutlu bir manifold yapisi olusturulmustur. Albert
Einstein tarafindan ortaya atilan izafiyet teorisiyle Herman Minkowski, uzay ve zamani
ayni yapida incelemistir. Spacetime i¢in 6zel bir ¢esit olarak gezegenlerin giines etrafindaki

hareketi tanimlanabilir.

Uzayda Ay gezegeninin hareketi ¢embere benzer seklinde olmasina ragmen

Minkowski uzay1 goz oniine alindiginda bir egilim ¢izgisi bi¢gimindedir.

Minkowski 3-uzay1 diistintildiigiinde 3 farkli metrik karsimiza ¢ikmaktadir. Bunlar
(+,+,—), (+,—,4+) ve (—,+,+) isaretlemesiyle gosterilmektedir. Bizim ¢aligmamizda

kullanacagimiz metrik ise (+, 4+, —) seklindedir.

Tamim 3.12: V' bir reel vektor uzayi ve bunun iizerinde g : V' x V. — R simetrik
ve iki lineer olursa g doniisiimiine V' {izerinde simetrik bilineer form denir. Bu doniisiim,
nondejenere ise g doniisiimiine V' iizerinde bir skaler carpim, o zaman V" uzayina da bir skaler

carpim uzay1 adi verilir (O’Neill, 1983).

Diger taraftan VX € V igin X # 0 iken g(?, 7) > 0 ise g doniisiimiine pozitif
tanimli, g(X,X) < 0 ise g déniisiimiine negatif tammli, g(X, X) > 0 ise ¢ doniisiimiine
yari-pozitif tanimli, g(?7 7) < 0 ise g doniislimiine yari-negatif tanimlidir adi verilir
(O’Neill, 1983).

= OV€V7 € V iken
x = 0 olmalidir. g doniisiimii dejeneredir ancak ve ancak g(?, 7) =0ve V7 € V iken
x # 0 olmalidir (O’Neill, 1983).

Ayrica g doniisiimii nondejeneredir ancak ve ancak ¢(X,y)

Tamim 3.13: V' skaler ¢arpim uzayinin negatif tanimli en biiyiik boyutlu bir IV alt
uzay1 olsun. W uzayiin boyutuna g skaler ¢carpiminin indeksi denir (O’Neill, 1983).

g skaler carpiminin indeksivise 0 < v < boyV araligindadir. Bu indeks ayni zamanda

V' skaler ¢arpim uzayinin indeksidir (O’Neill, 1983).

v =1veboyV > 2ise V skaler ¢arpim uzayina bir Lorentz uzay1 adini alir (O’Neill,
1983).
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Tamim 3.14: V' bir Lorentz uzay1 i¢in x € V' olmak tizere
i) x vektoriine spacelike vektor denir eger g (x,x) > 0 veya x = 0 ise,
i1) x vektoriine timelike vektor denir eger g (x, x) < 0 ise,

i1i) x vektoriine null (lightlike) vektor denir eger g (x,x) = 0 ve x # 0 ise.

1/2

x vektoriiniin normu ise ||x|| = |g (x, x)| '/* reel sayisidir. V' Lorentz uzayinda biitiin

timelike vektorlerin kiimesi [' olmak tizere bir v € I' alindiginda
Cu)={xel|g(x,u) <0}

kiimesine bu u timelike vektoriinii icinde bulunduran V' Lorentz uzayinin bir timekonisi adini
alir (O Neill, 1983).

Teorem 3.6: V' vektor uzay1 bir Lorentz uzay ve x ile y iki timelike vektdr olmak tizere
lg (x,¥)| > |[x]| . |ly|| esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikte esitlik olmas i¢in ¢ift gerektirme
kosulu x ve y vektorlerinin birbirinin kat1 olmasidir. x, y timelike vektorleri ayni timekonide
ise g (x,y) = — ||x]| . ||y|| cosh ¢ bigimde bir tek ¢ > 0 sayisi vardir ve bu sayiya, X ve y
timelike vektorleri arasindaki hiperbolik a¢1 denir (O Neill, 1983).

x ve y vektorleri ayni timekonide olmazlarsa bu durumda |g (x,y)| = ||x]| . ||y|| cosh ¢

yazilir. V' Lorentz uzayinda, x ile y vektorleri spacelike vektorler ise

9(x,y)

cosf =
1]l [lyll

biciminde bir tek 0 < 6 < 7 sayis1t mevcuttur ve x ve y spacelike vektorler arasindaki ag1

adin1 alir. x ile y spacelike vektorleri i¢in g (x,y) < ||x|| . ||y|| esitsizligi mevcuttur.

Tanim 3.15: R? uzayinda birim hizli M C R$ egrisi (I, ) yardimiyla ifade edilsin.
Bu durumda, a(s) noktasindaki Frenet tigyiizliisii {t(s),n(s),b(s)} ve x : I — R olmak
iizere k(s) = (t (s),n(s)) fonksiyonuna (I, a) koordinat komsuluguna gére verilen egrinin
egrilik fonksiyonu ve s € [ i¢in (s) degerine de egrinin egriligi ad1 verilir (Kobayashi,
1983).

Ayrica T : I C R — R olmak iizere 7(s) = (n'(s), b(s)) bigimindeki 7 fonksiyonu
ise M C R? egrisinin burulma fonksiyonu adini alir (Kobayashi, 1983).
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Tamm 3.16: Minkowski uzay1 R} ve bunun iki vektdrii x = (1, 7o, 73) ile
Y = (y1, Y2, y3) olmak lizere (x3ys — T2ys3, T1Yy3 — T3y1, T1Y2 — T2y, ) olarak elde edilen yeni
vektore x ve y vektorlerinin vektorel ¢arpimi (veya dis ¢carpimi) adi verilir. Bu vektor x X y

veya x A 'y olarak yazilir (Akutagawa ve Nishikawa, 1990).

Minkowski R? uzayinda baz vektorleri e; = (8,1, di2, d;3) olmak iizere

€1 €2 —€3
XAy=—det| x; zo 3
Y1 Y2 Y3
veya
—ep —ey €3
xAy=det| z; w9 a3
hn Y2 Y3

seklinde elde edilir. Buna gore
62/\63: —€i, 61/\62 = €3, 63/\61 = —€2

seklindedir. Pozitif yon i¢in saat yoniiniin tersi tercih edilmistir. Negatif yon ise saat yonii
olarak tercih edilirse

62/\63261, 61/\62:—63, ez N\ ep = ey
yazilir. Buradan
xAy=det| z; xo w3

Yy Y2 Y3
seklinde alinir (Turgut, 1997).

Teorem 3.7: 3-boyutlu R} Minkowski uzayindaki u = (uy, us, u3), X = (1, T2, T3)
iley = (y1, y2, y3) vektorleri igin

i) (uAX,y) = —det(u,x,y)

i) (wAx,u) = 0 ve (unx,x)=0

i) (WAX,uAX) = —(uu)xx)+ ((u,x))?
iw) (WAX)AYy = —(wy)x+(x,y)u

esitlikleri gecerlidir (Turgut, 1998).

Teorem 3.8: 3-boyutlu R? Minkowski uzayindakiu = (uy, uz, uz) vex = (zy, xq, 73)

vektorleri igin
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i) u A x spacelike vektordiir < u spacelike ve x timelike vektor olmalidir.

ii) u A x null vektordiir < u spacelike ve x null vektor olmak iizere < u,x >= 0

olmalidir.

iii) u A x spacelike vektordiir < u spacelike ve x null vektdr olmak lizere < u, x > 0

olmalidir.
iv) u A x timelike vektordiir < u ve x spacelike vektordiir.
v) u A x spacelike vektordiir < u ve x null vektordiir.
vi) u A x spacelike vektordiir < u ve x timelike vektordiir.

vii) u A x spacelike vektordiir < u timelike ve x null vektordiir (Turgut, 1997).

Tamim 3.17: Lorentziyen birim ¢gember, R? Lorentz diizleminde
5= {u e B (uu) = 1}

kiimesi ile verilir. Bu Lorentz cemberinin teget vektorleri her zaman timelike tiptendir. Bunun

yani sira, hiperbolik birim ¢ember R? Lorentz diizleminde
H3 = {u e B (wu) - 1)

kiimesi ile verilir. Bu hiperbolik birim ¢emberin teget vektorleri her zaman spacelike tiptendir
(Ugurlu, 2012).

Tamim 3.18: Lorentziyen ve hiperbolik ¢emberlerin tanimlarina benzer olarak,

Minkowski uzay1 R} de merkezil hiperbolik ile Lorentziyen birim kiireleri
HE = {a € R (a,0) = —1}

ve
52— {a e B (a,0) = 1)
seklinde tanimlanir (Ugurlu, 2012).

Null egriler

Teorem 3.9: E? uzayinda Lorentziyen kiiresi iizerinde yatan higbir o(s) null egrisi
yoktur, burada « egriliginin alabilecegi iki deger vardir. Egri bir diiz null egri iken x = 0 ve

diger durumlarda x = 1 seklindedir (Petrovi¢-Torgasev ve Suéurovié, 2001).
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Sekil 3.6 Lorentziyen ve hiperbolik birim ¢emberler

Sekil 3.7 Lorentziyen ve hiperbolik birim kiireler

Ispat Kabul edelim ki a(s), merkezi a € E} ve yarigap1 7 € R olan Lorentz kiiresi

tizerinde yatan bir null egri olsun. Buradan, Vs € I C R i¢in

ro=ad
= fla—adl

= \/g(a—a,a—a)
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ve buradan
gla —a,a —a) =r? (3.14)

olur. z,y € E? igin o, a(s) = x + sy denklemiyle bir diiz null egri ise, (3.14) ifadesinin s

parametresine gore tlirevi alinirsa
gld,a—a)+gla—a,a’) =0
olup i¢ ¢arpimin simetrik oldugu kullanilirsa
29 —a,a) = 0
gla—a,a0) = 0
bulunur. Burada a(s) = x + sy ve ' = y degerleri yerine yazilirsa
gz +sy—a,y) =0
elde edilir. i¢ ¢arpim lineer oldugundan

g(x,y) +s9(y,y) — gla,y) =0 (3.15)

bulunur. Burada « egrisi, bir null egri oldugundan

g(a,,o/) = 0
gy,y) = 0

seklindedir. Bulunan bu ifade, (3.15) esitliginde kullanilirsa
9(x,y) —gla,y) = 0
g(z,y) = gla,y) = sbt
olur. Buradan x = a bulunur ve boylece
a = T+ 8y
a—xr = sy

yazilabilir ve buradan

gla —a,a —a) = g(sy, sy)
ve i¢ ¢carpim lineer oldugundan

gla—a,a—a) =s°g(y,y)

—
0

seklinde bulunup bdylece g(ov — a, @ — a) = 0 olur. Bu da egrinin, kiiresel egri olmasindan
yani g(a—a,a—a) = r? esitligindeki yarigap degerinin r € R™ seklinde tanimli olmasindan

dolay1 kabuliimiiz ile bir ¢eliski meydana gelir.



19

Diger taraftan, o bir diiz null egri degilse, (3.14) ifadesinin s parametresine gore tiirevi
aliirsa

g(o/,oz—a) =0

olup Frenet tiirev formiillerinden t =a oldugu kullamlirsa
g(t,a—a)=0 (3.16)
bulunur. Bu ifadenin de s parametresine gore tiirevi alinirsa
g(t,a—a)+g(t,a)=0
olup burada Frenet tiirev fomiillerinden t =o' ve t = xn degerleri yerlerine yazilirsa
g(kn, o —a) +g(t,t) =0

biciminde elde edilen esitlikte i¢ ¢arpimin lineerligi ve egrinin null olmasindan dolay1
g(t,t) = 0 oldugu kullanilirsa

kg(n,a —a) =0

ve burada Vs € I C R ig¢in £ = 1 oldugu kullanilirsa
gm,a—a)=0 (3.17)
bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
gn',a—a)+g(ma’)=0

olup burada Frenet tiirev fomiillerinden t =a’ ve n' = 7t—xb degerleri yerlerine yazilir ve t

ile n vektorlerinin ortogonal oldugu yani g(n, ') = g(n, t) = 0 oldugu kullanilirsa
g(tt—kb,a —a) =0
ve i¢ ¢carpimin lineerliginden
Tg(t,a —a)—kg(b,a —a) =0
bulunur. (3.16) ifadesi kullanilirsa
—kg(b,aa —a) =0
ve burada Vs € I C R igin kK = 1 oldugu kullanilir ve esitlik diizenlenirse
gb,a—a)=0 (3.18)
olur. & — a vektori, k = k(s), | = I(s) ve m = m(s) keyfi fonksiyonlar olmak iizere

a — a = kt+In+mb (3.19)
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olarak t, n ve b vektorlerinin lineer toplami seklinde yazilabilir. Bu ifadenin sirasiyla t, n ve

b vektdrleriyle i¢ carpimlar1 hesaplanirsa
gta—a)=k, gma—-—a)=1  gba—a)=m
ve burada (3.16), (3.17) ve (3.18) ifadeleri kullanilirsa
E=l=m=0
bulunur. Bulunan bu degerler, (3.19) ifadesinde yerine yazilirsa

a—a = 0

a = a
olup burada da kabuliimiiz olan « egrisi, sabit ya da diiz bir dogru olmadigi i¢in bir ¢eliski

bulunmaktadir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.9 ifadesinden dolayr g¢alismamizda spacelike ve timelike egriler

incelenecektir.
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4. OKLID 3-UZAYINDA Q-CATILI TZITZEICA
EGRILERI

Bu béliimde, Oklidyen 3-uzayda hem Frenet catist hem de g-catis1 kullanilarak
Tzitzeica egrileri (Tz-egrileri) géz Oniine alinacak ve bu tiir egriler, onlarin egriliklerine
gore karakterize edilecektir. Sabit egrilikler (W-egrileri) ile Tzitzeica egrileri olmadigi
gosterilecektir. Bunun yani sira kiiresel Tzitzeica egrileri ele alinacaktir. Ayrica Salkowski

ve anti-Salkowski egrileri de incelenecektir.

Tamm 4.1: M C E™ egrisinin «(s) € M noktasindaki Frenet r-ayaklisi
{Vi(s), Va(s),...,V.(s)} olsun. Bu durumda, «(s) sec¢ilmis bir nokta olmak tizere E"
uzayimin

Sp{‘/l(s)7 v2<5)7 ) ‘/p(s)}a p<r

vektor uzay1 ile birlesen afin altuzayina, a(s) noktasinda M egrisinin p-yinci oskiilator
hiperdiizlemi denir. n = 3 6zel halinde, p oskiilatdr hiperdiizlemler sirasiyla, p = 1 i¢in
“teget dogru”, p = 2 igin “oskiilator diizlem” adini alir. p = 3 igin 3-ilincii oskiilator

hiperdiizlem E? ile ¢akisacagindan ayn1 ad verilmez.

n = 3 igin, t(s), n(s) ve b(s) Frenet vektorleri alindiginda vektor uzayi ile birlesen

Sp{t(s),n(s)}

afin altuzaya o(s) noktasindaki oskiilator diizlem,

Sp{n(s), b(s)}

afin altuzaya «(s) noktasindaki normal diizlem,

Spit(s),b(s)}

afin altuzaya «(s) noktasindaki rektifiyan diizlem adi verilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 4.2: Bir regiiler egri o : I C R — E3 verilsin. « egrisi igin sabit k; egriligi

ancak sabit olmayan k-, egriligi mevcutsa Salkowski egrisi ad1 verilir (Salkowski, 1909).

Tamim 4.3: Bir regiiler egri o : I C R — E3 verilsin. « egrisi igin sabit &, egriligi

ancak sabit olmayan £, egriligi mevcutsa anti-Salkowski egrisi ad1 verilir (Salkowski, 1909).
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Tamm 4.4: E? uzayinda bir Tzitzeica egrisi, bir « = «(s) uzaysal egrisidir dyle ki
orijinden, egrinin keyfi bir a(s) noktasindaki oskiilator diizlemine olan d,. uzakliginin karesi
ile egrinin torsiyonu olan £, nin orani sabittir

ks
d?

0sc

=a, (4.1)

burada dys. = (b, ) ve a # 0 bir reel sabit, b ise « egrisinin binormal vektoriidiir (Tzitzeica,

1911). Bir diizlemin bir noktaya uzakligini1 veren Tanim 3.2 kullanilirsa

Oskiilator
dizlem

Sekil 4.1 Oskiilator diizlemin orijine olan ds. uzaklig

d(O,0s¢) = ds

(a(s),t X n)
[€ x ]

olup burada b = t x n binormal vektorii yerine yazilirsa

dosc =
b

bulunur. b birim binormal vektor oldugundan
dose = | (b, )|

seklinde, oskiilator diizlemin orijine olan uzakligi bulunmus olur.

Tamim 4.5: E® uzayinda bir Tzitzeica yiizeyi, X (u,v) parametresiyle verilen bir

uzaysal M yiizeyidir 6yle ki onun K Gauss egriliginin, orijinden yiizeyin herhangi bir keyfi
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noktasindaki d,, ile gosterilen tanjant diizlemine olan uzakligina orani sabittir;

K

4
dtan

= ay, (4.2)
burada a, sabittir. Orijinden teget diizleme olan dik uzaklik,

i = <? ﬁ> (4.3)

ile tanimlidir, burada X, ylizeyin konum(yer) vektorii ve ﬁ, ylizeyin birim normal vektoriidiir
(Tzitzeica, 1911).

d(O, Ty P) = dun

(0X,7)
olup burada ﬁ, yiizeyin birim normal vektorii oldugundan

i = <Y ﬁ>

seklindedir.

U : 0(0,0,0)
! /

-

Sekil 4.2 Tzitzeica yiizeyi

Teorem 4.1: Negatif Gauss egrilikli bir Tzitzeica ylizeyinin asimptotik c¢izgileri,

Tzitzeica egrileridir (Cragsmareanu, 2002).
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Tanim 4.6: « egrisi, bir donme (screw) ¢izgisi veya helis olarak adlandirilir ancak
ve ancak egrinin Frenet egriligi k(s) ve torsiyonu ko(s) sabittir (Gray, 1993). Bu egriler,
Oklidyen doniisiimlerin gruplarinin 1-parametreli ailesinin izleri oldugu i¢in F.Klein ve S.Lie,

k
onlart W-egrileri olarak adlandirmiglardir (Klein vd., 1871). ;—ES; orani, sifir olmayan bir
1S
sabit iken £ uzayinda « egrisinin, genel helis (egilim egrisi) seklinde adlandirildig1 bilinir

(Oztiirk vd., 2008).

Tamm 4.7 Bir o : [ C R — E? uzay egrisi i¢in, o konum vektorii,  egrisinin
rektifiyan diizleminde yatarsa «a(s) rektifiyan egri olarak adlandirilir (Chen, 2002 b).
Benzer olarak, o konum vektorii daima oskiilator diizlemde yatan egri oskiilator egri olarak
adlandirilir. Son olarak, a konum vektorii, onun normal diizleminde yatiyorsa normal egri

olarak adlandirilir.

Rektifiyan egriler,
a(s) = A(s)t(s) 4+ u(s)b(s) (4.4)

basit denklemi ile karakterize edilir, burada A(s) ve u(s), smooth(diferensiyellenebilir, diiz)
fonksiyonlar ve t(s) ve b(s), sirasiyla o konum vektoriiniin teget ve binormal vektor
alanlaridir (Chen, 2002 b, 2003).

Tanim 4.8 Bir « regiiler egrisi i¢in, o konum vektorii her noktada
a=aol +aob 4.5)

seklinde onun teget ve normal bilesenlerine ayrilabilir.

Egrinin o konum vektériiniin o normal bileseni sabit uzunlukta ise Ede bir egri N-
sabit egri olarak adlandirilir (Chen, 2002 a; Giirpinar vd., 2015). Bilinir ki, £* de bir egri, bir

N-sabit egri ile uyumludur ancak ve ancak -2 oran, bir s yay uzunlugu fonksiyonunun sabit
1

k
olmayan bir lineer fonksiyonudur, yle ki bazi ¢; # 0 ve ¢, sabitleri igin k_2(8) = 15+ ¢

1
dir (Chen, 2002a). Dahasi, eger HaN H = ( 1se bir N-sabit egrisi 1.tiir olarak adlandirilir, aksi
durumda 2.tiir olur (Glirpmar vd., 2015).

4.1 E° Oklid 3-uzayinda Tzitzeica Egrileri

Bu béliimde, egrilikleri bakimidan Tzitzeica egrilerini tanimlayacagiz. Dahasi, £% Oklid

3-uzayinda yer vektorii & = a(s) olan
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parametrik denklemiyle verilen bir Tzitzeica egrisini, baz1 diferensiyellenebilir 1 < 7 < 3,

si(s) fonksiyonlari i¢in inceleyecegiz, burada {t, n, b}, « egrisinin Frenet ¢atisidir.

Tanm 4.9: o : [ C R — E3, ky(s) > 0 ve ko(s) # 0 egrilikleri ile bir birim hizli

egri olsun. Bazi a reel sabiti i¢in, o egrisinin torsiyonu

ko(s) = a.d2, (4.6)
sartin1 saglarsa «, Tzitzeica egrisi(Tz-egrisi) olarak adlandirilir, burada

dose = (b, @) 4.7)

orijinden « egrisinin oskiilator diizlemine olan dik uzakliktir (Tzitzeica, 1911).
Teorem4.2: o : I C R — E3, E® uzaymda bir birim hizl1 egri olsun. o bir Tzitzeica
egrisi ise
K, (a, b) + 2k3 {(a,m) =0 (4.8)

denklemi gegerlidir (Bayram vd., 2018).

Ispat o, E° uzayinda bir birim hizl egri olsun, (4.6) ve (4.7) esitlikleri kullanilarak

kao(s)
byt~ £0 (4.9)

elde edilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

Ky (s) (b, @) — ka(s)({b, @)’

= 0
(b, o)’
Fy(s) (b, )” — ka(s)(2 (b, ) ({b', ) + (b, o))
1 =0
(b, )
bulunur. Burada o/ = t ve dolayisiyla (b,o’) = (b,t) olup t ve b vektorleri ortogonal

oldugundan (b, t) = 0 dir. Boylece

Ky(s) (b, @)” — ka(s)(2 (b, ) (', o))
(b, )’

=0

olup Frenet tiirev formiilleri uygulanirsa

Ky(s) (b, )” — ka(s)(2 (b, ) {(—ksm, )

. =0
(b, )

elde edilir. i¢ ¢arpimin lineer oldugu kullanilir ve esitlik diizenlenirse

K, (s) (b, ) + 2k3(s) (b, @) (n, @)
(b,a)*

=0
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bulunur. Pay kismi (b, ) parantezine alinirsa

(b, ) (k5 (s) (b, ) + 2k3(s) (n, @)
(b, o)

=0

ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

Ky (s) (b, ) + 2k3(s) (n, a)

: =0
(b, a)

olarak bulunur. Buradan
k5(s) (b, ) 4 2k3(s) (m,a) = 0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Tanim 4.10: Bir kiire iizerine ¢izilmis egrilere kiiresel egriler denilir. Kiire iizerine
cizilmis egrinin her noktasindaki oskiilator kiiresi, egrinin ilizerine ¢izilmis oldugu kiiredir.

Kolaylik olsun diye koordinatlar baglangici, kiire merkezinden alinir (Senatalar, 1977).

Tamm 4.11: o : [ C R — FE? egrisi ile onun bir noktasinda sonsuz yakin dort

noktast ortak olan kiireye oskiilator kiire ad1 verilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 4.12: o : [ C R — E?, ki(s) > 0 ve ko(s) # 0 egrilikleri ile bir birim hizl

egri olsun. « bir kiiresel egridir ancak ve ancak

kals) __H(s)
Bi() k(o) R2(5)

(4.10)

seklindedir (Hacisalihoglu, 1998).

Kiire tlizerindeki bir egri i¢in Frenet ¢atis1 yardimiyla bilesenlerini yazalim. Yani

Frenet catisi i¢in kiiresel egri
a(s) = sit(s) + son(s) + s3b(s)
olmak iizere buradaki sy, s ve s katsayilarini bulalim.

d(O,a(s)) = r

o] =
oldugundan burada norm tanimi kullanilirsa
J(0atsh.0a6) = 4
<004TS : OQTS > = r?




Sekil 4.3 Oklidyen 3-uzayda Frenet gatis1 icin kiiresel egri

olup tiirevi alinirsa

bulunur. Buradan
s1=(t(s),a(s)) =0
elde edilir. Bu ifadenin tiirevi alinir ve Frenet tiirev formiilleri kullanilirsa
(t(s), als)) + (ts), &/ (s)) = 0
(k1(s)n(s), a(s)) + (t(s), t(s)) = 0

olup burada t, birim teget vektor oldugundan

ki(s) (n(s), a(s)) +1 =0

ve bdylece
1
n(s),a(s)) = —
(n(s), 0(8)) =
1
olarak elde edilir.Burada —— = s, ile gosterilir.
k(s)
1

(n(s), a(s)) = —7——=

27

(4.11)
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ifadesinin tiirevi alinirsa

ve Frenet tiirev formiilleri uygulanirsa
(=F1(s)t(s) + ka(s)b(s), a(s)) + (n(s), t(s)) = =5,
olup n(s) ve t(s) vektorleri ortogonal oldugundan (n(s), t(s)) = 0 dir. Boylece esitlik
—k1(s) (t(s), a(s)) + ka(s) (b(s), a(s)) = =)
seklindedir. Burada (4.11) ifadesinden dolay1 (t(s), a(s)) = 0 oldugu kullanilirsa
ko(s) (b(s), a(s)) = —s, (4.12)

olur ve buradan

_ (4.13)
olarak bulunur.

Teorem 4.3: M C E3 egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. s € [ yay
parametresi olmak tizere ko(s) # 0, ms(s) # 0ise, M bir kiiresel egridir<=> mj+maks = 0

(Hacisalihoglu, 1998).

Teorem ifadesi diizenlenirse

o)+ Tk = 0
1 / 1 ’ kQ(‘S) _
oo T he = °
Ckals) 1 Re(s)
CreRe) The
bulunur ve bdylece
hals) K(s)

elde edilir (Gray, 1993).

Teorem 4.4: M C FE? egrisi (I,«) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I
parametresine karsilik gelen «(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklist {t,n, b} olmak tizere, M

ile sonsuz yakin ii¢ ortak noktasi olan kiirelerin merkezlerinin geometrik yeri

a(s) = a(s) + sa(s)n(s) + Ab(s) (4.14)
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seklindedir. Burada, so : I — R, s5(s) : 1/ki(s) ve A = s3(s) € R bi¢imindedir
(Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 4.5: M egrisi kiiresel egridir <= Vs € [ i¢in «(s) noktasindaki oskiilator

kiirelerin merkezleri a(s), sabittir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 4.6: (I, ) koordinat komsulugu ile M C E3 egri olsun. Buradan s3 # 0,
ko # 0alindiginda Vs € I degerine karsilik gelen «(s) deki oskiilator kiiresi sabit yarigaplidir
<= oskiilator kiirelerin merkezleri aynidir (Hacisalihoglu, 1998).

Ispat Oncelikle a(s) € M noktasindaki oskiilator kiirenin yarigap: r ve oskiilator
kiire merkezi (4.14) ifadesinden

a(s) = a(s) + sa(s)n(s) + s3(s)b(s)

olmak tizere

ro=|lad|
= lla—=a(s)ll
= lla(s) + s2(s)n(s) + s3(s)b(s) — als)]

= V/({s2(s)n(s) + s3(s)b(s), s2(s)n(s) + s3(s)b(s))

bulunur ve burada i¢ ¢arpimin lineer ve simetrik olma 6zellikleri kullanilirsa

r= \/83(8) (n(s),n(s)) + 2s2(s)s3(s) (n(s), b(s)) + s3(s) (b(s), b(s))

olup n(s),b(s) vektorleri birim ve n(s) ile b(s) ortogonal oldugundan
(n(s),n(s)) = (b(s),b(s)) = 1ve (n(s),b(s)) = 0 dir. Boylece

ve buradan

r? = s3(s) + s5(s)

bulunur. r» = sbt ise yukaridaki ifadenin tiirevi alinirsa
2my(s)mh(s) + 2ms(s)mh(s) = 0
2(my(s)my(s) + ms(s)ms(s)) = 0

ma(s)mi(s) + ma(s)mi(s) = 0
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$5(s)

elde edilir. Burada s3(s) = l;—() degeri yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
2\ S
: 55(8)
=0
s2(54(5) + 120500
ka(s)sa(s)s5(s) + s5(s)s5(s)

ka(s)
ka(s)sa(s)s5(s) + s5(s)s5(s) = 0
s5(s)(ka(s)s2(s) + s5(s)) = 0
olup teorem ifadesinde s3 # 0 ve dolayisiyla sj(s) # 0 olacagindan
ko(s)sa(s) + s3(s) =0 4.15)

bulunur. Diger taraftan

a(s) = a(s) + sa(s)n(s) + s3(s)b(s)
oldugundan

D a(s) = &/(s) + sy(s)n(s) 4 sa(s)n’'(s) + s3(s)b(s) + s3(s)b(s)

olup burada Frenet tiirev formiilleri kullanilirsa
D.a(s) = t(s)+ sy(s)n(s) + s2(s)(—ki(s)t(s) + k2(s)b(s))
+55(s)b(s) — s3(8)k2(s)n(s)
olup bu ifade diizenlenirse
D.a(s) = t(s)+ sy(s)n(s) — sa(s)k1(s)t(s) + s(s)kz(s)b(s)
+55(s)b(s) — s3(s)ka(s)n(s)

. 55(5)
burada (4.13) esitliginden —
kQ(S)

D.a(s) = t(s)+ s3(s)ka(s)n(s) — sa(s)k1(s)t(s) + sa(s)k2(s)b(s)
+55(s)b(s) — s3(s)ka(s)n(s)

= —s3(s) = s5(s) = s3(s)ka(s) ifadesi yerine yazilirsa

bulunup bu ifade diizenlenirse

D _.a(s) = t(s) — ki(s)s2(s)t(s) + ka(s)sa(s)b(s) + s3(s)b(s)

1
olur. Burada s, (s) = i) ifadesi yerine yazilirsa
1\S

D.a(s) =t(s) — ki(s)

a Ws)t(S) + ka(s)s2(s)b(s) + s3(s)b(s)
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ve duzenlenirse

yazilir. Buradan
D _.a(s) = sa(s)ka(s)b(s) + s3(s)b(s)
bulunur. Esitligin sag tarafi b(s) parantezine alinirsa
D, a(s) = b(s)(sa(s)ka(s) + s3(5))

ve (4.15) ifadesi kullanilirsa
D.a(s) =0

bulunur. Boylece Vs € I igin a(s) = sabit bulunur.

Teorem 4.7: (I, ) koordinat komgulugu ile birim hizh M C E? egri olsun. Bu
durumda k; # 0, s3 # 0 oldugunda M kiiresel egridir <= s5 + soks = 0 olmalidir
(Hacisalihoglu, 1998).

Ispat (=) M egrisi, kiiresel egri olsun. Teorem 4.5 geregince oskiilatr kiirelerin

a(s) merkezi Vs € I igin sabittir.
a(s) = sabit = D a(s) =0
= (s2(8)ka(s) + s5(s))b(s) = 0

—  $9(8)ka(s) + s5(s) =0

(<=)s2(8)ka(s) + s5(s) = 0 olsun. Bu durumda
s2(8)ka(s) + s5(s) = D.a(s) = 0
olup Vs € I igin a(s) = sabit bulunur. Teorem 4.5 geregince M egrisi, kiireseldir.

Teorem 4.8: o : I C R — E3, E® uzayinda bir birim hizl kiiresel egri olsun. « bir

Tzitzeica egrisi ise o egrisinin egrilikleri arasinda

By(s) _ ka(s)
2H3(s) ~ M(s)

denklemi gegerlidir (Bayram vd., 2018).

(4.16)

Ispat £ uzayida «, bir birim hizl kiiresel egri olsun. Kiirenin yaricapi r iken

r = o) = Via(s), a(s)) (4.17)
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seklindedir.

(4.17) esitliginin s parametresine gore tlirevi alinirsa

2
1{a(s),a(s)) + {als),als)) _
2 Vi, a)
12(a(s)a(s)) _
2 \/{a(s),als))
<0z(s),0z(3)’> _ 9

olup
(a(s),t(s)) =0 (4.18)

bulunur.

Dahasi, (4.18) ifadesinin tiirevi alinirsa

(a(s)',t(s)) + {a(s), t(s)) = 0

ve Frenet tiirev formiilleri kullanilirsa
(t(s),t(s)) + {a(s), k1(s)n(s)) = 0
bulunur. t, birim teget vektor oldugu ve i¢ carpimin lineerligi kullanilirsa
1+ ki(s) (a(s),n(s)) = 0

ve buradan .

(@(5).m(s) =

elde edilir. (4.19) esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa

(4.19)

(a(s)',n(s)) +

ve Frenet tirev formiilleri kullanilirsa

(t(s), n(s)) + (a(s), —ki(s)t(s)+ha(s)b(s)) = 2 0s)

olup burada t ve n vektérleri ortogonal oldugundan (t(s),n(s)) = 0 dir. I¢ arpimin lineer
oldugu kullanilirsa

=~
—_~

()

~h1(5) {a(s), () + ka(s) (@(9), b)) = 35

o
Ll V)
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bulunur. Bulunan bu son ifadede (4.18) esitligi kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
b =1/ 4.20
<OZ(S)’ (8)> kgk%(S) ( )

olarak bulunur. Sonunda, (4.19) ve (4.20) ifadeleri (4.8) ifadesinde yerine yazilirsa

Ky(s) (als). b(s)) + 2k3(s) (a(s),n(s)) = 0
(s ki(s) 2 s)(— 1 —

2( >k2k%(8) + 2( )( kl(s)) 0

Ki(s)ky(s) — 2k3(s)

koki(s) k(s)

ve paydalar esitlenip taraflar diizenlenirse

ki (s)ky(s) — 2k (s)k3(s)
ka(s)ki(s)

=0
olup buradan

Ky (s)ky(s) = 2k (s)k3(s)
elde edilir. Her iki taraf, k; (s)k}(s) ifadesine bolinirse

Ki(s)ky(s) _ 2ka(s)k5(s)
ki(s)ka(s)  ki(s)ka(s)

ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

Ki(s) _ 2Ki(s)
R(s) k()

olup bulunan bu son esitlik ters gevrilirse

ki(s) _ K5(s)
Fi(s) ~ 2K(s)

bulunur. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Sonu¢ 4.1: o : [ C R — E3, B3 uzayinda bir birim hizli kiiresel Tzitzeica egrisi

olsun. «v egrisinin torsiyonu

ka(s) = \/ Fi(s)ks <§;%1§(ki(s))2 (4.21)
seklindedir (Bayram vd., 2018).
Ispat (4.10) ifadesinde
ha(s) _ M)
ki(s)  ka(s)ki(s)



esitligin sag tarafindaki tiirev hesaplanir ve diizenlenirse

ka(s) K (s)ka(s)ki(s) — K1 (s)(k5(s)ki(s) + 2k1(s)k1 (5)ka(s))

k(s) k3(s)ki(s)
_ K{(s)ka(s)ki(s) — ki (s)ky(s)ki(s) — 2ki1(s) (K1 (s))ka(s)
k3(s)ki(s)
_ K{(s)ka(s)ki(s) — ki (s)ky(s)ki(s) — 2ki1(s) (K1 (s))?ka(s)
k3(s)ki(s)
olur. (4.16) ifadesinin
B ) 2ROk)
M) R T TR
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seklinde diizenlenmesiyle bulunan £/(s) ifadesi, (4.10) ifadesinde yerine yazlir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

" 2(6) — k' (s 2]{?;’(8)]61(8) 2(g) — SV (K (s))2k-(s
) MOREEE) — KO TR = 26 ) ()
ki(s) k3 (s)ki(s)
_ k{(9)ka(s)ki(s) — 2k3(s)ki(s) — 2ka(s) (ki (s))*ka(s)
k3 (s)ki(s)
k()i (s) (RY ()i (s) — 2k5(s)k3 (s) — 2(K1(s))?)
k3 (s)ki(s)
_ K{(9)ki(s) — 2k3(s)k(s) — 2(ki(5))*
ka(s)ki(s)
_ K 9)ki(s)  2k5(s)ki(s)  2(Ki(s))?
ka(s)ki(s)  ka(s)ki(s)  ka(s)hki(s)
_ K{(s)ka(s)  2ka(s)  2(ki(s))?
ka(s)ki(s)  ki(s)  ka(s)ki(s)
olup — 2:2(2? ifadesi esitligin diger tarafina taginir ve diizenlenirse
ka(s) | 2ka(s)  _ K(s)ka(s)  2(ki(s))®
ki(s) — Fa(s) ka(s)ki(s)  ka(s)hki(s)
Bka(s) _ K{(s)ka(s) — 2(ki(s))?
ki (s) ka(s)ki (s)
k() (R (s)ki(s) — 2(Ki(5))?)
) = Rl HECS)
_ K(9)ki(s) = 2(Ki(s))?
) = T R
2oy Ki(s)kai(s) — 2(ki(s))”
e = 3K (s)
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elde edilir. Boylece

K (s)ks(s) — 2(K5())°
o) = \/ 3H7(s)

bulunup ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.9: o : I C R — E?, konum vektorii
a(s) = s1(s)t(s) + sa(s)n(s) + s3(s)b(s) (4.22)

parametrik denklemiyle verilen bir birim hizli egri olsun. Burada 1 < ¢ < 3 igin s;(s)

diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. v bir Tzitzeica egrisi ise
(4.23)

seklindedir (Bayram vd., 2018).

Ispat o : I ¢ R — E®, E3 uzayinda bir birim hizli egri olsun. (4.22) ifadesinin s

parametresine gore tiirevi alinirsa
a'(s) = s1(s)t(s) + s1(s)t'(s) + sy(s)n(s) + sa(s)n'(s) + s5(s)b(s) + s3(s)b'(s)
ve Frenet tiirev formiilleri uygulanirsa

o(s) = si(s)t(s) + s1(s)ka(s) m(s) + s5(s)n(s) + s2(s)(—kr(s)t(s) + ka(s)b(s))
+53(s)b(s) — s3(5)ka(s)n(s)

olup diizenlenirse

o/(s) = (sh(s) = mu(s)ka(s))t(s)
T(s1()ki(s) + sh(s) — sals)ka(s))n(s) (4.24)
+(s2(3)ka(s) + s5(5))b(s)

bulunur. o/(s) = t(s) yani o/(s) = 1.t(s) + 0.n(s) + 0.b(s) oldugundan

$i(5) = ka(s)ss(s) = 1 (4.25)

So(8) + k1(s)s1(s) — ka(s)s3(s) =0 (4.26)
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si(s) + ka(s)s2(s) = 0 (4.27)
elde edilir. (4.8) ifadesi
ka(s) (a(s), b(s)) + 2k3(s) (a(s),n(s)) = 0
seklinde olup burada (a(s), b(s)) = s3(s) ve (a(s),n(s)) = s5(s) oldugu kullanihrsa
ky(s)s3(s) + 2k3(s)s2(s) = 0 (4.28)

bulunur. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 4.10: o : | C R — E3, E3 uzaymda k; > 0 ve ky # 0 egrilikleri ve
(4.22) parametrik denklemiyle verilen bir birim hizli anti-Salkowski Tzitzeica egrisi olsun.
a(s) egrisi

a(s) = (s+ c1)t(s) + eb(s) (4.29)

parametrelemesiyle verilen bir rektifiyan egrisiyle uyumludur, burada c¢; ve c,, integral
sabitleridir (Bayram vd., 2018).

Ispat o : I ¢ R — E®, bir birim hizli anti-Salkowski Tzitzeica egrisi oldugundan
« egrisinin ky torsiyonu sabittir. Dolayistyla k) = 0 olur. Boylece (4.23) esitliginden

S9 =10
bulunur. Buna gore (4.23) esitlikleri diizenlenirse
sy =
sy = 0
olup integralleri hesaplanirsa s; = s + ¢; ve s3 = ¢ bulunur. Bulunan bu degerler (4.22)

ifadesinde yerine yazilirsa
a(s) = (s+ c1)t(s) + cab(s)

elde edilir. Burada (4.4) ifadesi dikkate alinirsa egrinin rektifiyan egri oldugu géziikmektedir.

Sonu¢ 42: o : | C R — E3, E3 uzaymda k; > 0 ve ky # 0 egrilikleri ve
(4.22) parametrik denklemiyle verilen bir birim hizli anti-Salkowski Tzitzeica egrisi olsun.
Bu durumda o egrisi, N-sabit egrisinin 2.tiirli ile uyumludur. Egri rektifiyan egri oldugundan

egrinin normal bileseninin normu sifirdan farkli bir sabittir (Bayram vd., 2018).

Sonu¢ 4.3: o : I C R — E?, E? uzayinda k; > 0 ve ky # 0 egrilikleri ve (4.22)

parametrik denklemiyle verilen bir birim hizl1 Salkowski Tzitzeica egrisi olsun. Bu durumda

s5(5) + (ki(s) + 3k3(s))s2(s) + ki(s) = 0



37

seklindedir, burada « egrisi Salkowski egrisi oldugundan bu egrinin k; egriligi, bir reel
sabittir (Bayram vd., 2018).
Ispat (4.23) esitliginin tiirevi almirsa
$5(5) + k1(s)s1(5) + k1(s)s1 () — ka(s)s3(s) — ka(s)s3(s) = 0

olup k; = sbt oldugundan k] = 0 bulunur. Ayrica (4.23) ifadesinden s (s) = 1+ k1 (s)s2(s)

esitligi yerine yazilirsa
$5(5) + k1(s)(1 + ku(s)sa(s)) — Ka(s)ss(s) — ka(s)s3(s) = 0
ve (4.23) esitliginden s5(s) = —ko(s)s2(s) ifadesi yerine yazilirsa
$5(5) + k1 (s)(1 + ka(s)s2(s)) — K5 (s)s3(s) — ka(s)(—ka(s)sa(s)) = 0
olur. Son olarak, (4.23) esitliginden — k% (s)s3(s) = 2k3(s)sq(s) ifadesi yerine yazilirsa
s5(5) + ka(s) (1 + ki(s)sa(s)) + 2k3(s)52(5) + ka(s) (ka(s)s2(s)) = 0
ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
sh(8) + ki(s) + ki (s)sa(s) + 2k3(8)sa(s) + k3(s)sa(s) =0
bulunur. Buradan esitlik s, parantezine alinirsa
s (s) + (ki (s) + 3k3(s))s2(s) + ki (s) = 0

elde edilir.

4.2 E? Oklid 3-uzayinda q-catih Tzitzeica Egrileri

Tanim 4.13: n = 3 6zel halinde, t(s), nq(s) ve bg(s) q-vektorlerini ele alalim

Sp{t(s), ng(s)}

vektor uzayi ile birlesen «(s) deki afin altuzaya q-oskiilator diizlem,

Spi{ng(s), bg(s)}

vektor uzayu ile birlesen, «(s) deki afin altuzaya q-normal diizlem,

Sp{t(s), bq(s)}

vektor uzayi ile birlesen, a(s) deki afin altuzaya g-rektifiyan diizlem denir. Bu durumda
oskiilator; yapisan ya da degen, normal; dik ve rektifiyan; tamamlayan anlamina

gelmektedir.
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Tamim 4.14: Regiiler egri o : [ C R — E3 verilsin. « egrisi igin sabit k; egriligi

ancak sabit olmayan k3 egriligi varsa egriye q-Salkowski egrisi ad1 verilir.

Tamim 4.15: Regiiler egri o : I C R — E? verilsin. « egrisi igin sabit k3 egriligi

ancak sabit olmayan k; egriligi varsa egriye anti q-Salkowski egrisi ad1 verilir.

Tamm 4.16: o : | C R — E3, E3 uzayinda k; > 0 ve k3 # 0 q-egrilikleri ile bir
birim hizli egri olsun. « egrisinin keyfi bir a(s) noktasindaki g-oskiilator diizleminin orijine

olan uzaklig1 dyos olmak lizere, av egrisi

ks
32

qos

—a (4.30)

sartin1 sagliyorsa «, Tzitzeica egrisi adin1 alir. Burada a # 0 bir reel sabittir.

t/\nq
_____ 0(0,0,0)

g-Oskiilatér  ogskiilator
diizlem diizlem

Sekil 4.4 E? de g-oskiilatdr diizlemin orijine olan dqos uzakligl

dgos Uzakhig,
d(O,qos) = dgos
{a(s), t X ng)
[t ng||

olup burada bq= t x nq quasi-binormal vektorii yerine yazilirsa

{a(s), by)

d 0s —
! [[bgll
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bulunur. by birim binormal vektdr oldugundan
dgos = |(bq, @) (4.31)

seklinde, g-oskiilator diizlemin orijine olan uzaklig1 bulunmus olur.

Sonuc 4.4: q-vektorler ile Frenet vektorleri arasindaki a¢1 6 olmak tiizere,

sin 0

(bq, ) = +cosd (b, o)

1

seklindedir. # agisinin sifir olmasi durumunda, oskiilatdr diizlemin orijine olan uzakligi d.

ile g-oskiilator diizlemin orijine olan uzaklig1 d 4o arasinda
dosc - dqos

esitligi vardir.

Ispat Frenet catis1 ile g-catis1 arasindaki iliskiyi veren (3.10) ifadesinden
by = —sinfn + cos tb
esitligi, (bq, o) ifadesinde yerine yazilirsa
(bq, ) = (—sinén + cos bb, a)
ve i¢ ¢carpimin lineer oldugu kullanilirsa
(bq, ) = —sinf (n, ) 4+ cos b (b, o)

olup (4.19) esitliginden

(b, @) = Sinl@ + cos 0 (b, )
bulunur. Burada ¢ = 0 olmas1 durumunda
(b, @) = (bg, @)
ve (4.7) ve (4.31) esitlikleri kullanilirsa
dose = dgos

bulunmus olur.

Teorem 4.11: o« : | C R — E3, E? uzaymnda birim hizli bir egri olsun. « bir

Tzitzeica egrisi ise

k4 (s) (bg, ) + 2ka(s)k3(s) (t,a) + 2k3(s) (ng, @) = 0 (4.32)
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denklemi gegcerlidir.

Ispat o, 3 uzayinda bir birim hizl1 egri olsun, (4.30) ve (4.31) esitlikleri kullanilarak

kg(S)
(bg, 0‘>2

—a#0 (4.33)

elde edilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
k4 (s) (by, a)” — ks(s)((by, @)®)’
(b, )"

K4(s) (bg, @) — ks(s)(2 (by, @) ({bf, ) + (bg, )))
<bqa0‘>4

bulunur. Burada « egrisi birim hizli oldugundan o/ = t ve dolayisiyla (bg, @) = (bq, t) olup

t ve bg vektorleri ortonormal oldugundan (bg, t) = 0 dir. Boylece

ki (s) (bg, @)” — ks (s)(2 (bg, @) (bg, o))

0
(bq; O‘>4

olup g-¢atinin Frenet tiirev formiilleri benzeri varyasyonlar: uygulanirsa

K (s) (bg; a)” — k3(s)(2 (bg, @) (—ks(5)t — k3(s)ng, @)
<bq>0‘>4

=0

elde edilir. i¢ ¢arpimin lineer oldugu kullanilir ve esitlik diizenlenirse

K5 () (g, @)” + 2ks(s)ks(5) (g, @) (t.c) + 2K3(s) (by, ) (ng, )

=0
<bq7a>4

bulunur. Pay kismu (b,, ) parantezine alinirsa

(bg, @) (K5(s) (bq, @) + 2ks(s)ks(s) (t.a) + 2k3(s) (nq, o))

=0
<bQ> CY>4

ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

k() (by, @) + 2k2(s)k3(s) (t,a) + 2k3(s) (nq, @)
(by, a>3

=0

olarak bulunur. Buradan
Ky (s) (by, ) + 2k2(8)ks(s) (t,a) + 2k§(s) (ng, ) =0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.5: 3-boyutlu Oklid uzayda Frenet ¢atis1 yardimiyla yapilan Teorem 4.2 de

yer alan ifade ile yine aymi uzayda q-cati yardimiyla ispatlanan Teorem 4.11 ifadesi
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incelendiginde, ifadelerde yer alan esitlikler arasinda q-catiyla yapilan hesaplamada,
Teorem 4.2 deki ifadeye ek olarak esitligin sol tarafina +2ksks (t,«) ifadesinin geldigi ve
Teorem 4.2 deki ko egriliginin yerini Teorem 4.11 ifadesinde k3 g-egriliginin aldig
goriilmektedir. Ayrica Teorem 4.11 de, Teorem 4.2 de yer alan n ve b Frenet vektorleri
yerine herhangi bir bagka degisiklik olmadan (yanina farkli bir katsay1 ya da bir degisken
almadan) nq ve bg olarak tanimlanan g-vektorleri gelmistir. Egrinin kiiresel egri olmasi
durumunda Teorem 4.2 ile olan benzerliginin daha da artacagi, kiiresel egri

hesaplamalarindan sonra Sonug 4.6 ifadesinde gosterilmistir.

Kiire iizerindeki bir egri i¢in q ¢at1 yardimiyla bilesenlerini yazalim. Yani g-cat1 igin
kiiresel egri
a(s) = s1t(s) + song(s) + ssbg(s)

olmak lizere s, so ve s3 katsayilarini bulalim. « birim hizli egri olmak tizere

Sekil 4.5 g-¢at1 icin kiiresel egri

—
Jos =+
olup norm tanimindan

(04.08) = »
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bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
(o a) + {a, 'y =0
olup i¢ ¢carpimin simetrik oldugu kullanilirsa
2(a/;a) = 0
(o';a) = 0
bulunur. Burada, « birim hizli egri oldugundan t = o’ olup bu ifade yerine yazilirsa
s1 = (ta) =0 (4.34)

olur. Buradan tiirev alinir
(t,a) + (t,a') =0

ve « birim hizli egri oldugundan t = o' oldugu kullanilir ve g-¢atinin Frenet formiilleri

benzeri varyasyon denklemi (3.11) den t’ ifadesi yerine yazilirsa
(king + kobg,a) + (t, t) =0
olup t birim teget vektor oldugundan (t, t) = 1 ve i¢ carpimin lineer oldugu kullanilirsa
k1 (ng,o) + ko (bg,o0) +1 =10

elde edilir. Boylece
k’l <Ilq,0é> + k?g <bq,oz> = -1 (435)

bulunur. Bu ifadenin turevi alinirsa

i (0g,0) + h1 ((ng.0)) + K (bg.0) + Fa((bg,0)) = 0
K (ng,c0) + k1 ((ng,c) + (ng,a)) + k5 (bg,) + ko ((b,r) + (bg,0')) = 0

olup « birim hizli egri oldugundan t = o’ oldugu kullanilir ve g-¢atinin Frenet formiilleri

benzeri varyasyon denklemi (3.11) den n, ve by, ifadeleri yerlerine yazilirsa

ki (ng,a) + k1 ((—kit + ksbg,a) + (ng, t))
+k5 (bg,o0) + kao({(—kot — ksng,a) + (b, t)) = 0

bulunur. Burada, t, nq ve by vektorleri ortogonal vektorler oldugundan (ng,t) = (bg,t) =0

ve i¢ carpimin lineer olmasi kullanilirsa
Ky (ng,a) + ki (t,a) + kiks (bg,) + kb (bg,a) — k3 (t,) — koks (ng,a) =0
olup (4.34) ifadesi kullanilirsa

k'/l <nq,a> + klkg <bq,Oé> + k?é <bq,Oé> - k’gk’g <nq,a> =0
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ve esitlik diizelenirse
(ng,a) (k1 — kaks) + (bg,c) (k3 + kiks) =0 (4.36)

bulunur. Bulunan bu son esitlik ile (4.35) esitligi arasinda yok etme metodu kullanilirsa yani
(4.35) esitligi — (k5 + k1 k3) ifadesi ile (4.36) esitligi de k, ile ¢arpilir ve bu esitlikler toplanirsa

—(k’é + k1k3>k}1 <Ilq,C¥> + ]-Cg(l{?ll — ]{?2]63) <nq,oz> = k’/2 + k’lk‘g
(—klké — k%k;g + kgki — k%k’g) <llq,Oé> = ké + klkg
(—k’l(k’é + k‘lk'g) + k’g(k’/l — k’gk’g)) <nq,a> = k’é + k’lkg

olup her iki taraf k%, + k1 k5 ifadesine boliiniirse

(—ky (K, + kiks) (ng, ) + ko(k} — koks) (n a)); = M
1\ vy 1R3 q> 2\ 2h3 q> k}é—f—k}lk}g _ k§+/€1k3
(kb + kiks) (k] — koks)
—k—— ko—F———= =1
Rk, e TR (na)
ve bu ifade diizenlenirse
ko (kY — koks)
-k +— =1
( TRk, ) e
bulunur. Boylece
1
ng,a) =
(ng,) k4 ko (k) — koks)
YR Kk
elde edilmis olur. Bu ifade
1
(nga) = (K — kaky)
YR+ kks
seklinde diizenlenirse
(ng,a) = —s9 (4.37)

olarak bulunur. Simdi (4.36) esitligi ile (4.35) esitligi arasinda yok etme metodu kullanilirsa
yani (4.35) esitligi — (k] — kok3) ifadesi ile (4.36) esitligi de k; ile g¢arpilir ve bu esitlikler
toplanirsa

(—ko(K) — koks) + k1 (K, + kiks)) (bg,a) = ki — koks

(—k’gki + k’%k’g + k’lk’é + k’%k’g) <bq,Oé> = k?ll — k?gk'g,
(—k'g(kll — k’gkg) + kl(]fé + ]{71/{?3>) <bq,Oé> - ]{Zi — 1{32]{33

olup her iki taraf k| — kok; ifadesine boliiniirse

1 k, — kok
B - , _ 1 273
(—ho(Ky — koks) + k1 (k3 + kiks)) <bq,a>)k,1 " ks K — koks
(Kb + kiks)

—— (b
k& —kgkg < Qaa>

ky (k1 — koks)

———F——= (b k
kg—kag < Q’a>+ 1

=1
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ve bu ifade dizenlenirse

bulunur. Boylece

b = 4.
Bet) = T Rk 439
2 koks
elde edilmis olur.
Ayrica (4.37) ifadesi yani (nq,c) = —s, ifadesinin tiirevi alinirsa
(ng,00) + (ng,a') = —s)

olup burada « birim hizli egri oldugundan t = o/ esitligi kullanilirsa
(ng,a) + (ng, t) = s,

bulunur. Burada t ile nq vektorleri ortogonal vektorler oldugundan (ng, t) = 0 ve g-¢atinin

Frenet formiilleri benzeri varyasyon denklemi (3.11) den ny ifadesi yerine yazilirsa
(—kit + ksbg,0) = —s;
ve i¢ carpimin lineer oldugu kullanilirsa

—k1 (t,a) + k3 (bg,0r) = —s5

olup (4.34) ifadesinden
ks (bg,cx) = —s5
ve bdylece
59
A
bulunmus olur.
(4.37) ifadesinden
1
2T ka(ky — kaky)
YR A+ ks
olup bu esitlik diizenlenirse
ky + kiks

59

T Teukl, + k2ks — kok!, + k2ky
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bulunur. Her iki tarafin turevi alinirsa

(K Rrks) (Ryks + kiks — koky + k3ks)
2 (k1K) + k2ks — kok| + k2ks)?

(k) + Fas) (R kly + K2k — okl + K2ky )’
(k1K + k2ks — Kokl + k3ks)?

(K + Kks + Rkt) (kak + ks — kokt + ko)
(k1kh + Kk — koki + k3ks)?

(K Ruks) (kLR + kikg + 2k K ks + k2KY — kiR — kokll + 2kakhks + K3RS)
(kykh + kiks — kok! + k3ks3)?

olup bu ifadede sadelestirme yapilirsa

9 (K + K ks + kykS) (ky k) + k2ks — koKl + k2ks)
9 (kykly + k2ks — Kok, 4 k2ks)?

(R + k) (el + 2k ke ks + K2R — ol + 2kokhs + K35
(kvky + k2ks — Kokl + k3ks)?

elde edilir. Simdi, pay kismindaki parantez i¢indeki ifadeler dagitilirsa

1
sy = %m&+%@—kﬁﬂ+@@y%%ﬁ&+%ﬁ%—k%ﬂ?+%@@

I Kegk ke + KKK — (K)2ksks + K k2K

FIPRLKD + K k3ks — kKol + ko Kk ks

b kK — 2Kk K Ky — KO KK + K kol — 2(K))2kaks — KKK,
—k2kskl — 2K2K2K] — ksk3k, + kykskok) — 2kik2kokl — ko ksk2k)]

olup gerekli sadelestirmeler yapilirsa
1
y = —Kllkok] + K3 ks — K kg K
Ty ey e L A L
—KK3kT — (k)ksky + ki k3kS — kikikok! + Kokoky — 2(k5)*koks

—khk2kK, + kykskoky — 2k k2kok]
seklinde bulunur. Burada ortak terimler, paranteze alinirsa

1
T k}, /C2 k2 - ]{22 L/ / /
T R Rk — ol kg AR R Rl k)

I keokl) + K ko(— 2k k2 + K — Kokl

—haks((K1)? + 2(k5)* — k{ky — ki ko))
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ve duzenlenirse

1
sh = (kakh + kiks — kok! + k3ks)? (K1 (k3 (k3 — ki) — ki (koks) — koks)
2 1 1 2

Rk (— 2k k2 + K — Kokl
—koks (k1) + 2(k3)? — KRy — k3ks)]

olarak elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafi k5 ifadesine boliiniirse

/
S2 1

ks (kykb + k2ks — kok! + k2k3)2 [
—(k1koks') ks — (koky)/k3) + koko(—2k1ks + kY [ks — (k2k3)/k3)
—ka((k1)? 4 2(k5)? — K{ky — kjky)]

Ky (ks(k3 — k) — kaks

bulunur.

Teorem 4.12: M C E? egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I ya
karsilik gelen a(s) noktasindaki q vektorler {t(s), ny(s), bq(s)} olmak tizere, M ile sonsuz
yakin ti¢ ortak noktasi olan kiirelerin merkezlerinin geometrik yeri

als) = als) + s5()ng(s) + Abq(s)

seklindedir. Burada s, : I — R ve A € R dir.

Ispat M birim hizli egri ve (I, o) koordinat komsulugu verilmistir. a(s) € M igin

M egrisi sonsuz yakin {i¢ ortak noktas1 olan kiirenin yaricap1 r ve merkezi a olur. Buradan

f I — R
s — f(s)={(a—a(s),a—a(s)) —r?

ele alinsin. a(s) noktasinda M egrisinin,
S?={z|z€ B (x—a,x—a)=r"}
seklinde taniml1 kiireleri ile sonsuz yakin ii¢ ortak noktasinin olmasi i¢in
f(s)=[f(s)=f"(s) =0
verilir. Buna gore, f(s) = 0 olmast igin
(a — a(s),a —afs)) =r?
olmalidir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa, f’'(s) = 0 olup

(a'(s),a —als)) + (a — a(s),a'(s)) = 0
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i¢c carpimin simetrik ve lineer oldugu kullanilirsa
2(d/(s),a—a(s)) =0

ve buradan da
(d/(s),a—a(s)) =0

olup « birim hizli egri oldugundan t(s) = o/(s) degeri yerine yazilirsa
(t(s),a—a(s)) =0 (4.39)

bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa, f”(s) = 0 olup

(t'(s),a — a(s)) + (t(s), a'(s)) = 0

olup « birim hizli egri oldugundan t(s) = «/(s) degeri yerine yazilir ve g-¢atinin Frenet

benzeri varyasyon denklemi (3.11) kullanilirsa
(k1 (s)ng(s) + k2(s)bg(s),a — a(s)) + (t(s), t(s)) = 0

burada t(s), birim teget vektor oldugundan (t(s),t(s)) = 1 ve i¢ ¢arpimin lineer oldugu
kullanilirsa
k1(s) (nq(s), @ — a(s)) + ka(s) (bg(s), a — afs)) +1 =0

elde edilir. Diger taraftan, {t(s), nq(s), bq(s)} bazt i¢in
a— a(s) = s1(s)t(s) + sa(s)ng(s) + s3(s) bg(s) (4.40)

yazilabilir, burada s;(s) € R dir. Esitligin iki tarafi da t(s) vektori ile i¢ garpilirsa

{a—a(s), t(s)) = (s1(s)t(s) + s2(s)nq(s) + s3(s)bqg(s), t(s))

olup, i¢ ¢carpimin lineer oldugu kullanilirsa

(@ = a(s), t(s)) = s1(s) (t(s), €(5)) + sa(s) {nq(s), t(s)) + s3(s) (by(s), t(s))

burada birim teget vektor oldugundan (t(s),t(s)) = 1 ve t(s), ng(s) ve by(s) vektorleri
ortonormal vektorler oldugundan (ng(s),t(s)) = 0 ve (bq(s),t(s)) = 0 oldugu yerine

yazilirsa
(o —als), t(s)) = s1(s)
olup (4.39) ifadesinden
s1(s) =0 (4.41)

bulunur. (4.40) esitliginin her iki tarafi nq(s) ile i¢ ¢arpilirsa

{a = a(s),mq(s)) = (s1(s)t(s) + s2(s)mq(s) + 53(5)bq(s), Mq(5))



48

olup, i¢ carpimin lineer oldugu kullanilirsa

{a = als),ng(s)) = s1(s) (t(s),nq(s)) + s2(s) (nq(s), mq(s)) + s3(s) (by(s),mg(s))

burada birim quasi-normal vektor oldugundan (ng(s),nq(s)) = 1 ve t(s), ny(s) ve bq(s)

vektorleri ortonormal vektorler oldugundan (t(s), nq(s)) = 0 ve (bg(s),nq(s)) = 0 oldugu

yerine yazilirsa
(@ — a(s),mq(s)) = sa(s)
bulunur. (4.40) esitliginin her iki tarafi bq(s) ile i¢ ¢arpilirsa

{a = als),bg(s)) = (s1(s)t(s) + s2(s)nq(s) + s3(5)bg(s), be(s))

olup, i¢ carpimin lineer oldugu kullanilirsa

(@ = a(s),bq(s)) = s1(s) (t(s), bq(s)) + s2(s) (nq(s), by(s)) + s3(5) (bg(s), be(s))

burada birim quasi binormal vektor oldugundan (bg(s), bg(s)) = 1 ve t(s), ng(s) ve bq(s)
vektorleri ortonormal vektorler oldugundan (t(s), bq(s)) = 0 ve (ng(s), bq(s)) = 0 oldugu

yerine yazilirsa
(@ = a(s), bg(s)) = ss(s)
bulunur.

(a—a(s),a— als)) =1
esitliginde, (4.40) ifadesi kullanilirsa
(s1(s)t(s) + sa2(s)mq(s) + s3(s) ba(s), s1(s)t(s) + sa(s)mg(s) + s3(5)bg(s)) =1
olup burada i¢ ¢arpimin simetrik ve lineer oldugu kullanilirsa
s1(5) (t(s), €(s)) + s1(s)52(s) (t(5), mq(s)) + s1(5)s3(s) (t(s), by(s))
+51(5)52(s) (nq(s), €(5)) + 53(s) (nq(s), mq(5)) + 52(5)s3(s) (mg(s), bq(s))
+51(5)s3(5) (bq(s), t(5)) + 52(5)53(5) (bg(5), mg(s)) + s5(s) (bg(s), bg(s)) = 1

elde edili.  t(s), mng(s) ve bg(s) wvektorleri birim vektér oldugundan

s1(s) + s3(s) + s3(s) = 1
olur. (4.41) ifadesi kullanilirsa
s3(s) + s3(s) = 1

ve buradan da

sy(s) =17 = s3(s)
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bulunur. (4.37) esitliginden s, yerine yazilirsa

K + ks
— 2 _ 2 2R
% :F\/r sy + oaks) — ko B, — o)) ©

elde edilmis olur. Bulunan 1 <7 < 3 i¢in s; degerleri, (4.40) denkleminde yerlerine yazilirsa
a— a(s) = sa(s)ng(s) + Abg(s), A = s3(s) € R
bulunur. Bu ifade diizenlenirse
a = als) + 55(s)ng(s) + Aby(s)

seklinde, kiirelerin merkezlerinin geometrik yerinin denklemi elde edilir.

Sonu¢ 4.6: o : I C R — E3, B3 uzaymda birim hizli bir egri olsun. « bir kiiresel
Tzitzeica egrisi ise
Ky(s) (bg, ) + 2K3(s) (ng, @) = 0

denklemi gegcerlidir.

Ispat Teorem 4.11 ifadesinde (4.34) esitligi kullanilarak istenilen denklem edilir.
Béyle bulunan bu ifade ile Oklid 3-uzayda verilen Teorem 4.2 ifadesi arasindaki benzerlige
dikkat edelim.

Teorem 4.13: Bir (I, o) koordinat komsulugu ile M C E? egrisi verilsin. Buradan
da s3 # 0, k3 # 0 alindiginda Vs € I degerine karsilik gelen «(s) deki ko = 0 iken oskiilator
kiirenin yarigap1 sabittir <= oskiilator kiirelerin merkezleri aynidir.

Ispat (=) Oncelikle a(s) € M noktasindaki oskiilatér kiirenin yarigapi r ve

oskiilator kiire merkezi
a(s) = a(s) + s2(s)nq(s) + s3(s)bg(s)

olmak tizere

ro=|adl

= lla—a(s)ll
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Sekil 4.6 g-cat1 i¢in a merkezli kiiresel egri

bulunur ve burada i¢ ¢arpimin lineer ve simetrik olma 6zellikleri kullanilirsa

r= \/8%(8) (ng(s),mq(5)) + 252(s)s53(s) (ng(s), bq(s)) + 53(s) (by(s), by(s))
olup ngy(s), bg(s) vektorleri birim ve nq(s) ile bg(s) ortonormal oldugundan (ng(s), ng(s)) =
(bq(5),bq(s)) =1 ve (nq(s),bq(s)) = 0 dir. Boylece
r=4/s3(s) + si(s)

ve buradan

r? = s5(s) + s3(s)

bulunur. Teoremin bu agamasindan sonra hesaplarin kisalig1 adina (s) parametresi yazimi

kullanilmayacaktir.
r = sbt ise tiirev alinirsa
2598, + 25355, = 0
2(s95y + s355) = 0

S285 + 5355 = 0
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/

elde edilir. Burada s3 = 2—2 degeri yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
3

/

S
/ 2
3
/ ! o/
k35255 + 5555 _ 0
ks
/ /AN

sy(kssa +s5) = 0
olup teorem ifadesinde s3 # 0 ve dolayisiyla s, # 0 olacagindan
kssa + s5 =0 (4.42)

bulunur. Diger taraftan
a = a + Song + S3bg
oldugundan
D .a(s) = o’ + synq + song’ + s3bq + s3bj

olup burada « birim hizli egri oldugundan o/ = t ve g-¢atinin Frenet formiilleri benzeri

varyasyon denklemi (3.11) kullanilirsa
D.a(s) = t+ syng+ sa(—kit+ ksbg) + s3bq
+53(—]€2t — k?gnq)

olup bu ifade diizenlenirse

Dda(s) = t+ shng — Sokit + Soksbg
—f—Sgbq — Sgk’gt — 33k3nq
8/
burada s3 = k—z —> sh, = s3ks ifadesi yerine yazilirsa
Dda(s) = t+ $3k3nq — Sgklt + Sgk'gbq
+Sébq — Sgk‘zt — Sgk’gllq
bulunup bu ifade diizenlenirse

D _.a(s) = t(s) — sak1t + saksbq + s3bq — s3knt

ve buradan
Dda(s) = (1 — 82]{1 — Sgkg)t + (82]{3 + Sé)bq
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K+ ks
lenkh + K2k — kok, + k2ks

olup sy = ifadesini yerine yazarsak,

K, + ks
D. = (1- 2
w8 = (U ks — okl & 3hs

+<82k}3 + Sé)bq

kl — Sgkg)t

ve bu ifade dizenlenirse

krk + kks — kaki + k3ks — kikh — kiks

D. = — s3ko)t
aals) = Fukty + k2hs — hokl + K2ks sahz)
+(s2ks + s5)bg
ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa
—koky + Kk3k3
D. = — s3ko)t
S o g My iy g 7 )
+(s2ks + s5)bgq
S/
olur. k—2 = s3 ifadesi yerine yazilirsa
3
—kgkll + k’gkg 8/2
D. = — ko)t
R T Sy v T S A
+(s2ks + s45)bq
bulunur. Simdi
1
Sy = Sk (B3 (k3 — kT) — ki(koks)' — koky)

(kykh + K2ks — kol + k2k3)

+hhko(—2k1 k2 + k] — kokl) — kaks((K})? + 2(ky)? — K ky — Klks)]

ifadesi yerine yazilirsa

— ok K2k ks 1
Dda(s) = ( /1121, 1121, _( 1 1.21. /1.2 2[

Ky (k3 (k3 — k7)

—ky (koks)' — kok?y ) *kbko(—2k k34K, — kokl) — koks((ky)*+2(kh)* — Kk,

—kyk2)]))t+(s2ks + s3)bg
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olup t parantezi i¢indeki paydalar esitlenirse

D.a(s) = (k3(k1ké + kks — koki + k3ks) (—koky + k3ks)
& ks(kiky + kiks — kok + E3ks3)?

—k?2(ki(k§<k§ — k%) B kl(k2k3)/ B kaIZI)
s (koK + K2k — kok + kZks)?

kok3(—2k k3 + K — koky)
ks (ki kS + kf%k’g — koK + k%kg)Q

_k§k3<<k/1)2 + 2(]4;&)2 B klllkl - kIQIkQ)))
ks(k1kb + k2ks — ok, + k3ks3)?

+(s2ks + s5)bg

ve buradan
(kski Kl + kK2 — kskok!| + k3k3)(—kok! + k3ks)
ks (k1 kb + k%kg — koK + k§k3)2

D,a(s) = (

—ka(kik3 (k3 — ki) — kqky (koks) — Kiksks)
ks (k1K + k2ks — kok) + kks)?

U2k k2 + KL K2K! — KL RSKS — K2ks(K))?
s (kakly + K2k — Kok, + kks)?

%ﬁm%y—@awh—@@%»
s (kikly + K2k — kok!, + k2ks)?

+(s2ks + s5)bqg

olup t parantezi icerisindeki pay kismi diizenlenirse
—ky K kokbks — kok| k3k3 + k3 (K))?ks — Ky kak3
ks(kikb + k2ks — ok + k3ks3)?
K22kl + K2R2KS — KSR2K, + kK3
ks(kikb + k3ks — kok! + k3ks)?
—ko (kK3 (K3 — k) — Kiki(oks)' — kikoky)
ks(kikb + k3ks — kok! + k3ks)?
—2kb K2k k2 + KhkakY — Khk3k, — k3ks(k))?
ks(kiky + k2ks — koky + k3ks)?
2Aghs ()" — Kkskihy — Kok
ks(kikb + k3ks — kok! + k2ks)?

+(s2ks + s5)b,

D.a(s) = (
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bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

1
a kg(klkg-+-k$k3-_.k2k3-+-kgk3)2<

3K kSRR + KK ekl + KKK — 20 k2k k2 + K k2K

K22k K + K2K2KS + KAk

CRLEBKY + 2K2ka (KY)? — K2kl Ey — Kdkaki)t
+(s2ks + s5)bqg
olur. Burada k2 = 0 oldugu kullanilirsa
D a(s) = (s2k3 + s3)bg (4.43)
olup (4.42) denkleminden dolay1 D a(s) = 0 bulunur. Buradan da Vs € [ igin a(s) = sabit

bulunmus olur.

(<) Vs € I i¢in a(s) = sabit olsun. r = ||at|| oldugundan

(a(s) — als),a(s) — a(s)) = 1%(s)
ifadesinin s parametresine gore tlirevi alinirsa

dr
(D,a(s).als) = als)) = r(s) =

S

olup a(s) = sabit oldugundan D a(s) = 0 bulunur. Bdylece

@
ds

r(s)

S
ve buradan da

d
r(s) =0 veya d_r

s S

elde edilir. Eger (s) = 0 ise
r? = s52(s) 4+ s3(s) =0

olmalidir. Bu da
s3(s) = s3(s) =0
olmas1 demektir. Ancak bu ifade, teoremin hipotezi ile ¢elisir. O halde
dr
2 =0
ds |,

ve buradan da Vs € [ i¢in r(s) = sabit bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.7: Teorem 4.13 ifadesi ile Teorem 4.4 ifadesi incelenirse iki teorem

arasindaki fark, Teorem 4.13 ifadesinde yer alan £y = 0 olmasi sartidir.
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Teorem 4.14: M C E? egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. Vs € [ igin
ks(s) # 0, ky = 0 ve s3 # 0 varsayalim. Bu durumda, M bir kiiresel egridir <= Vs € [ i¢in

a(s) noktasindaki oskiilator kiirelerin merkezleri aynidir.
. — .
Ispat (=) : M C S? olsun. Burada HOaH = r oldugundan ispat agiktir.

(<=) : b sabit bir nokta olmak tizere Vs € [ i¢in a(s) € M noktasindaki oskiilator
kiirelerin merkezleri b ise Teorem 4.5 kullanilirsa oskiilator kiirelerin yarigaplari yine r
sabitidir. O halde Va(s) € M igin

d(a(s),b) =r
ve buradan da M C S? bulunup ispat tamamlanmus olur. Burada b = a olmasi halinde
r = lla(s) —af = d(a(s),b)
olur. Teorem 4.5 geregince r = sbt oldugundan
d(a(s),b) = sbt

olur.

Bir egrinin egrilikleri cinsinden kiireselligi i¢in karakterizasyon, agagidaki teorem ile

verilmistir.

Teorem 4.15: s € [ yay-parametresi olmak iizere, M C FE? egrisi (I,«) ile
verildiginde g-egrilikler k3 # 0, ko = 0 seklinde ve s1,55 ve s3 kiiresel egri denkleminin

katsayilarindan s3 # 0 iken, M egrisi kiiresel egri olur ancak ve ancak
s5(8) + s2(s)ks(s) =0 (4.44)

esitligi saglanir.

Ispat (=) : M egrisi kiiresel olsun. Teorem 4.5 geregince oskiilatér kiirelerin a(s)

merkezi Vs € I i¢in sabittir. O zaman a(s) ifadesinin tiirevi alinirsa Vs € I i¢in (4.43) geregi
(s5(5) + s2(s)ks(s))bg(s) = 0
yazilabilir. O halde (4.42) ifadesinden
$5(8) + sa2(s)ks(s) =0

bulunur.
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(<) : s4(s) + s2(s)ks(s) = 0 olsun. (4.43) geregince Vs € [ i¢in
D a(s) = 0 = a(s) = sabit

olur. Teorem 4.5 geregince M egrisi kiireseldir.

Teorem 4.16: o : | C R — E?, E? uzayinda g-gatili yay-parametreli kiiresel egri

olsun. a bir Tzitzeica egrisi ise o egrisinin egrilikleri arasinda
ky  ky+ kiks
2k2 k| — koks

(4.45)

denklemi gegerlidir.

Ispat £ uzayimda o, g-catili bir birim hizl kiiresel egri olsun. (4.34), (4.37) ve (4.38)
ifadelerinden elde edilen

1 1

a,t)y =0, (ng,a) = — ve (bg,a) =
< > < q > 4 k2(k11_k72k73) < q04> bk (k‘é—l—k)lkg)
YR+ koks 2R gk
esitlikleri, (4.32) ifadesinde yerine yazilirsa
k; ! + 2kok3.0 4 2k3 | — ! =0
’ —ky 4k (K, + kyks) o ’ k(K —Roks) |
2R — ks YRy kaks
olup bu ifade diizenlenirse
K B 2k3 _0
ko k (kb + k1ks) b ko(k) — koks)
2R kgks YRy kaks
bulunur. Buradan
K B 2k3
ko k (Kb + kiks) b ko (kY — koks)
2R gk YRy + kks
olup
(kY + kiks)
—ko + ky—————
k‘_é - 2 1+ K1 K Tk
2k2 b ko (K} — koks)
YR+ ks

bulunur. Esitligin sag tarafi diizenlenirse

—ka(k] — kaks) + ky (K, + kaks)
ks _ Ky — kaks

2k2 k(K + knks) — ka(K, — kaks)
kb + kyks
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olup gerekli sadelestirme yapilirsa

Ky Kb+ kaks
2k2 k| — koks

elde edilir. £; = 0 olmas1 durumda

K B kiks
2k2 K,
ve bu ifade dizenlenirse
ks B ﬁ
2k3 K,

bulunur. Bu ifadenin, Oklid uzayindaki (4.16) ifadesiyle olan benzerligine dikkat ediniz.

Teorem 4.17: o« : [ C R — E?, E® uzayinda k3 # 0, ks = 0 ve s3 # 0 olmak
iizere q-¢atili bir birim hizl kiiresel Tzitzeica egrisi olsun. « egrisinin k3 egriligi

|k K
kg =4/ 13 4.46
3 ik (4.46)

seklindedir.

Ispat (4.44) ifadesinde

ks yalniz birakilirsa

kas) = — 308 (4.47)

b — ks (kY — kaks)
3 ko + kiks

yazilabilir. Burada ks = 0 oldugu kullanilirsa

olur. (4.45) esitliginden

ki ky

kg = 4 23
’ k1 ks

bulunur.
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5. MINKOWSKI 3-UZAYINDA Q-CATILI TZITZEICA
EGRILERI

Minkowski 3-uzayindaki uzay egrisi boyunca quasi-normal vektorii yardimiyla
tanimlanan {t, nq,bq} g-¢atist yardimiyla bazi 6zel egriler tamimlanmis, bunlarla ilgili
teoremler verilmis ve bu egriler iizerinden uygun hesaplamalar yapilmistir. R? Minkowski
3-uzayda Tzitzeica egrileri tamimlanmis ve bu tiir egriler, onlarin egriliklerine gore
karakterize edilmistir. Ayrica kiiresel egri tanimlanmis ve kiiresel Tzitzeica egrisi olma
durumu incelenmistir. Calismamizda, kiiresel egriler ve kiiresel Tzitzeica egrileri
inceleneceginden dolayi, yaptigimiz arastirmalar neticesinde hiperbolik kiire {izerinde
sadece spacelike egrilerin varligina ve Lorentz kiiresi iizerinde yaptigimiz incelemelerde ise
spacelike ve timelike egrilerin varligina ulasmamizdan dolay1 ¢galismamizda genellik olmasi
acisindan Lorentz kiiresi kullanilmigtir. Temel Kavramlar boliimiinde de bahsettigimiz
tizere, Lorentz kiiresi iizerinde yatan higbir null egri olmamasi sebebiyle null egriler

incelenmemistir.

5.1 Minkowski 3-uzayinda q-catih Spacelike Tzitzeica
Egrileri

Calismamizin bu kisminda, izdiisiim vektorii olarak ele aldigimiz k vektoriiniin timelike
durumunda olmast halinde meydana gelen spacelike egriler i¢in g-cati kullanilarak
Tzitzeica ve kiiresel egri tanimlanmis ve kiiresel Tzitzeica egrisi olma durumu

incelenmistir. incelemeler Lorentz kiiresi {izerinde gosterilmistir.

Teorem 5.1: t spacelike, k = (0,0, 1) timelike, nq spacelike ve b, timelike olmak

iizere verilen spacelike egrinin g-¢atisinin tiirev formiilleri

t 0 ki =k t
n:l - —kl 0 —k’g ny (51)
b, —ky —ks O by

bi¢cimindedir. Ayrica
ki = kcosh®, ko = ksinhf ve ks = —df — 7

q-egrilikleri seklindedir (Tarim, 2016).
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Tamm 5.1: Bir regiiler egri o : I C R — R3 verilsin. « egrisi i¢in sabit & egriligi

ancak sabit olmayan k3 egriligi varsa buna q-Salkowski egrisi ad1 verilir.

Tamm 5.2: Bir regiiler egri o : I C R — R3 verilsin. « egrisi igin sabit k3 egriligi

ancak sabit olmayan k; egriligi varsa buna anti q-Salkowski egrisi ad1 verilir.

Tamm 5.3: o : I C R — R3, R} uzayinda k; > 0 ve k3 # 0 g-egrilikleri ile
yay-parametreli spacelike egrisi verilsin. « egrisinin keyfi «(s) noktasindaki g-oskiilator

diizleminin orijine olan uzakligi dys olmak iizere, v egrisi

ks
d2

qos

=a (5.2)

sartin1 sagliyorsa «, Tzitzeica egrisi adin1 alir. Burada a # 0 bir reel sabittir.

tAnq
q 0(0,0,0)

g-Oskilatoér
dizlem

Sekil 5.1 g-oskiilator diizlemin orijine olan dy.s uzakligi

dgos uzakl1g1, Tanim 3.2 ifadesinden

d(O,qos) = dgos

{afs), t X ng)
[t g

olup burada b= t x n, quasi-binormal vektorii yerine yazilirsa

{a(s), by)

d 0s —
! [[bgll
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bulunur. b, timelike binormal vektorii birim oldugundan
Ibg|| = [(bg, bg)['* = 1

olup buradan
dgos = [(a(s), bq)| = [(bg, (s))] (5.3)

seklinde, g-oskiilator diizlemin orijine olan uzaklig1 bulunmus olur.

Teorem 5.2: o : [ C R — R3, R? uzayinda birim hizli bir spacelike egri olsun. «

bir Tzitzeica egrisi ise
Ky (by, @) + 2kaks (t,a) + 2k3 (ng, o) = 0 (5.4)

denklemi gegcerlidir.

Ispat o, R? uzayinda birim hizli bir spacelike egri olsun. (5.2) ve (5.3) esitlikleri
kullanilarak

ks
ek £0 (5.5)

elde edilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

ks (bq, O‘>2 — k3((bg; oz>2)’
<bq,04)4
K (bg, @)” = k3(2 (bg, @) (b, @) + (bg, )))
<bqa0‘>4

bulunur. Burada o egrisi birim hizli oldugundan o’ = t ve dolayisiyla (bq, ') = (bgq, t) olup
t ve by vektorleri ortogonal oldugundan (by, t) = 0 dir. Boylece
K (bg.0)? ~ k(2 (by. ) (b))
(bg, 0‘>4

olup (5.1) ifadesinden by vektdriiniin degeri yerine yazilirsa

K (bg, @)° — k3(2 (bg, @) (—kat — kzng, )

=0
<bq:O‘>4

elde edilir. I¢ ¢arpimin lineer oldugu kullanilir ve esitlik diizenlenirse

ké <bQ’ Oé>2 + 2k2k3 <bCI7 a> <t,0é> + 2k§ <bq’ Oé> <n(b a)

=0
<bqv O‘>4

bulunur. Pay kismi (bg, o) parantezine alinirsa

<bq7 O‘> (ké <bqv Oz) + 2k2k3 <t704> + Qki’% <nq7 a))
(bg, 0‘>4
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ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

Ky (b, @) + 2koks (o) + 2k3 (ng, o)

=0
<bq7a>3

olarak bulunur. Buradan
Ky (b, @) + 2koks (t,a) + 2k3 (ng, o) =0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 5.1: Teorem 5.2 de bulunan bu ifade, 3-boyutlu Oklid uzayindaki g-gati
yardimiyla elde edilen (4.32) ifadesi ile aynidir. Ayrica egrinin kiiresel egri olmas1 durumu
da Sonu¢ 5.2 de incelenecektir. Egri, kiiresel egri degilse ancak ky; ya da k3

q-egriliklerinden en az biri sifir ise yine (4.8) ifadesi ile olusan benzerlik goriilebilmektedir.

Kiire {izerindeki bir spacelike egri i¢in q-¢at1 yardimiyla bilesenlerini yazalim. Yani
q-cat1 i¢in spacelike kiiresel egri

a(s) = sit(s) + sang(s) + ssbg(s)

olmak lizere s1, so ve sz katsayilarini bulalim.

>

Sekil 5.2 Minkowski 3-uzayda g-¢ati igin spacelike kiiresel egri
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a birim hizl bir spacelike egri olmak {izere, yaricap1 r olan kiire i¢in
|os] =
olup norm tanimindan
(04.58) =
yazilabilir. Burada a(s) € S? oldugundan

(o, ) =1

bulunur. Bu ifadenin tirevi alinirsa
(o, a) + {a,a’y =0

olup i¢ ¢carpimin simetrik oldugu kullanilirsa

bulunur. Burada, « birim hizli egri oldugundan t = o olup bu ifade yerine yazilirsa
s1 = (ta) =0 (5.6)
elde edilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
(t'a) + (t,a'y =0

ve burada « birim hizli egri oldugundan t = o’ oldugu kullanilir ve (5.1) ifadesindeki g-

catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denkleminden t’ ifadesi yerine yazilirsa
<k1nq - k’gbq,Oé> + <t, t> =0

olup t spacelike birim teget vektor oldugundan (t,t) = 1 ve i¢ ¢arpimin lineer oldugu
kullanilirsa
]Cl <nq,a> — k’g <bq,OZ> +1=0

elde edilir. Boylece
k1 <nq>a> ) <bq7a> =-1 (57)

bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

ki (ng,a) + k1((ng,a))" — ks (bg,r) — k2((bg,))” = 0
ki (ng,a) + k1(<nﬁl,o¢> + (ng,0)) — k5 (bg,a) — k2(<bfl,oz> + (bg,a)) = 0
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olup « birim hizli egri oldugundan t = o' oldugu kullanilir ve (5.1) ifadesindeki g-¢atinin

Frenet formiilleri benzeri varyasyon denkleminden n;, ve b;, ifadeleri yerlerine yazilirsa
k’i <Ilq,Oé> + k’l((—k’lt — k?gbq,a/> + <Ilq, t))
—ké <bq,0é> — ]{?2(<—]€2t — ]anq,a> + <bq,t>) =0

bulunur. Burada, t, nq ve by vektorleri ortonormal vektorler oldugundan (ng, t) = (bg, t) =0

ve i¢ ¢arpimin lineer olmas1 kullanilirsa
K (ng,a) — k7 (t,a) — kiks (bg,a) — k) (bg,a) + k3 (t,a) + koks (ng,a) = 0
olup (5.6) ifadesi kullanilirsa
K (ng,o) — kiks (bg,ct) — K (bg,a) + koks (ng,t) = 0
ve esitlik diizelenirse
(ng,a) (k] + koks) — (bg,) (kb + kiks) =0 (5.8)

bulunur. Bulunan bu son esitlik ile (5.7) esitligi arasinda yok etme metodu kullanilirsa yani
(5.7) esitligi — (kb + kqk3) ifadesi ile (5.8) esitligi de k- ile garpilir ve bu esitlikler toplanirsa
— (Kb + kiks)ky (ng,0) + ko (K} + koks) (ng,) = kb + kiks
(—k1kl — kiks + koki + k3ks) (ng,c) = kb + kiks
(—k1(Ky + kiks) + ko(K) 4 koks)) (ng,o) = K + kiks
olup her iki taraf k), + k1 k3 ifadesine boliiniirse

1 kb kaks
Ky + kiks Kb+ kiks
(K; + koks)

Bt ks e

(—k1(ky + kiks) (ng,a) + ko (k) + koks) (ng,a))

(K + k1ks)

g, p T F1Rs) =1
Yk + keks

<nq7a> + ko

ve bu ifade diizenlenirse

ko (K} + koks)
-k + = =1
( 1 _I_ ké + k1k3 <n(17a>

bulunur. Boylece

1
(ng.) = L Ralk + kaky)
(_1+ %+kmg)
elde edilmis olur. Bu ifade
1
(:0) = = 7 k) 5:9)

ki —
YR+ kyks
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seklinde diizenlenirse
(ng,a) = —s9 (5.10)

olarak bulunur. Simdi (5.8) esitligi ile (5.7) esitligi arasinda yok etme metodu kullanilirsa yani

(5.7) esitligi — (k| + koks) ifadesi ile (5.8) esitligi de & ile ¢arpilir ve bu esitlikler toplanirsa
(k?g(k’l + ]{32]{73) - ]{Jl(ké + klk}g)) <bq,Oé> = kll + k?gk?g
(lﬂgkll + k%kg - klké - k%kg) <bq,Oé> = kll + kgkg
(k?g(k?ll + k’Qk’g) - kl(k’é + klk’g)) <bq,Oé> = ]{3/1 + k?gkg

olup her iki taraf k] + kok3 ifadesine boliiniirse

1 ki + kok
(ks + hoks) = R (s + Kaks)) (a0 e = oo
1 2R3 1 2h3
(K, + koks) (K5 + kiks)
~L = (bg,) — k12— (b =1
2m+@@<q”> 1m+@@<*®

ve bu ifade duzenlenirse

(k/Q k1k3)
k; il N e - 9 —
( 2 — ki1 BT hoks (bg,r) =1

bulunur. Boylece

1
b = 11
Pull (pnn) 4D
2 MR K ok
elde edilmis olur.
Ayrica (5.10) ifadesi yani (nq,c) = —s, ifadesinin tiirevi alinirsa
<n2|’a> + <nq,0/> = _5/2

olup burada « birim hizli egri oldugundan t = o esitligi kullanilirsa
<n2|’04> + <n(ht> = _8/2

bulunur. Burada t ile nq vektorleri ortonormal vektorler oldugundan (ng,t) = 0 ve (5.1)
ifadesindeki g-catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denkleminden ny ifadesi yerine
yazilirsa

(—kit — ksbg,a) = —s

ve i¢ carpimin lineer oldugu kullanilirsa
—ky (t,a) — k3 (bg,t) = —b

olup (5.6) ifadesinden
ks <bq7a> = 5/2



ve boylece
59
(bg,cr) = [
bulunmus olur.
(5.9) ve (5.10) ifadelerinden
o 1
2_k_@%+@@)
YR+ ks
yazilabilir. Bu esitlik diizenlenirse
kS + kyks
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T keukly + kPks — kok!, — k2ks
bulunur. Her iki tarafin tirevi alinirsa

(kb + kiks) (K + K2k — Kok, — K2ky)
(kkly + k2ks — kok!], — k2ks)?2

/—
82 —

(K + kiks) (kik), + k2ks — kol — k2ks)'
(kkh + K2k — kol — k2ks)?

(K + Ky ks + ki kb) (K kb + kiks — kok) — k3ks3)
(k1kb + k3ks — kok! — k3ks3)?

(Kb + kks) (KK, + kiKY + 2k Ky ks + kKl — Kbk — Kokt — 2kokhks —
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(5.12)

(5.13)

(5.14)

k3ks)

(ki kb + k3ks — kok! — k3k3)?

olup bu ifadede sadelestirme yapilirsa

(ky + Kiks + kik5) (k1K) + kiks — kol — K3ks)
(k1K) + k2ks — kok — k2k3)?

/
So

(Kb + kyks) (ki kY + 2k K ks + k2K, — koky — 2kokh ks — K3KY)
(k1kb + k3ks — kok! — k3ks3)?

elde edilir. Simdi, pay kismindaki parantez i¢indeki ifadeler dagitilirsa

1
(ki kb + k3ks — kol — k%kg)Q[

KUk Kl + K K2k — Kok, — Kk2ks

R Keske ke + KKK — (K))2ksks — K k2K
FR2KLKL + kK3 — kK kol — Ky Kik2ks
— bk — 2Kk k) ks — KhR2KG + Khkok + 2(k))2koks + k2K,
K2 hskl — 2K2K2K] — ksk3k, + kkskok) 4 2kik2kak), + kiksk2k]
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olup gerekli sadelestirmeler yapilirsa
1
/ — _kl/k k,/ _k//kgk —k/k’ k‘ k’/
2T T T ks — ek — RglE |2kl — Rakhs = Kikakaky

KRR — (K,)2hsks — KL K2K2 — kKol + Kb koK' + 2(k))2hoks

+kh k2K, + kykskok! + 2k k2 koK)
seklinde bulunur. Burada ortak terimler, paranteze alinirsa

1
(k1kb + k3ks — Kok — k§k3)2[

— K ko) + Khko(2k1 k3 + kY + kok})
—kaks((F))? — 2(k5)? — K ky + Efky)]

—kik3 (kY + k3) — kiky (Kyks + ki)

ve diizenlenirse

1
(ki + k2ks — Kok — k§k3)2[

+khko (2k1 k3 + K + kok?)
—koks((F1)? — 2(k5)* — K'ky + ki k)]

—k"l(krg(/{:% + k%) + ky(koks) + kok?)

/—
So =

olarak elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafi k5 ifadesine boliiniirse

5 1
b — K (ks (K3 + k2) + Kok,
ki3 (ks + W2y — gk, — IZhgyp P (Ralhi ) ks

+(k1koks') ks + (koky)/ks) + kbko(2k1ks + kY [ ks + (kakb) [ k3)
—ka((F))? — 2(k%)? — Kky + kfky)]

bulunur.

Sonu¢ 5.2: o : I C R — R3, R uzayinda birim hizl bir spacelike egri olsun. « bir
kiiresel Tzitzeica egrisi ise
K, (bg, o) + 2k3 (ng, o) =0

denklemi gegerlidir.

Ispat Teorem 5.2 ifadesinde (5.6) esitligi kullanilirak ispat tamamlanmis olur. Dikkat

edilirse, bulunan bu ifade ile (4.8) esitligi arasinda ciddi bir benzerlik bulunmaktadir.

Teorem 5.3: M C R? spacelike egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin.
s € I yakarsilik gelen o(s) noktasindaki q-vektorler {t(s), nq(s), bq(s)} olmak iizere, M

ile sonsuz yakin ii¢ ortak noktasi olan kiirelerin merkezlerinin geometrik yeri

a(s) = a(s) + sa(s)ng(s) + Abg(s)
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seklindedir. Burada s, : I — R katsayilari, kiiresel egri denkleminde yer alan katsayilar ve
A € R dir.

Ispat (I, ) koordinat komsulugu, M igin yay-parametresi olarak verilsin. a(s) € M
noktasinda, M ile sonsuz yakin {i¢ ortak noktasi olan bir kiirenin merkezi a ve yarigap1 r

olsun. Buna gore,

f 1 — R
s — f(s)=(a—a(s)a(s),a—a(s)) —r

2
fonksiyonunu g6z oniine alalim. a(s) noktasinda M egrisinin,
S?={z|zeR} (x—a,x—a)=r"}
seklinde tanimli kiireleri ile sonsuz yakin {i¢ noktasinin ortak olmast igin
£8) = F(8) = /() = 0
olmalidir. Buna gore, f(s) = 0 olmast igin
(a — a(s),a — afs)) =r?
olmalidir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa, f'(s) = 0 olup
(d'(s),a — a(s)) + (a—a(s),d'(s)) =0
i¢ carpimin simetrik ve lineer oldugu kullanilirsa
2(d/(s),a—a(s)) =0

ve buradan da
(d/(s),a—a(s)) =0

olup « birim hizli bir spacelike egri oldugundan t(s) = o/(s) degeri yerine yazilirsa
(t(s),a —a(s)) =0 (5.15)
bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa, f”(s) = 0 olup
(t'(s),a — a(s)) + {t(s),&/(s)) = 0

olup « birim hizli bir spacelike egri oldugundan t(s) = o/(s) degeri yerine yazilir ve (5.1)

ifadesindeki g-catinin Frenet benzeri varyasyon denklemi kullanilirsa

(k1(s)ng(s) — ka(s)bg(s), a — a(s)) + (t(s),t(s)) =0
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burada t(s), birim teget vektorii spacelike oldugundan (t(s), t(s)) = 1 ve i¢ carpimin lineer
oldugu kullanilirsa

k1(s) (ng(s), @ — a(s)) — ka(s) (bg(s),a — a(s)) +1 =0
elde edilir. Diger taraftan, {t(s), n,(s),b,(s)} bazi i¢in
a— a(s) = s1(s)t(s) + sa(s)ng(s) + s3(s)bg(s) (5.16)

yazilabilir, burada s;(s) € R dir. Esitligin her iki tarafi t(s) ile i¢ ¢arpilirsa

{a = als), t(s)) = (s1(s)t(s) + s2(s)nq(s) + s3(s)by(s), t(s))

olup, i¢ ¢carpimin lineer oldugu kullanilirsa

(@ —a(s), €(s)) = s1(s) (t(s), €(5)) + sa(s) (nq(s), €(5)) + s3(s) (by(s), t(s))

burada t(s) birim teget vektorii spacelike oldugundan (t(s), t(s)) = 1 ve t(s), ng(s) ve bq(s)
vektorleri ortonormal vektorler oldugundan (ng(s), t(s)) = 0 ve (bg(s), t(s)) = 0 oldugu

yerine yazilirsa
{a —afs), t(s)) = s1(s)
olup (5.15) ifadesinden
s1(s) =0 (5.17)

bulunur. (5.16) esitliginin her iki tarafi nq(s) ile i¢ ¢arpilirsa
(@ —a(s),ng(s)) = (s1(s)t(s) + s2(s)mg(s) + s3(s)bg(s),nq(s))

olup, i¢ ¢carpimin lineer oldugu kullanilirsa

(@ —a(s),mq(s)) = s1(s) (t(s),mq(s)) + 52(s) (q(s),mq(s)) + 53(5) (bg(s), nq(s))

burada n4(s) birim quasi-normal vektorii spacelike oldugundan (ng(s),nq(s)) = 1 ve t(s),
ng(s) ve by(s) vektorleri ortonormal vektorler oldugundan (t(s),nq(s)) = 0 ve

(bq(5),nq(s)) = 0 oldugu yerine yazilirsa

(@ —als),ng(s)) = s2(s)

bulunur. (5.16) esitliginin her iki tarafi by(s) ile i¢ carpilirsa

{a = a(s),bg(s)) = (s1(s)t(s) + s2(s)nq(s) + 53(5)bq(s), be(s))

olup, i¢ ¢carpimin lineer oldugu kullanilirsa

(@ = a(s),by(s)) = s1(s) (t(s), bq(s)) + s2(s) (nq(s), by(s)) + 53(5) (bg(s), be(s))
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burada bg(s) birim quasi binormal vektorii timelike oldugundan (bg(s),bg(s)) = —1 ve
t(s), nq(s) ve bg(s) vektorleri ortonormal vektorler oldugundan (t(s),bq(s)) = 0 ve

(nq(5),bq(s)) = 0 oldugu yerine yazilirsa

(a = a(s),be(s)) = —s3(s)

bulunur.

(a —a(s),a—als)) =1

esitliginde, (5.16) ifadesi kullanilirsa
(s1(s)t(s) + sa(s)mg(s) + s5(s)bq(s), s1(s)t(s) + sa(s)mg(s) + s3(s)by(s)) = 1
olup burada i¢ ¢arpimin simetrik ve lineer oldugu kullanilirsa
s1(5) (t(s), €(s)) + s1(s)52(s) (t(5), mq(s)) + s1(5)s35(5) (t(s), by(s))
+51(5)52(8) (nq(s), €(5)) + 53(5) (nq(s), mq(5)) + 52(5)s35(5) (mg(s), bq(s))
+51(5)s3(5) (bq(s), t(5)) + 52(3)53(5) (by(5), mq(s)) + s5(5) (bg(s), bg(s)) = 1

elde edilir. t(s) ve nq(s) birim spacelike vektorleri igin (t(s),t(s)) = (nq(s),ng(s)) = 1,
bg(s) timelike birim vektdrii igin (bq(s),bq(s)) = —1 ve bu vektorler ortonormal
oldugundan (t(s), by(s)) = (ng(s),bq(s)) = (t(s),ng(s)) = 0 oldugu yerine yazilirsa

si(s) + sy(s) — s3(s) ="

olur. (5.17) ifadesi kullanilirsa

ve buradan da

A(s) = () — 7

bulunur. (5.13) esitliginden s, yerine yazilirsa

B k) + kaks o
53(5) = ﬂ/(/ﬁ(kg Y k) — k(K + koky) )

reel degerli ifadesi elde edilmis olur. A = s3(s) reel degerli ifadesi ve 1 < ¢ < 3 i¢in bulunan

s; degerleri, (5.16) denkleminde yerlerine yazilirsa

a — a(s) = sa(s)ng(s) + Abg(s)
bulunur. Bu ifade diizenlenirse

a = a(s) + sa(s)ng(s) + Abg(s)

seklinde, kiirelerin merkezlerinin geometrik yerinin denklemi elde edilir.
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Sonug¢ 5.3 Teorem 5.3 ifadesi ile Teorem 4.2 ifadeleri sekilsel olarak benzeseler de
Teorem 5.3 ifadesinde yer alan kiiresel egri denkleminin katsayilarindan olan ss(s) € Rile
A € R katsayilarinin igerikleri ile Teorem 4.2 ifadesinde yer alan kiiresel egri denkleminin
katsayilarindan olan sy(s) € Rile A € R katsayilarinin icerikleri birbirlerinden farklidir.
Her iki teorem ifadesinde so(s) € Rile A € R katsayilar1 yerine yazildiginda fark daha da
belirginlesmektedir.

Teorem 5.4: M C R spacelike egrisi (1, o) koordinat komsulugu ile verilsin. s3 # 0,
ks # 0 olmak tizere Vs € [ i¢in «(s) noktasinda ky = 0 iken oskiilator kiirenin yaricapi

sabittir <> oskiilator kiirelerin merkezleri aynidir.
Ispat (=) Oncelikle a(s) € M noktasindaki oskiilatér kiirenin yarigapi r ve
A = s3(s) olmak lizere oskiilator kiire merkezi
a(s) = a(s) + sa(s)ng(s) + 53(5)bq(s)

olmak tzere

bulunur ve burada i¢ ¢arpimin lineer ve simetrik olma 6zellikleri kullanilirsa

r= \/8%(8) (ng(s),mq(5)) + 252(s)s53(s) (ng(s), bq(s)) + 53(s) (by(s), be(s))

olup burada ny(s) ile bg(s) vektorleri ortonormal oldugundan (nq(s),bq(s)) = 0, ng(s)

birim spacelike vektor olup (ng(s),ng(s)) = 1 ve bg(s) timelike birim vektorii igin

(bq(5),bq(s)) = —1 degerleri yerlerine yazilirsa

r=/s3(s) — s3(s)

ve buradan

r? = s5(s) = s3(s)

bulunur. r = sbt ise tiirev alinirsa
255(5)sh(s) — 283(s)s4(s) = 0

2(s2(s)s5(s) — s3(s)s5(s)) = 0

53(5)34(s) — sa(s)sh(s) = 0
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elde edilir. Burada (5.12) ifadesindeki s3(s) = 1) degeri yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

ka(s)s2(s)s5(s) — s5(s)s5(s)
kg(S)

ka(s)sa(s)s5(s) — s5(s)s3(s) = 0
s5(s)(ka(s)s2(s) — s3(s)) = 0

olup teorem ifadesinde s3(s) # 0 ve dolayisiyla s,(s) # 0 olacagindan

ks(s)sa(s) — s5(s) =0 (5.18)
bulunur. Diger taraftan
a(s) = a(s) + sa(s)ng(s) + s3(s)bqg(s)
oldugundan

D, a(s) = o/ (s) + s5(s)ng(s) + s2(s)ng’(s) + 53(5)bg(s) + 53(5)bq (s)

olup burada « birim hizli bir spacelike egri oldugundan o/(s) = t(s) ve (5.1) ifadesindeki

q-catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denklemi kullanilirsa

Dia(s) = t(s) + s5(s)ng(s) + sa(s)(=ki(s)t(s) — ks(s)bq(s)) + s3(5)bq(s)
+s3(s)(—ha(s)t(s) — ks(s)ng(s))

olup bu ifade diizenlenirse

Dia(s) = t(s)+ sy(s)ng(s) — sa(s)kr(s)t(s) — s2(s)ks(s)bqg(s)
+53(5)bq(s) — s3(5)ka(s)t(s) — s3(s)k3(s)nq(s)

burada (5.12) ifadesinden s3(s) = ZQ(S> — sh(s) = s3(s)ks(s) ifadesi yerine yazilirsa

Dya(s) = t(s) + sy(s)ka(s)ng(s) — sa(s)ki()E(s) — s(5)ka(s)bq(s)
+55(5)bq () — sa(s)ka(s)E(s) — sas)ks(s)ng(s)

bulunup bu ifade diizenlenirse

D, a(s) = t(s) — s2(s)k1(s)t(s) — sa(s)ks(s)bg(s) + s3(s)bq(s) — s3(s)ka(s)t(s)
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ve buradan
D.a(s) = (1 — sa(s)k1(s) — s3(s)k2(5))t(s) + (—s2(s)ks(s) + s5(s))bq(s)

olup (5.14) ifadesinden s, (s) ifadesini yerine yazarsak,

K, + ks
D. = (1- 2
¥y Sy By 7

+(—s2(s)ks(s) + s3(5))bg(s)

ki (s) — s3(s)ka(s))t(s)

ve bu ifade dizenlenirse

Fukh + Kiks — kokf — k3ks — kiky — K2k
— s3(s)k
Fuky + k2ky — kaki — K3ks sa(s)ka(s)t(s)

+(—s2(5)ks(s) + s5(5))bg(s)

Dya(s) = (

ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

D,a(s) = ( kbt — sk (s)k2(s))t(s)
.als = _
o Fukh + ks — okl — Kk o0 AR

+(=52()ks(s) + 55(5))by(s)

/

olur. (5.12) ifadesinden Z—Q = s3 ifadesi yerine yazilirsa
3

—k'gkfll — k%kg 8/2
D. = — 2Ly (s))t
22(5) %%+ﬁ@—@m—@@ oy C2(5)))

+(—=s2(5)ks(s) + s3(5))bg(s)
bulunur. Simdi

1
(kikh + k3ks — kol — k%k:g)z[

ko (2k1k3 + K + koky) — Kok (k1) — 2(k3)? — k{1 + k3ky)]

/ —
52 h—

—k'l(kg(k% + k%) + ki (koks) + kok?)

ifadesi yerine yazilirsa

ko 1
D. = (=22
W) = a2t — gk, — R3a)

koKl )t kg (2k1 k3 +K] +hoky) — koks((K))? — 2(kb)? — K['ky

5[k (R3 (RiHE3) + K1 (koks)'

koK) + k2ks
+E! o 1 2 +(— Y
2 2)]) klké+k%k3 - kgkll . ]{Z%kg )t(S) ( 82(5)k3(5) 53(3))bQ(3)
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olup t(s) parantez i¢indeki paydalar esitlenirse

D.als) = (k‘:a(k‘lk'é + kiks — koky — k3ks)(—kok] — k3ks)
& s knk + K2k — keok, — Kky )2
ko(—k} (K3(k3 + k3) + k1 (koks)' + kok?)
g (kaky + K2k — ok, — k2ky )2
Khko(2k1 K3 + kY + kok})
e (kK + K2ky — hokl, — K2ky )2
(1) — 204)° — Kby + ),
s (knky + K2k — Kok, — K2hs)?

+(—s2(s)ks(s) + s5(5))by(s)

ve buradan teorem ifadesinde yer alan k; = 0 degeri yerine yazilirsa
D, a(s) = (—s2(s)ks(s) + s5(5))bq(s)

olup (5.18) denkleminden dolay1 D a(s) = 0 bulunur. Buradan da Vs € [ igin a(s) = sabit

bulunmus olur.

(<=) Vs € I i¢in a(s) = sabit olsun. r = ||adi|| oldugundan

(a(s) = a(s),a(s) — a(s)) = 1*(s)
ifadesinin s parametresine gore tiirevi alinirsa

dr
<Dda(s), a(s) — a(3)> = r(s) =

s

olup a(s) = sabit oldugundan D a(s) = 0 bulunur. Bdylece

dr
r(s) p

S
ve buradan da

d
r(s) =0 veya d_r

s S

elde edilir. Eger r(s) = 0 ise
r? = s5(s) +s3(s) =0
olmalidir. Bu da
s3(s) = 53(s) =0
olmas1 demektir. Ancak bu ifade, teoremin hipotezi ile ¢elisir. O halde
dr{ 0

@)=



74

ve buradan da Vs € I igin r(s) = sabit bulunur. Béylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 5.4 Minkowski 3-uzayinda q-¢at1 yardimiyla ispatlanan Teorem 5.4 de yer
alan ifade ile 3-boyutlu Oklid uzaymnda Frenet ¢atis1 yardimiyla ispatlanan Teorem 4.6
ifadesi karsilastirildiginda, iki ifade arasindaki fark, Minkowski 3-uzayda g-¢atiyla benzer

hesaplamalar yapabilmek icin ks = 0 olmasi durumuna bakilmasidir.

5.2 Minkowski 3-uzayinda g-catih Timelike Tzitzeica
Egrileri

Calismamizin bu kisminda spacelike egriler icin yaptigimiz hesaplamalar1 bu sefer timelike
egriler icin yapmaya calisacagiz. Izdiisiim vektorii olarak ele aldigimiz k vektdriiniin
spacelike olmasi halinde olusturulan timelike egriler i¢in q-cati1 kullanilarak Tzitzeica ve

kiiresel egri tanimlanmis ve kiiresel Tzitzeica egrisi olma durumu incelenmistir.

Teorem 5.5: t timelike, k = (0, 1, 0) spacelike, nq spacelike ve b, spacelike olmak

iizere verilen timelike egrinin g-¢at1 igin tiirev formiilleri

t 0 ki ke t
Ilil - /{31 0 ]{33 ng (5 19)
b/ k’g —k’g 0 bq

q

bicimindedir. g-egrilikleri ise
ki = KkcosO, ky = —ksinb, ks =di + 7

olarak yazilabilir (Tarim, 2016).

Tamm 54: o« : [ C R — R?, R? uzayinda k; > 0 ve k3 # 0 q-egrilikleri ile
yay-parametreli timelike egrisi verilsin. « egrisinin keyfi «(s) noktasindaki g-oskiilator
diizleminin orijine olan uzaklig1 dq,s olmak tizere, o egrisi

ks
2

qos

=a (5.20)

sartin1 sagliyorsa «, Tzitzeica egrisi adini alir. Burada a # 0 bir reel sabittir.

dgos uzakl1g1, Tanim 3.2 ifadesi kullanilirsa

d(O,qos) = dgos

(a(s), t X mg)
[t < ]|
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g-Oskilatér
dizlem

Sekil 5.3 R} de g-oskiilatér diizlemin orijine olan dgos uzakligs

olup burada b,= t x n, quasi-binormal vektorii yerine yazilirsa

{a(s), by)

d os —
! [[bgll

bulunur. b, spacelike binormal vektorii birim oldugundan
bl = {by,bg)[* = 1
olup buradan

dgos = |(at(5), bq)| = [(bg, a(s))] (5:21)

seklinde, g-oskiilator diizlemin orijine olan uzaklig1 bulunmus olur.

Teorem 5.6: o : I C R — R3, R? uzayinda birim hizl bir timelike egri olsun. a bir
Tzitzeica egrisi ise
K, (by, o) — 2koks (t,a) + 2k (ng, ) = 0 (5.22)

denklemi gegerlidir.

Ispat o, R? uzayinda birim hizli bir timelike egri olsun. (5.20) ve (5.21) esitlikleri
kullanilarak

ks
ooy =" £0 (5.23)




elde edilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
ké <bq7 0‘>2 - k3(<bq7 a>2)’
<bq: O‘>4
K4 (bg, a)® — k3(2 (bg, @) ((bl, o) + (bg, )
<bqv O‘>4
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bulunur. Burada o egrisi birim hizli oldugundan o' = t ve dolayistyla (bg, ') = (bg, t) olup

t ve by vektorleri ortonormal oldugundan (bg, t) = 0 dir. Boylece

K (bg, @) — k(2 (b, @) (b, @) —0
<bq>a>4

olup (5.19) ifadesinden by, vektdriiniin degeri yerine yazilirsa

ks <bq7 O‘>2 — k3(2 <bqa ) (kaot — ksng, @))

=0
<bq7 0‘>4

elde edilir. i¢ ¢arpimin lineer oldugu kullanilir ve esitlik diizenlenirse

k3 (bq, @)” — 2ksks (b, @) (t,a) + 2k3 (bg, ) (ng, @)

=0
<bQ7 a>4

bulunur. Pay kismi (b,, &) parantezine alinirsa

(by, @) (k3 (by, @) — 2kak; (t,0) + 23 (ng, )

=0
<bQ> a>4

ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

Ky (by, ) — 2koks (t,) + 2k3 (ng, o)

=0
<bQ>a>3

olarak bulunur. Buradan
K, (bg, o) — 2koks (t,a) + 2k3 (ng, ) = 0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 5.5: Bulunan bu ifade, 3-boyutlu Oklid uzayindaki g-gat1 ile yapilan

hesaplardaki (4.32) ifadesinden ve 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike egriler i¢in

elde edilen (5.4) ifadesinden, (t,«v) ifadesinin 6niindeki isaret bakimindan farklidir. Egrinin

kiiresel egri olmas1 durumu, kiiresel egri hesaplamalarinin ardindan Sonug 5.6 ifadesinde

verilecektir. Egri, kiiresel egri olmasa bile %, ile k3 g-egriliklerinden en az birinin sifir

olmasi durumunda Oklid uzaymdaki Frenet cati ile yapilan (4.8) ifadesi ile benzerlik

gostermektedir.
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Kiire iizerindeki bir timelike egri i¢in q ¢at1 yardimiyla bilesenlerini yazalim. Yani
q-cat1 icin timelike kiiresel egri
a(s) = s1t(s) + sang(s) + ssbq(s)

olmak iizere s1, sy ve sz katsayilarini bulalim.

Sekil 5.4 Minkowski 3-uzayda g-cat1 i¢in timelike kiiresel egri

a birim hizl bir timelike egri olmak iizere, yarigap1 r olan kiire i¢in
[os] =
olup norm tanimindan
(54.58) =
yazilabilir. Burada a(s) € S? oldugundan

(o, @) =1

bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

(o a) + {a, 'y =0
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olup i¢ carpimin simetrik oldugu kullanilirsa

bulunur. Burada, « birim hizli egri oldugundan t = o’ olup bu ifade yerine yazilirsa
(t,a) =0 (5.24)
elde edilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
{t,a) + (t,a') =0

ve burada « birim hizli egri oldugundan t = o’ oldugu kullanilir ve (5.19) ifadesindeki g-

catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denkleminden t’ ifadesi yerine yazilirsa
(king + kabg,a) + (t, t) =0

olup t timelike birim teget vektor oldugundan (t,t) = —1 ve i¢ carpimin lineer oldugu
kullanilirsa
k1 (ng,o) + ko (bg,o0) —1 =10

elde edilir. Boylece
k?l <nq,oz> + kQ <bq,O./> =1 (525)

bulunur. Bu ifadenin tirevi alinirsa

kll <nq7a> + k1(<nq>a>)/ + k; <bq,0z> + k2(<bq7a>)/ =0
K} (ng,) + k1(<n:1704> + (nq,o/>) + ky (bg,c) + k2(<b;7a> + <bq>a/>) =0

olup « birim hizli egri oldugundan t = o’ oldugu kullanilir ve (5.19) ifadesindeki g-¢atinin

Frenet formiilleri benzeri varyasyon denkleminden ng ve by ifadeleri yerlerine yazilirsa

ki (ng,0) + k1((k1t + ksbg,a) + (ng, t))

+ky (by,0) + ka((kat — ksng,a) + (bg,t)) = 0

bulunur. Burada, t, nq ve by vektorleri ortonormal vektorler oldugundan (ng, t) = (b, t) =0

ve i¢ ¢arpimin lineer olmasi kullanilirsa
Ky (ng,a) — k7 (ta) — kiks (bg,a) — k) (bg,a) + k3 (t,a) + koks (ng,a) = 0
olup (5.24) ifadesi kullanilirsa

ki (ng,a) — k1ks (bg,cr) — kb (bg,a) + koks (ng,t) =0
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ve esitlik diizelenirse
(ng,c0) (K} + koks) — (bg,a) (K + kiks) = 0 (5.26)

bulunur. Bulunan bu son esitlik ile (5.25) esitligi arasinda yok etme metodu kullanilirsa yani
(5.25) esitligi (kb + ki k3) ifadesi ile (5.26) esitligi de — ks ile garpilir ve bu esitlikler toplanirsa
(l{ié + klk’g)kl <nq,a> — kQ(l{?ll — ]{?2]{33) (nq,a> = (k’é —+ ]{71]{?3>
(klké + k’%kg — kgki + k’%kg) <nq,a> = (ké + klkg)
(k1(ky + kiks) 4 ko(—ky + kaks)) (ng,a) = (k3 + k1ks)

olup her iki taraf k), + k1 k3 ifadesine béliiniirse

1 (k3 + kiks)
ki (kb + ik ko(—k: + Kok — =
(( 1( 2+ 1 3)+ 2( 1+ 2 3)) <nq’a>)]€/2+]€1]€3 (k,/ —|—]€1k}3)
ki(ky + kiks) (=K + kaks)
k = 4l
ik TR ks ) e
ve bu ifade diizenlenirse
1
A S e )
PR T Kk
elde edilir ve )
ng,o) = — 5.27
M) = = T R T Rk 627
YR ks
seklinde diizenlenirse
(ng,00) = —59 (5.28)

olarak bulunur. Simdi (5.26) esitligi ile (5.25) esitligi arasinda yok etme metodu kullanilirsa
yani (5.25) esitligi (k] — koks) ifadesi ile (5.26) esitligi de —k; ile garpilir ve bu esitlikler
toplanirsa
(]Cg(ki — ]Cgk’g) — ]{Jl(k’é + ]{?1/{?3>> <bq,Oé> = k?i — k?gkg
(kgkll — k%kg — klké — k%kg) (bq,a) = kll — kgkg
(k’g(k’i - k’gk’g) - k’l(k’é + klk}g)) <bq,Oé> = k?ll - k2k3

olup her iki taraf k} — kok3 ifadesine boliiniirse

1 k' — Kok
ko (k! — koks) — ki (Kb + kiks)) (b)) ——— = 23
(Ko (k) — kaks) — k(K5 + 13))<q’a>)k1—k2k3 K, — Fooks
(K, — koks) (K + kiks)
fogol — 2228) iy ) Ry 2 TS gy, =1
2 ok, (D) R (bea)

ve bu ifade diizenlenirse

(k?é + k‘lk’3)
ko — kj————= b,,a) =1
( 2 ! ki — kzkg < P >
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bulunur. Boylece

(bq,cr) = (k) (5.29)
2 R = koks
elde edilmis olur.
Ayrica (5.28) ifadesi yani (nq,c) = — s, ifadesinin tiirevi almirsa
<Il:1,04> + <n(I7O/> = _5,2

olup burada « birim hizli egri oldugundan t = o’ esitligi kullanilirsa
<n117a> + <nCI7t> = _5,2

bulunur. Burada t ile nq vektorleri ortonormal vektorler oldugundan (ng, t) = 0 ve (5.19)
ifadesindeki g-gatinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denkleminden nj ifadesi yerine
yazilirsa

(k1t + ksbg,a) = —s),

ve i¢ carpimin lineer oldugu kullanilirsa
kq (t,@0) + k3 (bg,cr) = —s)

olup (5.24) ifadesinden

ve bdylece
/
(by,a) = =2 = s (5.30)
ks
bulunmus olur.
(5.27) ve (5.28) ifadelerinden
! (5.31)
Sg = )
2 o (=K haks)
! kb + ks
yazilabilir. Bu esitlik diizenlenirse
kb + ki k
5 2 T 1R (5.32)

T kik, — K2k + kol — k2ks
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bulunur. Her iki tarafin turevi alinirsa

4 = (K + kyks) (—kykly — K2 kg + kok!, — k2ks)
2 (—kikh — k3ks + kok! — k3ks3)?

(K, + kikes) (—ki kb — K2hs + kol — k2kes)’
(“hkh — k2ks + kok, — k2ks)?

(K + Ky ks + ki k) (=K kY — K2ks + kok! — k3k3)
(—k1 kb — k%kg + kok — k§k3)2
B (Kb + kiks)(—k kY — k kY — 2k, K kg — k:%kg + kLK + kok] — 2kokbks — k%kg)
(k1KY — k:%lcg + kok — k§k3)2

olup bu ifadede sadelestirme yapilirsa

S,__(%+k%y+&%X—h%—k%y+b%—k%@
. W (—k1kly — k2kg + kok!, — k2ks)2

(Kb + kyks) (ko kY + 2k K ks + k2K, — koky — 2kokh ks — k3KY)
(—kikh — kiks + koki — k3ks3)?

elde edilir. Simdi, pay kismindaki parantez i¢indeki ifadeler dagitilirsa

1
%S Tk, Rk § k] Ryl 2Rk —Rekiks T kykaky = ks

— ) kskykl — K K2K2 + (K})2ksky — K k2K

FR2KLES + Kk ks — kykikok!, — koK k2ks

b kiKY + 2k KKy + Kb K2R — Kokt + 2(K))2koks + K2,
ksl + 2K2K2K, + kakSk, — kkskok! 4 2k1k2kakly + kyksk2k)

olup gerekli sadelestirmeler yapilirsa
sh, = L [
2 (=K1Kl — k?ks + kok) — k2ks)?
+E K2R + (K))?kske — Ky K3KS + kykbkok! — Khkok! + 2(K,)%koks

K kok) — KU K2ks + K sk K

RO K2, — kykskok!! + 2k k2 kok))

seklinde bulunur. Burada ortak terimler, paranteze alinirsa

1
T Rk ke Lk J2hy)2 RS (R = k) ik (Koks + kaks)

R kokl 4 Kk (2K K3 — K + Koky)
—haks(=(K1)* = 2(k5)* + Kk + kgks)]
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ve duzenlenirse

1
% = k= Rk + ok, — Ry (s — ko) -k (haks ) 4 ko)

+kbko(2k k3 — K + kokly)
—koks(—(k})? — 2(Ky)? + Kk + kb ko)

olarak elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafi k5 ifadesine boliiniirse

/
S5 1

22 - k! (ks(k? — k2) + koKL /K kikoks') /k
ks (—kikh — k?ks + Kok} — k§k3)2[ (s (Kt 2) + kuky/ks + (kakaks') ks
(kokD)/ks3) + kbhko(2k1ks — kY ks + (koK) /ks)
—ka(—=(k1)? — 2(ky)? + k{ky + kks)]

bulunur.

Sonu¢ 5.6 o : [ C R — R3, R? uzayinda birim hizl bir timelike egri olsun. « bir
kiiresel Tzitzeica egrisi ise
ks (bq, @) + 2k3 (ng, ) = 0

denklemi gecerlidir. Dikkat edilirse, bu ifade Oklid uzayindaki Frenet cat1 ile yapilan (4.8)

ifadesine benzemektedir.

Teorem 5.7: M C R? timelike egrisi (7, o) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I ya
karsilik gelen a(s) noktasindaki q-vektorler {t(s), ng(s), bg(s)} olmak iizere, M ile sonsuz

yakin {i¢ ortak noktasi olan kiirelerin merkezlerinin geometrik yeri
a(s) = a(s) + sa(s)ng(s) + Abg(s)
seklindedir. Burada s, : I — R ve A € R dir.
Ispat (I, ) koordinat komsulugu, M igin yay-parametresi olarak verilsin. a(s) € M

noktasinda, M ile sonsuz yakin {i¢ ortak noktasi olan bir kiirenin merkezi a ve yarigap1 r

olsun. Buna gore,

f I — R

s — f(s)=(a—a(s),a—a(s)) —r?

fonksiyonunu g6z 6niine alalim. a(s) noktasinda M egrisinin,

Sf:{x|x€R?,(x—a,x—a>:r2}
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seklinde tanimli kiireleri ile sonsuz yakin {i¢ noktasinin ortak olmast igin

f(s)=f'(s) = f"(s) =0
olmalidir. Buna gore, f(s) = 0 olmast igin
2

(a —a(s),a—a(s)) =r

olmalidir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa, f’'(s) = 0 olup

(a'(s),a = a(s)) + (a = a(s), a'(s)) = 0
i¢ ¢arpimin simetrik ve lineer oldugu kullanilirsa
2(a'(s),a —afs)) =0

ve buradan da
(d(s),a —afs)) =0

olup « birim hizl1 bir timelike egri oldugundan t(s) = o/(s) degeri yerine yazilirsa
(t(s),a—a(s)) =0 (5.33)
bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa, f”(s) = 0 olup
(t(s),a —als)) + (t(s),a'(s)) = 0

olup «(s) birim hizli bir timelike egri oldugundan t(s) = «/(s) degeri yerine yazilir ve (5.19)

ifadesindeki q-catinin Frenet benzeri varyasyon denklemi kullanilirsa
(k1(s)nq(s) + ka(s)bg(s), a — a(s)) + (t(s), t(s)) = 0

burada t(s), birim teget vektorii timelike oldugundan (t(s), t(s)) = —1 ve i¢ ¢arpimin lineer

oldugu kullanilirsa
ki(s) (ng(s),a — a(s)) = ka(s) (be(s),a — a(s)) =1 =0
elde edilir. Diger taraftan, {t(s), nq(s), bq(s)} bazt i¢in
a— a(s) = s1(s)t(s) + sa(s)ng(s) + s3(s)bg(s) (5.34)
yazilabilir, burada s;(s) € R dir. Esitligin her iki tarafi t(s) ile i¢ ¢arpilirsairsa

{a = a(s), t(s)) = (s1(s)t(s) + s2(s)nq(s) + s3(5)bqg(s), t(s))
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olup, i¢ carpimin lineer oldugu kullanilirsa

(@ —a(s), t(s)) = s1(s) (t(s), €(5)) + s2(s) {nq(s), €(5)) + s3(s) (by(s), (s))

t(s)) = —1 ve t(s), ny(s) ve

burada t(s) birim teget vektori timelike oldugundan (t(s),
t(s)) = 0 ve (by(s),t(s)) = 0

by(s) vektorleri ortonormal vektorler oldugundan (ng(s),

oldugu yerine yazilirsa
{a —als), t(s)) = —s1(s)

olup (5.33) ifadesinden
s1(s) =0 (5.35)

bulunur. (5.34) esitliginin her iki tarafi nq(s) ile i¢ ¢arpilirsa
(@ —a(s),mng(s)) = (s1(s)t(s) + s2(s)g(s) + s3(s)bq(s), nq(s))

olup, i¢ ¢carpimin lineer oldugu kullanilirsa

(@ = a(s),nq(s)) = s1(s) (€(s),mq(5)) + 52(s) (nq(s),mq(s)) + 53(5) (bg(s), nq(s))

burada n,(s) birim quasi-normal vektorii spacelike oldugundan (ng(s), nq(s)) = 1 ve t(s),
ng(s) ve by(s) vektorleri ortonormal vektorler oldugundan (t(s),nq(s)) = 0 ve

(bq(s),nq(s)) = 0 oldugu yerine yazilirsa

(a = als),ng(s)) = s(s)

bulunur. (5.34) esitliginin her iki tarafi bq(s) ile i¢ ¢arpilirsa

(@ = a(s),bg(s)) = (s1(s)t(s) + s2(s)nq(s) + 53(5)bg(5), bg(s))

olup, i¢ ¢carpimin lineer oldugu kullanilirsa

(@ = a(s),by(s)) = s1(s) (t(s), by(s)) + 52(s) (nq(s), by(s)) + s3(5) (ba(s), be(s))

burada b,(s) birim quasi binormal vektorii spacelike oldugundan (bq(s),bq(s)) = 1 ve
t(s), ng(s) ve bqy(s) vektorleri ortonormal vektorler oldugundan (t(s),bg(s)) = 0 ve

(nq(s),bq(s)) = 0 oldugu yerine yazilirsa

(@ = a(s),bg(s)) = s3(s)

bulunur.

(a — a(s),a —afs)) = r?

esitliginde, (5.34) ifadesi kullanilirsa

(51(5)t(s) + s2(s)nq(s) + 53(5)bg(s), s1(s)t(s) + s2(s)mg(s) + s3(5)bg(s)) =1
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olup burada i¢ ¢carpimin simetrik ve lineer oldugu kullanilirsa

s1(5) (t(s), €(s)) + s1(s)52(s) (t(5), mg(s)) + 51(5)s35(5) (t(s), by(s))

+s1(5)s2(s) (mq(s), t(s)) + 53(5) (mg(s), mq(s)) + s2(s)53(s) (mg(s), by(s))

+51(5)53(5) (bg(5), t(s)) + 52(5)s5(s) (bg(s), mq(s)) + 53(5) (by(s),by(s)) = 7*
elde edilir. by(s) ve ng(s) birim spacelike vektorleri i¢in (bg(s), bg(s)) = (ng(s), ng(s)) = 1,
t(s) timelike birim vektori i¢in (t(s),t(s)) = —1 ve bu vektorler ortonormal oldugundan
(t(s),bq(s)) = (ng(s),bq(s)) = (t(s),nq(s)) = 0 oldugu yerine yazilirsa

—53(5) + (5) + 53(s) = 1
olur. (5.35) ifadesi kullanilirsa
sy(s) + s3(s) =1

ve buradan da

s3(s) =17 — (s

bulunur. (5.31) esitliginden s»(s) yerine yazilirsa

5= T 7”2—( ké—i—k‘lk‘g )2
3 —ky (K + kiks) — ko(—K| + koks)

reel degerli ifadesi elde edilmis olur. A = s3(s) reel degerli ifadesi ve 1 < ¢ < 3 i¢in bulunan

s; degerleri, (5.34) denkleminde yerlerine yazilirsa

a — a(s) = sa(s)ng(s) + Abg(s)
bulunur. Bu ifade diizenlenirse

a = a(s) + s2(s)ng(s) + Abg(s)

seklinde, kiirelerin merkezlerinin geometrik yerinin denklemi elde edilir.

Sonug 5.7 Teorem 5.7 ifadesi ile Teorem 5.3 ve Teorem 4.12 ifadeleri sekilsel olarak
benzer goziikseler de Teorem 5.7 ifadesinde yer alan kiiresel egri denkleminin katsayilarindan
olan s5(s) € Rile A € R katsayilarinin igerikleri ile Teorem 5.3 ve Teorem 4.2 ifadelerinde
yer alan kiiresel egri denkleminin katsayilarindan olan s5(s) € Rile A € R katsayilarinin
icerikleri birbirlerinden farklidir. Her ii¢ teorem ifadesinde s2(s) € Rile A € R katsayilari
yerine yazildiginda fark daha da belirginlesmektedir.

Teorem 5.8: M C R timelike egrisi (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin. s3 # 0,
ks # 0 olmak tizere Vs € [ i¢in «(s) noktasinda ky = 0 iken oskiilator kiirenin yarigapi

sabittir <=> oskiilator kiirelerin merkezleri aynidir.



Ispat (=) Oncelikle a(s) € M noktasindaki oskiilatdr kiirenin yarigapi r ve

A = s3(s) olmak tizere oskiilator kiire merkezi
a(s) = afs) + s2(s)ng(s) + 53(s)bqg(s)

olmak tizere

bulunur ve burada i¢ ¢arpimin lineer ve simetrik olma 6zellikleri kullanilirsa

r= \/83(8) (ng(s),mg(s)) + 252(s)s3(s) (ng(5), by(s)) + s3(5) (by(s), bg(s))
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olup burada ny(s) ile bg(s) vektorleri ortonormal oldugundan (nq(s),bq(s)) = 0, ng(s)

birim spacelike vektor olup (nq(s),ng(s)) = 1 ve by(s) spacelike birim vektorii igin

(bq(s),bq(s)) = 1 degerleri yerlerine yazilirsa

ve buradan

bulunur. » = sbt ise turev alinirsa
259(8)sh(s) + 2s3(s)s4(s) = 0
2(s2(s)s5(s) + s3(s)s3(s)) = 0

52(8)s5(s) + s3(5)s3(s) = 0

elde edilir. Burada (5.30) ifadesindeki s3(s) =

diizenlemeler yapilirsa

S2(8)sh(s) + s (5) s

ka(s)s2(5)s5(8) + s5(s)s5(5)
k’g(S)

ka(s)sa(s)sh(s) + sh(s)sh(s) = 0
(5 (ko (s)s2(5) + 4(s) = 0




87

olup teorem ifadesinde s3(s) # 0 ve dolayisiyla s,(s) # 0 olacagindan
ks(s)sa(s) + s5(s) =0 (5.36)
bulunur. Diger taraftan
a(s) = a(s) + s2(s)ng(s) + s3(5)bq(s)
oldugundan
D,a(s) = o'(s) + s3(s)ng(s) + s2(s)nq'(5) + 53(5)bq(s) + s3(s)bj(s)
olup burada « birim hizli bir timelike egri oldugundan o/(s) = t(s) ve (5.19) ifadesindeki
g-¢atinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denklemi kullanilirsa
D,a(s) = t(s) + s5(s)ng(s) + 52(s) (k1 (s)t(s) + K3(s)bq(s)) + s3(5)bq(s)
+s3(s) (k2 (s)t(s) — k3(s)nq(s))
olup bu ifade diizenlenirse
D.a(s) = t(s) + s5(s)nq(s) + s2(s)k1(s)t(s) + s2(s)k3(s)bq(s)
+545(5)bq(s) + s3(5)ka(5)t(s) — s3(s)ks(s)ng(s)

/
burada (5.30) ifadesinden s3(s) = 5(5) — sh(s) = s3(s)ks(s) ifadesi yerine yazilirsa

- kg(S)
D.a(s) = t(s)+ s3(s)ks(s)ng(s) + s2(s)k1(s)t(s) + s2(s)k3(s)bg(s)
+53(5)bq(s) + s3(s)k2(s)t(s) — s3(s)ks(s)nq(s)

bulunup bu ifade diizenlenirse

D.a(s) = t(s) + sa2(s)k1(s)t(s) + sa2(s)ks(s)bg(s) + $3(5)bg(s) + s3(s)ka(s)t(s)
ve buradan
D.a(s) = (1 + sa(s)ki(s) + s3(s)ka(s))t(s) + (s2(s)ks(s) + s5(5))bq(s)

olup (5.32) ifadesinden s5(s) ifadesini yerine yazarsak,

Kl + kyks
+_ /1.2 I 1.2
kikly — k2kg + kok| — k2ks

+(52(5)k3(s) + s3(5))bg(s)
ve bu ifade dizenlenirse

—lenk — K2y + kok!, — K2k + kK + K2y
“lenk — K2k + kok, — K2k

+(52(5)ks(s) + s3(5))bg(s)

D.a(s) = (1 k1(s) + s3(s)ka(s))t(s)

D.a(s) = ( + s3(8)ka(s))t(s)
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ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

koky — K3k
—kikl — kiks + ok — K3k
+(s2(s)ka(s) + s3(s))bqg(s)

D.a(s) = (

«

+ 53(5)k2(s))t(s)

/

olur. (5.30) ifadesinden 2—2 = s3 ifadesi yerine yazilirsa
3

koky — kgks s
22 Iy ()t
TR — Wkt k2 Ry 2)H)

+(s2(s)ka(s) + s5(s))bq(s)

D.a(s) = (

bulunur. Teoremin ifadesinde yer alan k; = 0 degeri yerine yazilirsa
D, a(s) = (s2(s)ks(s) + s3(s))bq(s)

olup (5.36) denkleminden dolay1 D a(s) = 0 bulunur. Buradan da Vs € [ igin a(s) = sabit

bulunmus olur.

(<) Vs € I i¢in a(s) = sabit olsun. r = ||at|| oldugundan

(a(s) = a(s),a(s) — a(s)) = 1*(s)
ifadesinin s parametresine gore tiirevi alinirsa

dr
(D,a(s),a(s) = als)) = r(s) 7

s

olup a(s) = sabit oldugundan D a(s) = 0 bulunur. Bdylece

dr
r(s) oy

S
ve buradan da

dr
-0 bl
r(s) veya - S

elde edilir. Eger r(s) = 0 ise
r? = s5(s) +s3(s) =0
olmalidir. Bu da
$3(s) = $3(s) = 0
olmas1 demektir. Ancak bu ifade, teoremin hipotezi ile ¢elisir. O halde

d
L )

&)=
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ve buradan da Vs € I igin r(s) = sabit bulunur. Béylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 5.8: Minkowski 3-uzayinda q-¢at1 yardimiyla ispatlanan teoremler Teorem 5.8
ve Teorem 5.4 de yer alan ifadeler ile 3-boyutlu Oklid uzaymnda Frenet gatis1 yardimiyla
ispatlanan Teorem 4.6 ifadesi karsilastirildiginda, iki ifade arasindaki fark, Minkowski 3-

uzayda q-catiyla benzer hesaplamalar yapabilmek i¢in ks = 0 olmas1 durumuna bakilmasidir.

Ornek 5.1: a(s) = (s,coss,sins) olmak iizere a : (—m,7) — E? egrisinin

Tzitzeica egrisi olup olmadigini inceleyelim.

a/(s) = (1, —sin s, cos s) ve buradan

(d/(s),d/(s)) = —1+ (sins)®+ (coss)?
= 141
=0
olup «(s) egrisi bir null egridir.
a’(s) = (0, —cos s, — sin s)

(a(s),a"(s)) = (sins)? + (cos s)? = 1

bulunur. Vs € I olmak iizere, eger a : I — E3 egrisi bir null egri iken (a/(s), a”(s)) = 1
ise av egrisi pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir null egri olarak adlandirilir
(Walrave, 1995). Bu durumda « egrimiz, pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis

bir null egridir. Burada Frenet vektorleri

t(s) = (1,—sins,coss)
n(s) = (0,—coss,—sins)

b(s) = (1,sins,—coss)
olarak bulunur. Egrinin « egriligi ise x(s) = (t'(s),n(s)) = 1 seklindedir. Bununla birlikte
n'(s) = (0,sin s, — cos s)
olup egrinin torsiyonu
7(s) = (n'(s),b(s)) = (sins)? + (coss)* =1

bi¢imindedir. Buradan
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oldugundan yani sabit olmadigindan dolay1 «v egrisi bir Tzitzeica egrisi degildir.

.. 1
Ornek 5.2: z = — yiizeyinin Tzitzeica yiizeyi olup olmadigini inceleyelim.
x

Yiizeyin I. temel form katsayilari olan E, F' ve GG katsayilari

E o= 1+ x41y2
ro= xaly:a
G = 1+ x21y 1
olmak tiizere yiizeyin birim normal vektor alani
1 1 1

N=(

)

seklindedir. Yiizeyin sekil operatoriiniin bilesenleri olan [, m ve n katsayilari

2
l —
3 1 1 1
Y +$2y4+$4y2
1
mo= 1 1
214 G
1
o

olarak elde edilir. Yiizeyin Gauss egriligi

35L‘4y4
(ZL’Q +y2 +x4y4)2

ve tanjant diizleme olan uzaklig1 ise (4.3) denklemi kullanilirsa

dtan =

1
xy\/l - 22yt - e

4

9 S Ny S S ey A T
x x
4 T2 y g i x2yt

1

(L’4y2

bi¢iminde bulunur. Buradan (4.2) denklemi icin gereken d,,, degeri hesaplanirsa

tan 4
1 1
=y’ (\/1 - T - 9:492)
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ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

81

i
(x2+y2+a74y4)2

tan

olup buradan (4.2) denklemi geregince

seklindedir. Boylece z = — ylizeyi bir Tzitzeica yiizeyidir (Agnew vd., 2010). Teorem 4.1
1Y

ifadesi goz Oniine alinirsa, bu yiizeyin Gauss egriligi olan X' > 0 oldugundan dolay1 bu

ylizeyin asimptotik ¢izgileri bir Tzitzeica egrisi belirtmemektedir.

1
Sekil 5.5 z = — Tzitzeica yiizeyi
Y
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6. BULGULAR VE TARTISMA

Bu calismada, Dede vd. tarafindan 2015 yilinda, bir uzay egrisi boyunca tanimladigi
g-c¢at1 yardimiyla baz1 6zel egriler ve bu egrilerin bazi 6zellikleri incelenmistir. Bu ¢atiy1
kullanmamizin en 6nemli sebebi, bu ¢atinin Frenet catisina gore sagladigi bazi 6nemli
avantajlarinin olmasidir. Bu avantajlardan ilki bu ¢atinin, egrinin ikinci tlirevinin tanimsiz
oldugu durumda da tanimlanabilmesi ve ikincisi de teget etrafinda gereksiz biikiilmenin

Online ge¢mesidir.

Calismamizda oncelikle 3-boyutlu Oklid uzayinda g-cati yardimyla Tzitzeica
egrileri ile kiiresel egriler tanitmlanmis ve Tzitzeica egrisi ile kiiresel egri olma kosullari
verilmistir. Bununla birlikte kiiresel Tzitzeica egrileri i¢in incelemeler yapilmistir.
Sonrasinda, 3-boyutlu Minkowski uzayinda q-¢ati yardimiyla spacelike egriler igin
Tzitzeica ve kiiresel egri olma kosullar1 incelenmistir. Bir egrinin Tzitzeica egrisi olmasi
icin, orijinden egrinin keyfi bir noktasindaki oskiilator diizlemine olan uzakliginin karesi ile
egrinin torsiyonunun oraninin sifirdan farkli bir sabit olmas1 gereklidir. Tzitzeica egrileri
olarak adlandirilan egrilerin bir smifi ve Tzitzeica yiizeyleri olarak adlandirilan Oklidyen
3-uzayin yiizeylerinin bir sinifi, Roman matematik¢i Gheorgha Tzitzeica (1872-1939)
tarafindan tanimlanmustir. Karacan ve Biikcii tarafindan 2009 yilinda 3-boyutlu Minkowski
uzayinda eliptik silindirik Tzitzeica egrileri, bir harmonik denklemin ¢6ziimiine bagl olarak
elde edilmistir. Ayrica bir egrinin spacelike, timelike veya null eliptik silindirik Tzitzeica
egrisi olmasi i¢in gereken kosullar verilmistir. Chen’in 2003 yilinda yayinlanan
makalesinde, 3-boyutlu Oklid uzayinda konum vektdrii normal diizleminde bulunan
egrilerin kiiresel egriler oldugu sdylenmistir. Bobe vd. tarafindan 2012°de 3-boyutlu Oklid
ve Minkowski uzaylarinda Tzitzeica egri ve ylizeyleri, merkez afin degismezleri tarafindan
incelenmistir. 2012 yilinda, Bila tarafindan 3-boyutlu Oklid uzayinda Tzitzeica egri
denklemi, lineer olmayan bir diferensiyel denklem olarak ele alinmis ve Tzitzeica egrileri
yeniden incelenmistir. Yine 2012 yilinda Bobe vd. tarafindan, Minkowski uzaylarinda
Tzitzeica egrileri ve yiizeyleri 3 merkez afin degismez fonksiyonu ile yeniden
tanimlanmistir. Bayram vd. tarafindan 2018 yilinda 3-boyutlu Oklid uzayinda Tzitzeica
egrileri tanimlanmus ve kiiresel Tzitzeica egrileri incelenmistir. Yine 2018 yilinda, Ozerdem
tarafindan 3-boyutlu Minkowski uzayinda null olmayan, null ve pseudo-null Tzitzeica
egrileri incelenmistir. Bunlar dogrultusunda ¢alismamizda hem Oklidyen 3-uzayda hem de
Minkowski 3-uzayinda kiiresel Tzitzeica egrileri lizerine incelemeler yapilip bu incelemeler
g-cat1 lizerinde devam ettirilip g-¢at1 igin kiiresel egri, Tzitzeica egrisi tamimlanmis ve

kiiresel Tzitzeica egrisi olmasi durumu incelenmistir. Bu incelemeler sonucu Frenet catisi
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kullanilarak elde edilen sonuglar ile q-¢ati kullanilarak elde edilen sonuglar
karsilastirilmistir. iki cat1 arasindaki yapilan karsilastirmada, Tzitzeica ve kiiresel egrilerle
ilgili bulunan sonuglarda ortaya ¢ikan hesaplamalar dogrultusunda elde edilen degerlere
bakilmis ve bu degerlerin iki cati1 i¢in olusturdugu benzerlikler ve farkliliklar ortaya
konulmustur. Ayrica gerek Oklidyen 3-uzaydaki kiire gerekse Minkowski 3-uzayindaki
Lorentz kiiresi iizerinde incelemeler yapilmis ve bu incelemeler sekiller yardimiyla
gosterilmistir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, 3-boyutlu Oklid ve 3-boyutlu Minkowski uzayinda temel kavramlar,
yapacagimiz hesaplamalarda kullanacagimiz temel tanimlar ile birlikte teoremlere yer
verilmistir. Oklidyen 3-uzayda ve Minkowski 3-uzayinda Frenet catisi ve hesaplamalari
yapacagimiz g-¢ati tanitilmis ve bu iki ¢at1 arasindaki iliski ve bagintilara deginilmistir.
Ugiincii boliimde verilen bu temel tanimlar ve teoremler yardimiyla dérdiincii boliimde
hesaplamalarimizin temelini olusturacak 3-boyutlu Oklid uzaymda tanimlanan Tzitzeica,
kiiresel ve kiiresel Tzitzeica egrileri tanimlar1 ve bu egriler i¢in gegerli olan teoremler
verilmis ve devaminda 3-boyutlu Oklid uzayinda g-cat1 icin Tzitzeica egrisi ve kiiresel egri
tanimlanmig, kiiresel Tzitzeica egrileri i¢in incelemeler yapilmistir. Besinci bolimde ise
Oklidyen 3-uzayda yapilan hesaplamalar Minkowski 3-uzayindaki spacelike ve timelike
g-¢at1 i¢in elde edilmistir.

Calismamizda 3-boyutlu Oklid uzayinda g-gat1 yardimiyla Tzitzeica egrileri ile
birlikte kiiresel egriler ve kiiresel Tzitzeica egrileri ve hem de 3-boyutlu Minkowski
uzayinda spacelike ve timelike g-catilar yardimiyla spacelike ve timelike Tzitzeica egrileri
ile birlikte kiiresel egriler ve kiiresel Tzitzeica egrileri incelenirken, 3-boyutlu Minkowski
uzayinda Lorentz kiiresi lizerinde yatan hi¢bir null egri olmadigi sonucuna varilmistir. Bu
calisma, Eskisehir Osmangazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii'nde Yiiksek Lisans Tezi
olarak yapilmistir. Bu ¢alismada yapilan hesaplamalara benzer hesaplamalar, 4-boyutlu
Oklid ve Minkowski uzay1 ya da farkli uzay ve boyutlarda Bishop, Darboux gibi farkli
catilar yardimiyla da yapilabilir, Tzitzeica egrisi ve kiiresel egri tanimlanabilir ve bu
egrilerin baz1 6zellikleri ile kiiresel Tzitzeica egrileri incelenebilir. Ayrica calismamizda yer
alan hesaplamalar, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Lorentz kiiresi lizerinde yapilmis ve
incelenmistir. Benzer hesaplamalar, 3-boyutlu Minkowski uzayinda hiperbolik kiire

iizerinde de yapilip incelenebilir.
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