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OZET

Anahtar kelimeler: kuvvetli dccr* modiller, S-Artinian, S-Noetherian spektrum
kosulu, S-dccr kosulu, sonlu S-es iiretilmis modiiller, miikemmel halkalar, esas olarak
es Uretilmis modiiller, kuvvetli 6zel modiiller, Nakayama'nin Lemmasi.

Bu tezin amaci, artan ve azalan zincir kosullarinin ¢esitli genellemelerini tanimlamak
ve tanitmaktir. Bu genellemeleri kullanarak tez, bir¢ok halka ve modiil i¢in genis bir
karakterizasyon yelpazesi sunar.

Tezin 2. boliminde kuvvetli dccr™ modiiller kavrami tanitilmistir ve incelenmistir.
Kuvvetli dccr* kosulu Artinian modillerinin  sinifin1  genellestirir ve dccr”
kosulundan daha gii¢liidiir. Konsept, miikemmel halkalar ve esas olarak es iiretilmis
moduller acisindan tamamen karakterize edilmistir. Daha sonra, kuvvetli dccr*
kavrami ve kuvvetli 6zel modiiller arasindaki iliskiler incelenmistir. Ayrica, Birlesim
Teoremi ve Nakayama'min Lemmasinin versiyonlari, kuvvetli dccr® kavraminin
151g1nda verilmistir.

Tezin 3. boliimiinde S, ¢arpimsal kapali kiime olmak tizere tez, S-Artinian modillerin
sinifin1 tanimlar. S-Artinian kavrami, Artinian modiiller kavramindan daha genistir.
Ayrica, sonlu S-es iretilmis modiiller kavrami tanimlanmistir. Bu iki kavram
arasindaki iligki incelenmis ve S-Artinian'in birgok karakterizasyonu ¢esitli modiiller
ve halkalar cinsinden verilmistir.

Tezin 4. boliminde S-Noetherian spektrum kosulu tamitilmigtir. S-Noetherian
spektrum kosulunun bir¢ok 6zelligi ve karakterizasyonu incelenmistir. Ayrica, S-
Noetherian spektrum kosulunu saglayan modiiller i¢in Cohen teoreminin bir versiyonu
kanitlanmistir. Daha sonra, Noetherian spektruma sahip modiiller, S-Noetherian
spektrum kosulunu karsilayan modiiller agisindan karakterize edilmistir.

Tezin son bolimunde S- dccr (S-dccr®) kosulunu saglayan modiillerin sinifi
tanitilmistir. S-dccr (S-dcer™) kosulu, S-Artinian modullerin bir genellemesidir. Bu
bolum  Artinian, S-Artinian ve dccr modillerinin - birgok  &zelligini  ve
karakterizasyonunu S-dccr durumuna genisletmistir. Ayrica, S-dccr kavrami 1s18inda
Birlesim Teoreminin ve Nakayama'nin Lemmasinin S-versiyonlar1 verilmistir.



ON S-VERSIONS OF CHAIN CONDITIONS OVER MODULES

SUMMARY

Keywords: Strongly dccr* modules, S-Artinian, S-Noetherian Spectrum Condition,
S- dccer condition, finitely S-cogenerated modules, perfect rings, principally
cogenerated modules, strongly special modules, Nakayama's lemma.

The aim of this study is to define and introduce various generalizations of ascending
and descending chain conditions. Using these generalizations, the thesis provides a
wide range of characterizations for many rings and modules.

In Section 2, the concept of strongly dccr* modules is introduced and studied.
Strongly dccr™ condition generalizes the class of Artinian modules and it is stronger
than dccr” condition. The concept is fully characterized in terms of perfect rings and
in terms of principally cogenerated modules. Also, the relationships between the
concept and strongly special modules are examined. Moreover, versions of Union
Theorem and Nakayama's Lemma are given in light of strongly dccr™ concept.

In Section 3, the thesis defines the class of S-Artinian modules, where S is a
multiplicatively closed set. S-Artinian notion is broader than the notion of Artinian
modules. Furthermore, the concept of finitely S-cogenerated modules is defined. The
relationship between these two concepts is studied, and many characterizations of S-
Artinian are given in terms of several modules and rings.

In Section 4, S-Noetherian Spectrum condition is introduced. Many properties and
characterizations of S-Noetherian spectrum condition are examined. Moreover, an
analogous result to Cohen's theorem for modules satisfying S-Noetherian spectrum
condition is proven. Furthermore, modules having Noetherian spectrum are
characterized in terms of modules satisfying the S-Noetherian spectrum condition.

In the last part of the thesis, the class of modules satisfying S-dccr (S-dccr™) condition
is introduced. S-dccr (S-dcer™) condition is a generalization of S-Artinian modules.
This section extends many properties and characterizations of Artinian, S-Artinian and
dccr modules to S-dccr condition. Furthermore, S-versions of Union Theorem and
Nakayama's Lemma are given in light of S-dccr concept.
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BOLUM 1. ON BIiLGILER

Esas ugrasimiza baglamadan Once, sonraki boliimlerde kullanilacak ve ihtiyag
duyulacak bazi temel cebirsel tanimlar ve teoremler verilecektir. Bu teoremler iyi

bilindigi i¢in ispatsiz verilecektir.

1.1. Halkalar ve idealler

Tanim 1.1.1. A bostan farkli bir kiime ve (4, +,.) iki islemli cebirsel bir yapi verilsin.

Her x,y,z € A icin,
a x+y=y+x,

b. x+y)+z=x+ U+ 2),
c. Herx € Aigin, x + 0 = x olacak sekilde bir 0 € A var,

d. Herx € Aigin, x + (—x) = 0 olacak sekilde bir —x € A var,
e. (x.y).z=x.(y.2),

f. x.(y+z)=xy+xzve(x+y)z=x.2z+y.2z

kosullar1 saglantyorsa A ye bir halka denir [1].
Notlar 1.1.1. [1]

a. Bundan sonra, A halkasinda her x,y € A igin, x.y yerine xy yazilacak.

b. A halkasinda “.” igleminin degisme 6zelligi varsa, yani her x,y € A i¢in,
xy = yx ise A ya degismeli halka denir.

€. A halkasinda “.” isleminin birim elemani varsa, yani her x € A4 igin, x1, =

14 x = x olacak sekilde 14 = 1 € A varsa, A ya birimli halka denir.



d. A halkasinda “.” islemine gore tersi mevcut elemanlara birimsel elemanlar
denir.

Tez boyunca aksi ifade edilmedik¢e s6z konusu tiim halkalar birimli ve degismeli

olarak g6z oniine alinacaktir.

Tamim 1.1.2. A bir halka, @ # T € A olsun. Eger T, A deki islemlere gére bir halka
ise T ye A nin bir althalkas1 denir [1].

Tammm 1.1.3. A halkasinda 0 # x € A eleman igin, xy = 0 (veya yx = 0) olacak
sekilde 0 # y € A bulunabilirse x elemanina halkanin sifir béleni, bdyle bir y yoksa

sifir boleni degildir denir [2].

Tanmm 1.1.4. 4 halkasinda tersi mevcut elemanlara birimsel elemanlar denir. Bu

elemanlarin olusturdugu gruba halkanin birim grubu denir ve u(A) ile gosterilir [3].

Tamim 1.1.5. Birimli, degismeli ve sifir bdlensiz halkaya bir tamhk bolgesi denir [2].

Tanim 1.1.6. A bir halka olsun. A da sifirdan farkli her elemanin garpimsal tersi varsa

A halkasina cisim denir [4].

Tamim 1.1.7. A halkasinda sifir olmayan bir x € A ve k € N i¢in x* = 0 kosulu

saglaniyorsa x elemanina nilpotent eleman denir [5].

Tamm 1.1.8. /, A nin bir alt halkas1 olmak tizere her a € A ve her x € ] igin xa € J

ve ax € ] ise ] ya A nin bir ideali denir. Ustelik / # A ise J ye has ideal denir [2].

Onerme 1.1.1.[2] A bir halka ve J, A nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Asagidaki

sartlar saglanirsa J kiimesi A nin bir idealidir.

a. Herx,yejicinx—ye]

b. Herx € Jvehera € Aicinxa € ]



Tamim 1.1.9. /, A halkasinin bir ideali olsun. Her x, y € A igin,

x=y(@mod]) ©@x—ye€]

denklik bagintisina gore olusan biitiin denklik siniflarinin kiimesi A / J ile gosterilirse,
A/
x+D+O+D=C&+y)+],
x+D.0+)D=&y)+]

islemleri ile bir halka olusturur. Bu halkaya, ] ye gére boliim halkasi denir [1].

Tanimm 1.1.10. A birimli ve degismeli bir halka ve I, A nin bir has ideali olsun. Her
x,y € Aigin xy € I olmas1 x € I veya y € I olmasin1 gerektiriyorsa I ya A nin asal

ideali denir. A halkasinin tiim asal ideallerinin kiimesi Spec(A) ile gosterilir [5].

Tamm 1.1.11. A bir halka ve I, A nin bir ideali olsun. I idealini kapsayan battin asal

ideallerinin kiimesini

V() ={J] € Spec(A):1 < J}

ile gosterilir [4].

Tamm 1.1.12. A birimli ve de8ismeli bir halka ve M, A nin bir has ideali olsun. A
nin, M yi kapsayan M den baska hicbir has ideali yoksa M ye bir maksimal ideal

denir. A halkasmin tiim maksimal ideallerinin kiimesi Max (A) ile gosterilir [5].

Onerme 1.1.2. [5]

a. A bir halka olsun. I nin A halkasinin asal ideali olmas1 i¢in gerek ve yeter
kosul A / I halkasiin tamlik bolgesi olmasidir.
b. A bir halka olsun. M nin A halkasinin maksimal ideali olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul A / M halkasinin cisim olmasidir.



c. Her maksimal ideal asaldir.

Tanmim 1.1.13. A halkasinin tam bir tane maksimal ideali varsa A ya yerel halka denir

[4].

Tamm 1.1.14. A halkasinin sonlu sayida maksimal ideali varsa A ya yar1 yerel halka

denir [4].

Tanmm 1.1.15. A bir halka olsun. A nin tim maksimal ideallerinin arakesitine

Jacobson radikali denir ve J(A) ile gosterilir [5].

jw= ] ™
MeMax(A)

Tanmm 1.1.16. A birimli ve degismeli bir halka ve J, A nin bir ideali olsun.

JJ = {a € A:bir n € N igin,a" € J}

kiimesi A halkasinin J yi kapsayan bir idealidir. Bu ideale J idealinin radikali denir.
Halkanin tiim nilpotent elemanlarindan olusan ideale nil radikal veya asal radikal denir.

Ayrica, A halkasinin bir J idealinin her elemani nilpotent ise bu ideale nil ideal denir [5].

Onerme 1.1.3. A bir halka ve I ideali olsun. I idealinin radikali, I y1 kapsayan tiim

asal ideallerin kesisimidir [5].

\/7=ﬂP

Pev(l)

Tamm 1.1.17. Bir halkanm nil radikali sifir ise, yani VO = 0 ise, halkaya indirgenmis
halka denir [6].



Tamm 1.1.18. A birimli ve degismeli bir halka olsun. S, A nin alt kiimesi i¢in, 1 € S

vehert,s € Sicin, ts € S ise A nin S alt kiimesine bir ¢arpimsal kapali alt kiime denir

[5].
Ornek 1.1.1. [5]

a. Abirhalkave x € Aolsun. S = {x™:n > 0} kiimesi bir ¢arpimsal kapali
kimedir.
b. A bir halka ve ve P, A halkasinin asal ideali olsun. S = A — P bir ¢arpimsal

kapali kiimedir.

Tanim 1.1.19. S, A halkasinin bir ¢carpimsal kapali alt kiimesi olsun. Her ts € S
(t,s € A)igin, t € Sve s € S ise S ye bir doymus carpimsal kapali alt kiime denir

[5].

Tamim 1.1.20. A halkasinin herhangi bir alt kiimesi B olsun. B kiimesini kapsayan
tiim ideallerin kesigimine B nin tirettigi ideal denir ve (B) ile gosterilir. Ayrica B ©

A alt kimesi igin

n
(B)={Zaibi:aiEA,biEBvenEN} dir.

i=1

B = {by, by, ..., by} sonlu kiimesi icin

k
(B) = {Z a;b;:a; € A ve b; € B} dir.

i=1

Bu durumda, (B) ye B nin irettigi sonlu iiretilmis ideal denir. Tek elemanli B = {b}

klimesi icin,

(B) = (b) = Ab = {ab:a € A} dir.



(B) ye b elemanin iirettigi temel veya principal ideal denir [5].

Tanimm 1.1.21. Her ideal bir temel ideal olan halkaya, bir temel ideal halkasi denir.

Eger halka bir tamlik bdlgesi ise bu taktirde, temel ideal bolgesi (TIB) denir [5].

Tanmm 1.1.22. [ ve J, A halkasinin iki ideali ise

n
I]={inyi:xi €El,yyeJven€N

i=1
kiimesi A halkasinin bir idealidir. Bu ideale I ve J ideallerinin ¢arpimi denir [7].

Tamm 1.1.23. Sirali bir kiimede, kendisinden kesin olarak biiyiik hicbir eleman yoksa,
bu elemana maksimal eleman denir. Ayrica, Sirali bir kiimede, kendisinden kesin

olarak kucuk hicbir eleman yoksa, bu elemana minimal eleman denir [5].

1.2. Moduller ve Alt Moduller

Tanmm .1.2.1 A bir halka ve (X,+) bir degismeli grup olsun. A X X — X skaler

carpim fonksiyonu

a. Hera€ Aveherx,y € Xigina(x +y) = ax + ay,
b. Hera,b € Aveherx € X i¢in (a + b)x = ax + bx,
c. Hera,b € A veher x € X igin (ab)x = a(bx),

d. Herx € Xi¢in 14x = x

ozelliklerini sagliyorsa X e A-modul denir [5].



Tanim 1.2.2. A bir halka, X bir A-modiil ve Y € X bostan farkl1 bir alt kiime olsun. Y
kendi basina bir A-modiil ise Y ye, X modiiliiniin bir alt modiilii veya A-alt modiilii

denir [5].

Onerme 1.2.1. X bir A-modiil ve Y € X bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi olsun. Y, X
modiiliiniin bir alt grubu ve hera € A, y € Y i¢in ay € Y oluyorsa Y ye X in bir alt
modiilii denir [7].

Notlar 1.2.1.

a. Her A halkas1 A-modiil olarak diisiiniilebilir. A halkasiin alt modiilleri A nin

idealleridir [7].

b. K bir cisim olsun. V, K iizerinde bir vektdr uzayi olsun. Bu taktirde V bir K-

modiil ve Vnin tiim alt uzaylar1 da bir K-alt modiildiir [5].

Tamim 1.2.3. X bir A-modiil ve T € X bir alt kiime olsun. T alt kiimesini kapsayan,
tiim alt modiillerin arakesitine T nin trettigi alt modiil denir ve (T) ile gosterilir. (T),

T alt kiimesini kapsayan en kii¢lik A-alt modiildiir [5].

Onerme 1.2.2. X bir A-modiil ve T C X bir alt kiime olsun.

a. EgerT = @ise (T) = {0y} dir [5].
b. EgerT + @ ise

(T =3 aix;: a; € A, x; € T ven € N} dir [5].

c. EgerT = {xq,x,, ..., X, } sonlu bir kiime ise

(T) = (T, aix;: a; € Ave x; € T} dir [5].
Tamim 1.2.4. X bir A-modiil ve x € X olsun. {x} in iirettigi alt modiil

(x) =Ax ={ax:a € A}



kiimesine x ile tretilmis alt modiil denir. Eger X = (x) olacak sekilde bir x € X
bulunabilirse, X ye devirli modiil denir. T € X sonlu bir alt kiime olmak iizere, X =

(T) ise, X e sonlu tiretilmis modiil denir [5].

Onerme 1.2.3. A bir halka, ] bir ideal ve X bir A-modiil olsun.

n
]X={Zaixi:aiej,xierenEN

i=1
ile gosterilsin. Su halde, /X, X in bir A-alt modiiliidiir [5].
Teorem 1.2.1. (Nakayama Lemmasi) A bir halka ve X sonlu iiretilmis bir A-modiil
olsun. J, A nin Jacobson radikalinde kapsanan, ] € J(A) bir ideali ve X = JX ise X =
0 dir [5].
Tamum 1.2.5. A bir halka, X bir A-modiil ve Y de X in bir alt modiilii olsun.

(0:4Y) ={a € A:aY =0}

ideali Y alt modiiliiniin sifirlayicisidir ve anny (Y) ile gosterilir [3]. Eger ann, (X) =

0 ise X modiiliine sadik modiil denir. Ayrica
(X:4,Y)={a€A:aYy € X}
seklinde tanimlanir [5].

Tanmm 1.2.6. A bir halka ve B bir alt kiimesi, X bir A-modiil ve K de bir alt modiili

ise,

(K:xyB) ={x € X:her b € Bicin,xb € K}



kiimesine, X de B nin K daki sifirlayicisi denir. (K:y B) kiimesi, X in bir alt

modulidiir.

B alt kiimesi ile (B) idealinin sifirlayicilarinin esit oldugu gosterilebilir. Yani

(K:x B) = (K:x (B)) dir [5].

Onerme 1.2.4. A bir halka, X bir A-modiil ve Y de X in bir alt modiilii olsun. (X:4 Y)

kiimesi A nin bir idealidir [5].

Tanim 1.2.7. A bir halka ve X bir A-modiil olsun. X in her Y alt modiilii icin Y = JX

olacak sekilde, A halkasinin bir J ideali varsa, X e bir ¢arpimsal modiil denir [5].

Onerme 1.2.5. A bir halka, X bir ¢carpimsal A-modiil ve Y, X in bir alt modiiliiise Y =
(Y:4, X)X dir [5].

Tanim 1.2.8. A bir halka, X bir A-modiil ve Y, X in bir has alt modiilii olsun. Her a €
Avex € Xiginax € Y olmasi x € Y veya a € (Y:4 X) olmasini gerektiriyorsa Y ye

A-modiil X in bir asal alt modiilii denir [8].

Onerme 1.2.6. Y, A-modiil X in asal alt modiilii ise, (Y:4 X), A halkasmin asal

idealdir [8].

Tamim 1.2.9. K, bir X modiiliiniin has bir alt modiilii olsun. X in, K y1 kapsayan K

dan bagka hi¢bir alt modiilii yoksa K ya bir maksimal alt modiil denir [5].

Tanim 1.2.10. A bir halka ve X ve Y iki A-modiil olsun. f: X — Y fonksiyonu her
X1,%5 € X igin f(xq + x3) = f(x;) + f(x,), ve hera € A, her x € X igin f(ax) =
af (x) ozelliklerini sagliyorsa f fonksiyonuna A-modiil homomorfizmasi denir. Eger
bu homomorfizma oOrten ise epimorfizma, birebir ise monomorfizma, hem 6rten hem

birebir ise izomorfizma olarak adlandirilir [5].
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Tanmim 1.2.11. f: X = Y bir modiil homomorfizmasi olsun.

Kerf ={x € X: f(x) = 0y}

kiimesi f nin ¢ekirdegi olarak adlandirilir. Kerf, X in bir alt modiiliidiir [5].

Teorem 1.2.2. (1. izomorfizma teoremi) f , X modiliinden Y modiiliine bir

epimorfizma olsun. Bu durumda X / Kerf = Y dir [6].

Teorem 1.2.3. (2. izomorfizma teoremi) Y ve K bir X modiiliiniin iki alt modiilii olsun.

Bu taktirde Y /(Y N K) = (Y + K) / K dir [6].

Tanim 1.2.12. A bir tamlik bolgesi ve X bir A-modiil olsun. x € X elemani i¢in ax =

0 olacak sekilde bir 0 # a € A varsa, x ¢ X in bir burulmali1 eleman1 ve

T(X) = {x € X:ax = 0 olacak sekilde bir 0 + a € A var}

alt modiiliine de X in burulmali alt modiilii denir. Eger T(X) = X ise X e burulmali

modiil, eger T(X) = 0 ise X ¢ serbest burulmali modiil denir [5].

Tamm 1.2.13. A bir halka, X bir A-modiil ve Y de X in bir alt modiilii olsun.

AXX/Y>X/)Y

skaler carpimimi (a,x +Y) - ax +Y ile tanimlayarak, X /Y toplamsal bolim
grubu, bir A-modiil yapilabilir. X /Y ye boliim modiilii denir [5].

1.3. Yerellestirme ve Asikar Genisleme

Tamm 1.3.1. S, A halkasinin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesi ve X de bir A-modil

olsun. X x S de ~ bagintisin1 asagidaki sekilde tanimlansin.
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(x,s) ~ (x',s") @ biru € Sicin,u(xs' —x's) =0

S carpimsal kapali alt kiimesine gore, yukaridaki tanimlanan ~ bagintis1 bir denklik

bagmtisidir. (x,s) € X X S nin bu bagintiya gore belirttigi denklik sinifina bir kesir
denir ve f ile gosterilir. Tiim kesirler kiimesi S™1X ile gosterilir. Aym sekilde, A

halkas1 igin S~1A tanimlanabilir [9].

Not 1.3.1. Eger 0 € S ise, X X S deki her cift birbirine denk olacagindan, S™1X = 0

dan ibarettir. Bu nedenle, bundan sonra 0 € S kabul edilsin [5].

Tanim 1.3.2. A bir halka, X bir A-modiil ve S, A nin ¢arpimsal kapali bir alt kiimesi
olsun. S™1X de toplama ve skalerle carpma islemlerini;

hera € A,s,t € Svex,y € X igin,

X y tx+sy ax ax
st st

st st ’

ile tanimlansin [9].

Onerme 1.3.1. Yukaridaki tanimlanan islemlere gore, S™'X bir ™A -modiildiir.

$~1X modiiliiniin sifir1 0g-1 = OTX dir. Ayrica,

-1 X
mX->5 X , n(x)=T

ile tanimh1 7t fonksiyonu bir A-modiil homomorfizmasidir. T ye dogal homomorfizma

denir [5].

Onerme 1.3.2. [5] A bir halka, S bir carpimsal kapal1 alt kiimesi, a € A ve Y ile K da

bir A-modiil X in alt modiilleri iseler, asagidaki ifadeler saglanir:

a. S(aX) = %5-1)(.
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b. STX(Y +K) = (S71Y) + (571K).
c. STHYnK)=(S"1Y)n(S7K).

Tanim 1.3.2. X bir A-modiil ise A « X = A X X kiimesi asagidaki islemlerle
birlikte birimli ve degismeli bir halkadir: her a,b € A; x,y € X igin,
(a,x)+(b,y) =(a+b,x+y)
(a,x)(b,y) = (ab,ay + bx)
Ozel olarak, A « X e A-modiil X in Asikar genislemesi denir [10].

Teorem 1.3.1. [11] X bir A-modiil olsun.

a. A « X in asal idealleri P, A nin asal ideali olmak tlizere P « X seklindedir.

b. ] € Abirideal,Y S X bir alt modiil ise/] «x ¥ € A « X in ideal olmasi
icin gerek ve yeter sart JX € Y dir. Bu durumda /] < Y ye homojen ideal
denir.

C. /] € Abirideal,Y € X biraltmodiilve JX € Yise J x Y =ﬂ x X dir.

1.4. Noetherian ve Artinian Modiller
Tanim 1.4.1. A bir halka ve X bir A-modul olsun. X in alt modiillerinin her artan
YngZQY:gg"'gYng"‘

zinciri sonlu bir adimda durursa X e Noetherian modiil denir. Bu 6zellige, kisaca Artan

Zincir Kosulu da denir [5].

Onerme 1.4.1. [12] A bir halka ve X bir A-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

a. X Noetherian modildir.

b. X in her alt modiilii sonlu tiretilmistir.
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C. X in alt modiillerinin, herhangi bir bostan farkli ailesinin bir maksimal elemani

vardir.

Tanmim 1.4.2. A bir halka ve X bir A-modil olsun. X in alt modiillerinin her azalan

zinciri sonlu bir adimda durursa X e Artinian modiil denir [5].

Onerme 1.4.2. [5] A bir halka ve X bir A-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

a. X Artinian modiildiir.
b. X in alt modiillerinin, herhangi bir bostan farkli ailesinin bir minimal elemani

vardir.
Tanim 1.4.3. A-modiil X in alt modiillerinin, N;ecp Y; = 0 6zelligini saglayan herhangi
bir {Y;};ea ailesi, bazi sonlu A" € A alt kiimesi i¢in N;ea, Y; = 0 6zelligini saglarsa, X

e sonlu es iiretilmis (finitely cogenerated) denir [13].

Onerme 1.4.3. [13] A4 bir halka ve X bir A-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

a. X Artinian moduldiir.

b. X in her bir alt modiilii Y i¢in, X /Y sonlu es lretilmistir.

Onerme 1.4.4. Her Artinian halka Noetheriandir [5].



BOLUM 2. KUVVETLI dcer* MODULLER!

Zincir kosullari, alanla ilgili ¢esitli kavramlarin karakterizasyonu tlizerindeki énemli
etkisinden dolayr degismeli cebirde her zaman ¢ok dikkat ¢ekmistir. Bu nedenle,
bir¢ok arastirmaci, onlar1 diger kavramlarla daha fazla baglantiya sahip olacak sekilde
genellestirmeye ve genisletmeye calisti. Ornegin (Bkz. [14, 15, 16, 17]). Zincir
kosullarini genellestirmeye yonelik en eski girisimlerden biri, [18] de Lu tarafindan
tanitildi. X in her alt modiilii Y ve A nin her sonlu iiretilmis (ya da temel) ideali I i¢in,
X in alt modiillerinin artan zinciri (Y :x ) € (Y 1y I?) € --- € (Y :x I™") C --- durursa,
A-modiil X i accr (yada accr*) kosulunu saglayacak sekilde tanimladi. accr kavrami
genis capta incelenmistir, (Bkz. [19, 20]). Daha sonra, Visweswaran, accr kosulundan
daha giiclii bir durum {iizerinde calistt ve onu (C) 6zelligi ile adlandirdi. X in her alt
modiilii Y ve A nin elemanlarinin her dizisi (a;) i¢in, X in alt modiillerinin artan
zinciri (Y :ixaq) € (Y:ixaia,) € - € (Y iy aqa, ... a,) S -+ durursa, bir A-modiil

X e (C) dzelligini sagliyor denir [21].

Taherizadeh, azalan zincirlerde accr dual tanitti ve gelistirdi. [22] de, X in her alt
modiilii Y ve A nin her sonlu iiretilmis (ya da temel) ideali I i¢in, X in alt modiillerinin
azalan zinciri IY 2 I?Y 2 -+ 2 ["'Y 2 --- baz1 adimlardan sonra durursa, bir A-modiil
X e dccer (ya da dcer™) modil denir. Bundan sonra, dccr kosullart kapsamli bir
sekilde incelenmistir, (Bkz. [23, 24, 25]). Bu bdliimdeki amacimiz, (C) 6zelliginin bir

duali olan, dccr* den daha giicli bir durumu tanitmak ve arastirmaktir, buna

L Bu boliim asagidaki gibi yaymlanmugtir:
Naji, 0.A., Ozen, M. and Tekir U., “On Strongly Dccr* Modules”, Journal of Algebra and Its Applications, (2021),
DOI: 10.1142/5021949882250195X


https://www.worldscientific.com/worldscinet/jaa
doi:%2010.1142/S021949882250195X
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kuvvetli dccr™ denilecek. Kuvvetli dccr™, Artinian kavramini genellestirir ve

dccr” kosulundan daha giigliidiir.

2.1. Kuvvetli dcer* Modiillerin Karakterizasyonlari

Tanmm 2.1.1. A bir halka, X bir A-modul olsun. Y, X in bir alt modili ve (a;), A nin
elemanlarinin bir dizisi olsun. a,Y 2 a;a,Y 2 a;a,a3Y 2 - 2 a4a, ... a,Y 2 -
azalan zincirine bir k e N, her n >k icin a,a, .. a,Y € a;a, ... a,Y kosulu

saglanacak sekilde bulunabilirse duragan denir.

Tamim 2.1.2. A nin elemanlarinin her dizisi (a;) ve X in her alt modilu Y icin a,Y 2
a;a,Y 2 a;a,a3Y 2 - 2 a;a, ... a,Y 2 -+ azalan zinciri duragan ise A-modil X

ye kuvvetli dccr* kosulunu saglar denir.

Ornek 2.1.1. Her Artinian modil kuvvetli dccr* kosulunu saglar.

Onerme 2.1.1. Her vektdr uzay: kuvvetli dccr* kosulunu saglar.

Ispat. V nin bir K cismi iizerinde bir vektor uzay1 oldugu varsayilsin. Y, V nin bir alt
uzayt ve a € K olsun. a = 0 ise a¥Y = 0 ve a # 0 ise a¥ = Y olduguna dikkat
edilsin. (a;), K nin elemanlarinin herhangi bir dizisi olmak tizere ve a,Y 2 a,a,Y 2
a,aazY 2 - 2 a,a, ... a,Y 2 -+ bir azalan zinciri goz 6niinde bulundurulsun. Bazi
keNicina, = 0ise, hern > kicina,a,..aY = aia,..a,Y olur. Timi €N
icin a; # 0 ise, her n>1 igin a,Y = a;a,..a,Y elde edilir. Bu, V nin

kuvvetli dccr* kosulunu sagladigini gosterir.

Ornek 2.1.1 in tersi genel olarak dogru olmayabilir. Asagidaki 6rnek bunu

gostermektedir.

Ornek 2.1.2. W sonsuz boyutlu bir vektdr uzay1 olsun. O zaman Onerme 2.1.1 e gére,

W kuvvetli dccr™ kosulunu saglar, ancak bir Artinian modiil degildir.
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Ornek 2.1.3. Kuvvetli dccr* modiiliin ayn1 zamanda dccr* 6zelligini saglayan bir
modiil oldugu Tanim 2.1.1 den agiktir. Ancak bunun tersi dogru olmayabilir. p; bir
asal sayr olmak iizere, X = [liezZ/p;Z bir Z -modll olsun. pp, ..ppX =
[12,+1P1P2 - PnZ/p;Z olduguna dikkat edilsin. O halde, X in alt modulleri p; X 2
P1P2X 2 -+ 2 p1p, ... P X 2 -+ zinciri, kesin olarak azalan sonsuz bir zincirdir. Bu
nedenle, X kuvvetli dccr* kosulunu saglamaz. Ote yandan X, dccr* zelligini
saglar, (Bkz. [23] A¢iklama 1.10).

Ornek 2.1.4. F bir cisim ve tim i # j ve k > 4 igin x;x; = 0 ve x§ = x3 = x3 = x;,
olmak Uzere A, {x;:i € N} iireteglerinin oldugu F -cebir olsun. O halde A, M =
@2, Ax; maksimal idealine sahip olan Artinian olmayan bir yerel halkadir. M3 =
0 oldugundan A, kuvvetli dccr* kosulunu saglayan bir halkadir (¢iinkii tiim azalan

zincirler en fazla 3 adimdan sonra durur).

Her Artinian halkanm Noetherian oldugu iyi bilinmektedir. Ornek 2.1.4, Artinian
halkanin genellemesi olarak kuvvetli dccr™ kosulunun Noetherian olmadigini

gostermektedir.

Onerme 2.1.2. A bir halka, X bir A -modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

a. X kuvvetli dccr* kosulunu saglar.
b. X inher alt modiulli Y ve A nin elemanlarinin her dizisi (a;) olmak Uzere, her
n>kicinY = (0:y a1a; ... ax) + Ary1Qp42 - a,Y olacak sekilde bir k €

N vardir.

Ispat.(aQ)= (b): Y, X in bir alt modilii ve (a;), A nin elemanlarinin bir dizisi olsun. X
kuvvetli dccr* oldugundan, her n = k + 1 i¢in a,a, ...a,Y = a;a, ...a,Y olacak
sekilde bir k € N vardir. Simdi, x € Y olsun. Baz1 y €Y icin aia,..axx =
a,a, ...a,y olur. Bu durumda, a;a, ... ay[x — ax41ax42 - any] = 0 ve boylece x —
Ap41Qk42 - anY € (0:y aqa, ...ay)  olur. Her n>k+1 i¢cin xE€

(0:y aqay ...ax) + Ay41Qx4o -, Y yi verir. Diger igerme agiktir.
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(b) =(a): Y, X in bir alt moduli ve (a;), A nin elemanlarinin bir dizisi olsun. O
zaman varsayimdan, her n = k+1i¢in Y = (0:y aia,...a;) + agy1Qpep - anY
olacak sekilde k € N vardir. Her iki tarafi a,a, ... ay ile garparak her n > k + 1 igin

a,a; ...apY = a,a, ...a,Y elde edilir.

Onerme 2.1.3. A bir kuvvetli dccr* kosulunu saglayan tamlik bolgesidir ancak ve

ancak A4 bir cisimdir.

Ispat.(=) a, A nin sifir olmayan bir elemani olsun. Bdylece varsayimla, azalan zinciri
a{a) 2 aa{a) 2 aaala) 2 --- duragandir. Dolayisiyla, tim n >k icin a*{(a) =
a™(a) olacak sekilde bir k € N vardir. Bazi r € R igin a*a = a**'ra oldugunu
gosterir ve boylece a®**1(1 —ra) = 0 olur. A tamlik bélgesi ve a # 0 oldugundan,

ra = 1 elde edilir.

(&) Aqiktrr.

X1X5 ... X, = 0 olacak sekilde bir k € N varsa, T-nilpotent denir oldugu hatirlansin.

Onerme 2.1.4. A bir kuvvetli dccr* halka olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.

a. A nin Jacobson radikali T-nilpotenttir.

b. A nin Jacobson radikali ve nilradikali esittir.

Ispat.(a): J(A), kuvvetli dccr* halka A nin Jacobson radikali ve (a;), J(A) nin
elemanlarinin  bir dizisi olsun. O zaman Onerme 2.1.2 ye gore, A =
(0:4 aqay ...ay) + ai41A olacak sekilde bir k € N vardir. Bazi x €A ve r €
(0:4 a1ay ...ay) igin 1 = r + az1x ve dolayisiyla ¥ =1 — ayy1x olur. ag,, €
J(A) oldugundan, r bir birimdir ve dolayisiyla baz1 ¢ € A i¢in r¢ = 1 dir. Bu

nedenle, a,a; ...a = a;1a, ...ayrc = 0.c = 0 dur.
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(b): a, A nin Jacobson radikali /(A) nmn bir eleman: olsun ve ad 2 a?42 - 2
a™A 2 ---, A nin ideallerinin bir azalan zinciri oldugu varsayilsin. O zaman Aa* =
Aa**? olacak sekilde k € N vardir. Dolayisiyla, bazi v € A igin a*[1 —ra] = 0
olur. Ancak a € J(A), yani 1 — ra birimseldir. Béylece a®* = 0 ve bundan a nin, A

nin nilradikalinin bir eleman1 oldugu sonucu ¢ikar.

Sonug 2.1.1. Asagidaki ifadeler saglanir.

a. Kuvvetli dccr* halkanin Jacobson radikali nildir.

b. Kuvvetli dccr™ indirgenmis halkanin Jacobson radikali sifirdir.

Ispat. Onerme 2.1.4 ten cikar.

Onerme 2.1.5. Asagidaki ifadeler saglanur.

a. A, bir yerel halka ve M, A nin bir tek maksimal ideali olsun. Eger M T-
nilpotent ise, her A-modiil X kuvvetli dccr* dir.
b. Eger A tek bir asal ideal P ye sahip bir halkaysa, bu taktirde her A-modiil X,

dccr* kosulunu saglar.

Ispat. (a): X bir A-modiil, Y, X in bir alt modiilii ve (a;), A nin elemanlarmin bir
dizisi olsun. X in alt modiillerinin bir azalan a;Y 2 a;a,Y 2 a,a,a3Y 2 -+ 2
a,a; ... a,Y 2 -+ zinciri gdz dniine alinsm. Burada iki durum var. Ik durum, tiim i >
k i¢in a;, A da bir birim olacak sekilde k € N vardir. Dolayisiyla, her n = k igin
a4y ... Y = a,a; ... a,Y olur. Diger durumda, a; , M nin bir elemani olmak
lizere, (a;) nin bir alt dizisi (a;,) vardir. M, T-nilpotent oldugundan, a; a;, ...q;, =

0 olacak sekilde k € N vardir. Yani, tim n > i, i¢in a,a, ... a,N = 0 anlamina

gelir. Boylece, X bir kuvvetli dccr™ modiildiir.

(b): Bunu dogrudan, A nin sifir olmayan herhangi bir elemaninin ya bir birimsel ya

da bir nilpotent oldugu ger¢egini kullanarak ¢ikar.
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Lemma 2.1.1. (Cinlilerin Kalan Teoremi) [ + | = A olmak fizere, [ ve J, A

halkasinin idealleri olsun. O zaman A/(I N J) = A/I X A/] izomorfturlar [5].

Onerme 2.1.6. f : X — X' bir A-epimorfizma olsun. X bir kuvvetli dccr* modiil

ise, X' da kuvvetli dccr™ modiildir.

Ispat. X bir kuvvetli dccr* modiil ve f : X — X' bir A-epimorfizma olsun. Y', X’
in bir alt modiilii ve (a;), A nin elemanlarinin bir dizisi olmak tizere, X' modiiliiniin
alt modiillerinin bir azalan, a,Y’' 2 a;a,Y' 2 a;a,a3Y' 2 - 2 a4a, ... a,¥' 2 -
zinciri gz oniine alinsm. Su halde, a,f~1(Y') 2 a;a,f "1 (Y') 2 aya,asf~1(Y') 2
«+ D aay ... Anf 1Y) 2+ de X in alt modiillerinin azalan bir zinciri olur. X
kuvvetli dccr*  oldugundan, her n>k i¢in, aja,..apf 1 (Y")=
a1a; ... apf 1(Y") olacak sekilde bir k tam sayis1 vardir. f bir epimorfizma
oldugundan, her n >k igin, f(aiaz.. apf 2(Y")) = ara, .. arf(f1(Y")) =
a1ay .. Y’ = f(aaz .. anf 1Y) = ayay ... @Y’ dir.  Yani X' bir

kuvvetli dccr* modiildiir.

Teorem 2.1.1. Her i = 1,2, ..., n i¢in, X; bir A;-modiil olsun. 4 = 4; X 4, X ... X 4,

ve X = X; X X, X ... XX, oldugu varsayilsin. Asagidaki ifadeler denktir.

a. X kuvvetli dccr™ kosulunu saglar.
b. Heri = 1,2,...,nigin, X; kuvvetli dccr* kosulunu saglar.

Ispat.(a)= (b): X bir kuvvetli dccr* A-modiil oldugu varsayilsin. m;: X = X;,
m; (X1, Xy, ..., Xy) = X; ile tanimlanan bir epimorfizma olsun. Su halde, Onerme 2.1.6

e gore, heri = 1,2, ..., n i¢in X; bir kuvvetli dccr* A;-modiildiir.

(b)) = (@) : Her i =1,2,...,n i¢in, X; bir kuvvetli dccr* A; -modiil oldugu
varsayilsin. Y;, X; nin bir alt modiilii ve a;; € A; olmak lizere, Y =Y, XY, X ... XYy,
X 1n bir alt modili ve (aj) = (ajl, Ajz, e ajn), A nin elemanlarinin bir dizisi olsun.

X in alt modillerinin azalan a,Y 2 a;a,Y 2 - 2 a4a, ... a,,Y 2 +++ zincirinin
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duragan oldugu gosterilecek. Yukaridaki zincirden, ay;Y; 2 aq;a5;Y; 2 - 2
aqiQy; .. AyiY; 2 -+, X; nin alt modiillerinin azalan bir zinciridir. Yani, her m > k;
igin, ay;ay; ... Ay, ¥; = aq;ay; ... am;Y; olacak sekilde k; € N vardir. k = max{k;:i =
1,2, ...,n} olsun. Simdi, her m > k igin,
ai1a, ... aY = Qaq1031 - Qg1 Y1 X Q12059 . QYo X oo X Q1A - Qe Yn
C a11021 - Qg 1Y1 X Q12057 - Qg,2Y2 X oo X A10Qop o Qg n Yy
= aq1A1 - Am1Y1 X Q12022 .. QYo X oo X A1pQop o A Yn

= aq0ay ... ;Y olur.

Boylece, X bir kuvvetli dccr™ modiildiir.

Bir yerel idempotent'in aAa yerel bir halka olacak sekilde bir idempotent a? = a

oldugu hatirlansin.

Lemma 2.1.2. A bir miikemmel halka olsun. O zaman yerel ortogonal idempotentler

e;icin A = Ae, @ Ae, @ ... D Aey, ve her Ae; bir birim eleman e; yi igerir [27].

Lemma 2.1.3. e; ve e, yerel ortogonal idempotent elemanlar olmak {izere, A =
Ae; @ Ae, bir halka olsun. Standart ¢arpma ile her sol A-modiil X, X; @ X, formuna

sahiptir, burada her X; bir sol Ae;-modiildiir.

Ispat. A iki ortogonal idempotent e, ve e, elemanlarina sahip olduguna dikkat edilsin
ve e; + e, = 1 dir. Dolayisiyla, X bir A-modiil ise, her e;X bir Ae;-modiil olmak

tizere, X = e;X @ e, X dir. X; = e;X yazilabilir.

X bir A-modiil ve P, A nin bir asal ideali olsun. O zaman S = A — P, A nin ¢arpimsal
kapal1 bir alt kiimesidir. Bir sonraki teorem, X modiilii ile yerellestirmeleri arasindaki

kuvvetli dccr* 6zelligini agikliga kavusturur.

Teorem 2.1.2. A bir yar1 yerel halka ve X bir A-modiil olsun. O zaman asagidaki

ifadeler denktir;
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a. X kuvvetli dccr” dir.
b. S =A—-M ve M € Max(A) olmak iizere, S™'A -modiili S™1X ,

kuvvetli dccr™ dir.

Ispat. (a) = (b): S, A halkasinin carpimsal kapali bir kiimesi ve X bir A —modiil

oldugu varsayilsin. Y, X in bir alt modiilii olmak iizere, S™Y, S™1X in bir alt modiilii

ve (%), S~14 nm elemanlarini bir dizisi olsun. S™1X modiiliiniin alt modiillerinin bir
l

a — ai a — aa a — . . . . e e
azalan, 2§71y 2 22851y o... 022 2§~ly O ... zinciri gbz Oniine alinsin.
S1 S1 S S1 S2 Sn

a,.Y 2 a,a,Y 2 aq4a,a3Y 2 -2 a4a, ... a,Y 2+ zincii X de  duragan
oldugundan, her n > k icin, a,a, ...a,Y = a,a, ...a,Y olacak sekilde bir k € N

vardir, Her n > k i¢in, =2 . Zkg-ly =222 Ing-1y sldugu gosterilecek. %E

51 S Sk 51 S Sn

a a a - .. X aq a a
2% Zkg-1y olsun. Su halde, bazt Y€ Y ve u € S icin, = =222 k2
S1 S Sk t S1 S Spu

Dolayisiyla vus;s; ...spx = vta,a, ...axy € a,a, ...a,Y olacak sekilde ve€ S
vardir. Bu, her n > k icin, vus;s, ... Sy x € a,a, ...a,Y anlamina gelir. Boylece, her

X  VUS1S..SpX

n> k icin, T = €S Yaya,...a,Y) =22 ...“T"S—ly ciZz Ing-ly

VUS1S2 .Skt 11 S1 S2 Sn

olur. Bu nedenle, S™'X kuvvetli dccr* dir.

(b) = (a): Y, X in bir alt modiilii ve (a;), A in elemanlarinin bir dizisi olsun. X
modiiliiniin  alt modiillerinin bir azalan, a,Y 2 a;a,Y 2 aya,a3Y 2 - 2
a,a;, ... a,Y 2 -+ zinciri ele alinsin. My, M, ..., My, A nin tiim maksimal idealleri
olsun. Her i € {1,2,...,t} ve S; = A — M; igin, S; *X in alt modiillerinin azalan
%S{lY ) %%S[lY 2.2 ——...aT"Si_lY D .-+ zinciri duragandir. Her n > k;

a az

icin, &% Thig-ly — G ng-ly glacak sekilde bir k; € N vardir. k =
11 1 7t 11717t t

{ki,k,,....,k:} olsun. Her n>k ve i=1,2,..,t igin, %a—f...a—fSi_le

a az

= ...aT”Sl-_lY ve ST (a ay ... Y) = S;(aqa, ... a,Y) olur. [12] (Sonug, Sayfa

164) ile, her n = k i¢in, a,a, ...a;Y = a;a, ...a,Y elde edilir.
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[15] ten hatirlansin ki, A nin elemanlarinin her dizisi (a;) i¢in, X in alt modiillerinin
artan zinciri Ann(a,) € Ann(a,a,) € -+ € Ann(a,a, ...a,) € --- duragan ise, bir
A -modill X e d-sifirlayicilar {izerinde ACC yi sagliyor denir. Simdi, X bir
kuvvetli dccr* A-modiil ise, A/Ann,(Y) halkasi, X in her sifir olmayan alt modili

Y i¢in d-sifirlayicilar tizerinde ACC ye sahip oldugu gosterilecek.

Onerme 2.1.7. A bir halka ve X bir kuvvetli dccr* A-modiil olsun. X in her alt
modiilii Y ve A nin elemanlarinin her dizisi (a;) i¢in, A nin ideallerinin artan zinciri

Anny(a,Y) € Anny(a a,Y) € - € Anny(aqa, ...a,Y) € -+ duragandir.

Ispat. Ann,(a,Y) € Ann,(a,a,Y) € - € Anny(aqa; ...a,Y) € -+ zinciri  goz
ontine alinsin. X kuvvetli dccr* oldugundan, her n >k igin a;a,..a;Y =
a,a, ...a,Y olacak sekilde k€N vardir Bu, her n>k i¢in hemen

Anny(aqa;, ...a,Y) = Anny(aqa, ...a,Y) verir.

Sonug¢ 2.1.2. X bir kuvvetli dccr* A-modiil ve Y, X in sifir olmayan bir alt modiilii

olsun. A/Ann, (Y) halkas1 d-sifirlayicilar tizerinde ACC ye sahiptir.

Ispat. (a;), A nin elemanlarinin bir dizisi olsun. A/Ann,(Y) nin ideallerinin artan
Ann(a, + Anny(Y)) € Ann(aqa, + Anny(Y)) € - € Ann(a,a, ...a, +

Anny(Y)) € -+ zinciri ele alinsmn. Ann(a + Ann,(Y)) = {r + Anny(Y): r +
Ann,(Y) € A/Ann,(Y) and r € Anny(aY)} olduguna dikkat edilsin. Dolayisiyla,
Ann,(a,Y) € Anny(a,a,Y) € - € Anny(aqa, ...a,Y) € -+ zinciri  durursa

yukaridaki zincir durur. Boylece Onerme 2.1.7 ile ispat tamamlanr.
Onerme 2.1.8. X bir kuvvetli dccr* A-modiil ve f: X — X skaler carpma ile elde
edilen bir A-endomorfizma olsun. f nin bir izomorfizma olmas1 i¢in gerek ve yeter

kosul f nin bire-bir olmasidir.

Ispat. (=): Agiktir.
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(&): a € A olmak tlizere, f(x) = ax ile tamimlanan bir f: X - X A-endomorfizmasi
olsun. X in alt modiillerinin asagidaki azalan f(X) 2 f2(X) 2 f3(X) 22
f™(X) 2 - zinciri géz 6niinde bulundurulsun. Son zincir aX 2 a?X 2 a3X 2 -+ 2
a™X 2 --- ye denktir. Dolayisiyla, a*X = a¥*1X olacak sekilde k € N vardir. Bu,
fEX) = a*X = a**1X = F*(X) = f*(f(X)) anlamma gelir. Béylece, X =
f(X) olur.

Teorem 2.1.3. Y, A-modiil X in bir alt modiilii olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

a. X kuvvetli dccr™ dir.

b. Y ve X/Y kuvvetli dccr™ dur.
Ispat. (a) = (b): Onerme 2.1.6 den c¢ikar.

(b) = (a): Y ve X/Y nin kuvvetli dccr* oldugu varsayilsin. K, X in bir alt modiili
ve (a;), A nin elemanlarinin bir dizisi olsun. X in alt modiillerinin azalan a;K 2
a,a,K 2 - 2 a;a; ... a,K 2 -+ zinciri ele alinsin. Bazi k € N ve her n > k i¢in
a;a, ... agK = a,a, ... a,K oldugu gosterilecek. a; (K NY) 2 a;a,(KNY) 2 -2
aa, ... a,(KNY) 2 Y nin azalan alt modiillerinin bir zinciri oldugundan, tim
n = kq igin a1a; ... ai, (K NY) = aja, ... a,(K NY) olacak sekilde k; € N vardr.
Ote yandan, ay 4+1[(K+Y) /Y] 2 ay 410k,42[(K+Y) /Y] 2, X/Y nin alt
modiillerinin ~ azalan  bir  zinciridir. ~ Yani, tim n>k;+k, i¢in
A, 410k, +2 - Apey i, (K +Y) /Y] = ag, 410k, 42 - an[(K +Y) /Y] olacak sekilde
k, €N vardir. Bu, tim n =k +k, icin ay 410g, 42 - Qg 4k, K +Y =
Ap,+10x,+2 - An K +Y Verir. x€EK ve n>k=k +k, olsun.
Qg +1Q),+2 = Ay 4k, X € Qg 41Qp, 42 - A 4k, K Y = Qg 110 42 ayK+Y  dir
Dolayisiyla,baziy € K ve m € Y i¢in Gy 11Qx, 42 - A, 4k, X = Qg 41k, 42 - Ay +
m olur. x,y € K oldugundan, m€ K ve m€ KNY elde edilir Su halde,
a,Qy ... Qg,M = a4, ... apm’ olacak  sekilde m'€Y vardi.  Boylece,
10y .. A, 4k, X = Q103 ... ApY + Q105 ... A, M = A103 ... ARY + Q105 ... a,m' €

a,a, ... a,K olur. Bu nedenle, X kuvvetli dccr* dir.
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Sonug 2.1.3. A bir halka ve 0 - X’ Z> xSx" - 0, A-modiillerin bir kisa tam dizisi
olsun. X moduliinin kuvvetli dccr* olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X’ moduli ve

X" modiuliniin kuvvetli dccr* olmasidir.

Sonu¢ 2.1.4. X bir A-modul ve Y;,Y,,...,Y, de X modulunin kuvvetli dccr* alt

modulleri olsunlar. Bu taktirde, Y; + Y,+ ...+ Y, de kuvvetli dccr™ dir.

Ispat. Y; ve Y, kuvvetli dccr* oldugu varsayilsin. Su halde Teorem 2.1.3 e gore, V; /
(Y; N'Y,) bir kuvvetli dccr* dir. Ancak ikinci Izomorfizma Teoremi ile (V; +Y,) /
Yo=Y,/ (Y;nY,) elde edilir. Boylece, (Y; +Y,) /Y, kuvvetlidccr* dir. Bu
nedenle, yine Teorem 2.1.3 e gore, Y; + Y, kuvvetli dccr™ dir. Dolayisiyla, n ye

tiimevarim uygulayarak, Y; + Y,+ ...+ Y, nin kuvvetli dccr* oldugu elde edilir.
2.2. Esas Olarak Es Uretilmis Modiiller

Tamim 2.2.1. A bir halka ve X bir A-modiil olsun. N;ey a4 a; ... a,Y = 0 6zelligini
saglayan X in her alt modiilii Y ve A nin elemanlarinin bir dizisi, bir k € N i¢in

a,a, ...a;Y = 0 ozelligini saglarsa, A-modiil X e esas olarak es tiretilmis denir.

Bir sonraki teoremde, kuvvetli dccr® modiiller esas olarak es iretilmis modiiller

acisindan karakterize edilecek.
Teorem 2.2.1. A bir halka ve X bir A-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

a. X bir kuvvetli dccr™ moduldiir.
b. Y, X in alt modiilii ve (a;), A nin elemanlarinin dizisi olmak tizere, her bos
olmayan I = {a;a, ...a;Y:i € N} ailesi minimal bir elemana sahiptir.

c. Her X /Y boliim modiilii esas olarak es tiretilmis A-modiildiir.
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Ispat. (a) = (b): X bir kuvvetli dccr* A-modiil olsun. Y, X in bir alt modiilii ve
(a;), A nmin elemanlarinin bir dizisi olmak tizere, I = {a,a, ...a;Y:i € N} olsun. 3, X
de azalan bir dizi oldugundan, her n = k i¢in a;a; ...a, Y = a;a, ...a,,Y olacak
sekilde k € N vardir. Dolayisiyla, tim i € N i¢in a,a, ...a;Y € a,a, ...q;Y dir.

Boylece, a,a, ... a;Y bir minimal elemandir.

(b) = (¢): Njeny a1a; ...a;L/Y = Oy y olacak sekilde L/Y, X /Y nin bir alt modiili
ve (a;), A nin elemanlarinin bir dizisi olsun. N; ¢y @15 ... ;L =Y olur.

T = {ﬂle a,a; ..a;L:k € N} = {a,a; ...a;L: i € N} olsun. Yani hipoteze gére, bazi
k € N i¢in 7', minimal bir a,a, ... a;L elemanina sahiptir. r = k olsun. a;a, ...a;L N
a,a, ...a,L = a,a, ...a,L € T olduguna dikkat edilsin. Dolayisiyla a,a, ... a;L nin
minimalligi  ile aqa; ...axl = a4a, ...a, L elde edilit.  aja,..aq;l =

Nien @1z ... a;L =Y yi verir. Boylece, a;a; ...a;L/Y = Oy y dur.

(c) = (a): Her X/Y bolim modiilii esas olarak es iiretilmis A -modiil oldugu
varsayilsin. Y, X in bir alt modiilii ve (a;), A nin elemanlarinin bir dizisi olmak tizere,
X in alt modiillerinin azalan a,Y 2 a,a,Y 2 - 2 a4a, ... a,Y 2 -+ zinciri goz
Online alinsin. K = N;eyaqa; ...q;Y olsun. Varsayim ile, X/K principally es
tiretilmis  A-modiildiir ve N; ey a1a; ... a;(Y/K) = Oy /¢ dir. Yani, a;a; ...a,Y /K =
Ox/k olacak sekilde k € N vardir. Dolayisiyla tiim n = k i¢in, a;a; ...ay¥ = K =
Nieya1ay -..q;Y € a0, ...a,Y ve aia, ...a Y = aqa, ...a,Y olur. Bu nedenle, X

kuvvetli dccr™ dir.

Y, A-modil X in bir alt modull ve (a;), A nin elemanlarmin bir dizisi olsun.Eger X
esas olarak es iretilmis ve tim i €N i¢in aja,..q;Y # 0 ise, su halde,
Nien@1ay ...q;Y # 0olur. Y nin, X in sifir olmayan her bir alt modiiliiyle kesisimi
sifirdan farkliysa, Y ye esasli denir oldugu hatirlansin. Bir sonraki 6nermede, eger bir
A-modul X esasl esas olarak es iiretilmis bir alt modiiliine sahip ise, X in kendisi esas

olarak es iiretilmis oldugu gosterilecek.
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Onerme 2.2.1. A bir halka ve Y, X in bir A-alt modiilii olsun. Asagidaki ifadeler

saglanir:

a. X esas olarak es iiretilmis ise, Y de dyledir.

b. Y esashi esas olarak es iiretilmis ise, X esas olarak es tiretilmistir.

Ispat.(a): Aciktir.

(b): L, X in bir alt moduli ve (a;), A nin bir elemanlarmin dizisi olsun. Tim i € N ve
K = LNnYigina;a,..a;L # 0 oldugu varsayilsin. Y esasli oldugundan, her i i¢in
a0, ..;K = aa,...a;(LNY) S a;a,..q;LNY #0 olur. Dolayistyla,
Nienya1ay ...a; K # 0 elde ederiz. Boylece ozellikle, N; ey a1 a; ... a;L # 0 olur. Bu

nedenle, X esas olarak es tiretilmistir.

2.3. Kuvvetli Ozel Moduiller

Tanim 2.3.1. A bir halka, X bir A—modiil olsun. X in her x elemani ve 4 nin herhangi
bir /] maksimal idealinin elemanlarinin herhangi bir dizisi (a;) i¢in, ca,a; ... apx =
0 olacak sekilde n € N ve ¢ € A — ] varsa, bir A-modiil X ye bir kuvvetli 6zel modiil

denir.

Onerme 2.3.1. A bir halka ve X bir kuvvetli 6zel A-modiil olsun. Asagidaki ifadeler

saglanir:

a. X in her alt modiilii ve homomorfik goriintiisii kuvvetli 6zeldir.
b. Kuvvetli 6zel modiillerin direkt toplami da kuvvetli 6zeldir.

c. A-modiil A kuvvetli 6zel ise, A sifir boyutludur.
Ispat.(a): Agiktir.
(b): M, A nin bir maksimal ideali ve X =@ ;< X;, kuvvetli 6zel alt modiiller X; nin

direkt toplami1 oldugu varsayilsin. x € X ve (a;), M nin elemanlarinin bir dizisi olsun.

i EA'" olmak flizere, baz1 sonlu alt kiime A'CA ve x; € X; elemanlan igin, x =
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Yiear X; olur. Her i €A’ igin, ¢;a1a; ... ap,x; = 0 olacak sekilde n; €N ve ¢; €
A—M vardir. n = Y;earn; €EN ve ¢ =[liearc; € A— M olsun. ca,a, ... a,x =

Yiea’! CA41Q; ... apx; = 0 olur. Boylece istenen elde edilmis olur.

(€): A nin sifir boyutlu bir halka olmadig varsayilsin. O halde, P & M olacak sekilde
bir asal ideal P ve bir maksimal ideal M vardir. (a;), M — P nin elemanlarinin bir
dizisi olsun. A-modiil 4 kuvvetli 6zel oldugundan, ca;a, ... a,1 = 0 olacak sekilde
n € N ve ¢ € A — M vardir. Dolayisiyla, caqa, ... a, € P ve, bazi j igin a; € P yi

verir. Celiskidir. Bu nedenle, A sifir boyutludur.

Onerme 2.3.2. A bir halka ve X bir A-modiil olsun. Her 0 < i < r icin X;,/X;

kuvvetli 6zel olacak sekilde X in alt modiillerinin bir artan

zinciri varsa, bu taktirde, X bir kuvvetli 6zel moduldr.

Ispat. X in kuvvetli 6zel olmadig1 varsayilsin. Her n € N ve her c € A — M igin,
ca,a, ... apx # 0 olacak sekilde bir x € X ve maksimal ideal M nin elemanlarinin
bir dizisi (a;) vardir. X;, boyle bir x elemanini igeren zincirdeki en kii¢iik alt modiil
oldugu varsayilsin. X;/X,_ 1 kuvvetli 6zel oldugundan, c;a;a; ... ap (x + X;—4) =
Xt-q olacak sekilde ny €N ve ¢; € A— M vardir. ¢;a,a; ... Ay, x € X;_4 olur.
Dolayisiyla, c;p, 4185, 42 -+ Qn 4n, [c1a1a2 anlx] = 0 olacak sekilde n, € N ve
c; €EA—M vardir.. n=n;+n, €N ve c=cic, EA—M olsun. Su halde,

ca,a; ... apx = 0 olur, bir ¢eliskidir. Bu nedenle, X kuvvetli 6zeldir.

Ordinal sayilarmni kullanirsak, Onerme 2.3.2 nin gegerli kalacagina dikkat edilsin. Her
0<a< rign X,,1/X, nin 6zel oldugunu ve a nin bir limit ordinal oldugunu
varsayarak, X, = Ug<p<q Xp alarak ve Onerme 2.3.2 deki aymi argiiman1 kullanarak

sonug cikar.
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Teorem 2.3.1. A bir halka ve X bir A-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

a. X kuvvetli 6zeldir.
b. X in devirli alt modiilleri kuvvetli 6zeldir.
€. X in sifirdan farkli her homomorfik goriintiisii, sifirdan farkli, bir kuvvetli

0zel alt modiile sahiptir.

Ispat. (a) © (b): Agiktir.

(a) = (c): Onerme 2.3.1 den ¢ikar.

(c) = (a): (c) in gegerli oldugu varsayilsin. Bu nedenle, X sifirdan farkli bir kuvvetli
0zel alt modiil X; i igerir. Eger X = X, ise isimiz bitti. X # X; oldugu varsayilsin. O
halde, X,, X in X; 1 has olarak i¢eren bir alt modiilii olmak iizere, X /X, bir sifirdan
farkli kuvvetli 6zel alt modiil X,/X; i igeren sifirdan farkli bir modiildiir. Yine X, =
X veya X, yi has olarak igeren bazi alt modiil X3 i¢in X3/X, kuvvetli 6zeldir. Bu
sekilde devam ederek, X n alt modiillerinin artan bir
0=Xo& X1 & & X, & - zinciri elde edilir. Ayrica, her ordinal « igin, X1 /X,
kuvvetli 6zeldir ve a bir limit ordinal olmak tzere, X, = Ug<p<q Xp tanimlansin.
Bazi ordinal r > 0 i¢in X = X, oldugu aciktir. Bdylece Onerme 2.3.2 ile X in

kuvvetli 6zel oldugu elde edilir.

Onerme 2.3.3. Bir kuvvetli dccr* modiil kuvvetli 6zeldir.

Ispat. x € X ve (a;), A nin M maksimal idealinin elemanlarinin bir dizisi olsun. X
in alt modiillerinin asagidaki azalan a;(Ax) 2 a,a,(4x) 2 a;a,a3(Ax) 2 -+ 2
a0, ... ay(Ax) 2 -+ zinciri elde edilir. a;a, ... a,(Ax) = a;a, ... ag41(Ax) olacak
sekilde k € N vardir. Dolayisiyla, bazi ¥ € A igin a;a; ... ai[1 — rag,,]x = 0 dir.
ax+1 €EM oldugundan, ¢ = 1 —rag,q € A—M olur. Boylece istenen elde

edilmis olur.

Sonug 2.3.1. Bir kuvvetli dccr™ halka sifir boyutludur.
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Ispat. Onerme 2.3.1(c) ve Onerme 2.3.3 ten ¢ikar.

Sonug 2.3.2. Bir Noetherian ve kuvvetli dccr™ halka Artiniandir.

Ispat. A halkas1 Artiniandir ancak ve ancak o Noetherian ve Krull boyutu sifirdir
kullanilarak ve Sonu¢ 2.3.1 den ¢ikar.

Cisim olmayan bir tek iiretegli ideal tamlik bdlgesinin bir (Krull) boyuta sahip
olduguna dikkat edilsin ve bu nedenle bir kuvvetli dccr™ degildir. Bir yerel Artinian
tek tiretegli ideal halkaya bir 6zel halka dendigi hatirlansin. Sonraki sonug, tek tiretecli

ideal halka tizerinde kuvvetli dccr* kavraminin bir karakterizasyonu verilecek.

Sonug¢ 2.3.3. Bir tek iiretecli ideal halka kuvvetli dccr™ dir ancak ve ancak o Ozel

halkalarin sonlu direkt carpimudir.

Ispat. Bir tek iiretecli ideal halkanin, tek iiretegli ideal tamlik bolgesinin ve ozel
halkanin sonlu direkt carpimi olarak yazilabilecegini belirtmek yeterlidir [28]. Sonug

2.3.2, Teorem 2.1.1 ve bu sonucun tizerindeki notu uygulayarak sonug ¢ikar.

Onerme 2.3.4. Bir yerel halka Uzerinde bir kuvvetli 6zel Noetherian modiil

kuvvetli dccr™ dir.

ispat. M, A nin tek maksimal ideali olmak {izere, A bir yerel halka, Y, A-modiil X in
bir alt modiilii ve (a;), A nin elemanlarinin bir dizisi olsun. X in alt modiillerinin
azalan a,Y 2 a;a,Y 2 - 2 aq4a, ... a,Y 2 -+ zinciri ele alinsin. Y Noetherian
oldugundan, Y = Am; + Am, + ---+ Am, olacak sekilde my,m,, .., m; €Y
vardir. X in kuvvetli 6zel oldugu varsayimiyla, her m; i¢in, ¢;a,a; ... a,m; = 0
olacak sekilde n; EN ve ¢; € A —M vardir. A bir yerel halka ve ¢; € M
oldugundan, her i igin ¢; birimseldir. n = max{n;:i = 1,2, ..., t} olsun. Her i i¢in
a,a, ... a,m; = 0 olduguna dikkat edilsin ve a,a, ... a,Y = 0 olur. Bu nedenle, X

kuvvetli dccr™ dir.
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Teorem 2.3.2. A bir yerel halka ve X bir Noetherian A -modiil olsun. Asagidaki

ifadeler denktir:

a. X bir kuvvetli dccr* modildiir.

b. X bir kuvvetli 6zel modiildiir.

Ispat. Dogrudan Onerme 2.3.3 ve Onerme 2.3.4 ten ¢ikar.

2.4. Kuvvetli dccr* ve Nakayama'nin Lemmasi

Bu kisimda, kuvvetli dccr* kavrami 1s1ginda Birlik Teoremi ve Nakayama'nin
Lemmasinin bir versiyonu verilecek. Bunu yapmak icin, ilk 6nce kuvvetli Co-Artin

Rees 6zelligi tanitilacak.

Tamm 2.4.1. (a;), bir A halkasinin elemanlarinin dizisi ve Y, A-modul X in bir alt
modull olsun. Her n = k i¢in (Y :x Y. Aa; ) € (0:x a;a, ...a,) + Y olacak sekilde
bir pozitif k tamsayisi varsa, Y ve (a;) icin kuvvetli Co-Artin Rees dzelliginin gegerli

oldugu soylenir.
Onerme 2.4.1. A bir halka ve X bir kuvvetli dccr* A-modil olsun. Bu taktirde, X in
her alt modili Y ve A nin elemanlarinin her dizisi (a;) i¢in kuvvetli Co-Artin Rees

ozelligi gecerlidir.

Ispat. Y, X in bir alt modiilii ve (a;), A min elemanlarinin bir dizisi olsun. X

kuvvetli dccr* oldugundan, Onerme 2.1.2 kullanilarak tim n > k igin

(Y :XZAai ) =(0:xya.ay...ax) + Ax 410547 - Ay (Y :XZAai )

olacak sekilde k € N vardir. Her i icin a;(Y :x Y. Aa; ) € Y oldugundan, tim n >
k+ 1icin (Y:x X Aa; ) € (0:xa;ia, ...a,) + Y elde edilir.
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Onerme 2.4.2. (a;), A halkasinin elemanlarmmn bir dizisi ve Y, kuvvetli dccr* A-

modiil X in bir alt modiilii olsun. Asagidaki ifadeler saglanir:

a. Y, Unpo1(0:x 1L, Aq)) yi iceriyorsa, su halde Y, (Y :x X, Aq;) yi de igerir.
b. Heriigin (Y :x Aa;) €Y ise, Up=1(0:x [1i=; Aa;) €Y dir.

Ispat.(a): US-1(0 :x [T, Aa;) S Y olsun. O halde Onerme 2.4.1 ile, tim n > k igin
(Y:x Y Aa;) € (0:xa,a,..a,) +Y olacak sekilde k € N vardir. Boylece istenen

elde edilmis olur.

(b): Her i ic¢in (Y:x Aa;) €Y olsun. Timevarimla, her n €N igin
(0:x [T, Aa;) € Y oldugunu gosteriyoruz. Gergekten, (0:x Aa;) € (Y :x Aa;) €
Y oldugundan, n = 1 i¢in ifade dogrudur. Ifadenin n igin dogru oldugu varsayilsin.
x € (0:x [[MtA4a;) olsun. Su halde, a;a;..a,.1x=0 ve apyXE€E
(0:xajay ...ay) €Y olur. Bu da x € (Y :x Aa,yq) S Y anlamina gelir. Boylece,

U"?zl(o X H?:l Aal-) CY dir.

Onerme 2.4.3. (Birlesim Teoremi) A bir halka ve (a;), A nin elemanlarmin bir dizisi

olsun. Asagidaki ifadeler saglanir:

a. ) Aa;, A nin Jacobson J(A) radikalinde bulunuyorsa, bu taktirde, her
kuvvetli dccr* A-modiil X igin, X = Un=1(0:x[TiL, Aa;) dir.

b. Tim A-modil X i¢in X = Un=,(0:x [[}x; Aa;) ise, su halde, Ny=; Aa;,
Jacobson radikal /(A) i¢inde bulunur.

Ispat. (a): ¥ Aa; € J(A) ve X bir kuvvetli dccr* A-modiil oldugu varsayilsin. x € X
olsun. Us-;(0:x [T, Aa;) € Us=,(0:x [T, Aa;) + ¥, Aa; x oldugundan, Onerme
2.4.2(a)ile

e (0] Jam )+ Sorn Y] (o] Ja0)+ 30

= n=1 =
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elde edilir.

Yani, bazi a € ) Aa; ve m € Up—1(0:x[['L;4a;) icin x = m + ax seklinde
yazilabilir. Su halde, (1 — a)x = m € Uj=,(0:x [T, Aa;) dir. Ancak Y Aa; € J(A),
1 — a, A nin birimselidir. Béylece, x € Up-1(0:x [}, Aa;) dir.

(b): M , A nm bir maksimal ideali olsun. Hipoteze gore A/ M =

U,‘f:l(O LA/ H?zlAai) olur. Bu, bazi ny, €N i¢in A/M nin birimi

(0 LA M H?;’lAal-) de oldugu anlamma gelir. Yani, bazi r + M € (O LA/ M H?;’lAal-)

icin 1+ M = r + M dir. Dolayisiyla, H?;’lAai +M = r]_[:;"lAal- +M =M ve

17, Aa; © M olur. M bir asal ideal oldugundan, bazi j i¢in Aa; S M elde ederiz.
=1 ]

Bu nedenle, Ny~; Aa; € Aa; € J(A) olur.

Teorem 2.4.1. (Nakayama'nin Lemmasi) A bir halka ve Y’ Aa; <J(A) olmak (zere,
(a;), A nin elemanlarinin bir dizisi olsun. Eger X bir kuvvetli dccr™ A-modul ve her

iicin (0:x Aa;) = 0ise, X = 0dur.

Ispat. X kuvvetli dccr* A-modiil olsun. her i i¢in (0:y Ra;) = 0 oldugundan,
Onerme 2.4.2(b) kullanilarak Ug-;(0 :x [T2, Aa;) = 0 olur. Onerme 2.4.3(a) yi
uygulayarak X = 0 elde edilir.

Sonu¢ 2.4.1.A bir kuvvetli dccr* halka ve X bir A-modiil olsun. Bazi a € J(A) igin
(0:xa) = Oise, suhalde, X = 0 dur.

Ispat. A bir kuvvetli dccr* halka olsun. O halde, Sonug 2.2.2 e gore, X bir
kuvvetli dccr* A -modildir. Aa € J(A) oldugundan, Teorem 2.4.1 kullanilarak

sonucu elde edilir.



BOLUM 3. S-ARTINIAN MODULLER?

David Hilbert, Emmy Noether ve Emil Artin'in eserlerinde zincir kosullari, halkalarin
ve modiillerin yapisin1 anlama ve gelistirmede biiylik 6nem kazanmistir. Bu zamana
kadar, halka ve modiillerin iizerindeki zincir kosullar1 iizerinde yogun calismalar
yapilmistir (Bkz. [29, 30, 31, 32]). X in alt modiillerden olusturulan her artan zincir
{Y},en sonlu bir adimda durursa, A-modiil X ye alt modiiller lizerindeki artan zincir

kouslu (ACC) saglanir, denir. Yani, X in alt modiillerinin her artan

,€Y, S CY, C-

zinciri ve her n > k i¢in Y, € Y}, olacak sekilde bir k € N vardir. Artan zincir
kosulu (ACC) saglanirsa, A-modiil X, Noetherian olarak adlandirilir. A-modiil X, bir
Noetherian modiildiir ancak ve ancak X in her bir alt modiilii sonlu iiretilmistir ancak
ve ancak X, (MAX) kosulunu saglar, yani, X in alt modiillerinin, herhangi bir bostan
farkli ailesinin bir maksimal eleman1 vardir (Maksimal eleman kosulu) [33]. Benzer
sekilde, X in alt modiillerden olusturulan her azalan zincir {Y;};cy sonlu bir adimda
durursa A-modiil X ye alt modiiller iizerindeki azalan zincir kosulu (DCC) saglanir,

denir. Yani, X nin alt modiillerinin her azalan

V,2Y,2 27,2

2 Bu boliim asagidaki gibi yaymlanmustir:
Ozen, M., Naji, O.A., Tekir U. and Shum, K.P., “Characterization Theorems of S-Artinian Modules”, Comptes
rendus de 1’ Acade'mie bulgare des Sciences, VVol. 74, No. 4, 496-505, (2021), DOI: 10.7546/CRABS.2021.04.03


doi:%2010.7546/CRABS.2021.04.03
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zinciri ve hern > k i¢in Y, € Y, olacak sekilde bir k € N vardir. Azalan zincir
kosulu (DCC) saglanirsa, A -modiil X , Artinian olarak adlandirilir [13]. Sonlu
tretilmis kavrami, Noetherian modiil kavramiyla yakindan baglantilidir. Aynmi
zamanda, onun duali, sonlu es tiretilmis (finitely cogenerated), Artinian modiillerinin
tanimlanmasinda 6nemli bir rol oynamaktadir. X in alt modiillerinin, N;cpY; = 0
ozelligini saglayan herhangi bir {Y;};ca ailesi, bazi sonlu A’ € A alt kiimesi i¢in
Niea Yi = 0 0Ozelligini saglarsa, A -modiil X ye sonlu es iretilmis (finitely
cogenerated) denir [13]. Artinian modiilleri, sonlu es liretilmis (finitely cogenerated)
kavramu ile karakterize edilir. A-modiil X, bir Artinian modiildiir ancak ve ancak Y, X
in her bir alt modiilii i¢in X /Y (finitely cogenerated) sonlu es iiretilmistir ancak ve
ancak X, (MIN) kosulunu saglar, yani, X in alt modiillerinin, herhangi bir bostan

farkl ailesinin bir minimal elemani vardir [13] (Onerme 10.10).

S € A bir garpimsal kapali alt kiime olsun. [34] te Anderson ve Dumitrescu S -
Noetherian halkayr tanimladilar, A nin her [ ideali i¢in sI € J € I olacak sekilde bir
s € S ve A nin sonlu iiretilmis bir J ideali varsa A ye S-Noetherian denir. Noetherian
halkalar {izerinde bir¢cok sonu¢ S -Noetherian halkalara genisletildi. Daha sonra,
Sengelen et al. [35] te Artinian halkalar1 S-Artinian halkalara genellediler ve bircok
sonug verdiler. A halkasinin ideallerinin her azalan I, 2 I, 2 -+ 2 [,, 2 -+- zinciri ve
n = k i¢in, sl < I, olacak sekilde s € S ve k € N varsa, A ya S-Artinian halka
denir. Bu boliimiin amaci S -Artinian modiil ve sonlu S -es lretilmis modiilleri

incelemektir.

3.1. S-Artinian Modullerin Temel Ozellikleri

Tamm 3.1.1. A bir halka, X bir A —modil ve S < A ¢arpimsal kapali bir kiime olsun.
X inalt modillerinin birazalanY; 2 Y, 2 - 2 Y, 2 --- zinciri olmak Uizere, n > k
icin sY, < Y, olacak sekilde s € S ve k € N varsa, {Y;};cy ailesine S-duragan aile

denir.
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Tamim 3.1.2. A bir halka, X bir A—-modil ve S < A ¢arpimsal kapal1 bir kiime olsun.
Eger X in alt modllerinin azalan zincirinin her ailesi S- duragan ise X ye S-Artinian

modul denir.

Ornek 3.1.1. A bir halka ve S S A carpimsal kapali bir kiime olsun. A, S-Artinian bir

halkadir ancak ve ancak A, S-Artinian bir modiildiir.

Ornek 3.1.2. S, A nin ¢arpimsal kapal1 bir altkiimesi ve S N ann,(X) # 0 olacak
sekilde X bir A-modul olsun. X, S-Artinian A-moduldur.

Ornek 3.1.3. S, A nin ¢arpimsal kapal1 bir altkiimesi olsun. Her Artinian A-modiil S-

Artinian A-modulddr.

Ornek 3.1.3 iin tersi her zaman dogru degildir. Asagidaki &rnekler bunu

gostermektedir.

Ornek 3.1.4. Z-modiil Z,[X] diisiiniinsiin ve Z,[X1], Z, deki katsayilar1 olan tiim

formal kuvvet dizinin kiimesini belirtir.

()2 (X2) 22 (X" 2

kesinlikle Z-modil Z,[X] nin alt modiillerinin azalan bir zinciridir. Dolayisiyla Z-
modil Z,[X] Artinian modiil degildir. S = reg(Z) = Z — {0} ¢arpimsal kapali bir
kilme ve s = 2 olsun. s € anngz(Z,[X]) n S olur. Z-modiil Z,[X], Ornek 3.1.2 i

kullanarak bir S-Artinian moduldur.

Ornek 3.1.5. A, cisim olmayan bir tamlik bolgesi ve A, Artinian bir halka olsun.
Boylece A, Artinian bir modiil degildir. A = A; X A, ve A, bir A-modul olsun. O
zaman A nin tiim alt modiilleri tam olarak A halkasinin idealleridir. A; in Artinian bir
halka olmadig1 i¢in, A agik¢a Artinian bir modiil degildir. U(4;,), A, halkasinin

birimsel elemanlarinin kiimesi olsun, bundan S = A; X U(4,), ¢carpimsal kapali bir


https://tureng.com/en/turkish-english/taml%C4%B1k%20b%C3%B6lgesi
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kimesidir. A nin ideallerinin azalan bir {Il(i) X Iz(i)}. \ zinciri ele alinsin. Daha sonra,
LE

{Iz(i)} , A, nin ideallerinin azalan bir zinciridir. A, nin Artinian bir halka oldugu
ieN

icin, n > k igin IS © 1™ olacak sekilde bir k € N vardir. Simdi, s = (0,1) €
koyulsun. O zaman agiktir ki her n > k igin s(]l(k) X Iz(k)) = {0} x Iz(k) c

17 x 1{Vdir. Bundan dolay1, A, S-Artinian bir moduldiir.

[36] ten, herhangi bir c¢arpimsal kapali alt kiime S S A igin, S$* = {a €

A: %,S ~1A nin birimsel bir elemandlr} , S nin doyurulmus kiimesini belirtir.
Ayrica, eger S = S* ise S ye doymus kiime denir. S* 1n her zaman S yi i¢eren bir
doymus kiime olduguna dikkat edilsin. X bir A-modiil ve Uy(A) = {r € A:rX = X}
olsun. Uy (A4), A halkasinin birimsel elemanlarinin kiimesini i¢geren doymus ¢arpimsal

kapal1 bir kiimedir.

Lemma 3.1.1. A bir halka, X bir A -modiil ve S € A ¢arpimsal kapal1 bir kiime olsun.
Asagidaki ifadeler saglanir.

a. Eger S; € S,, A nin ¢arpimsal kapal1 alt kiimeleri ve X, S;-Artinian bir
A-modiil ise X, S,-Artinian bir A-modiildiir.

b. S*, S nin doyurulmus kiimesi olsun. X in S-Artinian bir A-modiil olmasi
icin gerek ve yeter kosul X in S*-Artinian bir A-modiil olmasidir.

C. X, carpimsal bir A-modiil ve S € Uy (A4), A nin ¢arpimsal kapali bir alt
kiimesi olsun. X in Artinian bir A-modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
X in S-Artinian bir A-modiil olmasidir.

d. X, ann,y(X) NS = @ olacak sekilde bir S-Artinian A-modiil olsun.
S~1X, Artinian bir S ~*A-modiildiir.

Ispat. (a) Aciktur.

(b) X bir S-Artinian modiil olsun. S € S* oldugundan ve (a) yi kullanarak, X acgik¢a

S*-Artinian bir modiildiir. Tersi i¢in, X bir S*-Artinian modiil olsun. ¥Y; 2 ¥, 2 -+ 2
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Y, 2 -+, X in alt modiillerinin bir azalan zinciri oldugu varsayilsin. X bir S*-Artinian

modil oldugundan n > k icin sY, € Y, olacak sekilde s € S* ve k € N vardir. %,

S$71A nin birimsel elemanindan %% = 1 olacak sekilde a € A vet € S vardir. Sonra,

bir u € S i¢in (us)a = ut dir. Simdi, s’ = ut olsun. Bu demek ki her n > k i¢in

s'Yy = (ua)sYy € sY, € Y,dir. bundan dolayi, X bir S-Artinian modiildiir.

(¢) Gerek kosul kism1 Ornek 3.1.3 te dogrulanir. Yeter kosul igin, ¥; 2 ¥, 2 -+ 2
Y, 2 ---, X in alt modiillerinin bir azalan zinciri géz Oniine alinsin. X bir S-Artinian
modil olsun. Yani, n = k i¢in sY, € Y, olacak sekilde s € S ve k € N vardir. X

carpimsal bir modiil ve sX = X oldugundan,

Yk = (Yk ‘A X)X = (Yk ‘A X)SX
= S(Yk ‘A X)X = SYk c YTl

olur. Bu nedenle X Artinian bir A-modulddr.

(d) X bir S-Artinian modiil olsun. Y, X in bir alt modiilii olmak iizere, S™1X in tiim alt
modiilleri S™!Y bigimine sahiptir. Her i € N igin, ¥;, X in bir alt modiilii olmak
lizere, S71Y; 2 S71y, 2.+ 2 §71Y, 2+, S71X in alt modiillerinin herhangi bir
azalan zinciridir. m: X - S71X, her x € X icin, mw(x) =§ ile tanimlanan dogal
homomrfizma olsun. Yukardaki zincirden, 7~ 1(S7'Y;) 2 n71(S7'Y,) 2+ 2
n~1(S71Y,) 2 -+, X in alt modulerinin bir azalan zinciridir. X in bir §-Artinian
modiil oldugu i¢in, her n > k icin, st~1(S~1Y,) € n~1(571Y,) olacak sekilde s € S
ve k € N vardir. Yani, ;S ~1ly, € S71Y, dir. %, S71A nm bir birimsel elemanindan

S$71y, € S71Y, olur. Dolaysiyla, S™1X Artinian bir S~ A-modiildiir.
Lemma 3.1.1(d) in tersi genel olarak dogru degildir. Asagidaki 6rnege bakilsin.

Ornek 3.1.6. Z bir Z-modiil ve S = reg(Z) = Z — {0} olsun. S™'Z = Q olur ve Q-

modiil Q Artinian bir modiildiir. p bir asal say1 olsun ve
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(p) 2 (PZ) 2.2 (" 2,

Z nin alt modiillerinin bir azalan zinciridir. Herhangi bir s € S olsun. ebob(p,m) =
1 olmak iizere, s = p'm olacak sekilde t = 0 ve m € Z vardir. Her k € N i¢in,
s(p®) = (p*tm) ¢ (p*+*1) olur. Bundan dolay, Z-modiil Z bir S-Artinian modiil
degildir.

Onerme 3.1.1. X bir A-modiil ve S = {s;, 55, ..., S,} bir sonlu ¢arpimsal kapal kiime
olsun. X in bir S-Artinian modiil olmasi igin gerek ve yeter kosul S™1X in bir Artinian

S~1A-modiil olmasidir.

Ispat. Gerek kosul kismi Lemma 3.1.1(d) ten dogrulanir. S™1X bir Artinian S™1A-
modiil oldugu kabul edilsin. ; 2 ¥, 2+ 2 ¥, 2 -, X in alt modiillerinin bir
azalan zinciri olsun. Boylece {S71Y;};en, S™1X in alt modiillerinin bir Azalan
zinciridir. 71X in  bir Artinian S™1A4-modiil oldugu igin, her n > k igin S~1Y, =
S1Y,, olacak sekilde bir k € N vardir. S = {sy, 55, ..., S,}, A nin bir sonlu ¢arpimsal
kapal1 kiime oldugundan, s = s; s, ...s, € Sdir. m € Y; olsun. Birs; € S igin,% €
S71Y, = S71Y, ve s;m € Y, olur. Buradan sm € Y,, ve sY, €Y, i verir. Sonug olarak

X bir S-Artinian moduldir.

Onerme 3.1.2. A bir halka ve f:X — X' bir A-homomorfizma olsun. Asagidaki

ifadeler saglanir.

a. Eger f bir epimorfizma ve X bir S-Artinian modiil ise X' bir S-Artinian
modildiir.
b. Eger f bir monomorfizma ve X' bir S-Artinian modiil ise X de bir S-Artinian

modildiir.

Ispat. (a) f bir epimorfizma ve X bir S-Artinian modiil olsun. X’ bir S-Artinian
modil oldugu ispat edilecek. X' niin ¥ 2 ¥V, 2+ 2 Y, 2 - olarak sekilde
herhangi bir azalan zinciri goz dniine almsin. Bdylece, X in alt modiilerinin f~1(Y{) 2

YY) 2 2 f71(¥;) 2 - bir azalan zinciridir. X bir S -Artinian modiil
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oldugundan, her n = k igin, sf~1(Y;) € f~1(Y;) olacak sekilde s €S ve k €N
vardir. f bir epimorfizma oldugunu kullanarak, her n >k igin, f(sf~(¥y)) =
sf(F2(Y)) =s¥¢ € f(f2(Yy)) =Y, dir. Bundan dolayi, X' bir S -Artinian

moduldiir.

(b) f bir monomorfizma ve X' bir S-Artinian modiil olsun. X in alt modiillerinin bir
azalan ; 2 Y, 2+ 2 Y, 2 - zinciri ele alinsm. Su halde f(Y;) 2 f(¥2) 2
2 f(Y,) 2, X' nin alt modiilerinin bir azalan zinciridir. X’ nin bir S-Artinian
modiil oldugu i¢in, her n > k i¢in, sf(Yy) = f(sYx) € f(¥,) olacak sekilde s € S ve
k € N vardir. f bir monomorfizma oldugundan, her n > k icin, f~1(f(sY})) =
sV, € fFH(f(Y,)) = Yy olur. Dolayistyla, X bir S-Artinian A-modiildiir.

Onerme 3.1.2 nin hemen bir sonucu olarak, asagidaki acik sonug verilecek.

Sonu¢ 3.1.1. X bir S-Artinian A-modiil ve Y, X in alt modiili olsun. Asagidaki

ifadeler saglanir.

a. X/Y bolim modiilii bir S-Artinian A-modiildiir.
b. Y bir S-Artinian A-moduildiir.

3.2. S-Artinian Modiillerin Karakterizasyonlari

I, A halkasinin bir ideali ve m: A — A/I, her r € A igin, m(a) = a + I ile tanimlanan
dogal homomorfizma olsun. S € A bir ¢arpimsal kapali alt kiime olmak tizere, 7 (S)
de A/I nin bir carpimsal kapali alt kiimedir.

Simdi, S-Artinian modiiller S-Artinian halkalar olarak karakterize edilecek.

Onerme 3.2.1. X bir A -modiil ve S € A bir ¢arpimsal kapali alt kiime olsun.

Asagidaki ifadeler saglanir.
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a. X bir carpimsal A-modiil olsun. Eger A/ann,(X) bir m(S)-Artinian halka ise
X bir S-Artinian A-modiildiir.
b. X bir carpimsal sonlu iiretilmis A-modiil olsun. Eger X bir S-Artinian modiil

ise A/ann, (X) bir m(S)-Artinian halkadir.
Ispat. (a) X bir carpimsal A-modiil ve A/ann,(X) bir m(S)-Artinian halka olsun. X

in alt modillerinin bir azalan Y; 2 Y, 2+ 2 Y, 2 zinciri goz Oniinde

bulundurulsun. Yukaridaki zinciri kullanarak, A/ann, (X) halkasinin
(Y114 X)/anny(X) 2 (Y2 uX)/anny(X) 2 2 (Y1 X)/anny (X) 2 -
zinciri elde edilir. A/ann,(X) bir w(S)-Artinian halka oldugundan, her n > k igin,
(s + anny (X)) [(Yie :a X)/anny (X)] € (Y, 24 X)/anny (X)

olacak sekilde s €S ve k € N vardir. Su halde s(Y; ;4 X) S (¥, ;4 X) dir. X in

carpimsal A-modiil oldugu i¢in, her n > k igin,
SYk = (Yk A X)X c (YTl ‘A X)X = XTl
olur. Yani, X bir S-Artinian modiildiir.

(b) X bir ¢arpimsal sonlu iiretilmis A-modiil olsun. Farz edilsin ki X bir S-Artinian
modildiir. A/anny(X) in /; 2 J, 2+ 2 J, 2 -+ olacak sekilde herhangi bir
azalan zinciri gbz Oniine alinsin. [;, A nin anny (X) 1 igeren bir ideali vardir dyle ki
I;/ann,(X) = J; dir. Yukanidaki zincirden, {I;};cy, A nin ideallerinin bir azalan

zinciridir. Boylece,
LX2 LX 2 2 I,X 2,

X in alt modiillerinin bir azalan zinciridir. X bir S-Artinian modiil oldugundan, her

n = k i¢in, sl X € I,,X olacak sekilde s € S ve k € N vardir. X in bir ¢arpimsal
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sonlu iiretilmis oldugu i¢in ve [37] (Teorem 9 sonucu) nu kullanarak, her n > k igin,
sl € I, + ann, (X) = I, dir ve boylece (s + ann, (X))Jx € J, bulunur. Dolayisiyla,
A/ann, (X) bir S-Artinian modiildiir.

Teorem 3.2.1. X bir ¢carpimsal sonlu iiretilmis A-modiil ve S € A bir ¢arpimsal kapali

alt kiime olsun. Asagidaki ifaeler denktir.

a. X bir S-Artinian modiildiir.
b. A/ann,(X) bir m(S)-Artinian halkadir.

Ispat. Onerme 3.2.1 den direkt olarak bulunur.

Onerme 3.2.2. X bir A-modiil ve S € A bir ¢arpimsal kapali alt kiime olsun.
Asagidaki ifadeler denktir.

a. X bir S-Artinian A-modiildiir.
b. Y ve X/Y S-Artinian A-modiildiir.

Ispat. (a)= (b): Sonug 3.1.1 den bulunur.
(b) =(a): Y ve X/Y S-Artinian A-modiil olsun. X in alt modiillerinin bir azalan Y; 2
Y, 2 2 Y, 2 - zinciri géz Oniline alinsm. Bu zincirden, iki azalan zincir su
sekilde elde edilebilir.

ynyavny 2« 2Y%nY 2--
Y nin bir azalan zinciridir. Ayrica,

Y, +Y)/Y2 Y, +Y))Y 2 2(Y, +Y)/Y 2

de X/Y nin bir azalan zinciridir. Y ve X/Y § -Artinian A -modiil oldugundan,

yukaridaki zincirler sonludur. Yani, her n = k; ve n = k; i¢in, s(Y,, NY) € ¥, nY
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ve s'[(Yi, +Y)/Y] € (Y, + Y)/Y olacak sekilde ky, k, € N ves,s’ € S vardir. k =
max{k,, ky} ve t = ss’ olsun. Her n = k i¢in, t(Y, NY) SV, NY ve tY, +Y C
Y, + Y olur. m;, € Y, olmak iizere, t?m; € t2Y} ele almsin. Bu durumda dyle m,, €
Y, ve x €Y elemanlan vardir ki tm, €tY, +Y €Y, +Y dir ve 0o zaman tm; =
m, + x olur. Her n > k icin Y}, 2 Y,, oldugundan, x € Y}, dir ve tx € t(Y, NY) C
Y, NY yi verir. Su halde t?m; = tm, + tx € Y, dir. O zaman t? € S olmak iizere,

t2Y, C Y, olur. Buradan dolay1, X bir S-Artinian A-modiildiir.

X bir A-modiil ve S € A bir ¢arpimsal kapali alt kiime olsun. Onerme 3.2.2 den, X in

bir S-Artinian modiil olmasi igin gerek ve yeter kosul herhangi kisa tam dizi 0 - X’

f .. il
Lx5dx"so icin, X’ ve X" niin S-Artinian A-modiiller olmasi oldugunu gérmek

kolaydir.

Sonu¢ 3.2.1. X bir A-moddl, S € A bir garpimsal kapal1 alt kiime ve V3,Y,, ..., Y,,, X in
S-Artinian alt modiller olsun. Bu takdirde, Y; + Y, + ...+ Y, de S-Artinian alt

moduldir.

Ispat. ¥, ve Y, nin S-Artinian A -modiil oldugu varsayilsin. Onerme 3.2.2 den,
Y;/(Y; N'Yy) bir S-Artinian A-modiildiir. 2. Izomorfizma Teoremini kullanarak, (Y; +
Y;)/Y, =Y, /(Y;NY,) olur. Yani, (Y; +Y;)/Y, bir S-Artinian modiildir. Y, bir S -
Artinian modiil oldugunden ve Onerme 3.2.2 den, Y; + Y, bir S-Artinian A-modiildiir.
Su halde, timevarimi kullanarak, Y; + Y, + ...+ Y,, bir S-Artinian A-modiil olur.

Onerme 3.2.3. A bir S-Artinian halka ve S € A bir carpimsal kapali alt kiime olsun.

X sonlu tiretilmis bir A-modul ise X bir S-Artinian A-modulddir.

Ispat. A bir S-Artinian halka ve X bir sonlu iiretilmis A-modiil olsun. Baz1 x; € X
i¢in, X = Ax; + Ax, + --- + Ax,, yazabiliriz. Once not edilsin ki, heri = 1,2,...,n
icin, Ax; = A/ann, (Ax;) dir. A bir S-Artinian halka oldugundan A/ann,(Ax;) =
Ax; de S-Artinian modiildiir. Su halde, Sonug¢ 3.2.1 den, X = Ax; + Ax, + --- + Ax,
bir S-Artinian A-modiildiir.



43

X bir A-modiil ve P, A nin bir asal ideal olsun. Burada not edilsin ki, Sp = A — P, A
nin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesidir. Eger X bir Sp-Artinian modiil ise X e P -

Artinian modiil denir. Simdi, Artinian modiiller S-Artinian modiiller olarak karakterize

edilecek.
Teorem 3.2.2. X bir A-modiil olsun. Asagidaki ifaeler denktir.

a. X bir Artinian modiildiir.
b. Her P € Spec(A) igin, X bir P-Artinian modiildiir.
Cc. Her M € Max(A) i¢in, X bir M -Artinian modiildiir.

Ispat. (a)= (b): Ornek 3.1.3 te ispat1 verilmisti.
(b) = (c): Agiktur.

(c) =(a): (c¢) in varlig1 kabul edilsin. X inY; 2 ¥, 2 -+ 2 Y, 2 - olacak sekilde
herhangi bir azalan zinciri goéz Oniine alinsin. Her M € Max(A) i¢in, X bir M -
Artinian modiil oldugundan, her n = ky, i¢in, 1;,,Y, < Y, olacak sekilde r;,, € M ve

k., € N vardir. Simdi,
J = {rm:3IM € Max(4),1, & M,3ky, € N, her n = kyy, igin, 1, Yy, S Yy}

koyulsun. (J) = A oldugunu goérmek kolaydir. O zaman, (rml) + (rmz) + -+
(rmn) = A olacak sekilde 1, € ] —M; vardir. Her n = kmi igin, 1. Y, S Yy

olacak sekilde bir kmi € N vardir. Simdi, k = max{kmi:i =1,2, ,n} olsun. Su

halde, her n = k i¢in, Yy € 15, Yy~ S Y, olur. Bu durumda, her n = k igin,

Yie = |(Fny) + (o) + - + () Y

n

= ZrmiYkmi c Y, dir.

i=1
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Dolayistyla, X bir Artinian modiildiir.

Heri =1,2,...,ni¢in, X bir A;-modiil olsun. A = A4; X A, X .. XA, veX =X; X
X, X .. X X, koyulsun. Bu durumda, X bir A-modiildiir ve her i = 1, 2,...,n igin,
X; nin bir alt modiilii olmak iizere, X in tiim alt modiilleri Y =Y; X ¥, X ... XY,
bi¢cimine sahiptir. Ayrica, eger S;, A; nin bir carpimsal kapali alt kiimesi ise § = §; X

Sy X ... X §,, A nin ¢arpimsal kapali bir alt kiimesidir.

Lemma 3.2.1. Her i = 1, 2 igin, X; bir A;-modiil olsun. S;, A; nin bir ¢carpimsal kapali
alt kiimesi olmak iizere, A=A4; X A4, , S=5 XS5, ve X =X; X X, oldugu

varsayilsin. Asagidaki ifadeler denktir.

a. X bir S-Artinian A-modiildiir.
b. Heri = 1,2 igin, X; bir S;-Artinian A;-modiildiir.

Ispat. (a)= (b): X bir S-Artinian A-modiil oldugu varsayilsin. m;: X = X;, m;(xy,
X,) = x; ile tanimlanan bir epimorfizma olsun. Su halde, Onerme 3.1.2 den, her i =

1, 2 i¢in X; bir S;-Artinian A;-modiildiir.

(b) =(a): Her i = 1, 2 igin, X; bir S;-Artinian A;-modiil olsun. X in alt modiillerinin
bir azalan

Li2L, 2 2L, 2

zinciri ele alinsin. Bazi Yl(k),X 1 In alt modiili ve Yz(k), X, nin alt modiilii i¢in, L, =
Yl(k) X Yz(k) olur. Yukaridaki zincirden, her i = 1,2 icin, asagidaki X in alt
modiillerinin azalan

Yl(k) 2 Yl(k) Do 2 Y(k) 2“.

- L

zinciri elde edilir. Her i = 1,2 i¢in, X; bir S;-Artinian modiil oldgundan, her m > k;

ve m = k; i¢in
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s, ey ve s,v cyf™

olacak sekilde s; € Sy, s, € S, ve kq, k, € N vardir. Simdi, k = max{k,, k,} ve s =

(s1,5,) olsun. Su halde, her m > k i¢in

sk =5 [0 x 19| = 5,7 x 5,0

c Slyl(kl) % SZYZ(kz) c Y1(m) % Yz(m)
olur. Yani, X bir S-Artinian A-modiildiir.

Teorem 3.2.3. Her i = 1, 2, ...,n i¢in, X; bir A;-modiil ve S;, A; nin bir ¢arpimsal
kapali alt kiimesi olsun. A =A; X A, X ... XA4,,S=85X S X..X§, ve X =

X1 X X, X ... XX, oldugu varsayilsin. Asagidaki ifadeler denktir.

a. X bir S-Artinian A-modildur.
b. Heri =1,2,...,ni¢in, X; bir §;-Artinian A;-modiildiir.

Ispat. Sunucu ispatlamak igin, n iizerinde tiimevarim uygulanacak. Once n = 1
oldugunda sonucun net olduguna dikkat edilsin. n = 2 durumunda (a)<(b) Lemme
3.2.1 da ispatlanmisti. Herhangi k < n igin, (a) ve (b) denk oldugu varsayilsin. k = n,
A=A X Ay X .. XAy, S=85X 5, X ... XS5, ve X =X; X X, X... XX, olsun
ve A' =A; X Ay X . XAp_ 1,8 =5 X S5, X .. XS, ve X' =X; X X, X..X
X,—1 koyulsun. Not edilsin ki, A=A"xA4,, S=5"x§, ve X=X" XX, dir
Lemma 3.2.1 den, X in bir S-Artinian A-modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X' bir
S’ -Artinian A’ -modiil ve X, nin bir S, -Artinian A, -modiil olmasidir. Dolayisiyla

istenen elde edilir.

3.3. Sonlu S-Es Uretilmis Modiiller

X bir A-modiil olsun. [13] ten, hatirlansin ki, A herhangi bir indeks kiimesi olmak

tizere, X in alt modiillerinin, N;cpY; = 0 6zelligini saglayan herhangi bir {Y;};ea
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ailesi, bazi sonlu A’C A alt kiimesi i¢in N;epr Y; = 0 6zelligini saglarsa, A-modiil X e

sonlu es iiretilmis denir.

Tamm 3.3.1. S, A halkasinin bir carpimsal kapali alt kiimesi ve X bir A-modl olsun.
A herhangi bir indeks kimesi olmak (zere, X in alt modullerinin, N;cpY; =0
Ozelligini saglayan herhangi bir {Y;};c, ailesi, bazi sonlu A'C A alt kiimesi ve s € S

icin s(N;ear Y;) = 0 6zelligini saglarsa, A-modil X e sonlu S-es tiretilmis denir.

Onerme 3.3.1. S, A halkasmin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesi ve X bir A-modiil

olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.

a. Eger X bir sonlu es tiretilmis modiil ise X de sonlu S-es iiretilmis bir
modiildiir.

b. EgerS; € S,, A nin garpimsal kapal alt kiimeleri ve X bir sonlu S;-es
tiretilmis A-modiil ise X de sonlu S,-es liretilmis bir A-modiildiir.

c. S7, S nin doyurulmus kiimesi olmak {izere, X in bir sonlu S- es iiretilmis A-
modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X in bir sonlu S*- es tiretilmis A-

modiil olmasidir.
Ispat. (a) ve (b) aciktur.

(c) X bir sonlu S*- es tiretilmis A-modiil olsun. A herhangi bir indeks kiimesi olmak
lizere, X in alt modiillerinin, N;¢p Y; = 0 Ozelligini saglayan herhangi bir {Y;};c, ailesi
oldugu varsayilsin. X bir sonlu S*- es tiretilmis A-modiil oldugundan, S(Ya NY,, N
. N Yan) = 0 olacak sekilde a;, a5, ..., @, € Ave s € S* vardir. s € S* oldugundan,
%% = 1 olacak sekilde u € S ve a € A vardir. O zaman, bazi t € S igin, tas = tu dur.
t' = tu €S olmak iizere, tas(Y,, NY,, N..NY, )=tu(Y, NY,, Nn..NY, )=
t’(Ya NY, NN Yan) = 0 dir. Bundan dolay1, X bir sonlu S-es tiretilmis modiildiir.

Tersi, (b) den elde edilir.
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Onerme 3.3.2. S € A bir carpimsal kapali alt kiime ve f: X — X’ bir monomorfizma
olsun. Eger X' bir sonlu S-es tiretilmis modiil ise X de sonlu S-es iiretilmis bir

moduldar.

Ispat. X’ bir sonlu S-es iiretilmis A-modiil ve f bir monomorfizma olsun. A herhangi
bir indeks kiimesi olmak iizere, X in alt modiillerinin, N;cp Y; = 0 6zelligini saglayan
herhangi bir {Y;};ca ailesi goz Oniine almsin. Niep f(Y;) =0 olur. Yani,
s(N;ear f(Y;)) = 0 olacak sekilde s € S ve sonlu A'C A alt kiimesi vardir. O zaman,
f(s(Niea F(YD)) = f 7 f(s Niear ¥i) = s Nyear Y; =0 dir. Dolayisiyla, X bir

sonlu S-es iiretilmis A-modiildiir.

A bir halka olsun. [35] ten hatirlansin ki, A bir sonlu S-es iiretilmis halka ise A
herhangi bir indeks kiimesi olmak iizere, A nin ideallerinin, N;cpl; = 0 6zelligini
saglayan herhangi bir {I;};cp ailesi, baz1 sonlu A'C A alt kiimesi ve s € S igin
s(Niear I;) = 0 6zelligini saglar. Not edilsin ki, A nin bir sonlu S-es iiretilmis halka

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A nin bir sonlu S-es iiretilmis A-modiil olmasidir.

Tanmm 3.3.2. 3, X in alt modiillerinin bos olmayan bir ailesi, S, A halkasinin bir
carpimsal kapali alt kiimesi ve Y € J olsun. Her K € Jigin, K € Y olmasi birs € §
icin sY € K olmasimi gerektiriyorsa, Y ye I nin S-minimal eleman denir. Ozellikle,
eger X in alt modiillerinin her bog olmayan ailesi bir S-minimal elemana sahip ise X e

(S — MIN)—kosulunu sagliyor denir.

Tanmm 3.3.3. 3, X in alt modiillerinin bos olmayan bir ailesi ve S, A halkasinin bir
carpimsal kapali alt kiimesi olsun. Her s € S, Y € 3 ve K, X in alt modull igin sY <

K olmasi K € J olmasini gerektiriyorsa, 3 ye S-es doymus aile denir.

[13](Onerme 10.10) da, Artinian modiiller, sonlu es iiretilmis modiiller olarak
karakterize edilir. X bir Artinian modiil ancak ve ancak her X /Y boliim modiilii bir
sonlu es tiretilmis ancak ve ancak X, (MIN) —kosulunu saglar, yani, X in alt
modiillerinin her bos olmayan ailesi bir minimal elemana sahiptir. Simdi, asagidaki

teoremde, [13] (Onerme 10.10) un S-versiyonu verilecek.
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Teorem 3.3.1. X bir A-modiil ve S, A halkasinin bir ¢carpimsal kapali alt kiimesi olsun.

Asagidaki ifadeler denktir.

a. X bir S-Artinian modiildiir.

b. X in alt modiillerinin her bos olmayan S-es doymus ailesi ¥, minimal bir
elemana sahiptir.

c. X, (S — MIN)—kosulunu saglar.

d. Her X/Y boliim modiilii sonlu S-es iiretilmis A-modiildiir.

Ispat. (a)= (b): X bir S-Artinian modiil ve ¥, X in alt modiillerinin herhangi bos
olmayan S-es doymus ailesi olsun. Her Y, K € Ji¢in, Y < K ancak ve ancak K € Y

oldugu varsayilsin. (3, <) sirali bir kiimedir. I nin herhangi bir
<YL < <Y, <

zinciri ele alinsin. O zaman, {Y;};cy zincirinin supremumunun

v=\/v=(x

iEN iEN

oldugu agiktir. Simdi, Y € J oldugunu gormek istenmektedir. Yukaridaki zincirden, X

in alt modiillerinin bir azalan
Y,2Y,2-2Y,2

zincirini elde edilir. X bir S-Artinian modiil oldugundan her n > k i¢in, sY, € Y,
olacak sekilde s € S ve k € N vardir. Su halde sY, € Y = N,y Y; dir. Boylece, Y}, €
J ve J, X in alt modiilerinin bos olmayan S-es doymus bir ailesi kabul edildigi i¢in,
Y, € J elde edilir. O zaman, J, Zorn'in Lemmasini kullanarak < ye gére maksimal bir

K € 3 elemanina sahiptir. K, (3, €) nin minimal bir elemani oldugu agiktir.
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(b) = (c): X in alt modiillerinin her bos olmayan S-es doymus ailesinin minimal bir
elemana sahip oldugu varsayilsin. J, X in alt modiillerinin herhangi bos olmayan bir

ailesi olsun. J nin S-minimal elemana sahip oldugu gdsterilecek.
3" = {K: K, X in bir alt modiili, sY* € K olacak sekilde s € SveY* € 3 var}

Ailesi gdz 6niine almsin. Once, I* 1n, X in alt modiillerinin S-es doymus bir ailesi
oldugu gosterilecek. s € S ve Y € J* olmak iizere, K, sY € K seklinde X in bir alt
modiilii olsun. s;Y* €Y olacak sekilde s; €S ve Y*€SJ vardir. s' =ss; €S
koyulsun. Ayrica, s'Y* = s(s;Y™) € sY € K oldugu agiktir. Su halde, K € J* ve J*
X in alt modiillerinin S-es doymus bir ailesidir. Varsayimla, 3* minimal bir L € J*
elemanina sahiptir. Boylece, s*Y’ € L olacak sekilde s* € S ve Y’ € J vardir. Simdi,
Y’ nin J nin S-minimal eleman:i oldugu gosterilecek. Bunu gormek igin, K’ S Y’ bir
sekilde K' € 3 elemani ele alinsin. O zaman, s*K' € s*Y've s*"K' € LN K’ dir.
Bundan L N K' € §” olur. L nin 3" nin minimal eleman1 oldugu i¢in, L N K’ = L elde
edilir. Boylece, L € K' ve s*Y' € L € K' bulunur. Bundan dolay1, Y', J nin S -

minimal bir elemanidir. Yani, X, (§ — MIN)-kosulunu saglar.

(¢) = (d): X/Y nin alt modiillerinin herhangi bir {Y;/Y};c, ailesi i¢in, N;ep V; /Y =
Ox /v olsun. Su hélde, N;ea Y; =Y olur. Simdi,

T = {ﬂ Y;: A'C A sonlu bir alt kiimesi

ien’

olsun. (§ — MIN)-kosulunu kullanarak 7" nin bir S-minimal elemani vardir. O eleman,
ki, ks, ...k, € A olmak iizere, Y' = ﬂfﬁlei olsun. k € A —{kq,k,, ..., k,} ele
alinsin. Dikkat edilsin ki Y' NY, €Y' dir. Y’ S-minimal oldugundan sY' €Y' nY;,
olacak sekilde bir s € S vardir. Boylece, sY' € N;jeaY; =Y ve s( n Yi) C Y olur.

i=k1

Yani, S[ﬂfﬁkl (v;/ Y)] = Ox/y ve X/Y sonlu S-es iiretilmis bir A-modiildiir.
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(d) =(a): Her X/Y boliim modiiliiniin sonlu S-es iiretilmis oldugu varsayilsin. X in

alt modiillerinin bir azalan
Y,2Y,2-2Y,2 -

zinciri goz oniinde bulundurulsun. Y = N2, Y; olsun. N;2,(Y;/Y) = Ox,y ve X/Y
sonlu S-es iretilmis oldugundan S[ﬂfﬁkl(Yi /Y)] = Ox/y olacak sekilde ky < k, <

-+ < k,, ve s € S vardir. Yani, s[ i.(;‘kl(Yi/Y)] = S(Ykn/Y) = Oyy dir. Bu demek ki
her n >k, icin, sY, S Y =N;,Y; €Y, dir. Bdylece, X, S -Artinian bir A -

moduldiir.

X bir A-modiil olsun. Tiim asal alt modiillerin kiimesi Spec(X) ile gosterilir. Herhangi
bir ¢arpimsal X modiiliinde X in her asal Y alt modiilii icin, su 6zellige sahiptir: Bir

1 < i < nolmakiizere, Nj=, Y; S Yise ¥; € Y olur.

Sonlu kesigsimi sonsuz kesisime degistirirsek, biri yukaridaki bahsedilen 6zelligin asal
alt modiiller icin gecerli olup olmadigi sorabilir. Bu soru [38] makalesinde
incelenmistir. Y, X in bir alt modiilii olsun. X in alt modiillerinin her {Y;};c, ailesi igin,
NieaY; S Y olmasi bir j € A i¢in ¥; € Y olmasini gerektiriyorsa Y ye A-modiil X in
bir kuvvetli asal alt modiilii denir. Tiim asal alt modiiller kuvvetli asal ise, X ye
kuvvetli sifir boyutlu modiil denir. [39] da gosterilmistir ki, sonlu tiretilmis ¢arpimsal
X modiiliiniin kuvvetli sifir boyutlu olmasi igin gerek ve yeter kosul X in sifir boyutlu
yar1 yerel olmasidir, yani, her asal alt modiil maksimaldir ve sadece sonlu sayida

maksimal alt modiil vardir.

Simdi, sonlu S-es iiretilmis modiiller kuvvetli asal alt modiiller olarak karakterize

edilecek.

Teorem 3.3.2. X bir A-modiil, ann,(X) A nin bir asal ideali ve anny(X) NS =0

olmak tizere, S € A bir ¢carpimsal kapali alt kiime olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
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a. X sonlu S-es tiretilmis bir A-modiildiir.

b. Sifir alt modili kuvvetli asaldir.

Ispat. (a)= (b): X sonlu S-es iiretilmis bir A-modiil olsun. X in alt modiillerinin,
NieaY; = 0 Ozelligini saglayan herhangi bir {Y;};ca ailesi ele alinsin. X sonlu S-es
iiretilmis oldugundan S(Yi NY,n..n Yl-n) = 0 olacak sekilde bir s € S vardir. O

zaman,

n
ﬂYik ‘A X) C anny(X)

s[(Vi,ta X) 0 (Y, X) 0 (Y, 0 X)] = s<

dir. s & anny (X) ve ann, (X) asal oldugundan bir i), € A igin (Yik ‘A X) c anny(X)

olur. X garpimsal oldugu i¢in ¥;, = 0 olur ve bdylece sifir alt modiilii kuvvetli asaldir.

(a)= (b): X in alt modiilerinin, N;ep Y; = 0 6zelligini saglayan herhangi bir {Y;};ca
ailesi olsun. N;ep Y; € 0 ve sifir alt modiili kuvvetli asal oldugundan bir j € A igin,
Y; = 0 olur. Su hélde, X sonlu es tretilmis bir modiildiir ve Onerme 3.3.1(a) yi

kullanarak X sonlu S-es tiretilmis bir modiil olur.

Lemma 3.3.1. Her i = 1, 2 i¢in, X; bir 4;-modiil olsun. S;, 4; nin bir carpimsal kapali
alt kiimesi olmak iizere, A=A4; X 4, , S=5,X%X S, ve X =X; X X, oldugu

varsayilsin. Asagidaki ifadeler denktir.

a. X sonlu S-es liretilmis bir A-modiildiir.

b. Heri = 1,2 i¢in, X; sonlu S;-es iiretilmis bir A;-modiildiir.

ispat. (a)= (b): X sonlu S-es iiretilmis bir A-modiil olsun. X; in alt modiillerinin,

Nkea Lgcl) = Oy, Ozelligini saglayan herhangi bir {Lg)} . ailesi ele alinsin. Y, =
ke

Lgcl) X Oy, olsun ve bdylece Nyep Y = Ox olur. X sonlu S-es tiretilmis oldugundan
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(Y, 0 Yy, 00 %) =s(L8 0 LY 00 L x 0y,) = 0y

olacak sekilde s = (sq, s3) €S ve kq,ky, ..., k, €N vardir. Boylece sl(Lgcll) N

Lgclz) Nn..nN LE}T?) = Oy, olur ve X; sonlu S, -eg Uretilmis bir A, -modiildiir. Benzer

sekilde, X, nin sonlu S,-es tiretilmis bir A,-modiil oldugu gosterilebilir.

(b) =(a): (b) nin varlig1 kabul edilsin. X in alt modiilerinin, Nyep L = 0y 6zelligini
saglayan herhangi bir {L; };en ailesi ele alinsin. Yi(k), X; nin bir alt modiilii olmak

tizere, L) = Yl(k) X Yz(k) yazilabilir. Su halde,

ﬂLk = ﬂ(yf") x v ) = (ﬂ Yf’”) X <ﬂ Yz(k)> = 0y

keA k€EA k€eA kEA

Boylece, her i = 1,2 igin Ngep Yi(k) = Oy, olur. X; sonlu §;-es tretilmis A; -modil
oldugundan si(nkeAi Yi(k)) = Oy, olacak sekilde s, € Sy, 5, € S, ve sonlu Ay, A, A

kiimeleri vardir. s = (s1,5;) € S olsun. s(Ngea LUA, Ly) = 0y olur. Bundan dolay1, X

sonlu S-es iiretilmis bir A-modiildiir.

Teorem 3.3.3. Her i = 1,2, ...,n i¢in, X; bir 4;-modiil ve S;, 4; nin bir ¢arpimsal
kapali alt kiimesi olsun. A =A; X A; X ... XA4,, S=85X §, X .. XS5, ve X =

X1 X X, X ... XX, oldugu varsayilsin. Asagidaki ifadeler denktir.

a. X sonlu S-es liretilmis bir A-modiildiir.

b. Heri=1,2,...,nig¢in, X; sonlu S;-es tiretilmis bir A;-modildiir.

Ispat. Teorem 3.2.3 teki benzer argiiman ve Lemma 3.3.1 i kullanarak, X in sonlu S-
es tretilmis bir A-modiil olmasi gerek ve yeter kosul her i = 1,2, ..., n i¢in, X; nin

sonlu S;-es Uretilmis bir A;-modiil olmasi1 gosterilebilir.
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X bir A-modiil ve P, A nin asal ideali olsun. Sp = A — P koyulsun. Eger X sonlu Sp-
es uretilmis bir modiil ise, X e sonlu P-es liretilmis modiil denir. Simdi, sonlu es

tiretilmis modiiller sonlu S-es tiretilmis modiiller olarak karakterize edilecek.
Teorem 3.3.4. X bir A-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

a. X sonlu es iiretilmis bir modiildiir.
b. Her P € Spec(A) i¢in, X sonlu P-es iiretilmis bir modiildiir.
C. Her M € Max(A) i¢in, X sonlu M -es iiretilmis bir modiildiir.

Ispat. (a)= (b): Onerme 3.3.1 de ispat1 verilmisti.
(b) = (c): Agiktir.

(c) =(a): (c) uin varlig1 kabul edilsin. X in alt modiillerinin, N;cpY; = 0 6zelligini
saglayan herhangi bir {Y;};cs ailesi olsun. X sonlu M -es diretilmis bir modiil
oldugundan, sm(ﬂ k€A Yk) = 0 olacak sekilde s,, € M ve sonlu bir A,,C A alt

kiimesi vardir. Simdi,

J =4Sp:AM € Max(A), s, € M ve sonlu bir A’

C A alt kiimesi igin s, (ﬂ Yk> = 0}

ke’

koyulsun. (J) = A olur. O zaman, M; € Max(A) olmak iizere, (Sp, ) + (Sm,) + - +
(smn) = A olacak sekilde s, € ] — M; vardir. Boylece, smi(ﬂ Kel; Yk) = 0 olacak
sekilde sonlu A4, A,, ..., A, € A alt kiimeleri vardir. A*= A; UA, U ...U A, olsun ve
(Sm;)(Nkea¥i) =0 olur.  Yani, ((sml) + (sSm,) + -+ (smn)) (Nien i) =

(Ngea+ Yx) = 0 dir. Bundan dolay1, X sonlu es iretilmis bir modiildiir.



BOLUM4.S -NOETHERRIAN SPEKTRUM KOSULUNUN
SAGLAYAN MODULLER?

Cebirde, halkalar ve modiiller lizerindeki ¢esitli artan zincir kosullart bircok yazar
tarafindan genis capta incelenmistir (Bkz. [34, 29, 40, 19]). Bir degismeli halka A nin,
radikal idealler lizerinde artan zincir (ACC) kosulunu sagliyorsa Noetherian spektruma

sahip oldugu hatirlansin. Yani, A nin radikal ideallerinin her artan
Ilglzg“‘ glng"‘

zinciri durur [41]. V1, I nin radikal ideali olsun. Bir 4 halkasi Noetherian spektruma

sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin her ideali [ igin VI =

\/Aal + Aa, + .-+ Aa,, olacak sekilde a4, as,...,a, € I var olmasidir olduguna
dikkat edilsin [41] (Onerme 2.1). Bu zamana kadar, halkalar ve modiiller {izerindeki
Noetherian spektrum kosulu dikkat ¢ekmistir (Bkz. [32, 42, 16, 43, 44]). Son
zamanlarda, [45] te H. Ahmed, Noetherian Spectrum kavramini halkalar {izerinde S-

Noetherian Spektrum kavramina genelledi. S € R bir ¢arpimsal kapali alt kiime olsun.

A bir halka ve I, A nin ideali olsun. sI S \/Aal + Aa, + -+ + Aa, olacak sekilde s €
Sveay,ay, ..., a, €I varsa, I ya radikal S-sonlu denir. Ozellikle, A nin her idealinin
radikal S-sonlu olmasi durumunda A ya S-Noetherian spektrum kosulunu saglar denir.
Noetherian spektruma sahip bir halka S-Noetherian spektrum kosulunu saglamaktadir.
Eger S © u (A) ise tersinin de dogru oldugu aciktir. Buradaki u (4), A daki tiim birim

elemanlarinin kiimesini belirtir. Yazar, [45] te, Noetherian spektruma sahip halkalarin

3 Bu boliim asagidaki gibi yaymlanmustir:
Ozen, M., Naji, O.A., Tekir U. and Kog, S., “On Modules Satisfying S-Noetherian Spectrum Condition”,
Communications in Mathematics and Statistics, (2021), DOI:10.1007/s40304-021-00268-1
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bircok 6zelligini, S-Noetherian spektrum kosulunu saglayan halkalara aktarmaktadir.
Ozellikle, bir halka A, S-Noetherian spektrum saglar ancak ve ancak A nin her radikal
ideali radikal S -sonludur ancak ve ancak A nin her asal ideali radikal S -sonlu
oldugunu gosterir [45] (Teorem 2.2). Bu boliimde amacimiz halkalar tizerindeki S-
Noetherian spektrum kosulunu modiillere genisletmek ve S-Noetherian spektrum

kosulunu saglayan modiillerin 6zelliklerini incelemektir.

Asal alt modiil kavrami, modiiliin bir¢ok sinifinin yapisini belirlemede 6énemli bir role
sahiptir. P, X in bir has alt modiilii olsun. Her r € A ve x € X i¢in, rx € P olmas1 x €
P veyar € (P:; X) olmasi gerektiriyorsa P ye A-modiil X in bir asal alt modiilii
denir [8]. Degismeli halkada bir idealin radikali kavramina benzer sekilde, P yi
kapsayan tiim asal alt modiillerin kesisimine, P alt modiiliiniin radikali denir. Bu
radikal, rady (P) ile gosterilir. Eger P yi kapsayan asal alt modiil yoksa, rady(P) =
X olur [46]. Carpimsal veya sonlu iiretilmis modiillerde, X in her has alt modiilii Y i¢in
her zaman Y yi kapsayan bir asal alt modiil bulunduguna dikkat edilsin. D. Rush, [44]
te halkalar tizerindaki Noetherian spektrum kavramini modiillere genisletmistir. Y, X
in bir alt modiilii olsun. Y alt modiiliinii kapsayan tiim asal alt modiillerinin kiimesini
V(Y) ={P € Spec(X):Y € P} ile gosterilsin. V (Y) = V (F) veya buna es olarak
rady(Y) = rady(F) olacak sekilde Y nin bir sonlu tiretilmis alt modiilii F varsa, Y ye
radikal sonlu denir [44]. Ozellikle, X in tiim alt modiilleri radikal sonlu ise, bir A-

modiil X, Noetherian spektruma sahiptir [44].

4.1. Tammm ve Temel Ozellikler

Tamm 4.1.1. A bir halka, Y, A —modul X in bir alt moduli ve S € A bir garpimsal
kapali1 kiime olsun. sY € rady(F) olacak sekilde s € S ve Y nin bir sonlu iiretilmis
alt modulu F varsa, Y alt modilune radikal S-sonlu denir. Ayrica, eger X in her alt
modull Y radikal S-sonlu ise, A-modul X e S-Noetherian spektrum kosulunu saglar

denir.
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Ornek 4.1.1.

a. Her radikal sonlu alt modiil, radikal S-sonludur. S S u(A) ise bunun tersi de
gecerlidir.

b. Her ¢arpimsal kapali S € A alt kiimesi i¢in Noetherian spektruma sahip her
modiil, S-Noetherian spektrum kosulunu saglar.

C. S S u(A) olsun. Bir A-modiil Noetherian spektruma sahiptir ancak ve ancak

S-Noetherian spektrum kosulunu saglar.

Ornek 4.1.2. S, A nin ¢arpimsal kapal1 bir altkiimesi ve S N ann,(X) # 0 olacak

sekilde X bir A-modil olsun. X, S-Noetherian spektrum kosulunu saglar.

Onerme 4.1.1. A bir halka, X bir A —modiil ve S S A ¢arpimsal kapali bir kiime

olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.

a. Eger S; € S,, A nin ¢arpimsal kapal1 alt kiimeleri ve A-modiil X S;-
Noetherian spektrum kosulunu saglar ise X de S,-Noetherian spektrum
kosulunu saglar.

b. S*, S nin doyurulmus kiimesi olsun. A-modiil X, S-Noetherian spektrum
kosulunu saglar ancak ve ancak X, S*-Noetherian spektrum kosulunu
saglar.

C. X, bir carpimsal A-modiil ve S € Uy (A), A nin bir ¢arpimsal kapali alt
kiimesi olsun. A-modiil X Noetherian spektruma sahiptir ancak ve ancak
X S-Noetherian spektrum kosulunu saglar.

d. anng(X) NS = @ olmak iizere, X, S-Noetherian spektrum kosulunu
saglayan bir A-modiil olsun. S~*A-modiil S~*X Noetherian spektruma

sahiptir.

Ispat.
a. Aciktir.
b. X, S-Noectherian spektrum kosulunu saglayan bir A-modiil verilsin. S € S*

oldugundan, (a) kullanilarak X, S$*-Noetherian spektrum kosulunu saglar.
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Bunun tersi i¢in, X in S*-Noetherian spektrum kosulunu sagladig1 varsayilsin.

Y, X in bir alt modiilii olsun. sY € rady(F) olacak sekilde s € S* ve Y nin

bir sonlu iiretilmis alt modiilii F vardir. ;, S71A nin birimsel elemanindan

%% = 1 olacak sekilde a € Avet € S vardir. Sonra, baziu € Si¢inusa =

ut elde edilir s'= ut € S olsun. s'Y = (ua)sY € sY C rady(F)

bulunur. Dolayisiyla X, S-Noetherian spektrum kosulunu saglar.

C. X, Noectherian spektruma sahip bir A-modiil verilsin. S; = {1} € S alarak
istenen (a) den elde edilir. Y, X in bir alt modiilii olsun. X, S-Noetherian
spektrum kosulunu sagladigindan, sY < rady(F) olacak sekilde s € SveY
nin bir sonlu tiretilmis alt modiilii F vardir. X bir ¢carpimsal modiil ve sX = X

oldugundan,

Y= (Vi DX = (Y1, X)sX
=s(Y:y X)X =sY Crady(F)

elde edilir. Dolayisiyla X, Noetherian spektruma sahiptir.

d. F, X in bir alt modili olmak iizere, S"l(radx (F)) C rads-14(S71F)
oldugunu belirtmek yeterlidir. Ayrica F, X in bir sonlu iiretilmis alt modiilii ise,

o halde, S™'F de S™1X in sonlu iiretilmis bir alt modiiliidiir.

Onerme 4.1.2. X in radikal S-sonlu olmayan alt modllerinin bir ailesi A olsun. Eger
A bos degilse, bu taktirde, A bir maksimal eleman icerir ve bu gibi herhangi bir

maksimal eleman asal bir alt moduldur.

Ispat. A # @ olsun. (A, €) kismi sirali bir kiimedir. {Y;};ca, A da artan bir zincir ve
Y = U;eaY; olsun. O halde Y, radikal S -sonlu degildir. Aksi varsayilsin. sY €
rady(F) olacak sekilde s € S ve Y nin bir sonlu iiretilmis alt modiilii F vardir. F
sonlu iiretilmis oldugundan, F C Y, olacak sekilde k € A vardir ve sY, € sY C

rady (F) olur. Bu ise bir ¢eliskidir. Dolayisiyla Y, A da {Y;};ep nin bir st siniridir.
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Zorn'un Lemmasi'na gére A, bir maksimal eleman P ye sahiptir. Simdi, P nin bir asal
alt modiil oldugu gosterilecek. Aksi kabul edilsin. ax € Pilea & (P:4 X) olacak
sekilde x € X — P ve a € A var oldugu varsayilsin. P maksimal oldugundan, P +
aX ve (P:y a) radikal S -sonludur. s(P + aX) € rady(H) ve t(P:x a) ©
rady (F,) olacak sekilde P + aX in bir sonlu lretilmis alt modiilii H, (P :x a) nin bir
sonlu tiretilmis alt modiilii F, ve s,t € S vardir. h;, H nin bir iireteci olsun. x; € P,
m; € X olmak iizere, her h; = x; + am; seklinde yazilabilir. F;, x; ler tarafindan

tiretilen alt modiil olsun. F; sonlu iiretilmistir.
F,cP, V(F,) € V(t(P:x a)) ve V(F, + aX) € V(s(P + aX))

elde edilir. F; + aF, € P ve F; + aF, sonlu iiretilmis olduguna dikkat edilsin.
Simdi, V(F; + aF,) € V(stP) ispatlanarak, stP € rady(F; + aF,) oldugunu
gostermek istenmektedir. P* € V(F; + aF,) olsun. O halde, F; + aF, S P* olur.
aF, € P* bulunur ve P* asal oldugundan F, € P* ya da aX € P* ede edilir. Eger
F, € P*ise, stP € tP < t(P:x a) € P* ¢ikar. Eger aX € P* ise, F; + aX < P*
ve boylece stP € sP € s(P + aX) € P* olur. Dolayisiyla P € V(stP) bulunur.
Boylece V(F; + aF,) S V(stP) ve stP € rady(stP) € rady(F, + aF,) elde
edilir. Su halde, P radikal S-sonludur. Bu ise bir ¢eliskidir. Bu nedenle, P bir asal alt

modildir.

4.2. S-Noetherian Spektrum Kosulunun Karakterizasyonlari

Asagidaki teorem, S-Noetherian spektrum kosulunu saglayan modiiller icin Cohen

teoreminin karsiligidir.

Teorem 4.2.1. S, A halkasinin bir ¢carpimsal kapali alt kiimesi ve X bir A-modiil olsun.

Asagidaki ifadeler denktir.

a. X §- Noetherian spektrum kosulunu saglar.
b. X in her radikal alt modiili, radikal S-sonludur.

C. X in her asal alt modiilii, radikal S-sonludur.
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ispat. (a)= (b): Agiktir.

(b) = (c): Her asal alt modiiliin radikal oldugu gerceginden elde edilir.

(c) =(a): X in radikal S-sonlu olmayan bir alt modiilii oldugu varsayilsin. A, X in
radikal S-sonlu olmayan alt modiillerinin ailesi olsun. O halde, A # @ dir. Onerme
4.1.2 ye gore, X in radikal S-sonlu olmayan bir asal alt modiilii vardir. Bu ise bir

celiskidir.

I, A halkasinin bir ideali ve m: A = A/I, her a € A i¢in, m(a) = a + I ile tamimlanan
dogal homomorfizma olsun. S € A bir ¢arpimsal kapali alt kiime olmak iizere, (S)
de A/I nin bir ¢carpimsal kapali alt kiimesidir. Simdi, S-Noetherian spektrum kosulunu
saglayan modiiller S -Noetherian spektrum kosulunu saglayan halkalar agisindan
karakterize edilecek. Sonraki teoremde m: A - A/anny(X), her a € A i¢in, m(a) =

a + anny (X) olarak tanimlanir.

Teorem 4.2.2. X bir carpimsal sonlu iiretilmis A-modiil ve S € A bir ¢arpimsal kapali

alt kiime olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

a. X S- Noetherian spektrum kosulunu saglar.

b. A/ann,(X) m(S)-Noetherian spektrum kosulunu saglar.

Ispat. (a)= (b): ], A/ann,(X) in bir ideali olsun. ] = I/ann,(X) olacak sekilde A
nin anny(X) iceren bir ideali I vardir. Y = IX olsun. X, S-Noetherian spektrum
kosulunu sagladigindan, sY € rady(F) olacak sekilde s €S ve Y nin bir sonlu
tiretilmis alt modilii F vardir. X ¢arpimsal modiil ve F sonlu iretilmis alt modiil
oldugundan, A nin baz1 sonlu iretilmis ideali K i¢cin F = KX gercgeklenir. X sonlu

iiretilmis ¢arpimsal oldugundan, [47] (Teorem 4) kullanilarak,

sY = sIX S rady(F) = rady(KX) =VKX

elde edilir. [37] (Teorem 9 Sonug) kullanilarak,
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sl SVK + anny(X) € \/K+ anny (X)

bulunur. K sonlu iiretilmis oldugundan bazi a; € K icin K = Aa; + Aa, + -+

Aa,, seklinde yazilabilir. @, = a; + anny (X) olmak iizere, K € I ve

VK + anny (X) /ann,(X) = VK + anny(X)/ann,(X) =/ (@7, @3, .., @)

olduguna dikkat edilsin.

O halde, baz1 a; + ann,(X) € J i¢in (s + annA(X))] c \/(a_l,a_z, .., @y) olur.
Boylece | radikal 7(S) -sonludur. Dolayistyla, A/anny(X) , m(S) -Noetherian

spektrum kosulunu saglar.

(b) =(a): Y, X in bir alt modiilii olsun. A/anny(X), m(S)-Noetherian spektrum

kosulunu sagladigindan, @, = a; + ann, (X) olmak iizere,

(S + annA(X))[(Y ‘A X) / annA(X)] = \/(a_li a_Z' 'a_n)

olacak sekilde birs € S ve aq,ay, ...,a, € (Y4 X) vardir.

V@, az, ..., @) = JAa; + Aay + ...+ Aa, + ann,(X) / ann,(X)

olduguna dikkat edilsin. s(Y ;4 X) © \/Aal + Aa, + ...+ Aa, + anny(X) ¢ikar. X

carpimsal oldugundan, sY € \/Aal + Aa, + ...+ Aa, + anng (X)X olur. X sonlu

iretilmis ¢arpimsal oldugundan, [47] (Teorem 4) kullanilarak,

sY € JAa; + Aa, + ..+ Aa, +ann, (X)X

rady ((Aa1 + Aa, + ...+ Aa, + annA(X))X)

= Tadx((Aal +Aa2 + ...+ Aan)X)
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elde edilir. X sonlu tiretilmis ¢arpimsal oldugundan, (Aa; + Aa, + ...+ Aa,)X de
sonlu dretilmistir ve (Aa; + Aa, + ...+ Aa,)X € Y dir. Boylece Y radikal S -

sonludur. Dolayistyla X, S-Noetherian spektrum kosulunu saglar.

Sonug 4.2.1. X bir ¢arpimsal sonlu tiretilmis sadik A-modil ve S € A bir garpimsal
kapal1 alt kiime olsun. X, S-Noetherian spektrum kosulunu saglar ancak ve ancak A,

S-Noetherian spektrum kosulunu saglar.
Ispat. Dogrudan Teorem 4.2.2 den ¢ikar.

X bir A-modiil ve P, A nin bir asal ideal olsun. Burada not edilsin ki, S, = A — P, A
nin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesidir. Eger X bir Sp-Noetherian spektrum kosulunu
saglar ise X e P-Noetherian spektrum kosulunu saglayan bir modiil denir. Simdi,
Noetherian spektruma sahip modiiller S-Noetherian spektrum kosulunu saglayan

modiiller agisindan karakterize edilecek.
Teorem 4.2.3. X bir A-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

a. X, Noetherian spektruma sahiptir.
b. Her P € Spec(A) i¢in, X P-Noetherian spektrum kosulunu saglar.
Cc. Her M € Max(A) i¢in, X M -Noetherian spektrum kosulunu saglar.

ispat.

(a)= (b): Ornek 4.1.1(b) den cikar.

(b) = (c): Her maksimal idealin asal oldugu gergeginden ¢ikar.

(c) =(a): X in her M' € Max(A) i¢in M -Noetherian spektrum kosulunu sagladigi
varsayilsin. Y, X in bir alt modiilii olsun. F, Y nin sonlu {iretilmis bir alt modiilii olmak
tizere, V(F) = V(Y) oldugunu gostermek istenmektedir. Her M € Max(A)
icin Y < rady(Fy) olacak sekilde 1y, € M ve Y nin bir sonlu iiretilmis Fj, alt
modili vardir. | = {ry, : rY S rady(F)r) olacak sekilde AM € Max(A), 1 €
M ve Y nin bir sonlu iiretilmis F, alt modiilii vardir } olsun. (J) = A oldugu kolayca

goriiliir. Boylece (er) + (rMZ) + -+ (rMn) = A olacak sekilde ry, €] — M;
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vardir. Her i = 1,2,...,n igin rMiY c radM(FMi) olacak sekilde Y nin bir sonlu

tretilmig Fjg, alt modiilti vardir.

n

V =4y = [(m) + (1) + -+ (m)]Y € ) rady(Fag,)

i=1

elde edilir. F =X, Fy, olsun. F, Y nin bir sonlu iiretilmis alt modiiliidiir ve
dolayistyla V(Y) € V(F) olur. P € V(F) olsun. O halde, };i; F;, € P ve boylece
her i igin Fj;, © P bulunur. Yani radX(FMi) CP ve Z?:ﬁadx(FJvri) C P dir
Dolayisiyla Y © Z{Llradx(FMi) C P olur ve P€V(Y) bulunur. Bu nedenle
V(F) = V(Y) ve M, Noetherian spektruma sahiptir.

f: X — X' bir A-homomorfizma olsun. X in herhangi bir alt modiili Y igin
f (radX(Y)) c radxr(f (Y)) oldugu agiktir. Bunu gérmek igin x" € f (radX(Y)) ele
alinsin. Boylece x' = f(x) olacak sekilde bir x € rady(Y) bulunur. Simdi, X in
f(Y) yiigeren bir asal alt modiilii P* ele alinsin. Eger f~1(P*) # X ise f "1(P*), X in
Y yi iceren bir asal alt modiiliidiir. Yani x € f~1(P*) ve boylece x' = f(x) € P*
olur. Bu nedenle f (radX (Y)) c radX/(f (Y)) elde edilir. Ayrica, [48] (Sonug 1.3) te,
McCasland ve Moore, f bir orten A-homomorfizma olmak {izere, herhangi alt
modiiller Ker(f)SYSX ve Y' €X' icin, f(radx(Y))=rady(f(Y)) ve
f(rady (Y") = rady(f~2(Y")) oldugunu ispatlad.

Onerme 4.2.1. (a) f : X — X' bir A-epimorfizma ve S € A bir carpimsal kapali
altkime olsun. Eger X S -Noetherian spektrum kosulunu sagliyorsa, X' da S -

Noetherian spektrum kosulunu saglar.

(b) S € A bir carpimsal kapali altkiime ve X, S-Noetherian spektrum kosulunu
saglayan bir A-modul olsun. X in herhangi bir has alt moduld Y igin, bolim A-moduli

X /Y, S-Noetherian spektrum kosulunu saglar.
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Ispat. (@) Y’, X' nin bir alt modiilii olsun. Su halde f(Y) = Y’ olacak sekilde X in
bir Y alt modiilii vardir. X, S-Noetherian spektrum kosulunu sagladigindan, sY <
rady(F) olacak sekilde s € S ve Y nin bir sonlu iiretilmis alt modiilii F vardir.
Boylece f(sY) =sf(Y)=sY' C f(radX(F)) c raer(f(F)) olur. f(F), Y' nin
sonlu tiretilmis alt modiilii oldugundan, Y’ radikal S-sonludur. Bu nedenle, X', S-

Noetherian spektrum kosulunu saglar.
(b) (a) den ¢ikar.

Heri=1,2,...,ni¢in, X bir A;-modiil olsun. A = A; X A, X .. XA, veX = X; X
X, X .. X X, deolsun. Bu durumda, X bir A-modiildiir ve heri = 1, 2,...,n i¢in, ¥;,
X; nin bir alt modiilii olmak iizere, X in tiim alt modiilleri Y =Y; X ¥, X ... XY,
bicimine sahiptir. Ayrica, eger S;, A; nin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesi ise § = §; X

Sy X ... X §,, A nin ¢garpimsal kapali bir alt kiimesidir.

Onerme 4.2.2. Her i = 1,2 igin, X; bir 4;-modiil ve A = A; X A, olsun. Asagidaki
ifadeler denktir.

a. Y, A-modiil X; X X, nin bir asal alt modiiliidiir.
b. Y,,Y, sirasiyla X; ve X, nin asal alt modiilleri olmak tizere, Y = Y; X X,

veya Y = X; X Y, bi¢gimindedir.

Ispat. ()= (b): Y = Y; x Y,, A-modiil X; X X, nin bir asal alt modiilii ve ] = 0 X
A, olsun. I(X; X 0) €Y ve Y asal alt modiil oldugundan, X; X 0 S Y yadalC
(Y:4 Xy X X;) elde edilir. Boylece X; X 0 €Y ya da 0 X X, €Y olur. Yani Y =
Xy X YyyadaY =Y, X X, dir. Y; ve Y, sirasiyla X; ve X, nin asal alt modiilleri

oldugunu gérmek kolaydir.
(b) =(a): Acgiktir.

Teorem 4.2.4. Her i = 1,2, ...,n i¢in, X; bir A;-modiil, A = A; X A; X ... X A, ve
X =X, X X, X ... XX, olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
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a. Y, A-modiil X in bir asal alt modiiliidiir.
b. Y;, X; nin bir asal alt modiilii olmak lizere, Y = X; X X, X ... X Xj_; X X; X

Xjy1 - X Xy bigimindedir.
Ispat. Onerme 4.2.2 kullanilarak timevarimdan istenen bulunur.

Sonu¢ 4.4.2. Her i =1,2,...,n igin, X; bir A;-modil, A =A4; X A, X ... X A, ve
X =X; X X, X ... XX, olsun. Y;, X; nin bir alt modilu olmak tizere, Y =Y; X Y, X
.. X ¥, olsun. Bu taktirde, rady(Y) = rady, (Y1) X rady,(Yz) X .. X rady (¥y)

olur.

Ispat. (my,m,, ...,m,) € rady(Y) olsun. m; € rady, (Y;) oldugu gosterilecek. P, X;
nin Y; yi igeren bir asal alt modiilii olmak iizere, P = X; X X, X ... X X;_1 X P; X
Xit1 - X X, olsun. O halde Teorem 4.2.4 e gbre P, Y yi iceren bir asal alt modiildiir.
Yani (my, my, ..., m,) € P ve m; € P; olur. Bdylece m; € rady, (Y;) ve radx(Y) <
rady, (Y1) X rady,(Yz) X .. X rady (Y,) elde edilir  (my,my,..,m,) €
rady, (Y1) X rady,(Y;) X .. X rady (Y;) olsun. Her k=1,2,..,n i¢in my €
rady, (Y;) olur. Y yi igeren X in bir P asal alt modiilii ele almsm. P = X; X X, X
v X Xp_q X Py X Xpyq ... XX, olacak sekilde X; nin bir asal alt modiilii P; vardir.
Y < P oldugundan, Y; € P, ve boylece m; € P, olur. O halde (my,my,...,m,) €
XiX Xy X oo XX g XPe X Xpyq o XX =P bulunur. Dolayisiyla
(my,my, ...,my) € rady(Y) dir. Bu nedenle rady (Y) = rady, (Y1) X rady,(Y,) X

.. X rady (Y,) olur.

Teorem 4.2.5. Her i = 1,2, ...,n i¢in, X; bir 4;-modiil ve S;, 4; nin bir ¢arpimsal
kapali alt kiimesi olsun. A = A; X Ay X .. XA4,, S =8 X 5§, X .. XS, ve X =

Xi X X5 X ... X X, olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

a. X S-Noetherian spektrum kosulunu saglar.

b. Heri=1,2,..,nig¢in, X; S;-Noetherian spektrum kosulunu saglar.
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Ispat. (a)= (b): S-Noetherian spektrum kosulunu saglayan bir A-modiil X verilsin.
Y;, X; nin bir alt modiilii olsun. O halde Y =0 X ... X 0 X Y; X 0 X ... X 0, X in bir alt
modiilidiir. sY € rady(F) = rady, (F;) X rady,(F,) X .. X rady (F,) olacak
sekilde s = (54,55, ..., S,) € S ve Y nin bir sonlu liretilmis alt modiilii F = F; X F, X
... X F vardir. Dolayisiyla s;Y; € rady,(F;) ve F;, Y; nin sonlu firetilmis bir alt
modiiliidiir. Boylece her i = 1,2, ...,n i¢in X;, S;-Noetherian spektrum kosulunu

saglar.

(b) =(a): Heri = 1, 2, ..., n igin, S;-Noetherian spektrum kosulunu bir 4;-modiil X;
verilsin. Y;, X; nin bir alt modiilii olmak iizere, L = Y; X Y, X ... X Y,, X in bir alt
modiilii olsun. Heri = 1,2, ..., ni¢in, s;¥; < rady, (F;) olacak sekilde s; € §; ve Y;
nin bir sonlu tiretilmis alt modiili F; vardir. s = (84, S5, ...,5,) € Sve F = F; X F, X

... X F, olsun. F, L nin bir sonlu iiretilmis alt modiilidiir. Boylece
sL=s[Y; X Y, X .. XY, ] = s,Y; X s,Y, X... X8,Y,
C rady, (F1) X rady,(F;) X .. X rady, (F,) = rady(F)

elde edilir. Bu nedenle X, S-Noetherian spektrum kosulunu saglar.

Tanmm 4.2.1. 3, X in alt modiillerinin bos olmayan bir ailesi, S, A halkasinin bir
carpimsal kapali alt kiimesi olsun. Her K € J, s € S ve X in radikal alt modull Y igin,
sY € K olmas1 Y € 3 olmasini gerektiriyorsa, 3 ye radikal S-doymus aile denir.
Tamm 4.2.2. 3, X in alt modiillerinin bos olmayan bir ailesi, S, A halkasinin bir
carpimsal kapali alt kiimesi olsun. Her Y € 3 igin, K € Y olmasi sabit bir s € S i¢in

sY € K olmasini gerektiriyorsa, K ye J nin S-maksimal elemani denir.

X bir carpimsal sonlu iiretilmis A-modiil olsun. [47] (Teorem 4) iin ispatindan, X in

herhangi bir alt modiilii Y i¢in, (rady(Y) :4 X) = /(Y ;4 X) dir. Eger Y bir radikal
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alt modiil (yani rady(Y) =Y) ise /(Y4 X) = (rady(Y) 4 X) = (Y :4 X) olur ve
su halde (Y :4 X), A nin radikal bir idealidir.

Teorem 4.2.6. X bir ¢carpimsal sonlu iiretilmis A-modiil ve S € A bir ¢arpimsal kapali

alt kiime olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

X S- Noetherian spektrum kosulunu saglar.

T &

X in her radikal alt modiili radikal S-sonludur.

X in her asal alt modiili radikal S-sonludur.

134

d. X in radikal alt modiillerinin her bos olmayan radikal S-doymus ailesi 3, bir
maksimal elemana sahiptir.
e. X inradikal alt modiillerinin her bos olmayan ailesi 3, bir S-maksimal

elemana sahiptir.
Ispat. (a)= (b) © (c): Teorem 4.2.1 den ¢ikar.

(b) = (d): 3, X inradikal alt modiillerinin, bos olmayan, bir radikal S-doymus ailesi
olsun. O halde (3, S) nin kismi sirali bir kiime oldugu aciktir. Zorn'un Lemmasi
uygulanacak. J nin bir {Y;};c zinciri g6z oniine alinsin. Simdi, Y = U;eaY; X in bir
radikal alt modilii oldugu gosterilecek. m € rady(Y) olsun. X ¢arpimsal sonlu
iretilmis oldugundan, A nin bazi sonlu iiretilmis ideal [ i¢in Am = IX dir. X
carpimsal oldugundan, [49] (Teorem 3.1) kullanilarak, baz1 k € N igin I¥X < Y olur.
X ve I sonlu iiretilmis oldugundan, I*X sonlu iiretilmis bir alt modiildiir. Yani, bazi
m; €X i¢in, I¥X = Amy + Am, + .-+ Am,, seklinde yazilabilir Tim j =
1,2,...,n i¢cin m; €Y = Ui Y; elde edili. Tim j = 1,2,...,n i¢in m; € Y;
olacak sekilde t € A vardir. Boylece 1¥X € Y, bulunur. Y, bir radikal alt modiil
oldugundan, I € \/m =(Y;:4 X) cikar. O halde, AmM =IXC Y, C Y elde
edilir. Dolayisiyla Y, X in bir radikal alt modiiliidiir. O halde (b) ile, Y radikal S-
sonludur. sY < rady(Ax; + Ax, + -+ Ax;) olacak sekilde SES ve
X1, Xz, ..., X € Y vardir. x4, X5, ..., x; € Y oldugunda, x4, x5, ..., x; € Y,, olacak sekilde

v€EA vardir ve sY Crady(Ax; +Ax, + -+ Ax;) S rady(¥,) =Y, olur. J
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radikal S-doymus aile ve Y, € 3 oldugundan, Y € 3 bulunur. Yani Vi, ¥; =Y €3

dir. Zorn'un Lemmasi'na gore J nin bir maksimal elemana sahiptir.

(d) = (e): 3, X in radikal alt modiillerinin, bos olmayan bir ailesi olsun. J* =
{Y : Y bir radikal alt modildir,sY €Y' olacak sekildes € SveY' €

3 vardir} olarak tanimlansin. Simdi, I nin, X in radikal alt modiillerinin radikal S-
doymus bir ailesi oldugu gosterilecek. sSK € Y™ olmak iizere, K, X in radikal bir alt
modiili, s € S ve Y* € 3" olsun. Y* € J* oldugundan, s;Y* € K’ olacak sekilde s, €
Sve K' € 3 vardir. Boylece ss;K € s,Y* € K’ bulunur. Yani K € J3* ve dolayisiyla
3" radikal S-doymustur. Boylece (d) ile, I* bir L € JI* maksimal elemanina sahiptir.
O halde, s*L < L' olacak sekilde s* € S ve bir L' € J alt modiilii vardir. Simdi, L' nin
3 nin bir S-maksimal elemant oldugu gosterilecek. Baz1 K’ € Jicin L' € K’ olsun.
m € rady(L + K') ele alinsin. Am = IX olmak {izere, A nin baz1 ideali I ve n, €
N igin I™X € L + K’ bulunur. Boylece s*I™X € s*L + s*K' € K' olur. Buradan
s*l € m =K'y X) ve ssmes"Am =s*IX €K' olur. s*rady(L+
K') € K' elde edilir. rady(L + K'), radikal alt modill ve K' € J oldugundan,
rady(L + K') € 3" bulunur. L € rady(L + K') ve L maksimal oldugundan, K' €
rady(L+ K') =L ve s*K' € s*L € L' olur. Dolayisiyla, L', J nin bir S-maksimal
elemanidir.

(e)=(a): Y, X in bir alt modiilii olsun. X in radikal alt modiillerinin J =
{rady(Ax; + Axy, + -+ Axp): X1, X5, .., X, EYven € N} ailesi g6z Oniine
alimsm. O halde (e) ile J, bir S-maksimal eleman K € J ye sahiptir. Yani, oyle bir
s € S vardir ki, bazi L € J i¢cin K € L oldugunda, sL € K olur. K € 3
oldugundan, bazi xq, x5, ..., x, €Y i¢in K = rady(Ax; + Ax, + -+ + Ax;) seklinde
yazilabilir. m € Y olsun. K € rady(Ax; + Ax, + -+ + Ax; + Am) ve rady(Ax; +
Axy, + -+ Axp + Am) €3 oldugundan, sm € rady(Ax; + Ax, + -+ Axj +
Am) € K elde edilir. Boylece sY € K = rady(Ax; + Ax, + -+ + Ax;) bulunur.

Dolayisiyla, Y radikal S-sonludur ve X, S-Noetherian spektrum kosulunu saglar.
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A bir halka, X bir A —modiil ve S € A c¢arpimsal kapali bir kiime olsun. X in alt
modiillerinin bir artan ¥; € ¥, € - € Y, € -+ zinciri olmak {lizere, n = k igin

sY, € Y, olacak sekilde s € S ve k € N varsa, {Y;};cy ailesine S-duragan denir.
Sonug¢ 4.2.3. X in tiim radikal alt modiillerinin kiimesi sayilabilir olmak tizere, X bir
carpimsal sonlu iiretilmis A-modiil ve S € A bir ¢arpimsal kapali alt kiime olsun.

Asagidaki ifadeler denktir.

X S- Noetherian spektrum kosulunu saglar.

T

X in her radikal alt modiili radikal S-sonludur.

X in her asal alt modiili radikal S-sonludur.

o

d. X in radikal alt modiillerinin her artan zinciri S-duragandir.

e. X in radikal alt modiillerinin her bos olmayan radikal S-doymus ailesi 3, bir
maksimal elemana sahiptir.

f. X in radikal alt modiillerinin her bos olmayan ailesi 3, bir S-maksimal

elemana sahiptir.

ispat. (a)= (b) © (¢) © (e) & (f): Teorem 4.2.6 dan ¢ikar.

(f) = (d): X in radikal alt modiillerinin artan

Ylg YZ g---gyng...

zinciri goz oniline alinsin. J = {Y;};en olsun. O halde (f) ile J, bir S-maksimal eleman
Y, € 3 ye sahiptir. Her n > k i¢in Y}, € Y,, oldugundan, sY,, € Y, olacak sekilde

sabit bir s € S vardir. Bu nedenle, {Y;};cy S-duragandir.

(d) = (e): 3, X in radikal alt modiillerinin, bos olmayan, bir radikal S-doymus ailesi
olsun. O halde (3, €) nin kismi siral1 bir kiime oldugu agiktir. I de bir C zinciri g6z
ontinde bulundurulsun. Varsayimdan C sayilabilir ve C = {L;};cy seklinde yazilabilir.
C nin bir iist sinirina sahip oldugu gosterilecek. X inY; € ¥, €+ € Y, C --- artan

zincirini su sekilde tanimlansin: Y; = L4, eger Ly 2 Y,_4 ise Y, = L, ve aksi halde
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Y, = L, dir. O halde {Y;};ey € C ve U;en Li = U;en Y; oldugu kolayca goriiliir. Y =
Ujen Y; olsun. Onceki teoremin ispatina benzer bir argiiman kullanarak, Y nin X in
radikal bir alt modiilii oldugu gosterilebilir. Y; € ¥, € -+ € Y, C .-+, radikal alt
modillerin artan bir zincir oldugundan, (d) ile, tim n € N i¢in sY,, € Y,, olacak
sekilde s € S ve m € N vardir. Boylece sY <€ Y, olur. ¥, €3 ve J radikal S -
doymus aile oldugundan, Y € J bulunur. Bunedenle, C nin 3 de bir iist sinir1 Y vardir.

Zorn'un Lemmast ile J, bir maksimal elemana sahiptir.

Sonuc 4.2.4. A bir halka ve § € A bir ¢arpimsal kapali alt kiime olsun. Asagidaki
ifadeler denktir.

a. A S- Noetherian spektrum kosulunu saglar.
b. A nin her radikal ideali radikal S-sonludur.
C. A nin her asal ideali radikal S-sonludur.

d. Radikal ideallerin her bog olmayan ailesi 3, bir S-maksimal elemana sahiptir.

Ispat. X = A, alarak, istenen, Teorem 4.2.6 dan elde edilir.

Teorem 4.2.7. X bir A-modiil ve S € A bir carpimsal kapal1 alt kiime olsun. Asagidaki
ifadeler denktir.

a. A, S-Noetherian spektrum kosulunu saglar.
b. A xX,S o 0-Noetherian spektrum kosulunu saglar.

C. A xX,S « X-Noetherian spektrum kosulunu saglar.

Ispat. (a)= (b): A, S-Noetherian spektrum kosulunu saglayan bir halka verilsin. J,
A < X in bir asal ideali olsun. O halde, ] = P o« X olacak sekilde A nin bir P asal

ideali vardir. A, S-Noetherian spektrum kosulunu sagladigindan P, radikal S-sonludur.

Yani, sP € ,/Ax; + Ax, + -+ Ax, olacak sekilde s €S ve x;,%p,..,%, € P
vardir. Ayrica (s,0) €S x 0 ve (s,0)(P < X) =sP « sX oldugu agiktir. [A o<
X](x;,0) = Ax; < x;X oldugu kolayca goriilir. Boylece [11] (Teorem 3.2)

kullanilarak,
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L

n n
[A < X](x;,0) = ZAxl Exin ZAxiocX

elde edilir. Buradan

(5,0)(PxX)=5sP xsX €CsP «xX

n
2 Axi < X
i=1

n

- ZAO(X(xl,O)

i=1

N

bulunur. Timi = 1,2,...,nigin (x;,0) € P « X oldugundan P o X, radikal S « 0-

sonludur. Sonug 4.2.4 ile, A «< X, S « 0-Noetherian spektrum kosulunu saglar.

(b) = (c): S x 0 € S « X oldugundan ispatin geri kalan1 Onerme 4.1.1 den elde

edilir.

(c) =>(a): A x X in § o< X-Noetherian spektrum kosulunu sagladig: varsayilsin. I, A

nin bir ideali olmak iizere, ] = I o« X olsun. J radikal S o X-sonlu oldugundan

n

(s, m)(I x X) C Z[A o X](x; ,my)

i=1

olacak sekilde (s,m) € S « X ve (x; ,m;), (x,,m;), ..., (x,,my) € I < X vardur.

\/[A o« X]|(x;,m;) = \/Axl- o X oldugundan

(s, m(IxX)c [A o< X](x;,m;)

i
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= > VA «XGLm)

i=1

elde edilir. O halde, x4, x5, ..., x, € I i¢in sI € /¥, Ax; olur. Bu nedenle, 4, S-

Noetherian spektrum kosulunu saglar.
Sonug 4.2.4. X bir A-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

a. A, Noetherian spektruma sahiptir.

b. A o X, Noetherian spektruma sahiptir.

Ispat. istenen S = {1} alarak ve Teorem 4.2.7 yi uygulayarak elde edilir.



BOLUM 5. S — dccr KOSULUNU SAGLAYAN MODULLER*

accr ve accr™ kavramlari Lu tarafindan [18] de tanitilmistir. Bir A-modl X e A nin
her sonlu firetilmis (temel) ideali I ve X in her alt moduli Y icin (Y:xI) S
YIS (Y :yI3) S € (Y:ixI™) € artan zinciri duragan ise accr (accr*)
kosulunu sagliyor denir [18]. Noetherian halkalarin ve modiillerin gesitli 6nemli
ozellikleri bu modiil sinifina genellestirilmistir. Ote yandan, Taherizadeh, [22] de accr
kavraminin duali olan dccr kavramimi tanitti ve gelistirdi. Kavram, belirli alt
modullerde dcc yi saglayan modiillerin sinifini inceler. Bir A-modil X e A nin her
sonlu iiretilmis (ya da temel) ideali I ve X in her alt modilii Y igin IY 2 I?Y 2 I3Y 2
-+ 2 ™Y 2 -+ azalan zinciri duragan oluyorsa dccr (ya da dcer™) kosulunu sagliyor
denir. Taherizadeh, dccr kavramiyla ilgili kisa makalelerin bir dizisini yazmistir (Bkz.
[23], [24] ve [25]). Bu boliimde amacimiz S — dccr kavramini tanitmaktir. S — dccr,
dccr kavramini artinian, S-artinian ve dccr gibi gesitli kavramlar igin genel bir durum

olacak sekilde genellestirir.

5.1. S —dccr (S — dccr”) Kosulunu Saglayan Modiillerin Karakterizasyonu

Tamim 5.1.1. A bir halka, X bir A —-modil ve S € A ¢arpimsal kapali bir kiime olsun.
I, A nin bir ideali ve Y de X in bir alt modilu olsun. IY 2 I1?Y 2 13Y 2 .- 2[*'Y 2
.- azalan zincirine bir s € Sve k € N, her n > k igin sI*Y € I"Y kosulu saglanacak

sekilde bulunabilirse S-duragan denir.

4 Bu boliim agagidaki gibi yaymlanmistir:
Ozen, M., Naji, O.A., Tekir, U.and Kog, S., “On modules satisfying S-dccr condition”, Beitr Algebra
Geom (2021), DOI: 10.1007/s13366-021-00609-9
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Tamim 5.1.2. Bir A-modil X e A nin her sonlu iiretilmis (ya da temel) ideali I ve X in
her alt modull Y icin IY 2 I2Y 2 [3Y 2 --- 2 ["*Y 2 --- azalan zinciri S-duragan ise
S-dccr (ya da S — dcer™®) kosulunu sagliyor denir. Ozellikle, A nin A-modil olarak
S —dccr (S — dcer™) kosulunu saglamasi durumunda, A halkasinin S — dccr (S —

dccr™) kosulunu sagladigi sdylenir.

Ornek 5.1.1. S, A nin carpimsal kapali bir altkiimesi ve S N ann,(X) # @ olacak

sekilde X bir A-modul olsun. Bu durumda X, S — dccr kosulunu saglar.

Ornek 5.1.2. S, carpimsal kapal1 bir kiime olsun. Her S-Artinian modiil X, S — dccr

kosulunu saglar.

Ornek 5.1.3. S, carpimsal kapal1 bir kiime olsun. dccr* kosulunu saglayan her modiil

X, S — dccr” kosulunu saglar.
Onceki 6rnegin tersi genel olarak dogru degildir. Asagidaki 6rnege bakilsin.

Ornek 5.1.4. p bir asal sayr olmak iizere, A = Z X L, ve S =17 x {1}, A nn
carpimsal kapali bir altkiimesi olsun. A-modul A goz 6niine alinsin. A, S — dcer”
kosulunu saglar. Bunu gérmek i¢in, a = (a,,a,) E AveY = Y; XY,, Anin bir alt
modull olsun. Azalan {a™Y },,ey zincirinin S-duragan oldugu gosterilecek. {a} Y5 }nen
ailesi, Z,, nin azalan bir zinciridir ve Z,, sonlu bir cisim oldugundan, {a; Y }en, dccr”
yi saglar. Dolayisiyla, tim n > k icin ak¥, € al'V, olacak sekilde k € N vardir. s =
(0,1) € S olsun. sa*Y = (0,1)[aky; x akV,] = {0} x aky, € al'Y; x a}Y, = a™Y
oldugu dikkat edilsin. Ayn1 zamanda, A modilil, dccr* kosulunu saglamaz. q # r, Z
nin iki asal sayis1 olsun. Y = (r) x {0} ve a = (q,q) olmak lizere, A nin alt
modullerinin azalan {a™Y}, ey zinciri goz 6niine alinsin. O halde, herhangi bir k € N
ven > kicin akY = (q*r) x {0} & (q"r) x {0} = a™[(r) x {0}] = a™Y dir.

Lemma 5.1.1. A bir halka, X bir A —modiil ve S € A ¢arpimsal kapali bir kiime olsun.
Asagidaki ifadeler saglanir.
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Eger S; € S,, A nin ¢arpimsal kapali alt kiimeleri ve A-modiil X, S; —
dccr kosulunu saglar ise X de S, — dccr kosulunu saglar. Ozellikle, dccr
kosulunu saglayan her modiil ayn1 zamanda S — dccr kosulunu da saglar.
S*, S nin doyurulmus kiimesi olsun. A-modiil X, S — dccr kosulunu
saglar ancak ve ancak X, S* — dccr kosulunu saglar.

X, carpimsal bir A-modiil ve S € Uy (A4), A nin ¢arpimsal kapali bir alt
kiimesi olsun. A-modiil X, dccr kosulunu saglar ancak ve ancak X, S —
dccr kosulunu saglar.

S — dccr* kosulunu saglayan bir A-modiil X olsun. Su halde, S~14-

modiil S71X, dccr* kosulunu saglar.

Aciktir.

X, S — dccr kosulunu saglayan bir A-modiil verilsin. S € S* oldugundan, (a)
kullanilarak X, $* — dccr kosulunu saglar. Bunun tersi i¢in, X in $* — dccr
kosulunu sagladig1r varsayilsin. Y, X in bir alt modiilii ve I, A nin sonlu
iiretilmis bir ideali olmak {iizere, IY 2 I?Y 2 [3Y 2 --- 2 ["Y 2 ---, X in alt
modiillerinin bir azalan zinciri géz 6niinde bulundurulsun. Tiim n > k i¢in

sI¥Y € I™Y olacak sekilde s € S* ve k € N vardir. %, S™1A nin birimsel

elemanindan %% = 1 olacak sekilde a € A ve t € S vardir. Bir u € S icin

usa = ut elde edilir. s' = ut € S olsun. Yani, tiim n =k igin s'I*Y =
(ua)s I¥Y € sI*¥Y € I™Y olur. Dolayisiyla X, S — dccr kosulunu saglar.

X, dccr kosulunu saglayan bir A-modiil X verilsin. §; = {1} S S alarak
istenen (a) den elde edilir. Simdi, X, S — dccr kosulunu saglayan bir A-modiil
X verilsin. Y, X in bir alt modiilii ve I, A nin sonlu tiretilmis bir ideali olmak

iizere, X in alt modiillerinin bir azalan

IY21P°Y213Y 22" 2 -
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zinciri ele almsin. {I"Y},,cy S-duragan oldugundan, n > k igin sI¥Y < 'Y
olacak sekilde s € S ve k € N vardir. X carpimsal bir modiil ve sX = X

oldugundan, tim n > k i¢in

kY = (I*Y :y X)X = (I*Y :4 X)sX
=s(I*Y 4 X)X = sI*Y € I'Y

olur. Bu nedenle X, dccr kosulunu saglar.

d. X,S —dccr” kosulunu saglayan bir A-modiil verilsin. Y, X in bir alt modiilii

ve % € S~ 1A olmak iizere, S~1X in alt modiillerinin bir azalan

a a? F a”
—Slyo—-S§1lyo—-Sslyo..o—s51lyo..
S 52 53 n

s
zinciri gdz oniinde bulundurulsun. {a'Y} _ S-duragan oldugundan, n > k
IEN g g
icin s'akY € a™Y olacak sekilde s’ € S ve k € N vardir. Tiim n > k igin
ak a™

k
=S “ly c =S ~1Y oldugunu gostermek istenmektedir. % € :—k S71Y olsun. Bir

k
X €Y veu €S igin % = % bulunur. vus®y = vta*x € akY olacak sekilde

v € S vardir. O halde, n > k i¢in vus's*®y € a™Y olur. Yani, tim n > k icin

y _ vus'sky

es (@) =S5y ¢ ‘;—:s-ly dir. Dolaysiyla S~1A -modil

t  vus'skt

S71X, dcer* kosulunu saglar.

annyg(X) NS =@ oldugunda Lemma 5.1.1(d) iin tersinin genel olarak dogru
olmadigina dikkat edilsin. Asagidaki 6rnege bakilsin.

Ornek 5.1.5. Z bir Z-modiil ve S = reg(Z) = Z — {0} olsun. S™'Z = Q olur ve

boylece Q-modiil Q dccr” kosulunu saglar. Simdi Z nin alt modiillerinin asagidaki

2.2 2?7223 2+ D27 D -
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azalan zinciri géz Oniine alinsin. Herhangi bir s € S olsun. ebob(2,m) = 1 olmak
lizere, s = 2'm olacak sekilde t >0 ve m € Z vardir. Her k € N igin, s2*Z =
28*tm7 & 2%+t*17 olur. Bundan dolay1, Z-modiil Z, S — dccr* kosulunu saglamaz.
A bir indeks kiimesi ve S, A nin carpimsal kapal1 altkiimesi olsun. i EA olmak iizere,
s; € Sii¢in (Njea As;) NS # @ olur ise, S altkiimesine, kuvvetli ¢garpimsal kapali bir
altkime denir oldugu [50] den hatirlansin. A nin birimsel elemanlarinin u(A)
kiimesinin kuvvetli ¢arpimsal kapalit bir alt kiime olduguna ve ayrica her sonlu
carpimsal kapali alt kiimenin kuvvetli ¢arpimsal kapali bir alt kiime olduguna dikkat

edilsin.

Onerme 5.1.1. A bir halka, X bir A—modil ve S € A kuvvetli ¢arpimsal kapali bir
kiime olsun. A-modil X, S — dccr* kosulunu saglar ancak ve ancak S~1A-modiil

S71X, dcer* kosulunu saglar.

Ispat. Gerek kosul kismi1 Lemma 5.1.1(d) de dogrulanir. Yeter kosul i¢in S~ A-modiil
S$71X in dcer* kosulunu sagladigr varsayilsin. Y, X in bir alt modiilii ve a € A olmak

lizere, X in alt modiillerinin bir azalan

zinciri goz Oniline alinsm. O halde {aTLS _1Y}, N’ S$71X in alt modiillerinin azalan
S

zincirinin bir ailesidir. S™1X , dccr* kosulunu sagladigindan, tim n =k igin

k n
aTS‘lY c aTS‘lY olacak sekilde k € N vardir. Y = {y;};,cx olsun. Her i €A ve

k k
. . avyi a
y; €Y 1¢cin Ve%

€ TS‘lY c %S‘lY oldugundan s;a*y; € a™Y olacak sekilde
s; € Svardwr. S, kuvvetli ¢arpimsal kapali bir kiime oldugundan s € (N;ep As;)) NS
vardir. Béylece safy; € a™Y bulunur ve sa*Y € a™Y olur. Yani, X, S — dccr*
kosulunu saglar.

Onerme 5.1.2. D bir tamlik bélgesi S, D halkasinin doyurulmus sonlu garpimsal

kapali bir alt kiimesi olsun. Eger D, S — dccr™ kosulunu sagliyorsa, bu taktirde S =

D — {0} dur.


https://tureng.com/en/turkish-english/taml%C4%B1k%20b%C3%B6lgesi
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Ispat. a, D nin sifir olmayan bir elemani ve I = Aa olsun. D nin ideallerinin azalan

al2a’l2a’l 2 2a" 2 -

zinciri goz Online almsin. D, S — dcer” kosulunu sagladigindan, tim n > k i¢in
sakl < a™ olacak sekilde s € S ve k € N vardir. Bir b € D icin sa**! = a**?p
olur. Boylece a®**1(s — ab) = 0 ve ab = s bulunur. S doyurulmus oldugundan a € S

elde edilir.

Sonug 5.1.1. D bir tamlik bolgesi S, D halkasinin doyurulmus sonlu ¢arpimsal kapali
bir alt kiimesi olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

a. D,S —dccr® kosulunu saglar.

b. S= D —{0}.

Ispat. Onerme 5.1.1 ve Onerme 5.1.2 den gikar.

Onerme 5.1.3. S; € S,, A nin carpimsal kapali alt kiimeleri olsun. Her u € S, igin,
uv € S; olacak sekilde v € A mevcut oldugu varsayilsin. Su halde, A-modul X, S; —

dccr kosulunu saglar ancak ve ancak A-modil X, S, — dccr kosulunu saglar.

Ispat. (=): Lemma 5.1.1 den ¢ikar.

(&): Y, X in bir alt modiilii ve I, A nin sonlu {iretilmis bir ideali olmak tizere, X in alt

modiillerinin bir azalan

IY2[’Y 213Y 22"V D -

zinciri goz Oniline almsin. X, S, — dcer kosulunu sagladigindan, tim n > k i¢in
sI®Y € I'Y olacak sekilde s €S, ve k € N vardir. Varsayimdan s’ = st € S
olacak sekilde t € A vardir. Béylece tiim n > k igin s'I¥Y € sI*Y < I™Y bulunur.

Bundan dolay1 A-modiil X, S; — dccr kosulunu saglar.


https://tureng.com/en/turkish-english/taml%C4%B1k%20b%C3%B6lgesi
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Sonraki teorem, S — dccr ve S — dcer® kavramlarinin herhangi bir modiil igin

esdeger oldugunu gosterir. Bundan dnce, asagidaki lemma gereklidir.

Lemma 5.1.2. A degismeli bir halka ve I = (a4, ay, ..., a,), A nin sonlu iiretilmis bir
ideali olsun. n > kr olmak iizere, herhangi iki pozitif tamsay1 k ve n igin [ =

(ai‘, aé‘, . af)[”_k dir [18].

Teorem 5.1.1. Herhangi bir A-modil X ve A nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi S i¢in

S —dccr ve S — dccer” kosullart denktir.

Ispat. Tanmimdan, S — dccr kosulunun S — dccr® kosuluna yol actign agiktir.
Dolayisiyla S — dccr® kosulunun S — dcer kosulunu verdigini gostermek yeterlidir.
Y, X in bir alt modiilii ve I = (a4, a,, ..., a,), A nin sonlu tretilmis bir ideali olmak

tizere, X in alt modiillerinin bir azalan
IY21?Y213Y 22"V 2 -

zinciri goz Oniline alinsin. X, S — dcer™ kosulunu sagladigindan, her q; i¢in timn >
k; i¢in sl-af"Y C al'Y olacak sekilde s; €S ve k; € N vardir. | = max{k;:i =
1,2,..,7} ve s = 515, .5, € S olsun. Su halde, her n >l i¢in s(a}, ab, ..., al)y =
salY +saky + -+ salY € al'Y + aly + -+ al?Y = (a}, a¥, ..., al)Y elde edilir.
k = Ir + 1 > Ir olsun. Lemma 5.1.2 den sI*Y = s(a}, aj, ...,al)I*7'Y ve tiim
n > kigin sI*Y € (a?,a¥, ..., aM) ¥ty € I*Y cikar. Boylece X, S — dccr kosulunu

saglar.

Lemma 5.1.3. A bir halka, X bir A -modiil ve S € A ¢arpimsal kapal1 bir kiime olsun.
X in herhangi bir Y alt modiilii, a € A, k € N ve s € S i¢cin asagidaki ifadeler
denktir:

a. Hern > kicin sa*Y < a™Y dir.

b. Hern > 0igin sY € a™Y + (0:y a®) dir.
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Ispat. (a)= (b): Her n = k igin sa*Y € a™Y olsun. x € Y olsun. Bir y € Y igin
sakx = a™y olur. Boylece a*(sx — a™ *y) = 0 ve sx — a™ ¥y € (0 :, a*) bulunur.
Yani sx € a®*Y + (0 :y a®) dir. Su halde, her n > k i¢in sY € a® *Y + (0 :y a*)

verilir. Buradan her n > 0 i¢in sY S a™Y + (0 :y a®) elde edilir.

(@)= (b): Her n >0 icin sY € a™Y + (0:y a*) olsun. Her iki tarafi da a” ile

carparak sa*Y € a™*kY elde edilir. Yani her n > k i¢in sa®Y € a™Y dir.
Asagidaki teoremde, S — dccr kavrami alt modiiller agisindan karakterize edilecek.

Teorem 5.1.2. A bir halka, X bir A —modiil ve S < A ¢arpimsal kapali bir kiime olsun.
Asagidaki ifadeler denktir.

a. X,S — dccr kosulunu saglar.
b. X,S — dccr” kosulunu saglar.
C. A nin her elemant a ve X in her alt modiilii Y i¢in her n = 0 i¢in sY €
a™ + (0:, a¥) olacak sekilde s € S ve k € N vardur.
d. A nin her sonlu iiretilmis ideali I ve X in her alt modiilii Y i¢in her n > 0 i¢in

sY € I™Y + (0:, I¥) olacak sekilde s € S ve k € N vardir.
Ispat. (a)& (b): Teorem 5.1.1 den ¢ikar.
(b) © (c): Lemma 5.1.3 ten ¢ikar.
(d) = (c) = (a): Agiktir.
(@)= (d): X in S — dccr kosulunu sagladigi varsayilsin. I = (a4, a,, ...,a;), A nin

sonlu iiretilmis bir ideali ve Y, X in bir alt modiilii olsun. Su halde, baz1 pozitif tam

. . .. n .
sayilar ny, ny, ..., Ny ve bazi s, Sy, ..., S¢ i¢in hern > n, icin s;a,'Y € a™ Y; heri =

2,3, .., t i¢in tim n=>n; icin  s;a ( y(a1 ,a2 ) eee) :1‘11 )Q
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n;_ . . . n;
al (O y (a1t a2, ., alty? ) olur. Her i = 2,3, .., ¢ i¢in b; = a;" olsun. Lemma 3

tens;Y € a;'Y + (0:y by) veheri = 2,3, ..., tigin

Si(o Y (bll bz, ey bi—l)) - a:l(O Y (bl’ bz, ey bi—l)) + (0 :(0 :Y(bllbzr---'bi—l)) bl)
elde edilir.

Simdi tiimevarimla bir u €S ve her n>0 i¢in uY € (at,a},...,al)Y +
(0 iy (b1, by, ...,bt)) oldugu gosterilecek. Ilk olarak, her n > 0 icin s,Y € al'Y +
(0:y b;) olduguna dikkat edilsin. Simdi baz1 i <t—1,s* €S ve her n > 0 igin
s*Y € (af, a3, ...,aM)Y + (0:y (by, by, ..., b)) oldugu varsayilsim. u =s*s;y; € S

olsun. Boylece

uY = 5;418"Y S sip1(al, ay, .., a)Y + 5;41(0 5y (by, by, o, b))

c (at, a}, ..,aM)Y +al,1(0:y (by, by, ..., by)) +

(0 “(0:y(b1,bz,b)) bi+1)
< (af, a3, ., aj3)Y + (0 ty (b1, by, ..., bi+1))

elde edilir Yani bir u*€S ve her n>0 ic¢in u'Y € (af,a},..,at)Y +
(O iy (by, by, ..., bt)) bulunur. k =n; +n, +--+n,_; —t+1 olsun. Su halde,

I® € (by, b, ..., b,) olur ve bdylece her n > 0 icin

u'Y € (at,ay, ..., a)Y + (O iy (by, by, ...,bt))
c (al,al, .., ad)Y + (0:, I%)
cI™Y + (0: 1)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

X bir A-modiil ve P, A nin bir asal ideal olsun. Burada not edilsin ki, Sp = A — P, A

nin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesidir. S € A bir ¢arpimsal kapali alt kiime olmak

tizere, m: X = S™1X, her x € X icin, m(x) = f ile tanimlanan dogal homomorfizma
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olsun. Sonraki teorem, X modiilii ile onun yerellestirmesi arasindaki S — dccr
ozelligini agikliga kavusturur.

Teorem 5.1.3. A yar1 yerel bir halka, X bir A —modiil ve S € A ¢arpimsal kapal1 bir
kiime olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

a. A min her maksimal ideali M igin S5} X, m(S) — dccr kosulunu saglar.

b. X,S — dccr kosulunu saglar.

Ispat. (a)=> (b): A yar1 yerel bir halka ve M, M,, ..., M, A min maksimal idealleri

olsun. Y, X in bir alt modiilii ve a € A olmak {izere, X in alt modiillerinin bir azalan

aY 2a’Y2a’Y 2--2qa"'Y 2 -

n
zinciri gbéz onilinde bulundurulsun. Heri = 1,2, ..., 7 igin {aT S]T,[liY} . S]T/[liX in alt
ne

modiillerinin bir azalan zinciridir. . S J\_,[liX , T(S) — dcer kosulunu sagladigindan, tiim

siaki
1

n = k; igin SJ\_,[liY c %S]T,[liY olacak sekilde s; €S ve k; € N vardir. k =

max{k;:i=1,2,..,71} ve S=5:5,..5. €S olsun. Su halde, her n >k igin
k n

%S]T,[liY c aTS]\_,[liY olur. Her i =1,2,..,r ve tim n =k icin S]T,[li(sakY) c

S ]T,[li (a™Y) bulunur. [12](Corollary, Sayfa 164) kullanarak, tim n > k icin sa*Y <

a™Y elde edilir. Bu nedenle X, S — dccr kosulunu saglar.

(b) = (a): Onerme 5.1.1(a), (d) ten ¢ikar.

P, A nin bir asal ideal olmak tizere, bir A-modiil X, Sp — dccr kosulunu sagladiginda,
X in P — dccr kosulunu sagliyor sdylenir. Simdi, dccr kosulunu saglayan modiiller,
S — dccr kosulunu saglayan modiiller agisindan karakterize edilecek.

Teorem 5.1.4. X bir A-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

a. X, dccr kosulunu saglar.
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b. Her P € Spec(A) i¢in, X, P — dccr kosulunu saglar.
c. Her M € Max(A) i¢in, X, M’ — dccr kosulunu saglar.
Ispat. (a) = (b): Lemma 5.1.1 den ¢ikar.

(b) = (c): Agiktur.

() = (a): (¢) tin varhig1 kabul edilsin. Y, X in bir alt modiilii ve a € A olmak iizere, X

in alt modiillerinin bir azalan
aY 2a’Y2ad3Y 224" 2 -

zinciri goz Oniine almsmn. Her M € Max(A) i¢in, X , M — dccr kosulunu
sagladigindan, her n > k,, icin, s,,a*mY € a™Y olacak sekilde s,, ¢ M ve k,, € N

vardir. Simdi,
] ={s,:AM € Max(R),s,, € M,3k,, € N, her n > k,, icin s,,a*mY € a™Y}

olsun. (J) = R oldugunu gérmek kolaydir. O zaman, (sml) + (sz) + -+ (smn) =
A olacak sekilde sy, € ] — M; vardir. Her n = ky,, igin, smiakmiY C aY olacak
sekilde bir ky,, € N vardir. Simdi, k = max{ky,:i = 1,2, ...,n} olsun. Su halde, her

n > k icin, smiakY c smiakmiY C a™Y olur. Bu durumda, her n > k igin,

a*Y = [(sm,) + (sm,) + -+ (sm,)]a*Y

n
= Z Sm,a*Y € a™Y dir.

i=1
Dolayisiyla, X, dccr kosulunu saglar.

I, A halkasmin has bir ideali ve m:A —» A/I, her a € A i¢in, m(a) = a+1 ile
tanimlanan dogal homomorfizma olsun. S € A bir ¢arpimsal kapali alt kiime olmak

tizere, m(S) de A/I nin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesidir. Simdi S — dccr kosulunu
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saglayan modiiller, S — dccr kosulunu saglayan halkalar acisindan karakterize
edilecek.
Onerme 5.1.4. X bir A -modiil ve S € A carpimsal kapali bir alt kiime olsun.

Asagidaki ifadeler saglanir.

a. X carpimsal bir A-modiil olsun. Eger A / ann,(X), n(S) — dccr kosulunu
sagliyorsa X, S — dccr kosulunu saglar.
b. X carpimsal sonlu iiretilmis bir A-modiil olsun. Eger X, S — dccr kosulunu

saglhiyorsa A / anny(X), m(S) — dccr kosulunu saglar.

Ispat. (a): X carpimsal bir A-modiil olsun. A / ann,(X), n(S) — dccr kosulunu
saglayan bir halka verilsin. Y, X in bir alt modiilii ve a € A olsun. (Y :4 X) / anny (X),

A/ann,(X) in bir ideali oldugundan, Teorem 5.1.2 yi kullanarak,

(s + annA(X))(a + annA(X))k[(Y 4 X) / anny(X)]

c(a+ annA(X))n[(Y 4 X) / ann, (X))

olacak sekilde s €S ve k € N vardir. Boylece sa®(Y 4 X) + ann,(X) €
a™(Y ;4 X) + anny(X) olur. X carpimsal oldugundan, her n > k icin sa®Y € a™Y

elde edilir. Dolayisiyla X, S — dccr kosulunu saglar.

(b): X garpimsal sonlu iiretilmis bir A-modiil olsun. X, S — dccr kosulunu saglayan
bir A-modiil verilsin. @ = a + anny(X) € A / ann,(X) ve J, A / anny(X) in bir
ideali olsun. ] = I / anny(X) olacak sekilde A nin ann,(X) igeren bir ideali [

vardir. A / anny(X) in ideallerinin asagidaki azalan

zincirinin S-duragan oldugu gosterilecek. {aiIX }iEN, X te S-duragan azalan zincir

oldugundan, her n > k icin, sa®IX € a™IX olacak sekilde s € S ve k € N vardur.
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eorem onug) kullanilarak, sa™l € a™l + anny, ulunur. Boylece n =
37(T 9S kullanilarak, sakI ny (X) bul Boyl k

i¢in

(s + anny(X))a*] = [sa*I + anny (X)]/ann, (X)
C [a™ + ann,(X)]/ann,(X) = a™1/anny(X)
=a

olur. Dolayisiyla A / ann,(X), m(S) — dccr kosulunu saglar.

Teorem 5.1.5. X bir ¢carpimsal sonlu iiretilmis A-modiil ve S € A bir ¢arpimsal kapali

alt kiime olsun. Asagidaki ifaeler denktir.

a. X, S — dccr kosulunu saglar.

b. A /anny(X), m(S) — dccr kosulunu saglar.
Ispat. Onerme 5.1.4 ten ¢gikar.

Sonug 5.1.2. X bir ¢arpimsal sonlu iiretilmis sadik A-modil ve S € A bir garpimsal
kapali alt kiime olsun. X, S — dccr kosulunu saglar ancak ve ancak A, S — dccr

kosulunu saglar.
Ispat. Dogrudan Teorem 5.1.5 ten gikar.

Onerme 5.1.5. f: X — X' bir A -epimorfizma ve S € A bir carpimsal kapali
altkiime olsun. Eger X, S — dccr kosulunu sagliyorsa, X' da S — dccr kosulunu

saglar.
Ispat. f: X — X' bir A-epimorfizma ve X, S — dccr kosulunu saglayan bir A-
modil verilsin. Y', X' niin bir alt modiili ve a € A olmak iizere, X' niin alt

modiillerinin bir azalan

aY' 2a’Y' 2a%Y' 2 .- 2a"Y’

(V]
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zinciri gbz Oniine alinsin. {ai f _I(Y’)}iEN’ X te S-duragan azalan zincir oldugundan,
her n > k igin, sa*f~1(Y") € a™f~1(Y’) olacak sekilde s € S ve k € N vardir. f
epimorfizma oldugundan, her n >k igin, f(sa"f‘l(Y’)) =sakf(f~1(y")) =

saky’ < f(a*f~1(Y")) = a™Y’ elde edilir. Bu nedenle, X', S — dccr kosulunu

saglar.

Onerme 5.1.6. X bir A-modiil ve S € A bir carpimsal kapali alt kiime olsun.
Asagidaki ifadeler denktir.

a. X,S — dccr kosulunu saglar.

b. Y veX/Y S — dccr kosulunu saglar.
Ispat. (a) = (b): Onerme 5.1.5 ten ¢ikar.

(b) = (a): (a) in varlig1 kabul edilsin. L, X in bir alt modiilii ve a € A olsun. X in alt

modillerinin bir azalan
al 2a’L2a’L2---2a"L 2

zinciri gdz &niinde bulundurulsun. Bazi s € S, k € N ve her n > k, sa®L € a™L
oldugunu gostermek istenmektedir. {ai(L +Y/ Y)}iEN, X /Y de S-duragan azalan
zincir oldugundan, her n >k, icin, s;a®*(L+Y /Y)<Sa®(L+Y /Y) olacak
sekilde s; € S ve k; € N vardir. Béylece her n > k; i¢in, s;a¥L +Y Ca™L +Y
bulunur. Diger yandan, {ai(L N Y)}iEN’ Y de S-duragan azalan zincir oldugundan, her
n = k, igin, szakz((L N Y)) c a”((L N Y)) olacak sekilde s, € S ve k, € N vardir.
s = 8.5, €S ve k = max{ky, k,} olsun. Su halde, her n >k icin, sa*L +Y C
a"L+Y ve sa*((LnY)) € a*((LNY)) olur. Her n > 2k, s?a?*L € a"L oldugu
gosterilecek. x € L olmak iizere, s?a®*x € s?a?*L olsun. sa®x € sa*L +Y ¢

k

a®L+Y ve y€L ve m* €Y igin sa“x = a"y + m" olur. x,y € L oldugundan,
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k k

m* €L ve s?a?*x —sa™*y = sa¥*m* € sa®*(L nY) bulunur. Her n >k igin,

sak((LNnY)) € a®((L NY)) oldugundan, bir m' € L NY igin sakm* = a™m’ elde
edilir. Bu durumda, s?a?*x = sa™*y + a™m’ € a™L olur. Buradan her n > 2k > k

icin, s2a?*L € a™L elde edilir. Bu nedenle X, S — dccr kosulunu saglar.

Sonu¢ 5.1.3. X bir A-modil ve S € A bir ¢arpimsal kapali alt kiime olsun. X, S —

. . . f
dccr kosulunu saglar ancak ve ancak herhangi kisa tam dizi 0 - X' - X Lx" 50

icin, X' ve X" S — dccr kosulunu saglar.
Ispat. Onerme 5.1.6 dan ¢ikar.

Sonug 5.1.4. S, A halkasinin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun. A, S — dccr
kosulunu saglar ancak ve ancak her n € N i¢in A-modul A™, S — dccr kosulunu

saglar.

Ispat. A, S—dccr kosulunu saglayan bir halka verilsin. Sonucu n iizerinde
timevarim kullanarak ispat edilecek. Varsayimdan ifade n = 1 i¢in dogrudur. A-
modiil A" nin S —dccr kosulunu sagladign varsayisin. f: A" > A | f(a,,
a,, ..., a,) = a4 ile tanimlanan bir epimorfizma olsun. Bu durumda, Kerf = {0} X
A™ = A™ dir. Dolayisiyla, Kerf, S — dccr kosulunu saglar. A" /Kerf = A ve A,
S —dcer kosulunu sagladigindan, Onerme 5.1.6 kullanilarak, A™*! | S —dccr

kosulunu saglar.

Sonu¢ 5.1.5. X bir A-moddl, S € A bir garpimsal kapali alt kiime ve Y;,Y,, ..., ¥y, X in
S — dccr kosulunu saglayan alt modiilleri olsun. Bu takdirde, Y; + Y, + ...+ Y, de

S — dccr kosulunu saglayan bir alt modiildiir.

Ispat. Y; ve Y5, S — dccr kosulunu sagladigi varsayilsin. Su halde Onerme 5.1.6 ya
gore, Y; / (Y; NY,) S — dcer kosulunu saglar. Ancak Ikinci izomorfizm Teoremi ile
+Y) /Y=Y, /(;nY,) elde edili. Boylece, (Y;+Y,)/Y, S—dccr

kosulunu saglar. Bu nedenle, yine Onerme 5.1.6 ya gére, Y; + Y,, S — dccr kosulunu
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saglar. Dolayisiyla, n ye tiimevarim uygulayarak, Y; + Y,+...+ Y, , S —dccr

kosulunu saglar.

Teorem 5.1.6. A, S — dccr kosulunu saglayan bir halka ve S € A bir carpimsal kapali

alt kiime olsun. X sonlu tiretilmis bir A-modul ise X, S — dccr kosulunu saglar.

Ispat. X bir sonlu iiretilmis A-modiil olsun ve A, S — dccr kosulunu saglayan bir
halka verilsin. Baz1 x; € X i¢in, X = Ax; + Ax, + --- + Ax, yazilabilir. Her i =
1,2,...,ni¢in, Ax; = A/ann,(Ax;) olduguna dikkat edilsin. A, S — dccr kosulunu
sagladigindan A/ann,(Ax;) = Ax; de S — dccr kosulunu saglar. Su halde, Sonug
5.1.5ten, X = Axq + Axy + -+ + Ax,,, S — dcer kosulunu saglar.

X bir A-modiil ve S € A bir ¢arpimsal kapali alt kiime olsun. sX € Y olacak sekilde
s € S ve X in sonlu iretilmig bir alt modiilii Y varsa, X modiiliine S-sonlu dendigi

hatirlansin [34].

Sonug¢ 5.1.6. (a) S € A bir ¢arpimsal kapali alt kiime oldugunu ve X in S — dccr
kosulunu sagladigi varsayilsin. Eger her s € S igin {x € X:sx = 0} = 0 ve X S-sonlu

bir modiil ise X, S — dccr kosulunu saglar.

(b) S — dccr kosulunu saglayan bir halka A tizerindeki her serbest burulmali S-sonlu

modul S — dccr kosulunu da saglar.

Ispat. (a): X S-sonlu bir modiil olsun. X in sonlu iiretilmis bir alt modiilii Y ve bir s €
S i¢in sX €Y olarak yazilabilir. L, X in bir alt modiilii ve a € A olsun. X in alt

modiillerinin bir azalan
al 2a’L2ad’L2--2a"L 2

zinciri gbz Oniine alinsin. sL, Y nin bir alt modiilii oldugundan Teorem 6 dan
{ai(sL)}l,eN, Y de S-duragan azalan bir zincirdir. Yani, her n > k i¢in, ta*(sL) ¢

a™(sL) olacak sekilde t € S ve k € N vardir. Simdi ta®L € a™L oldugu gosterilecek.
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x € L olsun. Boylece tsa®x € asL olur. Bundan dolayi, tsa*x = a™sx’ olacak
sekilde x’' € L vardir. Dolayisiyla, s[tafx —a™x'] =0 ve tafx = a"x’' € a"L

verilir. Bu nedenle X, S — dccr kosulunu saglar.
(b): (a) kismindan ¢ikar.

Teorem 5.1.7. Her i = 1, 2, ...,n i¢in, X; bir A;-modiil ve S;, A; nin bir ¢arpimsal
kapali alt kiimesi olsun. A = A; X A, X .. XA,, S=85X S, X ... XS, ve X =

X1 X X, X ... X X, oldugu varsayilsin. Asagidaki ifadeler denktir.

a. X,S — dccr kosulunu saglar.

b. Heri=1,2,..,ni¢in, X;, S; — dccr kosulunu saglar.

Ispat. (a) = (b): X, S — dccr kosulunu saglayan bir A-modiil verilsin. ;: X — X;,
m; (xq, X3, ..., %,) = X; ile tanimlanan bir epimorfizma olsun. Su halde, Onerme 5.1.5

ten, heri = 1,2, ..., n i¢in X;, S; — dccr kosulunu saglar.

(b) = (a): Heri = 1,2, ...,ni¢in, X;, S; — dccr kosulunu bir A;-modiil verilsin. Y;,
X; nin bir alt modiilii ve a; € A; olmak lizere, Y = ¥; X ¥, X ... XYV, X in bir alt

modiilii ve a = (a4, ay, ..., ay) € A olsun. X in alt modiillerinin azalan
a¥Y 2a’Y2ad3Y 2 2a% 2 -

zincirinin S -duragan oldugunu gostermek istenmektedir. Yukaridaki zincirden,
{a]Y;}ren, X; nin alt modiillerinin azalan bir zinciridir. Yani, her m > k; i¢in,
sl-af"Yl- C a'Y; olacak sekilde s; € S ve k; € N vardir. s = (51,3, ...,S,) ES vek =

max{k;:i = 1,2, ...,n} olsun. Boylece her m > k i¢in,

sakY = s[aky; x aky, x ... x aky,] = s;a¥y; x s,aky, x ... x s,aky,
k k k
C s1a;'Y) X 5,a;2Y, X .. X spa; 'Y, € af'Y X az'Y, X .. X aptY,

=amY



89

elde edilir. Bu nedenle X, dccr kosulunu saglar

5.2. § — dccr ve Nakayama'nin Lemmasi

Bu béliimde Birlesim Teoreminin ve Nakayama'nin Lemmasinin S-versiyonlar1 S —
dccr kavrami 1s181inda verilmektedir. Bunu yapmak icin 6nce S-Co-Artin Rees 6zelligi

tanitilmaktadir.

Tanim 5.2.1. I, A halkasinin bir ideali, Y, A-modul X in bir alt moduli ve S € A bir
carpimsal kapali alt kiime olsun. Her n > k i¢in s(Y :x I) €Y + (0:x I™) olacak
sekilde bir pozitif tamsayisi k ve s € S varsa, Y ve I igin S-Co-Artin Rees 6zelliginin

gecerli oldugu soylenir.

Onerme 5.2.1. A bir halka, S € A carpimsal kapali bir kiime ve X, S — dccr
kosulunu saglayan bir A —modil olsun. A nin her sonlu iiretilmis ideali I ve X in her

alt moduld Y igin S-Co-Artin Rees 6zelligi gegerlidir.

Ispat. Y’ = (Y:x I) olsun. Teorem 5.1.2 kullanilarak, her n > 0 igin sY’ € I"Y' +
(0:yr I™) olacak sekilde k € N ve s € S vardir. IV’ € Y oldugundan, her n > k i¢in
s(Yix D) €Y+ (0:x I™) elde edilir.

Onerme 5.2.2. I, A halkasinin sonlu iiretilmis bir ideali, S € A ¢arpimsal kapali bir
kiime, X, S — dccr kosulunu saglayan bir A—-modil ve Y, X in bir alt moduli olsun.
Bazi s, € Si¢in, Un=S,(0:x I™) € Y dirancak ve ancak bir t € Sicin, t(Y :x I) S
Y dir.

Ispat. Baz1 s, € S icin, US-y5,(0:x I™) C Y olsun. Onerme 5.2.1 den her n >k
icins'(Y:x I) €Y + (0:x I™) olacak sekilde bir pozitif tamsayis1 k ve s" € S vardir.
Sp, €S olmak flizere, ng =k ve t=s,s €S olsun. Su halde, t(Y:x I) =

SpoS'(Yix I) € sp )Y +5,,(0:x I™) S Y bulunur. Simdi, bir t € S i¢in, t(Y :x 1) €



90

Y olsun. Tiimevarimla, her n € N i¢in t"(0:y I™) €Y oldugu gosterilecek.
Gergekten de, n = 1 igin ifade dogrudur, ¢iinkii t(0:yx I) S t(Y :x I) €Y dir. Bir
n € N icin t"(0:x I™) €Y oldugu kabul edilsin. x € (0:x I™*1) olsun. Bundan
"y =" x =0 ve Ix € (0:4 I") olur. Yani, t"Ix €Y dir ve t"x € (Y :x I)
verilir. Boylece t"*1x € t(Y :;x I) €Y bulunur. s,, = t™ olsun. Baz1 s, € S igin,

Un—oSp(0:x I™) €Y elde edilir.

Sonug 5.2.1. I, A halkasinin sonlu iretilmis bir ideali, S € A kuvvetli ¢arpimsal
kapali bir kiime, X, S — dccr kosulunu saglayan bir A—modil ve Y, X in bir alt
modull olsun. Bir s € Sigin, s Up—,(0:x I™) € Y dir ancak ve ancak s(Y :x I) € Y
dir.

Ispat. S ={s;}ien olsun. s€ (Nipads;)) NS segilsin. sUT,(0:x I™) S
US_ys(0:x I™) €Y oldugu varsayilsin. Onerme 5.2.2 den s;(Y :x I) €Y olacak
sekilde bir s; € S vardir. Boylece s(Y:ix ) S s5;(Y:ix ) S Y olur. s(Y:x ) CY
oldugu varsayilsin. Onerme 5.2.2 nin ispatinda oldugu gibi ve t,, = s™ olmak {izere,

Upeo tn(0:x I™) € Y yazilabilir. t, = s™ € S = {s;};ex oldugundan,

SCJ(O iy 1) = [OJS(O x 1)
n=0 n=0

(0]

QUtn(O:X mcy

n=0

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Onerme 5.2.3. ( Birlesim Teoremi) A bir halka, S S A kuvvetli ¢arpimsal kapali bir
kiime, I, A nin sonlu iretilmis bir ideali olsun. Bir s € S igin, sI < J(A) ancak ve
ancak her S — dccr kosulunu saglayan A—modil X icin, sX = Uy_,s(0:x (s2D™)
dir.
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Ispat. (=): S = {s;}icn olsun. s € (N;ep AS;) NS secilsin. sI € J(A) oldugu ve X
nin § — dcer kosulunu sagladigi varsayilsin. x € X olsun. U, s(0:x (s2™) <

US_os(0:x (s2D™) + s2Ix oldugundan, Sonug 5.2.1 kullanilarak

s <U s(0:x (s2D™) + s2Ix :X521> c t(U s(0:y (s2D™) + s%Ix :X321>

n=0 n=0

[ee]

c U s(0:y (s2D™) + s%Ix

n=0

olacak sekilde t € S vardir. Bdylece bira € I ve y € Uj—ys(0:x (s2D™) igin sx =
y + s%ax bulunur. Yani, s(1 —sa)x =y € Uy-s(0:x (s2)™) dir. sa € sI S J(A)
oldugundan, 1 — sa birimseldir ve sx € Uy, s(0:x (s?I)™) olur. Bu nedenle sX <

Us_os(0:x (s2D™) C sX dir.

(€): P, A nin bir maksimal ideali olsun. O halde, s(4 / P) = Us=os(0 14/p (s>D™)
dir. Boylece birny € Ni¢ins(1+P) =s+P € s(O a/P (521)"0) bulunur. Bir r +
Pes(0:p (s*)™)igin s + P = s(r + P) = sr + P olur. Bundan s — st € P ve
rs?Mo[™ C P cikar. P asal bir ideal oldugundan, sr/ € P bulunur. (s — sr)I € P

oldugundan, sI € P olur. Yani s/ € J(A) dir.

Sonug 5.2.2. A bir halka, S © Uy (A) kuvvetli ¢arpimsal kapali bir kiime, I, A nin
sonlu iiretilmis bir ideali olsun. Bir s € S igin, sI < J(A) ancak ve ancak her S — dccr

kosulunu saglayan A-modul X icin, X = Us-ys(0:x (s2D™).
Ispat. Onerme 5.2.3 ten ¢ikar.

Teorem 5.2.1 (Nakayama'mn Lemmasi) A bir halka, S € Uy(A) kuvvetli
carpimsal kapali bir kiime ve bir s € S N (N;ea 4s;) icin, sI € J(A) olmak (zere, I,
A nim sonlu tretilmis bir ideali olsun. Eger X, S — dccr kosulunu saglayan bir A—

modiil ve (0 :x s2I) = 0 ise bu taktirde X = 0 dur.
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Ispat. (0:y s2I) = 0 oldugundan, her n € N igin (0 :x (s?I)™) = 0 olur. Su halde,
US_os(0:x (s21)™) = 0 dur. Sonug 5.2.2 uygulanarak X = 0 elde edilir



BOLUM 6. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde tartismalar ve bulgulara tezin 2., 3., 4. ve 5. boliimlerinde yer verilmistir.

Tezin 2. boluminde, kuvvetli dccr™ kosulu kavrami verilmistir. Kuvvetli dccr”
kosulu ile miitkemmel halkalar, esas olarak es iiretilmis modiller, ve kuvvetli 6zel
modiiller gibi diger birgok kavram arasindaki iligkiler incelenmistir. Ayrica,

Nakayama'nin Lemmasinin bir versiyonu sunulmustur.

Tezin 3. bolimiinde ise carpimsal kapali kiimeler kullanilarak, Artinian modiillerin
yeni bir genellemesi incelenmistir. Artinian modiillerinin birgok 6zelligi S-Artinian
modiillere aktarilmigtir. Ayrica, S-Artinian modullerin sonlu S-es tiretilmis modiiller

acisindan bir karakterizasyonu verilmistir.

Tezin 4. bélimuinde modiller Uzerinde S-Noetherian spektrum kosulu tanimlanmustir.
Bu kavram, Noetherian spektrum kosulunun bir genellemesidir. S-Noetherian
spektrum kosulu i¢in Cohen Teoreminin bir versiyonu kanitlanmistir. S-Noetherian

spektrum kosulunun bir¢ok karakterizasyonu verilmistir.

Tezin son boliminde ise S-dccr kosulunun kavrami tanimlanmistir. Bu kavram,
Artinian, S-Artinian ve dccr kosuu gibi diger birgok kavram i¢in genel bir durumdur.
Birgok sonug ve karakterizasyon yeni kosula genigletilmistir. Ayrica, S-dccr kavrami
1s18inda  Birlesim Teoreminin ve Nakayama'nin Lemmasmin bir S-versiyonu

verilmistir.

Bu tezde sunulan konularin devami olarak zincir kosullarmin diger c¢esitli
genellemelerini elde etmek miimkiindiir. Ornegin, 2. ve 5. bdliimlere dayanarak,
kuvvetli S-dccr* kosulu tanimlanabilir, ve bu ayrica 2. bolimde bahsedilen zincir

kosulunun genel bir durumu olacaktir
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