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BEYAN

“Diophantine M-lileri ile Olusturulan Eliptik Egriler Uzerine” adl1 yiiksek lisans tezinin hazirlik
ve yazimu sirasinda bilimsel arastirma ve etik kurallarina uydugumu, baskalariin eserlerinden
yararlandigim boliimlerde bilimsel kurallara uygun olarak atifta bulundugumu, kullandigim ve-
rilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimi, tezin herhangi bir kisminin Bilecik Seyh Edebali
Universitesi veya baska bir iiniversitede baska bir tez ¢alismasi olarak sunulmadigini, aksinin
tespit edilecegi muhtemel durumlarda dogabilecek her tiirlii hukuki sorumlulugu kabul ettigimi

ve vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.

Bu ¢alismanin,

Bilimsel Arastirma Projeleri (BAP), TUBITAK veya benzeri kuruluslarca desteklenmesi durumunda; projenin
ve destekleyen kurumun adi proje numarasiile birlikte, ETIKKURULonayi alinmasidurumunda ise ETiK KURUL
tarih karar ve sayi bilgilerinin beyan edilmesi gerekmektedir.

DESTEK ALINMISTIR | | DESTEK ALINMAMISTIR X
Destek alindi ise;

Destekleyen kurum;

Destegin Tirii Proje Numarasi
1- BAP (Bilimsel Arastirma Projesi)
2- TUBITAK
DI eI} ueceerercrrserrerenerarsseesessaneseesnnssassessnsssnaseesnasssnases

ETIK KURUL onayi var ise;

ETiK KURUL karar tarih/sayi: verrseensssrenesssserassnsssnasesssanef sesserensasnsessresensnesnens

Salih TOPCU
112022

Imza



ONSOZ

Yiiksek lisans tez donemimde danigsmanligimi yiiriiten, bu tez konusunu ¢alismami sag-
layan, ¢alismanin yiiriitiilmesinde bilgisi, tecriibesi ve onerileriyle beni yonlendirerek bana yol
gdsteren ve destegini benden higbir zaman esirgemeyen kiymetli hocam Dog. Dr. Tlker INAM’
a, yogun calismalarim sirasinda motivasyon destegi, limit verici konusmalar1 ve olaganiistii
sabr1 i¢in esime, yazim sirasinda ve olusan aksakliklarda destek veren ve isleri yoluna koymaya
gayret gdsteren Bilecik Seyh Edebali Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii personeline ve lisans
hayatim boyunca matematik 6grenimim ve egitimimde emekleri olan Yildiz Teknik Universi-

tesi’ndeki kiymetli hocalarima bana kattiklart her sey igin tesekkiirii bir borg bilirim.
Salih TOPCU

2022



OZET

DiIOPHANTINE M-LIiLERi iLE OLUSTURULAN ELiPTiK EGRILER UZERINE
Diophantine denklemleri 6zellikle giindelik hayat uygulamalar1 ile birlikte tamsayilarla ilgili
yapilan matematik caligmalarinin temelini olusturmaktadir. Eliptik egriler ise 6zellikle genis
uygulama alanina sahip olmasi ve iistelik Fermat'in Son Teoremi'nin ispatinda kullanilmasi ne-
deniyle son yillarda bilim insanlarinin ilgisini tizerinde tutmustur. Bu c¢alismada bu iki kavram
ayni potada bulusturulmustur. Diophantine m-lileri tarafindan indirgenen eliptik egrilerin rank
ve torsiyon gruplari arastirilmis olup derleme niteligindeki bu galisma m sayisinin gesitli deger-

leri i¢in 6zellesmistir. Tez calismasi giincel bir makalenin ¢aligmasiyla bitmektedir.

Anahtar Kelimeler: Eliptik Egriler, Rank, Torsiyon Grubu, Mordell-Weil Teoremi, Diophan-

tine M-lileri, Diophantine Denklemleri



ABSTRACT
ON THE ELLIPTIC CURVES INDUCED BY THE DIOPHANTINE M-TUPLES

Diophantine equations form the basis of mathematical studies on integers, especially with daily
life applications. Elliptic curves, on the other hand, have attracted the attention of scientists in
recent years, especially because they have a wide application area and are used in the proof of
Fermat's Last Theorem. In this study, these two concepts were brought together in the same pot.
The rank and torsion groups of elliptic curves reduced by Diophantine m -tuples have been
investigated, and this compilation study is specialized for various values of m. The thesis work

ends with the study of a current article.

Keywords: Elliptic Curves, Rank, Torsion Group, Mordell-Weil Theorem, Diophantine M-

tuples, Diophantine Equations
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1. ELIPTIK EGRILER
1.1. Giris ve Onbilgiler

Eliptik egriler sayilar teorisinden kompleks analize, kriptolojiden matematiksel fizige
matematigin bircok dalinda yaygin olarak ¢alisilan dnemli bir konudur. isminin elipsi andirmasi
nedeniyle akla konikler gelebilir ancak konunun ismi eliptik integrallerle olan iliskisinden gel-
mektedir. Geometrik olarak verilen nokta toplami islemi yardimiyla abelyen grup yapisi olus-
turan eliptik egriler aritmetik olarak oldukga zengin 6zellikler sahiptir. Konuyla ilgili olarak
temel kaynaklar (Silverman,1986), (Washington, 2003) ve (Koblitz, 1984) olarak diisiintilebi-
lir.

Bir eliptik egri Q, C,R ve p bir asal say1 olmak lizere F, gibi farkli cisimler tlizerinde
tanimlanabilir ve farkl cisim tizerindeki her bir tanimlama yeni ve birbirinden farkli 6zellikleri
ortaya c¢ikarmaktadir. Diger yandan teori olduk¢a genis bir zemine yayilmis olup bir¢ok ilgili
kavram bulunmaktadir. Ancak bu ¢alismanin kapsami Q cismi durumu ile "rank™ ve "torsiyon

grubu" kavramlartyla sinirli olup bu bolimde yalnizca temel giris, bu kavramlar ve bunlarla

baglantili kavramlar verilecektir.
[lk olarak eliptik egri tanimu ile baglanacaktir, burada en genel tanim verilecektir.

Tamim 1.1.1. (Silverman, 1986: 45) F karakteristigi 2 ve 3'ten farkli bir cisim ve ay, a,, as, aq,

ag € F olmak tizere,
E:y?+ a;x + azx® = x3 + ay,x? + ayx + ag
esitligiyle tanimlanan E egrisine F iizerinde bir eliptik egri ad1 verilir.

Uyan 1.1.2. (Silverman, 1986: 46) Cebirsel egrilerin denklemlerinde uygun degisken degi-
simleri yapilarak ya daha basit hale getirilebilir ya da amaca uygun hale gelebilir. Bu baglamda
Tanim 1.1.1'de (Silverman, 1986:45-46)" daki degisimi ve ardindan yapilacak islemler yardi-

miyla eliptik egrilerin kisa Weierstrass formu adi verilen asagidaki tanimi verilebilir.

Tamm 1.1.3. (Silverman, 1986: 46) F karakteristigi 2 ve 3'ten farkli bir cisim ve A ve B tam-
sayilar olsun. A:== —16(4A43 + 27B?) # 0 olmak iizere;

E:y?=x3+Ax+B

esitligiyle tanimlanan E egrisine F iizerinde tanimli kisa Weierstrass formundaki eliptik egri

denir.



Uyan 1.1.4. Eliptik egri lizerindeki nokta toplaminin anlamli olabilmesi i¢in iki 6nemli kosul
vardir. Bunlardan ilki Tanim 1.1.3'te verilen A# 0 kosulu olup bu 6zellige sahip egrilere "sin-
giiler olmayan eliptik egri" denir. Ikinci kosul ise grupta etkisiz eleman roliinii oynayacak olan
sonsuz noktasinin eliptik egrinin denklemini saglayan ve "rasyonel nokta" adi verilen noktalarin

kiimesine eklenmesidir.
1.2 Eliptik Egrilerin Geometrik ve Cebirsel Yapisi

Eliptik egri denklemini saglayan (x,y) €Q ikilileri bu eliptik egri tizerinde yer alan
"rasyonel noktalar" olarak isimlendirilir. Ornegin Q iizerinde taniml1 bir E eliptik egri iizerin-
deki rasyonel noktalarin kiimesi E(Q) ile gosterilir. E(Q) 6nemli dzelliklerle sahiptir ve bu du-
rum ilerideki kistmlarda net olarak goriilecektir. Ote yandan asagidaki tanimda verilecek olan
nokta toplami islemi yardimiyla E(Q) bir abelyen grup olur. Caligmanin kapsami Q tizerinde
taniml1 eliptik egri oldugundan aslinda daha genel cisimlerde de gegerli olmasina ragmen nokta

toplami tanim1 Q durumuna 6zellestirilmistir.

Tamm 1.2.1. E, Q iizerinde A+ 0 6zelliginde bir eliptik egri ve P, Q € E(Q) olsun. Bu durumda
P+Q rasyonel nokta toplami su sekilde tanimlanir: P ve Q'dan gecen dogru eliptik egrinin denk-
lemi ti¢iincli dereceden oldugundan egriyi mutlaka bir tigiincii noktada keser, bu kestigi nokta-

nin X-eksenine gore simetrigi bu iki noktanin toplami olarak tanimlanir.

Sekil 1.1 E: y2 = x3 + 5x + 8 eliptik egrisinin grafigi

Teorem 1.2.2. (Silverman, 1986: 53) E(Q) U {oo} yukaridaki tanimla birlikte bir abelyen grup

olur.

Uyar 1.2.3. (a) Bir nokta kendisiyle toplanmak istediginde A# 0 katli kdklere izin vermedigi

icin Tanim 1.2.1' deki dogru o noktadan egriye ¢izilen teget dogrusu olarak alinir. Toplanmak



istenen noktalar P(x, y) ve Q(X, -y) ozelliginde ise bu durumda P ve Q noktalarindan gecen
dogru eliptik egri grafigini E(Q)'ya ilave edilen sonsuz noktasinda keser. Bu noktanin x-ekse-
nine gore simetrigi alindiginda yine sonsuz noktasi elde edilir. O halde P+Q=oco olur. Sonsuz
noktast nokta toplama isleminin etkisiz elemant oldugu icin P ve Q noktalar1 birbirlerinin tersi

olurlar.

(b) Bir grupta sonlu mertebeli noktalar o grubun alt grubunu olustururlar. (Asar vd., 2021:115).
Bu nedenle eliptik egri lizerinde sonlu mertebeli noktalarin alt grubuna torsiyon (biikiim) alt

grubu adi verilir. Ornegi 2-torsiyon grubu P(X, 0) bigimindeki noktalardan olusur.

(c) E eliptik egrisi sonlu cisim lizerinde tanimlandiginda "nokta sayis1" kavrami 6n plana ¢ikar,
buradan elde edilecek aritmetik bilgi ise 6zellikle sifrelemede kullanilir. Ancak E, Q cismi iize-
rinde tanimlandiginda bu eliptik egri iizerindeki rasyonel noktalarin sayilmasi problemi oldukg¢a
zor bir hal alir. Bu nedenle adina "rank" adi verilen kavram ortaya ¢ikar. Eliptik egrinin ranki
kabaca Q iizerinde tanimli E eliptik egrisinin rasyonel noktalarinin kiimesinin "buyiikligini"
verir. Rank ve torsiyon grubu kavramlarinin bir araya geldigi asagidaki Mordell-Weil Teoremi

eliptik egriler teorisinin kuskusuz en 6nemli teoremlerinden birisidir.
Teorem 1.2.4. E, @ tizerinde taniml1 bir eliptik egri olsun. Bu durumda
E(Q) = Etors(Q @ Z7
olur. Buradaki negatif olmayan r sayisina E eliptik egrisinin (cebirsel) ranki ad1 verilir.

Uyan 1.2.5. "Herhangi bir r > 0 sayisini rank kabul eden eliptik egri var midir?", "Yeterince
biiyiik r rankina sahip E eliptik egrisi bulunabilir mi?" sorulari eliptik egriler teorisinin 6nemli
sorularindan ikisidir. Ozellikle Hint asilli ABD'li Fields &diillii matematik¢i Manjul Bhargava'

nin ¢alismalar1 bu sorulara 1s1k tutmaktadir.



2- RASYONEL DIOPHANTINE 3-LULERINDEN INDIRGENEN ELIPTiK
EGRILER

2.1. Giris

Tamm 2.1.1. a, b, ¢ rasyonel sayilar olsun. a.b + 1, a.c +1, b.c + 1 tam kare olacak sekildeki
(a, b, ¢) iicliilerine rasyonel Diophantine iicliisii ad1 verilir. Ustelik bu {i¢lii (c — b — a)? =

4(ab + c) kosulunu sagliyorsa regiiler Diophantine {i¢liisti denir.

Ornek 2.1.2. (1, 3, 8) bir rasyonel Diophantine iigliisii olup ger¢ekten de a.b+1=4, a.c+1 =9,
b.c+1 = 25 oldugu goriiliir. Baska 6rnekler de benzer sekilde bulunabilir. Bu tanim asagidaki
sekilde genellestirilebilir.

Tamm 2.1.3. Her bir 1 <i <j <m i¢in a;.a;+1 bir tam Kare olacak sekilde birbirinden ve

sifirdan farkli m’nin (ay, ..., a,,) kiimesine bir rasyonel Diophantine m’lisi denir.

Ornek 2.1.4. Diophantus {1_16’?_2’%%} kiimesinin bir rasyonel Diophantine dortliisii oldu-

gunu kesfetmistir. Elemanlar1 tamsayr olan Diophantine dortlilerine ilk 6rnegi

{1,3,8,120} olarak Fermat vermistir.

Euler sonsuz goklukta rasyonel Diophantine 4-liisiiniin bulundugunu ispatlamistir. Ras-

yonel Diophantine 6-lisina ilk 6rnek Gibbs (2006) tarafindan verilmis olup bu 6rnek kesin ola-

11 35 155 512 1235 1808),. . .. . 11 .
ra {—, —_——, =, —} kiimesidir ve ardindan bu 6zellikte sonsuz ¢oklukta Diophan-
192 °192° 27 ° 27 48 16

tine 6-lis1 olduguda (Dujella, vd., 2017)’de tarafindan ispatlanmistir. Daha genel Diophantine

m-lilerinin aragtirilmasi konusu halen yaygin olarak ¢alisilmaktadir.

Diophantine m’lileri ile bunlara karsilik gelen eliptik egriler arasinda sik1 bir iliski var-
dir. Daha agik olarak {a, b, c} bir rasyonel Diophantine tigliisii olsun, bu takdirde dyle negatif
olmayan r, s, t rasyonel sayilar1 vardir ki a.b+1 =712, a.c+1= s?,b.c+ 1= t? olur.
{a, b, c} Diophantine tigliisiinden bir Diophantine dortliisii elde edebilmek i¢in a.x + 1 = 0,
b.x+1=0, c.x+ 1 =0 denklem sistemi ¢oziilmek zorundadir. Burada "0 simgesi tam

kare olmayi ifade etmektedir. Bu denklem sistemine bir E eliptik egrisi karsilik getirilebilir:
E:y? = (ax + 1)(bx + 1)(cx + 1).

Bu durumda E eliptik egrisi {a, b, c} rasyonel Diophantine ti¢liisii tarafindan indirgenir denir.



Eliptik egri lizerindeki 2-torsiyon noktalar1 kesin olarak ordinati sifir olan noktalardir.

Bu nedenle eliptik egrinin denklemi dikkate alinirsa y = 0 oldugunda buna karsilik 3 tane x
degeri karsilik gelir. Boylece E eliptik egrisi iizerinde; A = (—%, O) ,B = (—%, 0), C=
(- %, 0) seklinde 3 tane 2-torsiyon nokta vardir. Bu nedenle Mazur’ un meshur (1978) sonucu

geregi Q iizerinde tanimli bu ozellikteki eliptik egriler i¢in Z/2ZxZ/27Z,7/2ZxZ/4Z,
Z/27ZxZ/67 ve Z/27x7Z/8Z seklinde en fazla 4 olasilikta torsiyon grubu vardir. Dujella
(2007)’de tiim bu olas1 torsiyon gruplarmin ¢iktigini ispatlamistir. Ustelik Z/27Zx7Z/8Z. torsi-
yon grubuna sahip her bir eliptik egrinin bir Diophantine {igliisii tarafindan indirgendigi goste-

rilmistir.

Eliptik egrilerin ranklari ile bunlara karsilik gelen Diophantine {i¢liileri arasindaki iligki
literatiirdeki bircok makalede calisiimistir. Ozel olarak bu teknik sayesinde Q iizerinde tanimli

bilinen en biiyiik ranka sahip eliptik egri de olusturulmustur.
Bu boliimde rankin sifir olmasi durumu ele alinacaktir.
2.2. S Noktasinin Sonlu Mertebeli Nokta Olma Kosulu

E yukaridaki gibi tanimlanmuis bir eliptik egri olsun. Bu egri iizerinde 4, B, C gibi 3 tane

2-torsiyon noktas1 disinda eliptik egrinin denklemini saglayan

P=(01),5= (-, =)

abc’ abc
seklinde iki asikar rasyonel nokta vardir.

rs+rt+st+1 (r+s)(r+t)(s+t)

)

abc abc

Ote yandan R = ( ) olmak iizere S = 2R dir. Eliptik egri iize-

rindeki dublikasyon formiilii kullanilarak S = 2R oldugu gosterilebilir. O halde E eliptik egri-
sinin rankinin sifir olmasi i¢in gerekli kosul P ve S noktalariin sonlu mertebeli olmasi kosu-

luna denktir. Diger yandan {a, b, c} Diophantine ti¢liisti regiilerdir yani;
c=a+bF+2reS= F2P(o)

Mazur (1977) teoremi ve S € 2E(Q) oldugu dikkate alinirsa asagidaki durumlar s6z

konusudur.

e mP= o, m=346,8;

e mP= o, m=2734.



Ozel olarak P noktas 2. mertebeden bir nokta olamayacagindan E eliptik egrisi ayn1

anda hem ranki sifir olup hem de torsiyon grubu Z/2ZxZ /27 olamaz.

E eliptik egrisinin denkleminde x — ﬁ Ly - i degisken degisimi yapilarak E’ ile

gosterilen ve E' ye denk olan asagidaki egri elde edilir.

E':y? = (x + ab)(x + ac)(x + bc)
Boylece E tizerindeki A, B, C ve S noktalarina karsilik E' {izerinde sirasiyla A" = (—bc, 0),
B' = (—ac,0),C" = (—ab,0),P’ = (0,abc) ve S' = (1,rst) noktalar elde edilir.

Asagidaki teoremde S noktasinin sonlu mertebede olmasi i¢in gerekli olan tiim olasilik-

lar verilmistir.
Teorem 2.1.5. (Dujella ve Mikic, 2020)
(i) 2§ = oo olma kosulu (ab + 1)(ac + 1)(bc + 1) = 0 olma kosuluna denktir.

(i) 3S = o olma kosulu 3+4(ab+ac+bc)+6abc(a+b+c)+12(abc)? — (abc)?(a? + b? +

c? — 2ab — 2ac — 2bc) = 0 olma kosuluna denktir.
(iii) S noktasinin mertebesinin 4 olmasi igin gerek ve yeter sart

((ab + 1)? —ab(c — a)(c — b))((ac + 1)? — ab(c — a)(c — b)) (bc + 1)? — ab(c —
a)(c—b))=0

olmasidir.

Ispat.

(i) 28" = oo olmasi kosulu rst = —rst yani rst = 0 olmasi gerektirir ve buradan
(ab + 1)(ac + 1)(bc + 1) = 0 sonucu elde edilir ve istenilen gosterilmis olur.

(i) 38’ = o olmasi demek X(25") = X(—S") = X(S') olmas1 demektir ve buradan eliptik eg-

rinin {izerindeki bir noktanin iki katin1 alma formdilii geregi



3+ (ab + ac + bc)

_ 9+4(ab+ac + bc)?* + (abc(a+ b + c))2 + 12(ab + ac + bc)
B 4r252t2
6abc(a + b + c) + 4abc(ab + ac + bc)(a+ b +¢)
+
4r2s2t2?

elde edilir. Buradan;

4((abc)? + abc(a+ b +c)+ (ab+ac+ bc) + 1)(3+ab + ac + bc) =9+ 12(ab +
ac + bc) + (6abc(a +b+ c)) + 4(ab + ac + bc)?) + 4abc(ab + ac + bc)(a+ b +¢) +

(abc(a + b + ¢))? olur. Bu ise;

3+ 4(ab + ac + bc) + 6abc(a + b + ¢) + 12(abc)? — (abc)?(a? + b% + ¢? — 2ab —

2ac — 2bc) = 0 olmasini gerektirir.

(iii) S’ noktasinin 4. mertebeden olma kosulu aslinda 25’ € {4’, B/, C'} olmasina denktir. Ilk
olarak 28’ = ¢’ olmasi hali g6z 6niine alinsin. Bir kez daha eliptik egrinin bir noktasinin iki

katin1 alma formiiliini kullanarak

3+ (ab + ac + bc)

_ 9+4(ab+ac+ bc)* + (abc(a+ b + c))2 + 12(ab + ac + bc)
B 4r2s?t?
6abc(a + b + c) + 4abc(ab + ac + bc)(a+ b + ¢)
+
4r?2s2t2?

elde edilir. Bu ise
(1+ 2ab —abc(c—a—b))>=0
olmasina veya
(ab + 1)? = ab(c —a)(c—b)

olmasina denktir. Diger iki durum (A’, B") de benzer sekilde yapilabilir ve bdylece ispat tamam-

lanmis olur.



2.3. Kanisik Isaretlere Sahip Ucliiler Icin Sifir Rankh Egriler

mS = oo igin 3 olasilik gdz dniine almacaktir. Ilk olarak 25 = oo olsun. Bu durumda
Teorem 2.1.5 (i) sikk1 geregi (ab + 1)(ac + 1)(bc + 1) = 0 elde edilir. Buradan a, b ve ¢ nin

ayni igarete sahip olamayacagi sonucuna varilir. Eger karisik isarete sahip olunmasi goz 6niine
alinirsa, bu takdirde b = — = oldugu kabul edilir. (Dujella, 2007) gerei{a, —=, c} tipindeki

rasyonel Diophantine {igliilerinin asagidaki parametrizasyonu elde edilir.

_ut+1 u—t 4ut

)

t—u '’ T w1 T @+ (- w)

Buradaki amag ranki sifir olan eliptik egrileri elde etmek oldugu i¢in {a, —%, c} ticliisiiniin

regiiler oldugu kabul edilsin. Bu kosul (u? — 1)(t? — 1) = 0 olmasim gerektirir ve boylece

u = 1 olarak alinabilir, 6rnegin t = 2 alinirsa ranki sifir olan, torsiyonu Z/2ZxZ/4Z olan ve

{3, — é' g } ticliisii tarafindan indirgenen eliptik egri elde edilir.

3S = oo oldugu kabul edilsin. Bu durumda ayni1 anda 3P = oo oluyorsa P = +S oldugu
elde edilir ki bu bir geliskidir. Bu nedenle eger P sonlu mertebeli ise P igin tek bir olasilik

vardir bu da mertebesinin 6 olmasidir. Buradan 2P = +Sve ¢ = a + b + 2r oldugu elde edilir.

2_
Teorem 2.1.5 (ii) de b:ra—1 ve c=a+b+2r yerine yazilirsa

(2ar-1+2r?)(—a + 2ar? — 2r + 2r3)(2a%r — a — 2r + 4ar? + 2r3) = 0 olur. O halde

-2r(r?-1) —(-1+2712) 1-47r24V1+872 -
a=——- veya a = —— veyaa = ——— elde edilir.
—1+42r 2r 4r
—2r(r-1)(r+1) —(-1+2r?) (-1+2r)(2r+1)
(a,b,c) = ( , , olarak alinsin. Bu durumda ab > 0 olmasi

—1+2r2 2r 2(=1+2r2)r

kosulu ya r > 1 ya da r < —1 olmas1 kosuluna denk iken bc > 0 olma kosulu —; <r< ;

olmas1 kosuluna denktir. Bu nedenle a, b, ¢ ayn1 isarete sahip olamaz, a ve b yer degistirdiginde

(= 2) _ _ _
elde edilen (a, b, c) = ( (—1+2r ), 2r(r 1)(;+1)’ (—1427r)(2r+1)
2r —1+2r 2(-1+2r2)r
aynidir.

) durumu, onceki ile tamamen

Son olarak 872 + 1 = (2rt + 1)? olsun ki bdylece 3. durumdaki karekokten uzak durulmus

. -t .. .
olur.Buiser = ErywT) olmasin gerektirir. Bu takdirde;

—t(t—2)(t+2) 2t—-D(t+1) —(-2+ t2)>

(@b,c)= < 2(=2+¢t?) ' (=2+t)t 2t



olur. Burada a ve b yer degistirilir. ac > 0 olmasi kosuluya t > 2 yada t < —2 olmasi kosu-
luna denk iken bc > 0 olmasi kosulu ise —1 < t < 1 olmasi kosuluna denktir. O halde bu du-

rumda da a, b ve ¢’ nin ayni isarete sahip olmadig1 sonucuna varilir.

Eger karisik isaretlere izin verilirse bu takdirde ranki sifir olan 6rnekler elde edilir. Ornegin t =

5 . e
121 7} ticliisti ta-

ranki sifir, torsiyon grubu Z/2ZxZ/6Z olan ve {— ~ 5 1

4 alinirsar = =

rafindan indirgenen eliptik egri elde edilir.

Geriye sadece S'nin 4 mertebeli olma durumu kalir. Bu takdirde 2R = S 6zelligindeki
R noktas1 8. mertebede olup boylece egrinin torsiyon grubu Z/2ZxZ /87 olur. Daha dnce be-
lirtildigi gibi bu torsiyon grubuna sahip Q iizerinde tanimli her bir eliptik egri bir rasyonel Di-
ophantine ti¢liisii tarafindan indirgenir. Daha kesin olarak bu 6zellikteki her bir eliptik egri (S)
tipindeki

{ZT 1-T? 6T%-T*-1
T2-1’ 2T ’ 2T(T%2-1)

(2.1)

Diophantine tigliilerine indirgenir. (S) nin elemanlarinin karisik igaretlere sahip oldugu

aciktir. Ornegin T = 2 almirsa ranki sifir olan torsiyon grubu Z/27ZxZ/87 olan ve {g, — %, %}

tarafindan indirgenen eliptik egri elde edilir.



3. POZITIF ELEMANLARDAN OLUSAN UCLULER iCiN SIFIR RANKLI

BiR EGRI ORNEGI

Onceki béliimde 3 eleman1 da pozitif olan Diophantine {i¢liisii i¢in Z/27Z X Z/47Z veya
ZJ27Z X Z/6Z torsiyon grubuna sahip ve ranki sifir olan bir eliptik egrinin bulunamayacagi
goriilmistli. Torsiyon gruplari i¢in geriye sadece Z/27Z X 7Z/87Z olasilig1 kalir. Dikkat edilirse
(2.1) esitligindeki Diophantine ti¢liisiinde ilk iki terim ters isaretlidir. Gerg¢ekten de

2T 1-T? B
T2 -1 2T

olur. Ote yandan (2.1) esitligi tarafindan indirgenen tiim egrilerin torsiyon grubu Z/27Z X Z./8LZ.
olur. Tiim bu durumlar g6z 6niine alindiginda ilk bakista bu torsiyon grubu icin Diophantine
t¢liilerinin ti¢iiniin de pozitif olamayacagi akla gelebilir ancak (Dujella ve Peral, 2019) bunun
boyle olamayacagini gostermistir. Gergekten de belli bir T rasyonel sayist igin tiim terimleri

rasyonel olan ve (2.1) esitligindeki ayni egriye indirgenen bir egri bulunabilir.

Ancak bu caligmada ayni1 anda ranki sifir olan ve torsiyon grubu Z/27Z X Z/8Z ve
terimleri pozitif olan Diophantine {igliileri varlig1 sorusu agik problem olarak kalmistir. Bu

problem ise (Dujella ve Mikic, 2020)’de ¢dziilmiistiir. Burada bu ¢oziim incelenecektir. 1k ola-

r2

rak S, eliptik egri tizerinde 4 mertebeli bir nokta ve b = 7—1' ¢ = a+ b + 2r olsun. Bu deger-

ler Teorem 2.1.5.(iii)> de (ab + 1) — ab(c — a)(c — b) de yerine yazilirsa bilinmeyeni a
olan 2. dereceden (213 — 2r)a? + (4r* — 612 + 1)a + 2r° + 2r — 473 denklemi elde edilir.
Bu denklemin diskriminanti 1 — 47* + 472 olup bu degerin bir tam kare olmas1 gerekir. Bu
denklem tarafindan tamimlanan kuartik egri aslinda ranki 1 ve iireteci P, = (0,1) olan E;: Y2 =
X3 + X2 + X + 1 olarak tanimlanan eliptik egriye birasyonel olarak denktir. O halde E; iize-
rindeki P; noktasinin katlar1 hesaplanarak ardindan bu sonuglar kuartik denkleme aktarilarak
problemin ¢oziimii i¢in gerekli olan ¢éziim adaylart bulunmus olur. Bununla beraber saglan-
masi gereken kosul eliptik egriye karsilik gelen Diophantine ii¢liisiiniin tiim terimlerinin pozitif
olmasidir. Bunun i¢in tiim elemanlarin ayni isarete sahip oldugunu gostermek yeterlidir ¢linkii
bir rasyonel Diophantine {igliislinlin tiim terimleri (—1) ile carpilirsa yine bir rasyonel Diop-

hantine ti¢liisii elde edilir. Hepsi pozitif olan tigliilerden elde edilen P noktasinin ilk iki kat1 6P

3855558
3603685’

ve 11P dir. 6P noktasi r= (a,b,c) =

(1884586446094351 14442883687791636 60340495895762708555)
25415891646864180° 7402559392524605 ' 14487505263205637124

ti¢liistinii verir.
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Bu eliptik egrinin rankini hesaplamak olduk¢a zorlu oldugu i¢in ranki belirlenememis-
tir. Magma cebir programi bir eliptik egrinin ranki icin 2 farkli ¢iktt vermektedir. Bunlardan
ilki gercek rank degeri olup ikincisi ise rank i¢in bir alt sinir verir. Bu egri i¢in programin ver-
digi ¢ikt1 0 < rank < 2 seklindedir. Ote yandan Parite Konjektiirii’niin dogrulugu kabul edi-

lirse rankin ya 0 ya da 2 oldugu sonucuna ulagilir.

35569516882766685106979
32383819387240952672281

11P noktasir =

_ 69705492951192675600645567228019184577147632882703132983
“= 132014843349912467692901303836561266921302184459536763120’

_ 47826829880079829075801189563942620732062701095548790400
~ 122336669420709509303637442647966391336596694969835459327’

_ 47982111146649404421749331709393501777791774558546217987550257759801
~ 15400090753918257364093484910580652390786084055043677020804056653840

ticliistinii verir.

18451786408106133183649 . .
icin (2.1) tara-
41916048174422594852689

Iki egrinin j-invaryantlari karsilagtirilarak T =

findan indirgenen ayn1 egri elde edilir. Buna karsilik gelen eliptik egri igin hem mwrank hem
de bir magma fonksiyonu olan MordellWeilShalnformation 0 < rank < 4 sonucunu verir.
Magma’da yazilan bazi spesifik kodlar yardimiyla bu eliptik egrinin rankinin sifir oldugu go-
riiliir. Boylece istenilen 6zellikte (elemanlarin hepsi pozitif) ve ranki sifir olan bir eliptik egri

bulunmus olur.
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4. RASYONEL DiOPHANTINE UCLULERI TARAFINDAN INDIRGENEN
YUKSEK RANKLI ELiPTiK EGRILER

Bu boliimde (Dujella ve Peral, 2020)’de yer alan sonuglar incelenecektir. i¢inde milen-
yum problemlerinden olan Birch ve Swinnertan-Dyer konjektiirii bulunduran eliptik egrilerin
rank1 konusu hakkinda literatiirde ¢ok sayida ilgi ¢cekici makale bulunmaktadir. Bu ¢alisma ta-
rihi itibariyle ulasilabilen en yiiksek rank 28 olup bir ¢ok bilim insani verilen bir sayiy1 rank
kabul eden bir eliptik egrinin varlig1 problemini ¢aligmaktadir. Bir kisim bilim insan1 bu soru-
nun cevabinin olumlu oldugunu diisiiniirken diger bir kisim bilim insan1 olumsuz oldugunu
diistinmektedir. (Dujella ve Peral, 2020)’deki yaklasim Rasyonel Diophantine ti¢liileri kullani-

larak yiiksek rankli eliptik egri elde edilmesi iizerinedir.

Z/27Z x Z/27 yi torsiyon grubu olarak kabul eden ranki 4, 5, 6, 7, 9 ve 11 olan ve Diop-
hantine m-lileri tarafindan indirgenen eliptik egrilerin bir listesi (Dujella ve Peral, 2020)’de
verilmistir. Cok daha zengin sonugclar elde edilebilmesi i¢in daha genis torsiyon grubuna sahip

eliptik egriler ¢alisilmalidir. Buna dair iki 6rnek

{301273 556614 535707232} {181800 127673 996869751703}
556614" 301273" 290125899 e 127673 181800° 2072406375000

tarafindan indirgenen ve ranki 9 olan Q tizerinde tanimli iki eliptik egridir (Dujella ve Peral, 2014;

2020). Bu iki eliptik egrinin torsiyon grubu Z/27Z X Z/4Z dir. Bu eliptik egrilerin kurulusunda
{a, - %, C} bicimindeki tigliiler kullanilir ve bu iicliiler tarafindan indirgenen eliptik egri lizerinde en az

bir tane 4 mertebeli nokta bulunur. Calisma tarihi itibariyle bir Diophantine ii¢liisii tarafindan indirgenen
en biiyiik ranka ve en genis torsiyon grubuna sahip olan eliptik egri ranki 6 ve torsiyon grubu Z/27Z x
Z/6Z olan ve

{31269599 23721120 1461969791}
31628160° 31269599’ 7144352640

ticliisii tarafindan indirgenen eliptik egridir (Dujella ve Peral, 2019).

Torsiyon grubu olarak en genis gruba sahip olan eliptik egri Z/27Z x Z/8Z torsiyon gru-

e 408 145 145439
buna sahiptir. Ozel olarak {—, -,
145’ 408’ 59160

} ticliisii tarafindan indirgenen eliptik egri bu torsiyon

grubuna sahip olup Q tizerinde ranki 3 olan bir eliptik egri indirger. Bu ise calisma tarihi itibariyle
bu 6zellikteki bilinen en yiiksek ranka sahip olan eliptik egridir. (Dujella ve Peral, 2020)’ deki

sonuglar iki yonlii olup ilk olarak ranki 12 olan ve bir rasyonel Diophantine tigliisii tarafindan
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indirgenen bir eliptik egri olusturulup ikinci olarak ranki1 > 7 olan bu 6zellikteki egrilerin sonsuz

bir ailesi verilmistir.
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5.12 RANKA SAHIP BiR ELIiPTIiK EGRININ KURULMASI

x - ﬁ Y = % koordinat doniisiimii E egrisine uygulanirsa buna denk olan ilk bo-
limdeki E' egrisi elde edilir. Dikkat edilirse E', A = [—bc,0], B = [—ac, 0], C = [—ab, 0]
seklinde 3 adet 2-rasyonel noktave ab + 1 =12,ac + 1 = s?,bc + 1 = t? olmak iizere P =
[0,abc] ve S = [1,rst] bi¢ciminde 2 tane daha rasyonel noktaya sahiptir. Bu eliptik egri i¢in
sonsuz mertebeli P ve S gibi iki noktanin varligi beklenebilir. Bdylece E’ egrisinin ranki en az

2 olur.

Hedeflenen rank 12 oldugu i¢in rank artirtlmalidir. Bu ise Lasic (2017)’te yer alan Ras-

yonel Diophantine tigliilerinin farkli bir parametrizasyonu kullanilacaktir.

2t (1 4+ t1t,(1 + tyt3)) 2t,(1 + tyt3(1 + t3t;)) 2t53(1 + 3t (1 + t4t,))
a= , = ,C =
(=1 + tytyt3) (1 + tytots) (=1 + tytt3) (1 + tytots) (=1 + tytyt3) (1 + tytyts)

Dikkat edilirse t3(t; — t,) degeri bir tam kare ise bu eliptik egrinin ranki artacaktir. Gergekten de

b(c — b)
tots

x+ab =

oldugu dikkate alinarak E': y? = (x + ab)(x + ac)(x + bc) esitligindeki

A(t3t; — t3 + ty) (t3tty + 1 + taty)(tats + tatit, + 1)
t3(—1 4 t1tyt3)%(1 + tytyt3)?

X =

yazilirsa;

yZ

_64(1 4 t365)% (L tats — tat5ts + £3)% (Lot + oty + 1P (1 + tt3)* (taty 6y + 1 + t5t1)* (3 — t5)
- t33 (=1 + t1t,t3)0(1 + t1t,t5)°

elde edilir.

Basit bir hesaplama yardimiyla bu eliptik egri igin t3(t3 — t,) degerinin bir tam kare olma ko-
sulu saglanir. O halde t3(t3 —t,), t1(t; —t3), to(t, —t;) olacak sekilde hepsi birden tam kare
ozelliginde rasyonel sayilarin bir (tq, t,, t3) tgliisti bulunabilirse tizerinde ¢alisilan eliptik egrinin ran-
kinm > 5 oldugu beklenebilir. Onceki parametrizasyonla su anda iizerinde galisilan eliptik egrinin ran-
kinin > 2 olduguna dikkat ediniz. t;(t3 —t;), t;(t; — t3), t2(t; — t;1) kosullarinin saglanabilmesi igin

adina “Almost Perfect Cuboid”ad1 verilen bir metod kullanilacaktir. Gerg¢ekten de
ts = 53%,t = —=81°,t; = 55%, 53° — 5% = 5,7 (5.1)

yazilirsa;
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S124+5,2=0, 5,2 +5,2=0, 5:2+5,2+5,2=0 (5.2)

elde edilir.

Yalnizca bir diyagonal tam say1 olmadig1 i¢in bu parametrizasyonla beraber bir “Almost
Perfect Cuboid” elde edilir. (Dujella , 2020)’de yer alan [5] numaradaki esitliklerin bir parametrik ¢6-

zimu;
s; =2(m? + m+ 1)(m? — 1)?(m? + 1 + 4m),
s, =4(m? +m+ 1)(2m + 1)(m? — 1)(2m + m?),

sy = (2m+1) 2m +m?)(3m? + 2m + 1)(m? + 2m + 3).
olarak bulunur. Bu ise
t; = —4(m? + 2m+ 1)?(m? — D*(m? + 1 + 4m)?,
t, = 16(m? + 2m + 1)2(2m + 1)*(m? — 1)2(2m + m?)?,
t; = m?(2m + 1)?(m + 2)3(5m? + 8m + 5)?(m? + 1)2.
¢Ozimiind verir.

Yiiksek ranktaki eliptik egrilerin bulunabilmesi i¢in gerekli olan niimerik hesaplama-
lara daha uygun olan ve bir 2-parametrik ¢6ziime yol agan farkli bir yaklasim ele alinacaktir.
Ilk olarak

t3(ts — ty) = (t3 + w)?, t;(t; — t3) = (t; + v)? yazilarak ilk iki kosulun saglandig gorii-
liir ve boylece

u(2t; +u) [ v(2t; +v)

elde edilir. O halde bu degerler t,(t, — t;) = O’de yerine yazilirsa

(Buv? — 2u?v)t,3 + (—8udv + 15u?v? + u* + 8uv3)t,? + (—4udv? + 2viu +

16u?v3)t, + 4v*u? = O

elde edilir. Son esitlige Q(u, v) iizerinde tanimli bir eliptik egri goziiyle bakilabilir. Dikkat

edilirse P = [0,2u?v?] bu eliptik egri lizerindeki bir agikar noktadir. Bu noktanin iki kat1 ali-

2(—v+16 )
vZ(v+16W plunur. Bu ise

narak t; = Pr—

B v?(—v + 16u)(16v? — 64u? — v* + 16uv® — 4v5u + v*u?)
C uRAv)@ - 2v+ )W - 2)(v2 + 2v + 4)(2u — v) 2u + v) (—4v + u)
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16u(—4v + w)v(4v — 64u + 16uv? — 4u?v — v° + 4u?v?3)

b= QR+v)E-2v+v)W-2)(W?+2v+4)QRu —v)u + v)(—v + 16u)

_ 4(256uv — 64u” — 16v* + 64u’v® + v° — 16v°wW)2u — v)2u + v)
T uR+v)(E =20+ v2) (v —2)(V2 + 2v + 4)(—v + 16u) (—4v + u)

degerlerini verir. Bu ise Q(u, v) lizerinde taniml1 ve rank1 > 5 olan bir eliptik egri tanimlar.

Gergekten de bu eliptik egri;

A =v(256v13 — 32015 + v17 + 140288v°u? + 741888v7u* — 4096v%u
—1167360v%u3 — 21258240v%u® — 7936v'%u + 664832v1%u3
+ 11440128v8u® + 32192v*1u? — 2785824v°u* — 32380416v7u®
+ 28747776v°u® + 6463488v°u” + 71860224u’v* — 2205696usv°>
+ 1536v1*u — 24192v13u? — 22528v1%u3 + 591360v11u*
— 3244800u®v'® — 128483328v3u® — 12979200v8u” + 7816v*>u?
—36160v™*u® — 8616v*3u* + 100992v2u> — 128v'%u — 2023776v 1 u®
+ 418y — 449v17u? + 7824v'%u3 — 31368v°ut + 2860032v1 %7
+70176v*u® + 112296v3u® + 9461760v’u® — 2785824v°u’
—332160v'%u” + 128188416v2u° — 37027840v*u® — 1441792v°%u°
+ 2659328v%u°® + 46368v'u® — 6193152u'v> + 515072u'’v’
—291840u°v'° + 16818240v°u® — 29425664vu'® + 32014336u’v3
+ 140288v°u'® — 2097152u'tv? + 1572864u'tv* — 507904u'1v°
— 16384u'v® + 65536u'?v°® + 65536ul?v — 131072u'?v3
+1048576ull),

B = 4(8vu? — 8u? + 16vu — v?u + v? + 2v3)(8vu? + 8u? — 16vu — viu — v? + 2v3)
X (—16v2 + 64u? + v* — 16v3u) (4v — 64u + 16v2u — 4vu? — v°
+ 4v3u?) x (2vu? — 16u? + 2vu + 8v?u — 4v? — v3)(2vu? + 16u? — 2vu
+ 8v2u + 4v? — v3) x (16vu — 4u? — v* + 4v?u?)(16v? — 64u? — v*
+ 16v3u — 4v°u + v*u?) X (—v + 16u)?(—4v + u)*u?v?

olmak iizere y? = x3 + Ax? + Bx formunda olur.

Bu eliptik egrilerin rankinin >5 oldugunu goérebilmek i¢in bu egri lizerinde sonsuz mer-
tebeli 5 tane birbiri cinsinden yazilamayan (bagimsiz) nokta (Dujella, 2020)’de verilen
(P,R,T,,T,, T;) noktalaridir. Buradaki P noktas1 y? = (x + ab)(x + ac)(x + bc) egrisi
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tizerindeki [0, abc] noktasina karsilik gelir. S noktasi yine ayni egri tizerindeki [1, rst] nokta-
sina karsilik gelmek iizere, R noktast 2R = § esitligini saglar. Dikkat edilirse T; noktasi
t;(t; — t;) = O kosuluna, T, noktasi t;(t; —t3) = O kosuluna, T5 noktast t,(t, —t;) =
0 kosuluna karsilik gelir. Ozellesme déniisiimii bir homomorfizm oldugundan (ug, v,) 6zel-
lesmesini egri tizerindeki P, R, Ty, T, ve T3 noktalarini sonsuz mertebeli bagimsiz nokta olacak

sekilde bulmak yeterlidir. (Dujella, 2020)’ye gore

[170605,39532697], [302665, —66247363], [795565, —637321303],

8673115 25165674989
[—447095,24260803], 2 ,— 3 ]

noktalar1 y2 = x3 + 21361758597x% — 28803989016278714304x egrisi lizerinde bagim-

siz oldugundan (uy, vy) = (2,1) bulunur.

Bu boliimiin amaci1 Diophantine tigliileri tarafindan indirgenen ve ranki 12 olan eliptik
egri elde etmek oldugu i¢in bu metod yardimiyla ranki en az 5 olan eliptik egriden (u,v) nin
uygun bir 6zellesmesi yardimiyla daha yiiksek ranka sahip eliptik egriler elde edilecektir. Bunu
yapabilmek i¢in (Aguirre vd., 2012) ve (Dujella ve Peral, 2019)’da da yer alan eleme metodlari
kullanilabilir. Deneyimsel matematigin etkin sekilde kullanildigi Pari/GP ve Magma hesapla-
mali cebir programlarindaki dzellikle Warwick Universitesi Ogretim Uyesi Prof. Dr. John Cre-

mona’ nin katki sagladigi kodlar kullanilarak (Dujella, 2020)’ de gelistirilen bir elek algoritmasi

yardimiyla (w,v) = (- %, g—g) icin buna karsilik gelen

@b — {6125241375 5535371271425 273138178560}
G0, €3 = 111907531272’ 14277129995128° 153430695649

rasyonel Diophantine ti¢liisii tarafindan indirgenen, ranki1 12 olan ve asagidaki minimal We-

ierstrass esitligine sahip olan eliptik egri elde edilir.

y2+xy+y=x3—x?
— 1444491707528591356856089186460491195711268950880x
+ 5599215837796254212486835849395617

62456224290170437461555851482041439747
eliptik egrisi lizerindeki sonsuz mertebeli 12 nokta ise;
P; = [158850932500649609134809,578334775816714524616276221704042845],

P, =[351104017200784386392209,309897966944945116194624198332593845],
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P; = [—427722660290928813983135,—-1048576645526111528109185629948786727],
P, = [954500781939375762742909, 225326008863345220543071618783370945],
P = [423679598259676591990909, 154829810959547852593332987635966145],

Ps = [1535808449095818094207905,1401421444080498380369785533616999513],
P, = [444801887422056021535383,73569216148613399817347986859758945],
Py = [—1206006015871044278678751,—740210245609217615143269452335454375],
Py = [-192562292438693523617091,—-911556889640548767064630159456313855],
P;o = [10508879668527356682921249,33851800053181168926568362825476385625],

Py =[951514410733369555670349,216676520921276805299703311439049825],

7355680099955426717481581 605705671933225602690651446390633849125]
12 — I™ »
81 729

seklinde yazilabilir.
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6. RANKI > 7 OLAN ELIiPTiK EGRILERIN SONSUZ AiLELERI

Bundan 6nceki boliimde yiiksek ranka sahip ve rasyonel Diophantine ti¢liilerine indir-
genen yalnizca bir eliptik egrinin elde edilmesi amaglanmisti. Bu béliimde problem farkli bir
acidan ele almacaktir, 6yle ki belli bir ranka sahip eliptik egrilerin 2 parametreli sonsuz aileleri
kurulacaktir. Konu ile ilgili yapilan ilk ¢alismalardan biri (Aguirre vd., 2012) olup bu ¢alismada
ranki > 5 olan eliptik egrilerin 2 parametreli sonsuz ailesi olusturulmustur. Daha acik olarak

Q(m, n) tizerinde taniml ve ranki > 4 olan eliptik egrilerin iki parametreli ailesi olusturulmus-

tur. Ozel olarak n = g segilerek ranki > 5 olan Q(m) tizerinde taniml eliptik egri aileleri elde

20(4u?-1)

edilmigtir. m = St d)

alinarak ayni aile elde edilebilir ¢linkii v = —1 alinarak istenen so-

nug goriilebilir. (Aguirre vd., 2012)’deki tanimlanan eliptik egri ailelerinde n = g alinarak (Du-

jella ve Peral, 2019)’da Q(a, n) lizerinde tanimli ve ranki > 3 olan bir aile ile Q(a) tizerinde
taniml1 ve oldukga basit bir parametrizasyonla olusan bir egri ailesi elde edilmistir. Bu egri

ailesi yardimiyla daha yiiksek ranka sahip alt aileler kolaylikla kurulabilir. Ger¢ekten de bu aile;
A(a) = —2(—51200 + 109440a + 38880a” + 55404a3 + 6561a*),
B(a) = 243a*(20 + 3a)(—4 + 9a)(16 + 9a) (80 + 9a)(320 + 81a?)
olmak tizere;
y? = x3 + A(a)x?* + B(a)x
olur.
Ornegin, a = 2 almirsa;

A(a) = —1742816, B(a) = 759204036864 parametrelerinin bu 6zel degeri i¢in elde edilen
eliptik egri;

y? = x3 — 1742816x2% + 759204036864x
sonucu elde edilir.

Magmadaki rank hesaplama kodu kullanilarak bu egrinin (gergek) rankinin 3 oldugu

goriilebilir. Bu eliptik egrinin torsiyon alt grubu Z, & Z, ye izomorf olup bu egri iizerinde
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bulunan baz1 noktalar (0, 0), (5616, 64876032), (5616,
—64876032), (9828, 85405320), (9828, —85405320) seklindedir.

Farkl1 degisken dontisiimleri yapilarak rank > 7 olan eliptik egrilerin sonsuz aileleri elde

edilir. Literatiirde buna dair (Dujella ve Peral, 2019) gibi bircok makale yer alir.
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7. RASYONEL DiOPHANTINE 4-LULERI TARAFINDAN INDIRGENEN
ELIPTIK EGRILER UZERINE

Bu boliimde oldukga giizel bir ¢alisma olan (Dujella ve Soydan, 2022) de yer alan so-
nuclar incelenecektir. {a, b, ¢, d} bir rasyonel Diophantine 4’ liisii olsun. Bu dortliiyii bir rasyo-

nel Diophantine 5’ lisine genisletebilmek i¢in dyle bir rasyonel X sayist bulunmalidir ki
aX+1L,bX+1,cX+1,dX+1

sayilar1 rasyonel sayilarin kareleri olmalidir. Tipki Diophantine 3-liilerinden Diophantine 4-

liillerine genislemedeki gibi bunu 4 kosulla carpabiliriz.

Boylece bu egri denklemi Y2 = (aX + 1)(bX + 1)(cX + 1)(dX + 1) seklinde elde
edilir ki bu denklem cinsi bir olan bir egriyi belirtir. Cinsi 1 olan cebirsel egriler (Silverman,
2016) eliptik egri oldugundan uygun bir degisken degisimi yardimiyla bu egri bir eliptik egriye

Y(d-a)(d—b)(d—c)
(dx+1)2

| x = {@xen@-h)@-o degisken degisimi

dontstiiriilebilir. Gergektende y = s

yardimiyla
E:y?=x(x+ b —a)(d-c))(x+ (c—a){d—Db)

egrisi elde edilir. Bu eliptik egriye, {a, b, c, d} rasyonel Diophantine dortliisii tarafindan indir-
genen eliptik egri ad1 verilir. Bu 6zellikteki eliptik egriler (Dujella, 2020) de incelenmis olup
torsiyon grubu Z/27 x 7/27. ve ranki 8 olan birgok eliptik egri 6rnegi verilmistir. (Dujella ve
Soydan, 2022) makalesinin temel problemi rasyonel Diophantine dortliileri tarafindan indirge-
nen eliptik egriler i¢in hangi torsiyon gruplarinin miimkiin olabilecegi sorusudur. Buradaki te-
mel teknik Mazur’in meshur teoremi kullanilarak temel sonug olan k=2, 4, 6, 8 i¢in bu eliptik
egrilerin Z/27Z X Z/kZ oldugu goriilmiistiir. Bu sonug sonsuz ¢okluktaki rasyonel Diophan-
tine 4-liileri i¢in ispatlanmis olup elde edilen indirgenmis eliptik egrilerin ranklari oldukga bii-
yiiktiir. Kolayca goriilebilir ki E tizerinde agikardan farkli tam olarak 3 tane 2-torsiyon noktasi

vardir. Bu noktalar
A = (0,0), B=(-b-a)(d-c),0),C=(—(c—a)(d—-D>b),0)
noktalaridir. Basit bir hesaplama yardimiyla bu egri iizerindeki

P=((b-a)c—a),(b-a)c—a)(d-a),

21



0= ((ad + 1)(be + 1),+/(@b + Diac + D(ad + D(be + D(bd + Dicd + 1))

gibi 2 rasyonel nokta bulunmaktadir. Bu iki nokta istenilen 6zellikteki eliptik egrilerin elde
edilmesinde kritik bir rol oynayacaktir. Bu boliimdeki temel amag sonlu mertebeli elemanlarin
olusturdugu torsiyon gruplarmin yapisini elde etmek oldugu i¢in ilgili ¢alismanin temel so-

rusu P ve Q hangi sartlarda sonlu mertebeli olduguna karar vermektir.
7.1 Rasyonel Diophantine 4’liilerinin Parametrik Aileleri

{a.b. c} regiiler rasyonel Diophantine 3-liisii olsun. Béylece ab + 1 = r? olmak iizere
c=a+b+2rolur. O halde d =b+c+2vVbc+1=a+4b + 4r olmak iizere diger bir
{b.c.d} tugliisii g6z 6niine alinsin. Bu dort sayidan Diophantine 4-liisii elde etmek igin saglan-
masi1 gereken son kosul ad + 1 = O olmasidir. Bu ise (a + 2r)?> — 3 = O olmasi kosulunu

. 2 -
gerektirir. Ustelik sifirdan farkli t € Q' lar igin u = % olmak tizere r = % aliirsa bu kosul

saglanir. O halde {a, b, ¢, d} rasyonel Diophantine 4-lilerinin

ol (t? — 2at — 4t + 3)(t? — 2at + 4t + 3)
B 16t2a ’

_ (t? +2at + 4t +3)(t* + 2at — 4t + 3) - t—1D(t+3)(t-3)(t+1)
€= 16t2a &= 4t2q

olmak tizere bir 2-parametrik ailesi elde edilir. Buna karsilik gelen eliptik egri ailesi ise
A; = 6t8 — 48t%a? + 96t*a* — 120t° + 992t*a? + 708t* — 432t%a? — 1080t? + 486

B; = (t? + 2at — 1)(t* — 6at — 9)(3t% + 2at — 3)(t? — 2at — 9) x (t? + 6at — 9)(t* —
2at — 1)(t? + 2at — 9)(3t? — 2at — 3

olmak iizere y2 = x3 + A;x? + By x eliptik egri ailesidir.

(Dujella ve Soydan, 2022)’de bu eliptik egri ailesinde yer alan ve ranki 9 olan eliptik
egri 6rnegi bulunamamistir ancak Mestre ve Nagao toplamlar1 seklinde elde edilen bazi elek
metotlar1 yardimiyla mwrank komutu kullanilarak ranki 10 olan ve yukaridaki aileye ait iki

eliptik egri bulunmustur, bunlar

142 142 | .
t=_Vvev=—_= degerlerine karsilik gelen

19635 46592463 84196064 1144273}

ta,b,c,d} = { 6532 ' 201832268’50458067 " 8775316
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Diophantine 4’liisii ve

t= % vev = g—z degerlerine karsilik gelen

2325 187020623 261411943 13104399}

{“'b'c'd}:{zxmz’ 9949760 ' 9949760 ' 146320

Diophantine 4-listidiir.
7.2 Z/27Z X Z/4Z Torsiyon Grubu

p1 = (b—a)(d—c)vep, = (c —a)(d — b) olmak iizere E: y? = x(x + p1)(x + p3)

eliptik egrisi gbz Oniline alinsin. Bu durumda 2-azalma kullanilarak Q = ((ad + 1)(bc +

1),4/(ab + D (ac + 1)(ad + 1)(bc + 1)(bd + 1)(cd + 1) noktasi 2E (Q) kiimesinin bir ele-
manidir. Gergekten de x; = (ad + 1)(bc + 1), x; +p; = (ac+1)(bd + 1), x;+p, =
(ab + 1)(cd + 1) birer tam kare ifadedir. Dikkat edilirse ad + 1 = 0 durumunda Q iki mer-

tebeli bir nokta olur. Bu ise ancak ve ancak d = —% durumunda gecerlidir. Boylece 2R = Q

ozelligindeki R noktasinin mertebesi 4 olur ve boylece E(Q)’ nun Z/27Z X 7Z./4Z gibi bir alt

grubu vardir.

O halde oyle rasyonel Diophantine dortliileri bulunmalidir ki bu dortliiler {a, - %, b} big¢imin-

deki alt tgliileri bulundurmalidir. @« =u, T =t denilirse a = %, b:((i—Z)z —1)/a=
4tu

————— elde edilir. Geriye dortliiniin dordiincii elemant olacak olan ¢ yi bulmak kalir. Bu
(tu+1)(t—-uw)

c sayist {a,b,c,d} bir regiiler dortli olacak sekilde segilebilir yani bu durumda

(a+b—c—d)? =4(ab + 1)(cd + 1) olur. Bu sayede

- D+ DE-DE+D)
€= (ut + 1)(¢ — u)

elde edilir. O halde Z/2Z x Z/4Z torsiyon grubuna sahip indirgenmis egrinin karsilik geldigi

sonsuz ¢oklukta rasyonel Diophantine dortliisii oldugu gosterilmis olur.

8(d—a-b)(a+d—-b)(b+d—a)
(a%2+b%2+d?-2ab-2ad-2bd)?

Diger bir olasilik ise ¢ = olarak secilmesi halinde
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_s(t—w)(ut+1)(—4ut+t2+u+u?t?+1) (u—1) (u+ 1) (t—1)(t+1) (E2 H4ut+u+u?t?+1)

elde edilir. Bu dort-
(1-8ut—12u2t2+2u2+2t2-8udt3+ut*+8ut3 +t*+ut+8tud+2ut*+2u*t?)2

c
lilerin iki parametreli ailesi arasindan ranki alti olan iki egri elde edilir. Bunlar (t,u) =

(3, %) ve (t,u) = (22—5, %1) durumlar1 olup bunlara karsilik gelen dortliiler ise sirasiyla

{3 48 625153729200 7}
7°175" 363378690481" 3

Ve

{791 24800 14188099227120 138} olur
138’ 54579’ 9044268302161 ° 791 '

7.37Z/27Z x 7Z./6Z Torsiyon Grubu

Uygun parametrizasyon ve degisken degistirme kullanilarak ve ilk durumdakine benzer
metot yardimiyla ranki 3 olan ve bu torsiyon alt grubuna sahip iki eliptik egri elde edilmistir.

Bu iki egriye karsilik gelen rasyonel Diophantine 4’liileri ise sirasiyla

{ 16051953 170244712 914623 54—98328} { 18873668 821921100 26226421 1090383}

11214104 1784519841’ 5622936 10310521 3382575 ' 5086844387’ 4890900 ’ 6661892

dir.
7.4 7/27 x 7./8Z Torsiyon Grubu

Ilk olarak asagida agik¢a verilmis olan {a, b, ¢, d} dértliileri ile baslansin.

_ut+1 4ut _(u—l)(u+1)(t—1)(t+1)d_t—u
Tt—u T wrne—w' -t (ut + 1)(t — u) T ut+1

Asikar olarak Q(0,0) noktasinin mertebesi 2 olup bu nokta 2E (Q) kiimesinin bir elemanidir.
O halde 2R = Q olacak sekilde bir R noktasi vardir. Bu boliimde istenen torsiyon grubunu elde
etmek i¢in R noktasinin, 2E(Q) kiimesinin bir elemani olmasi saglanmalidir, bu ise S €

2E(Q)olmak tizere bu S noktasi i¢in R = 25 olmasidir. Bu takdirde S noktasinin mertebesi 8

)

(u+t)?(ut—-1)% W?+1)(t2+1)(u+t)? (ut—1)>2
(ut+1)2(t-u)2’ (ut+1)3(t—u)3

olur. R noktasinin koordinatlar1 hesaplanacak olursa (

. . o C _ (u+t)?(ut—1)2 .
olur. Istenilen sonucun elde edilebilmesi i¢in x; = 2z XX + py,vexy + p, Nin

hepsinin tam kare olmasi gerekir. x; + p;,ve x; + p, tam kare iken x; zaten tam kare olmak
zorunda kalir. Bu iki kosul birlikte diisiiniildiigiinde istenilen kosul (u? + 1)(t? + 1)’in tam
kare olmasina denktir. (u? + 1)(t? + 1) = (u? + 1 + (t — w)v? yazilirsa;
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—2utv—-2v+viu+udt+u

t =
u? +1—v?
olur ve boylece
_(u-v+Du-v-1) 2@ + 1 - vAHu(=2utv - 2v + viu+ud +u)
- 2(u—-v) ’ T @+ D2 -vu-v+Du—-v-1

(vt -2+ viut i tu—uw -1+ v (20t - 2v+vPu P tu+ut + 1)+ D - 1)
€= 202 + D2 - @ —v+ Du—-v—1) '

= 2 elde edilir. Burada uve v, ww(u+ D)(u—D(-uww+v+1+u?)(—uv+
1+ud)(—ww—v+1+u)u—-v+Du—-v)(u—v-—1) X (u?+1—-v?)(-2u’v -
2v+v2u+ud +u)(—2utv—2v+viu+ud +u—u? —1+v?) x (-2ulv-2v+
vi2u+ud +u+u?+1-—v?) ifadesi sifirdan farkli keyfi rasyonel sayilardir. Boylece

a, b, ¢, d birbirinden ve ayn1 zamanda sifirdan farkli rasyonel sayilar olur.

(Dujella ve Soydan, 2022:7)’deki tartisma geregi Z/27Z X Z./8Z torsiyon grubuna sahip her bir
eliptik egri bir rasyonel Diophantine dortliiden elde edilebilir. Ornegin:

{1804- 226796 303199 1197

S (9 25 Y . .
197’ 39847’ 239932 1804}, dortlisii (u, v) = (2, 19) degerlerine karsilik elde edilen

dortlii olup bu dortli, torsiyonu Z/27Z X 7./8Z ve ranki 3 olan eliptik egriye indirger. Dikkat

edilirse bu egri, bu torsiyon grubuna sahip olan bilinen en biiyiik ranka sahip olan eliptik egridir.
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