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OZET

Kuadra Mersenne-Jacobsthal, kuadra Mersenne-Pell dizileri ve bu dizilerin
kuarterniyonlarmin incelendigi bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, teze
giris verilmistir ve literatiir 6zetlenmistir. Ikinci bdliimde, tez i¢in kullanilacak olan Pell,
Jocabtshal, Fibonacci, Mersenne ve Lucas sayi dizileri tanimlanarak tezin ilerleyen
boliimlerinin daha iyi kavranmasi agisindan bu say1 dizilerinin Binet formiilleri ve iirete¢
fonksiyonlar1 verilmistir. Ugiincii boliimde, bu tez ile birlikte literatiire kazandirilacak olan
kuadra Mersenne-Jacobsthal ve kuadra Mersenne-Pell say1 dizilerini tanimlanmistir. Bu say1
dizilerinin Binet formiilleri ve iirete¢ fonksiyonlar1 olusturulmustur. Dordiincii boliimde, ilk
olarak kuaterniyon kavrami tanimlanmis ve bazi 6zellikleri verilmistir. Daha sonra Pell,
Jocabtshal, Fibonacci, Mersenne ve Lucas kuaterniyonlarinin bazi1 6zellikleri verilmistir.
Besinci bolimde kuadra Mersenne-Jacobsthal ve kuadra Mersenne-Pell kuaterniyonlari
tanimlanmis ve bu kuaterniyonlar i¢in Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari ile bazi
bagmtilar verilmistir. Altinct bdéliimde yani son boliimde de genel bir degerlendirme
yapilmistir.
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ABSTRACT
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their quaternions are examined, consists of six chapters.In the first chapter, an introduction
to the thesis is given and the literature is summarized. In the second part, Pell, Jocabtshal,
Fibonacci, Mersenne and Lucas number sequences to be used for the thesis are defined and
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

F, n.Fibonacci sayis1

L, n.Lucas sayisi

P, n.Pell sayis1

M, n.Mersenne say1s1

ML, n.Kuadra Mersenne-Lucas sayisi

MP, n. Kuadra Mersenne-Pell sayisi

MJ(x) Mersenne-Jacobsthal tirete¢ fonksiyonu
MP(x) Mersenne-Pell iireteg¢ fonksiyonu
Goncg(t). Mersenne-Jacobsthal kuaterniyon iirete¢ fonksiyonu
Gorcp (D). Mersenne-Pell kuaterniyon tirete¢ fonksiyonu
QM®P, Mersenne-Pell kuaterniyonu

@@MmP)” Mersenne-Pell kuaterniyonu eslenigi
Q@Mm13,)” Mersenne-Jacobsthal kuaterniyonu eslenigi
QM3, Mersenne-Jacobsthal kuaterniyonu

i,j k Bilimsel imajiner elemanlar

Gr(x) Fibonacci dizisinin tirete¢ fonksiyonu

G, (x) Lucas dizisinin iirete¢ fonksiyonu

Gp(x) Pell dizisinin iirete¢ fonksiyonu

G, (x) Jacobtshal dizisinin tlirete¢ fonksiyonu

Gy(x) Mersenne dizisinin iirete¢ fonksiyonu



1. GIRIS

Say1 dizileri, belirli bir kural dogrultusunda devam eden say1 gruplarina verilen isimdir. Say1
dizilerinde dizinin genel terimine gore sayilar aritmetik, geometrik vb. sekillerde artar veya

azalir.

Tamsay1 dizilerinin belki de en 6nemlisi Fibonacci dizisidir. Fibonacci dizisinde her bir say1
kendinden Onceki iki sayr ile toplanmakta ve say1 dizisi bu sekilde devam
etmektedir. Dizinin bu sekilde devam etmesi ile sayilar birbirine oranlandiginda altin oran
elde edilmektedir. Fibonacci sayilar1 ve bazi1 diger tamsay:1 dizileri literatiirde ¢alisma alani
olarak oldukga biiyiik bir yer edinmektedir (Hoggatt, 1967; Bicknell, 1975; Horadam, 1994).

Tasge1 (2009) kuadra Pell sayilarini tanimlamis ve Binet formiiliing, iirete¢ fonksiyonunu ve
baz1 cebirsel bagmtilarini elde etmistir. Daha sonra Ozkog (2015) quadra Fibona-Pell
sayilarini tanitmis ve quadra Fibona-Pell dizilerinin baz1 6zelliklerini vermistir. Kizilates
(2017) quadra Lucas-Jacobsthal sayilarini tanimlamis ve bu dizilerin bazi 6zelliklerini elde

etmistir.

Son yillarda, tamsay1 dizileri kullanilarak bir¢ok kombinasyonlar elde edilmis ve bu dizileri
kullanilarak kuaterniyon sayi dizileri tanimlanmistir. Son zamanlarda da bu alanda oldukca
0zgiin ¢aligmalara rastlanmistir. Giin gectik¢e de bu yonde galigmalar artmaktadir (Halict,

2011; Horadam, 1963; lakin, 1977).

Horadam (1963) kuaterniyon tanimini kullanarak Fibonacci kuaterniyon sayilarini

tanimlamig ve bu sayilarin baz1 6zelliklerini sunmustur.

Halic1 (2011) Fibonacci ve Lucas dizilerinin, Cimen ve Ipek (2015). Pell ve Pell-Lucas
dizilerinin, Szynal-Liana ve WIloch (2015) Jacobsthal dizisinin kuaterniyonlara
uygulanmasini ifade etmisler ve bu yeni kuaterniyon dizilerinin say1 dizileri ile arasindaki

iliskiyi detayl bir sekilde incelemislerdir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tamsay: dizilerinin tanimlari ve 6nemli

ozellikleri verilmistir.

2.1. Fibonacci Dizisi

2.1.1.Tanim: Baslangi¢ kosullar1 F, = 0,F; = 1 ve

Foyo2 =Fpp1 +Fpn 20

rekiirans bagintisi ile tanimlanan {F, },,5, dizisine Fibonacci dizisi denir.

Bu dizinin elemanlarina, Fibonacci sayilart denir (Koshy, 2001)..

Fibonacci dizisinin bazi terimleri {F,} = {0,1,1,2,3,5,8,13,...} seklindedir.
Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi,

x> —x—1=0

olup bu denklemin kokleri,

1++5 1++5
7 P

a =

dir.
Fibonacci dizisinin Binet formiilii karakteristik denkleminin koklerine bagli olarak

an_ﬁn

a—p

Fy

seklinde elde edilmistir (Koshy, 2001)..



2.1.2. Teorem: Fibonacci dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu,

X
Gr(®) = ) R =
n=0

bigimindedir (Hoggatt, 1967)..

2.2. Lucas Dizisi

2.2.1.Tanim: Baslangi¢ kosullar1 Ly, = 2,L; = 1 olan ve

Lyyz =Lpyy +Lp,n=20

rekiirans bagintisi ile tanimlanan {L,, },,5, dizisine Lucas dizisi denir (Koshy, 2001).
Lucas dizisinin karakteristik denklemi,

x>—x—1=0

olup bu denklemin kokleri,

1++5 1++/5
7 B3

a =

dir.olmak tizere n. Lucas sayisi,

ana,n_ﬁn

seklinde bir formiille ifade edilmekte ve bu formiile Lucas dizisi i¢in Binet formiilii
denilmektedir (Koshy, 2001).



2.2.2. Teorem: Lucas dizisinin iirete¢ fonksiyonu,

L(x)—EL Xt=—— 2-x

1—x—x2
dir (Hoggatt, 1967).
2.3. Pell Dizisi
2.3.1.Tanim: Baslangi¢ kosullar1 P, = 0,P; = 1 ve
Poyo =2P 1 +P,n=0
rekiirans bagintisi ile tanimlanan {P, },,5, dizisine Pell dizisi denir (Koshy, 2001).
Pell dizisinin karakteristik denklemi,
x>—2x—1=0
ve bu denklemin kokleri;
y=1+v2,6=1-12
dir. Binet formiilii de,

yn_(gn

P =
n ,y_(s

seklinde ifade edilmektedir (Koshy, 2001).

2.3.2. Teorem: Pell dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu,
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x
Gp (x) :anxn T 1—2x—x2
n=0

bi¢imindedir (Mansour, 2004).

2.4. Jacobsthal Dizisi

2.4.1. Tanim: Baglangi¢ kosullar1 J, = 0,/; = 1 ve

Jniz2 =1 +2pn =20

rekiirans bagintisi ile tanimlanan {J, },,5, dizisine Jacobsthal dizisi denir.
Jacobtshal dizisinin karakteristik denklemi,

x>?—x—2=0

olup bu denklemin kdokleri,

A=2,u=-1

olmak tizere Jacobsthal dizisinin Binet formuli,

An_un
A—u

Jn=
seklinde ifade edilmektedir (Horadam, 1994).
2.4.2. Teorem:J,, Jacobtshal dizisi igin tirete¢ fonksiyonu,

X

—_ n —
Gf(x)‘zfnx T 1—x—2x2
n=0



seklindedir (Horadam, 1994).

2.5. Mersenne Dizisi

2.5.1. Tanim: Baslangi¢ kosullart My, = 0,M; = 1 ve
M., =3M,,1 —2M,,n=0

rekiirans bagmntisi ile tanimlanan {M,, },,», dizisine Mersenne dizisi denir.
Mersenne dizisinin karakteristik denklemi,
x2=3x+2=0

ve bu denklemin kokleri,

a=2,=1

dir. Ayrica Binet formiil,

M, =a™—-p"

seklindedir (Boussayoud, Chelgham, 2018).

2.5.2. Teorem: Mersenne dizisi i¢in lirete¢ fonksiyonu,

X
G (x) =2kak T 1—3x+2x2
k=0

dir (Boussayoud, Chelgham, 2018).






3. KUADRA MERSENNE-JACOBTSHAL VE KUADRA MERSENNE-
PELL SAYI DIZIiLERIi

Ugiincii béliimde literatiire yeni kazandiracak oldugumuz kuadra Mersenne-Jacobsthal ve
kuadra Mersenne-Pell dizileri tanimlanmis ve bu diziler i¢in Binet formiili ve iireteg
fonksiyonu elde edilmistir. Ayrica bu diziler daha sonraki boliimlerde tanimlanacak olan
kuadra Mersenne-Jacobsthal ve kuadra Mersenne-Pell kuaterniyonlari ig¢in zemin
olusturacaktir.

3.1. Kuadra Mersenne-Jacobsthal Dizisi ve Baz1 Ozellikleri

3.1.1.Tanim: Baslangi¢c kosullart M Jy =0, MJ; =2, MJ, =4, MJ; = 10,MJ, = 20

ve n = 0 olmak lizere
MInia = AMIn43 = 3MInt2 = 4MIp41 + 4M I,

rekiirans bagintisi ile tanimlanan {MJ,},»o dizisine kuadra Mersenne-Jacobsthal dizisi
denir. Bu dizinin elemanlarina kuadra Mersenne-Jacobsthal sayilar1 denir. Bazi kuadra
Mersenne-Jacobthsal sayilari,
{ n= 0123 4 5 6

0 2 410 20 52 106 -~
seklinde ifade edilebilir,
Kuadra Mersenne-Jacobsthal dizisinin karakteristik denklemi
x*—4x3+3x2+4x—-4=0
ile ifade edilir.

Bu denklemin kokleri ise sirasiyla,

a=2,=11=2veu=—1dir.
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3.1.2. Teorem: Kuadra Mersenne-Jacobsthal dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu

M) = 2x — 4x?

X C —4x*+4x3 4+ 3x2 —4x + 1
seklindedir.

fspat:

MI(x) = z MIpx™ = MJy + MTJx + MJx% + MJsx> + -+ MTpx™ + -

n=0
seklinde ifade edilir.

Burada,

—4x*MJ(x) = _42 M T x4
n=0
= 4M¢70x4 — 4M<71x5 — 4M‘72x6 — 4‘]\/[(73357 —_ e — 4,]\/[‘:7nxn+4 .
4x3MJ(x) = 42 MJ,x"+3
n=0
= 4M¢70x3 + 4-]\/[(71364 + 4M(72x5 + 4-]\/[‘(73356 4ot 4Mﬂnx”+3 .
3x2MI(x) = 3ZM‘7nxn+2
n=0
= 3MJox? + 3MJ1x3 + 3MIyx* + 3MI3x> + - + 3MJ,x" 2 + -
—4xMJ(x) = _42 MJ,x"*1
n=0

= —4‘M(70x - 4‘M(71x2 - 4M(72x3 — 4-M(_73x4 —_ee — 4,M(7nxn+1 + -

MI(x) = Z MIpx™ = MJy + MJ1x + MJyx? + MJ3x3 + -+ MJpx™ + -

n=0
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[fadeleri taraf tarafa toplanip, baslangi¢ kosullart MJ, = 0, MJ; = 2, MJ, = 4, M J; =

10, M J, = 20 yerine konulursa,

(—4x* + 4x3 + 3x% —4x + DM J(x) = 2x — 4x?

olur. Buradan da

2x — 4x?

M —
J&x) —4x*+4x3 +3x2—4x+1

dir.

3.1.3. Lemma: Kuadra Mersenne-Jacobsthal sayisi igin,

MIi, = M, + ],
A — pyn

= @~ +

dir.

Ispat: Tiimevarimdan gériiliir.

3.1.4. Teorem: Kuadra Mersenne-Jacobsthal sayisnin Binet formiilii,

4 n n 1 n
MJn =z 0" =" —zu

dir.
fspat:
M, = a;a™ + by ™ + ¢ A" + dpu™ ifadesini alalim.

Burada sirasiylan = 0,n = 1,n = 2,n = 3 alinir.
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MJo = a;a® + by O + ¢, 2% + dyu®
MJ, = a;at + byt + At + dyput
MJ, = aja? + b f? + ¢, A% + dyu?
MJ; = aja® + b B3+ c A3 +dyud

Burada a=2,=1 A=2,u=-1ve MIJo=0,MJ, =2,MJ, =4,MJ; =
10, M J, = 20 degerleri yerine yazilirsa,

O=a;+by+c +dy

2=2a,+by+2c;—d;
4 =4a; + by +4c; +d;
10 = 8a, + by +8¢; — d;

olur. Burada katsayilar matrisi olusturulup a,, by, ¢;, d; degerleri bulunup ifade de yerlerine

yazilirsa Binet formiil,

4 n n 1 n
Mgy, =a" =" —Zu
elde edilir.

3.2. Kuadra Mersenne-Pell Dizisi ve Bazi Ozellikleri

3.2.1. Tanim: Baslangi¢ kosullart MPy, = 0, MP; = O, MP, = 1, MP; = 4, MP, = 12

ve n = 0 olmak tizere;

MPprg = 5MPyrz — TMPpyy + MPpyy + 2MP,

rekiirans bagintisiyla ile tanimlanan {M %, },,5, dizisine kuadra Mersenne-Pell dizisi denir.

Bu dizinin elemanlarina kuadra Mersenne-Pell sayilari denir.

Bazi kuadra Mersenne-Pell sayilari,



seklinde ifade edilebilir.

Kuadra Mersenne-Pell dizisinin karakteristik denklemi

x*=5x34+7x>?—-x—-2=0

olup bu denklemin kokleri

a=2,=1,y=1+V2ves=1-+2

dir.

3.2.2. Teorem: Kuadra Mersenne-Pell dizisinin tireteg fonksiyonu

2

X
MP =

() —2x*+x3 +4x?2 —4x+1
seklindedir.
fspat:

MP(x) = Z MPA" = MPy + MPyx + MPyx? + MPyx3 +

n=0
seklinde ifade edilir.

Burada,

—2x*MP(x) = -2 Z MP, x4

n=0

= —2MPyx*—2MP,x5—2MP,x6 — 2MPsx” +

13

e ]\/[jpnxn + ..

e = 2MP XM+ -
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X3MP(x) = z MP,x"*3 = x3MPy+x*MP;+x°MP,+x°MP; + -+ + MB,x™*3 + ...

n=0

A4x°MP(x) = 4 Z MP,x"*?

n=0
= AMPyx? + AMPx3 + AMPyx* + AMPoxS + -+ AMP X2 + -
—4xMP(x) = —42 MP,x"t1
n=0

= —AMPyx — AMPx% — 4MP,x3 — 4MPx* — - — AMPx" ! 4 -

MP(x) = Z MPx™ = MPy + MPx + MPyx? + MP3x3 + -+ MPyx™ + -

n=0

ifadeleri taraf tarafa toplanip, baslangi¢ kosullart MPy = 0, MP; = 0, MP, = 1, MP; =
4, MP, = 12 baslangi¢ kosullar1 yerine yazilirsa,

(=2x* + x3 + 4x% —4x + DMP(x) = x?

ve buradan

x2

—2x*+x3+4x%2 —4x +1

MP(x) =

elde edilir.

3.2.3. Lemma: Kuadra Mersenne-Pell sayilart,

M®P, = M, P,
yn — 5
— n_ pn
(@ == —5
seklindedir.

Ispat: Tiimevarimdan goriiliir.



3.2.4. Teorem: Kuadra Mersenne-Pell dizisinin Binet formiilii,

2+V2 242

671
A

MP, = —a™ +
dir.

Ispat: Burada,
M®P, = aqa™ + b ™ + c;y™ + d 6™ ifadesini alalim.
Burada sirasiylan = 0,n = 1,n = 2,n = 3 alinir.
M“})O - alao + blﬁo + Clyo + d150

M:Pl = a1a1 + blﬁl + Clyl + d161

MP, = aja® + b f? + c1y? + d 62

M:P:; = a1a3 + b1ﬁ3 + C1y3 + d163

Buradaa =2,8=1,y=1+V2ved=1-+2

ve MPy = 0, MP; = 0, MP, = 1, MP; = 4, M'P, = 12 degerleri yerine yazilirsa,

0=a;+by+c;+d;

0=2a,+b +(1+V2)e, + (1 —V2).d,
1=4a; + by + (3 +2v2)c; + (3 — 2v2)d,
4 =8a, +by + (7 +5V2)c, + (7 — 5v2)d,

15

olur. Burada katsayilar matrisi olusturulup a,, by, ¢;, d; degerleri bulunup ifade de yerlerine

yazilirsa Binet formiild,

2 ++2 n+2—\/§

6‘7’1
2 7 4

MP, = —a™ +
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elde edilir.
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4. KUATERNIYONLAR

Bu boliimde kuaterniyon kavrami, kuaterniyonlar ile ilgili baz1 6zellikler ile Fibonacci,

Lucas, Jacobtshal, Pell ve Mersenne kuaterniyonlarinin 6zellikleri verilecektir.

4.1. Kuaterniyon Tanim ve Ozellikleri

4.1.1.Tanim:

i2=j2=k?=ijk=-1
ij=k=—ji,jk=i=—kjveki=j=—ik

seklinde tanimli i, j ve k birimsel imajiner elemanlart igin,

H={p=a+bi+cj+dk:ab,cd €R}

kiimesine reel kuaterniyonlar kiimesi denir. Her bir elemana reel kuaterniyon denir.

4.1.2. Tanim: p kuaterniyonu igin,

p=a+bi+cj+dkvep=a+ib+jc+kf

biciminde degistirebilir. Burada,

Po = a kismina skaler kisim ve p = bi + ¢j + dk kismina da vektorel kisim denir.

4.1.3. Tanim: p ve q kuaterniyonlari esit ise,

p=a,+byi+cyj+dkveq=a,+ byi+c,j + d,k kuaterniyonlar1 igin

a, = a,, bl = bz, C1 = Cy ve d1 = dz 0|UI’

4.1.4. Tanim: p, q ve r Kuaterniyon ve A reel say1 olmak tizere,
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I. Toplama islemi,
p+q=C(a;+ay)+ (by+by)i+(c; +cy)j +(dy +dy)k,
ii. Cikarma islemi,
p—q=(a;—az)+ (by —by)i+ (c; — c2)j + (dy — dr)k,
iii. Reel say1 ile ¢arpma,
Ap = (Aay) + (Aby)i + (Acy)j + (Ady)k,
Iv. Iki kuaterniyonun ¢arpimi,
pq = (ay + byi+ cyj + dik )(ay + byi + cyj +dyk)
= (aya, — b1b, — ¢, — dqdy) + (a1by + bia, + c1d, — dqcy)i
+ (a;¢; — bid, + c1a, +diby)j + (ady + bicy — ¢1by +diay)k

dir.

Bu 6zelliklerin yani sira p, g, v € H i¢in kuaterniyonlarda toplama ve ¢carpma islemiyle ilgili

su bilgiler verilebilir.

I. Toplama islemi degisme 6zelligine sahiptir:

ptq=q+p

ii. Toplama islemi birlesme 6zelligine sahiptir:

p+@+r)=@+q) +r

iii. Carpma islemi, toplama islemi iizerine dagilma 6zelligine sahiptir:
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p(q+71) =pq+pr

iv. Carpma islemi birlesme 6zelligine sahiptir:

p(qr) = (pg)r

V. Carpma islemi degisme 6zelligine sahip degildir.

4.1.5. Tanim: p = a + bi + ¢j + dk kuaterniyonu ele alinirsa bu kuaterniyonun eslenigi;

p=a—bi—cj—dk

seklindedir. p, q ve r kuaterniyon ve A reel say1 olmak iizere asagidakiler esitlikler dogrudur.

i pta=q+p
i p=p

iii Ap=2p

iv. pq = pq

V. p ER D=Dp

4.2. Fibonacci Kuaterniyonu ve Baz1 Ozellikleri
4.2.1. Tanim: {F, },,50, Fibonacci dizisi olmak iizere,
QF, = Fy + iFyyq + jFn2 + kFpys

ifadesine n. Fibonacci kuaterniyonu denir (Halici, 2011).

4.2.2. Teorem: Fibonacci kuaterniyonunun Binet formiilii n > 0 i¢in

1
QFn_ﬁ[Qa _ﬁﬁ ]

seklinde verilir (Halic1, 2011).



20

4.2.3. Teorem: QF, Fibonacci kuaterniyonu igin iirete¢ fonksiyonu,

t4+i+jt+1)+k(t+2).

QF(x) = 1—¢—¢2

dir (Halict, 2011).

4.3. Lucas Kuaterniyonu ve Baz1 Ozellikleri

4.3.1. Tanim: {L,},,>0, Lucas dizisi olmak iizere,

QLp =Ly + ilpy1 + jLlyso + kLpys

ifadesine n. Lucas kuaterniyonu denir (Halic1, 2011).

4.3.2. Teorem: Lucas kuaterniyonunun Binet formiilii n > 0 i¢in
QL, = [aa™ - BB"]

seklindedir (Halic1, 2011).

4.4. Jacobtshal Kuaterniyonu ve Baz1 Ozellikleri

4.4.1. Tanim: J,,, Jacobtshal dizisi olmak iizere,

Qn =Jn+ Unt1 +jJnsz + klnys

ifadesine n. Jacobtshal kuaterniyonu denir (Szynal-Liana ve Wloch, 2015).

4.4.2. Teorem: Jacobtshal kuaterniyonunun Binet formiiliin > 0 i¢in

1
Qn =z [A4" = 9o"]



seklindedir.

4.4.3. Teorem: QJ,, Jacobtshal kuaterniyonu ig¢in iirete¢ fonksiyonu,

t+i+j2t+ 1) + k2t + 3).
1—t—2t2

Qn(x) =
bi¢imindedir.

4.5. Pell Kuaterniyonu ve Bazi Ozellikleri

4.5.1. Tanim: {P, },,50, Pell dizisi olmak iizere,

QB =Py + iPpy1 + P2 + kPpys

ifadesine Pell kuaterniyonu denir (Cimen ve Ipek, 2015).

4.5.2. Teorem: Pell kuaterniyonunun Binet formiilii n > 0 i¢in

1
QPn=ﬁ[)_/y —486"]

seklinde verilir.

4.5.3. Teorem: QP, Pell kuaterniyonu igin iirete¢ fonksiyonu,

t+i+jt+2)+k2t+5).
1-—2t—t2

QPn(x) =

bigimindedir.

4.6. Mersenne Kuaterniyonu ve Baz1 Ozellikleri

4.6.1.Tanim: {M,, },,>o Mersenne dizisi olmak {izere Mersenne kuaterniyonu,
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QMy = My + iMyyq + jMyyp + kMy s

seklinde tanimlanir.

Ifadeyi genellestirmemiz gerekir ise n, p, 7 Ve s bir tam say1 olmak iizere,
QM P = My + iMp sy + My + KMy

seklindedir (Dasdemir ve Bilgici, 2019).

4.6.2. Teorem: Her pozitif n tam say1 ve A = 1 + i + j + k olmak {izere,
OM,,,,PTS) = 3y @7 _ oy @TS).

seklinde yazilabilir. Buradan da

QM1 P = 2M, P9 + 4 olur,

4.6.3. Teorem: Mersenne kuaterniyonunun Binet formili n >0 , A=1+i+j+k ve

M®7): =1 4+ i2P + j27 + k25 olmak iizere,

QMn(P,T.S)- — an(p,r,s). —A

seklindedir.

4.6.4. Teorem: Mersenne kuaterniyonunun iireteg fonksiyonu,

MO(P'TrS)- _ (Ml(P,T,S) _ é) t
1—3t+ 2t?

QMn(p,r,s) (x) = Z Mn(p,r,s). tn =
n=0

seklindedir.
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5. KUADRA MERSENNE- JACOBSTHAL VE KUADRA MERSENNE-
PELL KUATERNIYONLARI

Bu bolimde kuadra Mersenne-Jacobsthal ve kuadra Mersenne-Pell dizilerinin
kuaterniyonlar1 sunulacaktir. Kuadra Mersenne-Jacobsthal ve kuadra Mersenne-Pell
dizilerinin kuaterniyonlarinin tanimlari ile Binet formiilleri, tirete¢ fonksiyonlar1 ve bazi

bagntilar1 verilecektir.

Bu bolumde tanimlanan kuadra Mersenne-Jacobsthal ve kuadra Mersenne-Pell dizilerinin

kuaterniyonlar1 ilk defa bu tez ile literatiire girecektir.
5.1. Kuadra Mersenne-Jacobthsal Kuaterniyonu ve Baz1 Bagintilari

5.1.1.Tanim: {M7,},>, kuadra Mersenne-Jacobsthal dizisi olmak tlizere QMJ, kuadra

Mersenne-Jacobsthal kuaterniyonu,

QM3I, = MT, + iMTIpq + jMIpyp + kMI, 3

seklinde tanimlanuir.

Ayrica kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonunun eslenigi
(QMT,)" = My — iMTyyq — jMIniz — kMIpy3).

dir.

5.1.2. Teorem: QM 7, kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonu olmak iizere Binet formiilii

n = 0 i¢in,

a={0+ia+ja?+ ka3
B=+ip+jp*+kB?)
(

I~
I

1+id+jA% + kA3)
= (1 +iu+ jAu? + ku3)

I=
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olmak tizere,

AMA—utu
=)

QMJn = a™a — BB + (
dir.
fspat:

Kuadra Mersenne-Jacobsthal dizisi igin,

n

A" —p
A—u

n

MI, = (@™ = ") +

oldugundan, A = 2,u = —1 degerleri yerlerine yazilirsa,

A — AT — u™).
E — (qn - pmy + LD

Mjn=(an—ﬁn)+m= 3

ifadesi elde edilir.

Bu ifade kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonunda yerine yazilirsa,

(A" = ™).

3

(An+2 _ ‘un+2).
3

M3, = (@ - pm) +

] iy [(an+1 B ﬁn+1) N (An+1 _ 'un+1)_]

3

+j [(an+2 _ Bn+2) +

|+ - oy S

An
=a"(1+ia+ja®+ka®)— "1 +if +jB? +kB3) + ?(1 + il + jA2 + kA3)

n

- %(1 +iu+ jAu? + ku®)
elde edilir.

Ifadede gerekli diizenlemeler yapilir ve



a=1+ia+ja*+kad)
B=Q+iB+jp*+kp?)
A=A +id+jA%2 +kA3)

p=Q+ip+jip® + kp®)

esitlikleri yerine yazilirsa,

A" — "
—)

QMJn = a”a — " + <

elde edilir.
5.1.3. Teorem: Kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonunun iirete¢ fonksiyonu,

A + B+ jC + kD

OMIn(D)-= o= a3 362 + 4t — 4)

dir. Burada

A = (-8t —8t2 —12t3)

B =(—8-8t—18t2 —36t3)

C = (16 — 24t — 28t% — 114t3)
D = (—40 — 40t + 98t% — 196t3)

seklindedir.

Ispat: Kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonunun iirete¢ fonksiyonu

QMJn(t) = z QMInt™ = QM Iy + QM It + QMJpt? + -+ + QM Int™ + -
n=0

seklinde ifade edilir.

25
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Burada

OMIy() = ) QMInt™
n=0

= QMJot* + QMI1t® + QMJyt® + QMIst7 + QMI4t8 + -+
Q]\/[‘(jntn'*'4 + .-

_43QM I, (¢) = —42 OMJ, £+
n=0

= —4QMJot3 — 4QMJ t* — 4QM J,t> — 4QM T5t6 — 4QM I, t7 +
e — 4QMJ 3 4 -

3t2QMJ, () = 3 Z OMJ, tm+?
n=0

= 3QM]J,t? + 3QMJ,t3 + 3QMJ,t* + 3QMJ3t> + 3QM],t° + ---
+ 3QM Jpt™t2 + -

4EQMy(6) = 4 ) QMJ,t™!
n=0

= 4QM Jot + 4QM J1t? + 4QM J,t3 + 4QM J5t* + 4QM Jut> + -
+ 4QM Jpt™t + -

—4QMIn(0) = —4 ) QMJyt
n=0
= —4QM], — 4QM],t — 4QM]J,t* — 4QMJ5t3 — 4QM],t* + ---
— 4QM It + -

ve bu ifadede baslangi¢ kosullar1 olan

QM Jy = (MJOrMJLMJZrM<73) = (0,2,4,10).
QM Iy = (M Jy, M Ty, M Tz, M J,) = (2,4,10,20).
QM Jy = (M Jp, M J3, M Js, M Js) = (4,10, 20,52).
QM I3 = (M J3, M T4, M Js, M Je) = (10,20,52,106).

yerine yazilirsa,
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QM Iy (1)
—8t — 8t? — 12t3 + i(—8 — 8t — 18t% — 36t3) + j(16 — 24t — 28t% — 114t3)
+k(—40 — 40t + 98t% — 196t3)
(t* —4t3 4+ 3t2 + 4t —4)

elde edilir. Burada

A = (-8t —8t2 —12t3)

B =(—8-—8t—18t% —36t3)

C = (16 — 24t — 28t? — 114t3)
D = (—40 — 40t + 98t% — 196t3)

alinirsa,

M (0). = A+iB+jC+ kD

QM (6)- = (t*— 43+ 3t2 + 4t — 4)
seklindedir.

5.1.4. Teorem: QM J,, kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonlari i¢in asagidaki bagintilar

dogrudur.

i. QM I (QMT)* = X o MI? .,
i 2MJ, = QMJ, + (QMI,)"
ii. QM Ji).? = 2M T (QMTi)- —(QMTk)- (QM )"
iv. QM Tk 41 = QM Ik — 2Q0M Ji—1 + 20M;,

fspat:

I. Kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonu ve esleniginin tanimlart kullanilarak,
ii.
QMI QM) = (MIk + iMTpr1 + M T4z + kMIgr3). (M — iMTg41 —
JMIk+2 = kMJg+3)-
= MJi" + MJicra” + Mica2” + MJjas”
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3
= > Mjii®
i=0

elde edilir.

i Kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonu ve esleniginin tanimlari kullanilarak,
QM) + (QMTk)" = My + iMTks1 + JMIr2 + kMJrr3) + (M Iy —
IMTpr1 = JM Iz = kMJpe+3)

= 2M
dir.

I. Kuadra Mersenne-Jacobsthal Kuaterniyonunun tanimi kullanilarak

QMJ)? = MIk + iMTysr + JMIrz + kMJjei3) (M Ty + iM Ty + JMTperz
+ kMg +3)
= 2MJi” + 2iM T M Jper1 + 2] MIM Ji2 + 2kM JeM Jiess — M Iy
= M = Mperz” = Mpers”
= 2MJ, . (@M]}) — (@MJ,)(Q@M],)".

elde edilir.

i. MJJ, = My + Ji oldugundan dolay,
MTir1 = Mygq + Jis
=3My — 2My_y + Ji — 2Jj—1 = My + [ = 2(Mj_y + Ji—1) + 2M,
= M(jk - ZMJk_l + ZMk

elde edilir. Elde edilen esitlik

QM Ty11 = MTks1, M Tk 42 M Txr3, M T +4) ifadesinde yerine yazilirsa,
QMIxs1 = MJy = 2MJy—1 + 2My, M Ty 11 — 2MJye + 2My1, M Tz — 2M Jie41
+ 2My 2 M Jis3 — 2M Jiyz + 2Myy3)
= M T MIi41 Mr2o Mrr3) = 2(M Ty, M Ty, M i1, MTier2) +
2(My, Myy1, My 42, Miy3)
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Olup

QMIk+1 = QM — 2QM -1 + 20M;,

elde edilir.

5.2. Kuadra Mersenne-Pell Kuaterniyonu ve Baz1 Ozellikleri

5.2.1.Tanim: {M®P,},,»o kuadra Mersenne-Pell dizisi olmak iizere kuadra Mersenne-Pell

kuaterniyonu

QM®P, = MP, + iMPp 1 + JMPyy + kMP, 5

seklinde tanimlanir.

5.2.2. Teorem: Kuadra Mersenne-Pell kuaterniyonunun Binet formiilii n > 0 igin,
n=>0+iay +ja’y? + ka3y?3)

0=1+iad+ja8%+ ka3653)

9= +iBy +jB*y* + kB%y?)

v=_>0+ips+ B35+ kp353)

olmak tizere,

0MP, =~ [a"(n ~ 6) ~ (0~ v).]
dir.

Ispat:

Kuadra Mersenne-Pell dizisi i¢in,
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n n

y*t =46
y—20

MP, = (a™ - B")

oldugundan,

Yy =1—+2, § =1+ 2 degerleri formiilde yerine yazilirsa

yr— 8" ym— 8" -
M®P, = (a”—ﬁ")( y—=6 ): (an_ﬁn)(l—\/f)—(1+\/§) = (a™ - ™) —
elde edilir.
Bu ifade kuadra Mersenne-Pell kuaterniyonunda yerine yazilirsa,
it (E - ()

olur.
1
= —E[a”(y"(l +iay +ja’y? + ka®y®) — 6™(1 + iad + ja®5°% + ka36%))
=B "L+ By + BV + kBY?) — §M(L + 1S + jB38° + kB35%)). |
Ifadede gerekli diizenlemeler yapilir ve

n=>0+iay +ja’y? + ka3y3)
0=1+iad + ja383 + ka363)
9 =1+ ify +jB%y* + kB°y®)
v=_>0+iBs+ B33+ kp353)

esitlikleri kullanilarak ifade diizenlenirse,



1
QMPy = =5 [a"(n = 6) = B*(¥ —v).]
elde edilir.

5.2.3. Teorem: Kuadra Mersenne-Pell kuaterniyonunun iirete¢ fonksiyonu,

A+ iB + jC + kD
(t*—=5t3+7t2 -t —-2)

QMP(t).=

dir. Burada,

A = (—2t% — 9t3).

B = (=2t —9t? — 21t3)
C=(—-2-9t—21t% - 51t3)

D = (—8 — 28t — 46t2 — 115¢t3).

seklindedir.

Ispat. Kuadra Mersenne-Pell kuaterniyonunun iireteg fonksiyonu,

OMP, () = z OMPLE™ = QM Py + QM Pyt + QMPyt? + - + QMP, " + -

n=0

seklinde ifade edilir. Burada,

OMP,() = ) QML
n=0
= QM Pot* + QMPit> + QM P,t® + QM Pst” + -+ + QM Pt + -
—5t3QMP,(t) = -5 Z QM P, t"*3
n=0

= —5QMPyt3 — 5QMPyt* — 5QMP,t5 — SM P56 + -+ —
S5QMP, "3 + -
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TL2QMP,(t) = 7 z QM P, t™+2

n=0
= 7QMPyt* + 7QMP,t3 + 7TQMPyt* + 7QMPst> + -+ + -+ +
TQMP, ™2 + ...

—tQMP,(t) = — 2 QM®P,t"t1
n=0
= —QMPot — QM P t? — QMPot3 — QM Pyt + - — QMP, ™1 + -
—20MP,(t) = =2 Z QMP,t"
n=0

ve bu ifadede baslangic kosullar1 olan,

QM Py = (M Py, MPy, MP,, MP3) = (0,0,1,4).
QM®P, = (MPy, MP,, MP;, MP,) = (0,1,4,12).
QM P, = (MPy, MP3, MP,, MPs) = (1,4,12,31).
QM Py = (M Py, MP,, MPs, MPs) = (4,12,31,74).

yerine yazilirsa,

QM P, (t)
_=2t2 =93 +i(=2t — 9t? — 21t3) + j(=2 — 9t — 21t — 51t°) + k(-8 — 28t — 46t — 115¢°).
- (t* —5t3+7t2 —t —2)

elde edilir. Burada,

A = —2t* - 9t3

B = (-2t —9t? —21t3)
C=(-2-9t—21t?> —51t3)

D = (—8 — 28t — 46t2 — 115¢3).

alinirsa,
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A+ iB + jC + kD

QMP(t). = (t* =53+ 7t2—t—2)

dir.
5.2.4. Teorem: Kuadra Mersenne-Pell kuarterniyonlari igin asagidaki bagintilar dogrudur.

i QMPQMP) = T MP? s
ii. 2MP, = QMP, + (QMP,)*
iii.  (QMP,).2=2MP,(QMP,).—(QMP,). (QMP,)*
iv. QMPyi1 = 6QMPy, — 2QM Py, — 4QMy_,QP, — 4QM, QP4

fspat:
i.  Kuadra Mersenne-Pell kuarterniyonu ve esleniginin tanimlar1 kullanilarak

QMP(QMP)" = (MPy + iMPyy1 + JMPyyp + kMPiy3). (MP — iMPyyq —
JMPyiy — kM Py 3).
= MP2 + MPyy1’ + MPriy” + MPy 5"

3
= ) MR
i=0

elde edilir.

ii. Kuadra Mersenne-Pell kuarterniyonu ve esleniginin tanimlari kullanilirsa

QMPy) + (QMP)"
= (MPy + iMPyiq + JMPyiz + kMPry3)
+ (MP — iMPry1 — JMPryy — KMPyy3)
- 2MP,

bulunur.

i, (QMPY? = (MPy + iMPryy + M Prsy + kM Prys)(MPy + iMPyyq +
JMPyyz + kMPyy3)
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= ZM:Pk(M:Pk + iM:Pk+1 +jM?k+2 + kM?k+3)
— (MPZ + MPyi® + MPyin” + MPrys®)
= 2MP(QMPy) — (QMPy). (QMPy).”
dir.
Iv. M®P, = M, P, oldugundan dolayi;
MPpi1 = Mpi1Pryq
= (3Mn - 2Mn—1)(2Pn - Pn—l)
= 6M®P, + 3M,P,,_1 — 4M,_1P, — 2MP,_4
bulunur.
QMPry1 = MPryq, MPyio, MPyy3, MPy1s)
esitliginde elde edilen ifade yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

QMPrs1 = 6QMPy — 20MPy_y — 4QMy_1 QP — 4QM QPy_4

elde edilir.
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6. TARTISMA VE SONUC

(Caligmalarimiz boyunca elde etmis oldugumuz yeni sonuglar bu tezin ii¢lincli ve besinci

boliimlerinde verilmistir.

Ucgiincii boliimde Mersenne, Jacobtshal ve Pell say1 dizilerinin tanimlari, Binet formiilleri ve
tirete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla elde etmis oldugumuz Kuadra Mersenne-Jacobsthal ve
Kuadra Mersenne-Pell dizileri tanimlanmistir. Ayrica bu dizilerin Binet formiilleri ve tireteg

fonksiyonlar1 edilmistir.

Besinci boliimde ise ii¢ilincii boliimde tanimlamis oldugumuz Kuadra Mersenne-Jacobsthal
ve Kuadra Mersenne-Pell dizilerinin kuaterniyonlari tanimlanmistir. Ayrica Binet formiilii

ve tireteg fonksiyonu bulunarak bu kuaterniyonlar i¢in bazi 6zdeslikler elde edilmistir.
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