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ÖZET 

Kuadra Mersenne-Jacobsthal, kuadra Mersenne-Pell dizileri ve bu dizilerin 

kuarterniyonlarının incelendiği bu tez altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, teze 

giriş verilmiştir ve literatür özetlenmiştir. İkinci bölümde, tez için kullanılacak olan Pell, 

Jocabtshal, Fibonacci, Mersenne ve Lucas sayı dizileri tanımlanarak tezin ilerleyen 

bölümlerinin daha iyi kavranması açısından bu sayı dizilerinin Binet formülleri ve üreteç 

fonksiyonları verilmiştir. Üçüncü bölümde, bu tez ile birlikte literatüre kazandırılacak olan 

kuadra Mersenne-Jacobsthal ve kuadra Mersenne-Pell sayı dizilerini tanımlanmıştır. Bu sayı 

dizilerinin Binet formülleri ve üreteç fonksiyonları oluşturulmuştur. Dördüncü bölümde, ilk 

olarak kuaterniyon kavramı tanımlanmış ve bazı özellikleri verilmiştir. Daha sonra Pell, 

Jocabtshal, Fibonacci, Mersenne ve Lucas kuaterniyonlarının bazı özellikleri verilmiştir. 

Beşinci bölümde kuadra Mersenne-Jacobsthal ve kuadra Mersenne-Pell kuaterniyonları 

tanımlanmış ve bu kuaterniyonlar için Binet formülleri, üreteç fonksiyonları ile bazı 

bağıntılar verilmiştir. Altıncı bölümde yani son bölümde de genel bir değerlendirme 

yapılmıştır. 
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defined and some of its properties are given. Then, some properties of Pell, Jocabsthal, 

Fibonacci, Mersenne and Lucas quaternions are given. In the fifth chapter, quadra Mersenne-

Jacobsthal and quadra Mersenne-Pell quaternions are defined and Binet formulas for these 

quaternions and some relations with generating functions are given. In the sixth chapter, that 

is, in the last chapter, a general evaluation has been made. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler Açıklama 

  

𝑭𝒏 𝑛.Fibonacci sayısı 

𝑳𝒏 𝑛.Lucas sayısı 

𝑷𝒏 𝑛.Pell sayısı 

𝑴𝒏 𝑛.Mersenne sayısı 

𝑴𝑳𝒏 𝑛.Kuadra Mersenne-Lucas sayısı 

𝑴𝑷𝒏 𝑛. Kuadra Mersenne-Pell sayısı 

𝓜𝓙(𝒙) Mersenne-Jacobsthal üreteç fonksiyonu 

𝓜𝓟(𝒙) Mersenne-Pell üreteç fonksiyonu 

𝑮𝑸𝓜𝓙(𝒕). Mersenne-Jacobsthal kuaterniyon üreteç fonksiyonu 

𝑮𝑸𝓜𝓟(𝒕). Mersenne-Pell kuaterniyon üreteç fonksiyonu 

𝑸𝓜𝓟𝒌 Mersenne-Pell kuaterniyonu 

(𝑸𝓜𝓟𝒌)∗ Mersenne-Pell kuaterniyonu eşleniği 

(𝑸𝓜𝓘𝒌)∗ Mersenne-Jacobsthal kuaterniyonu eşleniği 

𝑸𝓜𝓘𝒌 Mersenne-Jacobsthal kuaterniyonu 

𝒊, 𝒋, 𝒌 Bilimsel imajiner elemanlar 

𝑮𝑭(𝒙) Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonu 

𝑮𝑳(𝒙) Lucas dizisinin üreteç fonksiyonu 

𝑮𝑷(𝒙) Pell dizisinin üreteç fonksiyonu 

𝑮𝑱(𝒙) Jacobtshal dizisinin üreteç fonksiyonu 

𝑮𝑴(𝒙) Mersenne dizisinin üreteç fonksiyonu 
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1. GİRİŞ 

Sayı dizileri, belirli bir kural doğrultusunda devam eden sayı gruplarına verilen isimdir. Sayı 

dizilerinde dizinin genel terimine göre sayılar aritmetik, geometrik vb. şekillerde artar veya 

azalır. 

 

Tamsayı dizilerinin belki de en önemlisi Fibonacci dizisidir. Fibonacci  dizisinde her bir sayı 

kendinden önceki iki sayı ile toplanmakta ve sayı dizisi bu şekilde devam 

etmektedir. Dizinin bu şekilde devam etmesi ile sayılar birbirine oranlandığında altın oran 

elde edilmektedir. Fibonacci sayıları ve bazı diğer tamsayı dizileri literatürde çalışma alanı 

olarak oldukça büyük bir yer edinmektedir (Hoggatt, 1967; Bicknell, 1975; Horadam, 1994). 

 

Taşçı (2009) kuadra Pell sayılarını tanımlamış ve Binet formülünü, üreteç fonksiyonunu ve 

bazı cebirsel bağıntılarını elde etmiştir. Daha sonra Özkoç (2015) quadra Fibona-Pell 

sayılarını tanıtmış ve quadra Fibona-Pell dizilerinin bazı özelliklerini vermiştir. Kızılateş 

(2017) quadra Lucas-Jacobsthal sayılarını tanımlamış ve bu dizilerin bazı özelliklerini elde 

etmiştir. 

 

Son yıllarda, tamsayı dizileri kullanılarak birçok kombinasyonlar elde edilmiş ve bu dizileri 

kullanılarak kuaterniyon sayı dizileri tanımlanmıştır. Son zamanlarda da bu alanda oldukça 

özgün çalışmalara rastlanmıştır. Gün geçtikçe de bu yönde çalışmalar artmaktadır (Halıcı, 

2011; Horadam, 1963; Iakin, 1977). 

 

Horadam (1963) kuaterniyon tanımını kullanarak Fibonacci kuaterniyon sayılarını 

tanımlamış ve bu sayıların bazı özelliklerini sunmuştur. 

 

Halıcı (2011) Fibonacci ve Lucas dizilerinin, Çimen ve İpek (2015). Pell ve Pell-Lucas 

dizilerinin, Szynal-Liana ve Wloch (2015) Jacobsthal dizisinin kuaterniyonlara 

uygulanmasını ifade etmişler ve bu yeni kuaterniyon dizilerinin sayı dizileri ile arasındaki 

ilişkiyi detaylı bir şekilde incelemişlerdir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde diğer bölümlerde kullanılacak olan bazı tamsayı dizilerinin tanımları ve önemli 

özellikleri verilmiştir.  

 

2.1. Fibonacci Dizisi 

 

2.1.1.Tanım: Başlangıç koşulları 𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1 ve 

 

𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛, 𝑛 ≥ 0 

 

rekürans bağıntısı ile tanımlanan {𝐹𝑛}𝑛≥0 dizisine Fibonacci dizisi denir.  

 

Bu dizinin elemanlarına, Fibonacci sayıları denir (Koshy, 2001).. 

 

Fibonacci dizisinin bazı terimleri {𝐹𝑛}  =  {0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . } şeklindedir. 

 

Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi,  

 

𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

 

olup bu denklemin kökleri,  

 

𝛼 =
1 + √5

2
,   𝛽 =

1 + √5

2
 

 

dir.  

 

Fibonacci dizisinin Binet formülü karakteristik denkleminin köklerine bağlı olarak  

 

𝐹𝑛 =
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
 

 

şeklinde elde edilmiştir (Koshy, 2001).. 
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2.1.2. Teorem: Fibonacci dizisi için üreteç fonksiyonu,  

 

𝐺𝐹(𝑥) = ∑ 𝐹𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑥

1 − 𝑥 − 𝑥2
 

 

biçimindedir (Hoggatt, 1967).. 

 

2.2. Lucas Dizisi 

 

2.2.1.Tanım: Başlangıç koşulları 𝐿0 = 2, 𝐿1 = 1 olan ve 

 

𝐿𝑛+2 = 𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛, 𝑛 ≥ 0 

 

rekürans bağıntısı ile tanımlanan {𝐿𝑛}𝑛≥0 dizisine Lucas dizisi denir (Koshy, 2001). 

 

Lucas dizisinin karakteristik denklemi,  

 

𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

 

olup bu denklemin kökleri,  

 

𝛼 =
1 + √5

2
  , 𝛽 =

1 + √5

2
 

 

dir.olmak üzere 𝑛.  Lucas sayısı,  

 

𝐿𝑛 = 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 

 

şeklinde bir formülle ifade edilmekte ve bu formüle Lucas dizisi için Binet formülü 

denilmektedir (Koshy, 2001). 
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2.2.2. Teorem: Lucas dizisinin üreteç fonksiyonu,  

 

𝐿(𝑥) = ∑ 𝐿𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=
2 − 𝑥

1 − 𝑥 − 𝑥2
 

 

dir (Hoggatt, 1967). 

 

2.3. Pell Dizisi 

 

2.3.1.Tanım: Başlangıç koşulları 𝑃0 = 0, 𝑃1 = 1 ve 

 

𝑃𝑛+2 = 2𝑃𝑛+1 + 𝑃𝑛, 𝑛 ≥ 0 

 

rekürans bağıntısı ile tanımlanan {𝑃𝑛}𝑛≥0 dizisine Pell dizisi denir (Koshy, 2001).  

 

Pell dizisinin karakteristik denklemi,  

 

𝑥2 − 2𝑥 − 1 = 0 

 

ve bu denklemin kökleri; 

 

𝛾 = 1 + √2, 𝛿 = 1 − √2 

 

dir. Binet formülü de,  

 

𝑃𝑛 =
𝛾𝑛 − 𝛿𝑛

𝛾 − 𝛿
 

 

şeklinde ifade edilmektedir (Koshy, 2001). 

 

2.3.2. Teorem: Pell dizisi için üreteç fonksiyonu,  
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𝐺𝑃(𝑥) = ∑ 𝑃𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑥2
 

 

biçimindedir (Mansour, 2004). 

 

2.4. Jacobsthal Dizisi 

 

2.4.1. Tanım: Başlangıç koşulları 𝐽0 = 0, 𝐽1 = 1 ve 

 

𝐽𝑛+2 = 𝐽𝑛+1 + 2𝐽𝑛, 𝑛 ≥ 0 

 

rekürans bağıntısı ile tanımlanan {𝐽𝑛}𝑛≥0 dizisine Jacobsthal dizisi denir.  

 

Jacobtshal dizisinin karakteristik denklemi,  

 

𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0 

 

olup bu denklemin kökleri,  

 

𝜆 = 2, 𝜇 = −1 

 

olmak üzere Jacobsthal dizisinin Binet formülü,  

 

𝐽𝑛 =
𝜆𝑛 − 𝜇𝑛

𝜆 − 𝜇
 

 

şeklinde ifade edilmektedir (Horadam, 1994). 

 

2.4.2. Teorem:𝐽𝑛 Jacobtshal dizisi için üreteç fonksiyonu,  

 

𝐺𝐽(𝑥) = ∑ 𝐽𝑛

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 =
𝑥

1 − 𝑥 − 2𝑥2
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şeklindedir (Horadam, 1994). 

 

2.5. Mersenne Dizisi 

 

2.5.1. Tanım: Başlangıç koşulları 𝑀0 = 0, 𝑀1 = 1 ve 

 

𝑀𝑛+2 = 3𝑀𝑛+1 − 2𝑀𝑛, 𝑛 ≥ 0 

 

rekürans bağıntısı ile tanımlanan {𝑀𝑛}𝑛≥0 dizisine Mersenne dizisi denir. 

 

Mersenne dizisinin karakteristik denklemi,  

 

𝑥2 − 3𝑥 + 2 = 0 

 

ve bu denklemin kökleri,  

 

𝛼 = 2, 𝛽 = 1 

 

dir. Ayrıca Binet formülü,  

 

𝑀𝑛 = 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 

 

şeklindedir (Boussayoud, Chelgham, 2018). 

 

2.5.2. Teorem: Mersenne dizisi için üreteç fonksiyonu,  

 

𝐺𝑀(𝑥) = ∑ 𝑀𝑘

∞

𝑘=0

𝑥𝑘 =
𝑥

1 − 3𝑥 + 2𝑥2
 

 

dir (Boussayoud, Chelgham, 2018). 
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3. KUADRA MERSENNE-JACOBTSHAL VE KUADRA MERSENNE-

PELL SAYI DİZİLERİ 

Üçüncü bölümde literatüre yeni kazandıracak olduğumuz kuadra Mersenne-Jacobsthal ve 

kuadra Mersenne-Pell dizileri tanımlanmış ve bu diziler için Binet formülü ve üreteç 

fonksiyonu elde edilmiştir. Ayrıca bu diziler daha sonraki bölümlerde tanımlanacak olan 

kuadra Mersenne-Jacobsthal ve kuadra Mersenne-Pell kuaterniyonları için zemin 

oluşturacaktır. 

 

3.1. Kuadra Mersenne-Jacobsthal Dizisi ve Bazı Özellikleri 

 

3.1.1.Tanım: Başlangıç koşulları ℳ𝒥0 = 0, ℳ𝒥1 = 2, ℳ𝒥2 = 4, ℳ𝒥3 = 10, ℳ𝒥4 = 20 

ve 𝑛 ≥ 0 olmak üzere 

 

ℳℐ𝑛+4 = 4ℳ𝒥𝑛+3 − 3ℳ𝒥𝑛+2 − 4ℳ𝒥𝑛+1 + 4ℳ𝒥𝑛  

 

rekürans bağıntısı ile tanımlanan {ℳ𝒥𝑛}𝑛≥0 dizisine kuadra Mersenne-Jacobsthal dizisi 

denir. Bu dizinin elemanlarına kuadra Mersenne-Jacobsthal sayıları denir. Bazı kuadra 

Mersenne-Jacobthsal sayıları,  

 

{
𝑛 = 0

ℳ𝒥𝑛 = 0
    

1 2
2 4

  
3 4

10 20
   

5 6 
52 106

  
…
… 

 

şeklinde ifade edilebilir. 

 

Kuadra Mersenne-Jacobsthal dizisinin karakteristik denklemi  

 

 𝑥4 − 4𝑥3 + 3𝑥2 + 4𝑥 − 4 = 0 

 

ile ifade edilir. 

 

Bu denklemin kökleri ise sırasıyla,  

 

𝛼 = 2 , 𝛽 = 1, 𝜆 = 2 ve 𝜇 = −1 dir. 
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3.1.2. Teorem: Kuadra Mersenne-Jacobsthal dizisi için üreteç fonksiyonu 

 

ℳ𝒥(𝑥) =
2𝑥 − 4𝑥2

−4𝑥4 + 4𝑥3 + 3𝑥2 − 4𝑥 + 1
 

 

seklindedir. 

 

İspat:  

 

ℳ𝒥(𝑥) = ∑ ℳ𝒥𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= ℳ𝒥0 + ℳ𝒥1𝑥 + ℳ𝒥2𝑥2 + ℳ𝒥3𝑥3 + ⋯ + ℳ𝒥𝑛𝑥𝑛 + ⋯ 

 

şeklinde ifade edilir. 

 

Burada,  

 

−4𝑥4ℳ𝒥(𝑥)  = −4 ∑ ℳ𝒥𝑛𝑥𝑛+4

∞

𝑛=0

= 4ℳ𝒥0𝑥4 − 4ℳ𝒥1𝑥5 − 4ℳ𝒥2𝑥6 − 4ℳ𝒥3𝑥7 − ⋯ − 4ℳ𝒥𝑛𝑥𝑛+4 − ⋯ 

4𝑥3ℳ𝒥(𝑥) = 4 ∑ ℳ𝒥𝑛𝑥𝑛+3

∞

𝑛=0

 

                    = 4ℳ𝒥0𝑥3 + 4ℳ𝒥1𝑥4 + 4ℳ𝒥2𝑥5 + 4ℳ𝒥3𝑥6 + ⋯ + 4ℳ𝒥𝑛𝑥𝑛+3 + ⋯  

3𝑥2ℳ𝒥(𝑥) = 3 ∑ ℳ𝒥𝑛𝑥𝑛+2

∞

𝑛=0

 

                       = 3ℳ𝒥0𝑥2 + 3ℳ𝒥1𝑥3 + 3ℳ𝒥2𝑥4 + 3ℳ𝒥3𝑥5 + ⋯ + 3ℳ𝒥𝑛𝑥𝑛+2 + ⋯  

−4𝑥ℳ𝒥(𝑥) = −4 ∑ ℳ𝒥𝑛𝑥𝑛+1

∞

𝑛=0

 

                        = −4ℳ𝒥0𝑥 − 4ℳ𝒥1𝑥2 − 4ℳ𝒥2𝑥3 − 4ℳ𝒥3𝑥4 − ⋯ − 4ℳ𝒥𝑛𝑥𝑛+1 + ⋯  

ℳ𝒥(𝑥) = ∑ ℳ𝒥𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= ℳ𝒥0 + ℳ𝒥1𝑥 + ℳ𝒥2𝑥2 + ℳ𝒥3𝑥3 + ⋯ + ℳ𝒥𝑛𝑥𝑛 + ⋯ 
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İfadeleri taraf tarafa toplanıp, başlangıç koşulları ℳ𝒥0 = 0, ℳ𝒥1 = 2, ℳ𝒥2 = 4, ℳ𝒥3 =

10, ℳ𝒥4 = 20 yerine konulursa,  

 

(−4𝑥4 + 4𝑥3 + 3𝑥2 − 4𝑥 + 1)ℳ𝒥(𝑥) = 2𝑥 − 4𝑥2 

 

olur. Buradan da 

 

ℳ𝒥(𝑥) =
2𝑥 − 4𝑥2

−4𝑥4 + 4𝑥3 + 3𝑥2 − 4𝑥 + 1
 

 

dir. 

 

3.1.3. Lemma: Kuadra Mersenne-Jacobsthal sayısı için,  

 

ℳℐ𝑛 =  𝑀𝑛 + 𝐽𝑛 

         = (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛) +
𝜆𝑛 − 𝜇𝑛

𝜆 − 𝜇
  

dir. 

 

İspat: Tümevarımdan görülür. 

 

3.1.4. Teorem: Kuadra Mersenne-Jacobsthal sayısnın Binet formülü,  

 

ℳ𝒥𝑛 =
4

3
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 −

1

3
𝜇𝑛 

 

dir. 

 

İspat: 

 

ℳ𝒥𝑛 = 𝑎1𝛼𝑛 + 𝑏1𝛽𝑛 + 𝑐1𝜆𝑛 + 𝑑1𝜇𝑛 ifadesini alalım. 

 

Burada sırasıyla 𝑛 = 0, 𝑛 = 1, 𝑛 = 2, 𝑛 = 3 alınır. 
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ℳ𝒥0 = 𝑎1𝛼0 + 𝑏1𝛽0 + 𝑐1𝜆0 + 𝑑1𝜇0 

ℳ𝒥1 = 𝑎1𝛼1 + 𝑏1𝛽1 + 𝑐1𝜆1 + 𝑑1𝜇1 

ℳ𝒥2 = 𝑎1𝛼2 + 𝑏1𝛽2 + 𝑐1𝜆2 + 𝑑1𝜇2 

ℳ𝒥3 = 𝑎1𝛼3 + 𝑏1𝛽3 + 𝑐1𝜆3 + 𝑑1𝜇3 

 

Burada 𝛼 = 2, 𝛽 = 1, 𝜆 = 2, 𝜇 = −1 ve ℳ𝒥0 = 0, ℳ𝒥1 = 2, ℳ𝒥2 = 4, ℳ𝒥3 =

10, ℳ𝒥4 = 20 değerleri yerine yazılırsa,  

 

0 = 𝑎1 + 𝑏1 + 𝑐1 + 𝑑1 

2 = 2𝑎1 + 𝑏1 + 2𝑐1 − 𝑑1 

4 = 4𝑎1 + 𝑏1 + 4𝑐1 + 𝑑1 

10 = 8𝑎1 + 𝑏1 + 8𝑐1 − 𝑑1 

 

olur. Burada katsayılar matrisi oluşturulup 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, 𝑑1 değerleri bulunup ifade de yerlerine 

yazılırsa Binet formülü,  

 

ℳ𝒥𝑛 =
4

3
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 −

1

3
𝜇𝑛 

 

elde edilir. 

 

3.2. Kuadra Mersenne-Pell Dizisi ve Bazı Özellikleri 

 

3.2.1. Tanım: Başlangıç koşulları ℳ𝒫0 = 0, ℳ𝒫1 = 0, ℳ𝒫2 = 1, ℳ𝒫3 = 4, ℳ𝒫4 = 12 

ve 𝑛 ≥ 0 olmak üzere; 

 

ℳ𝒫𝑛+4 = 5ℳ𝒫𝑛+3 − 7ℳ𝒫𝑛+2 + ℳ𝒫𝑛+1 + 2ℳ𝒫𝑛 

 

rekürans bağıntısıyla ile tanımlanan {ℳ𝒫𝑛}𝑛≥0 dizisine kuadra Mersenne-Pell dizisi denir. 

Bu  dizinin elemanlarına kuadra Mersenne-Pell sayıları denir.  

 

Bazı kuadra Mersenne-Pell sayıları,  
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{
𝑛 = 0

ℳ𝒫𝑛 = 0
    

1 2
0 1

  
3 4
4 12

   
5 6 

31 74
  
…
… 

 

şeklinde ifade edilebilir. 

 

Kuadra Mersenne-Pell dizisinin karakteristik denklemi  

 

 𝑥4 − 5𝑥3 + 7𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0 

 

 olup bu denklemin kökleri  

 

𝛼 = 2 , 𝛽 = 1 , 𝛾 = 1 + √2 ve 𝛿 = 1 − √2 

 

dir. 

 

3.2.2. Teorem: Kuadra Mersenne-Pell dizisinin üreteç fonksiyonu 

 

ℳ𝒫(𝑥) =
𝑥2

−2𝑥4 + 𝑥3 + 4𝑥2 − 4𝑥 + 1
 

 

şeklindedir. 

 

İspat: 

 

ℳ𝒫(𝑥) = ∑ ℳ𝒫𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= ℳ𝒫0 + ℳ𝒫1𝑥 + ℳ𝒫2𝑥2 + ℳ𝒫3𝑥3 + ⋯ + ℳ𝒫𝑛𝑥𝑛 + ⋯ 

 

şeklinde ifade edilir. 

 

Burada,  

 

−2𝑥4ℳ𝒫(𝑥)  = −2 ∑ ℳ𝒫𝑛𝑥𝑛+4

∞

𝑛=0

= −2ℳ𝒫0𝑥4−2ℳ𝒫1𝑥5−2ℳ𝒫2𝑥6 − 2ℳ𝒫3𝑥7 + ⋯ − 2ℳ𝒫𝑛𝑥𝑛+4 + ⋯ 
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𝑥3ℳ𝒫(𝑥) = ∑ ℳ𝒫𝑛𝑥𝑛+3

∞

𝑛=0

= 𝑥3𝑀𝑃0+𝑥4𝑀𝑃1+𝑥5𝑀𝑃2+𝑥6𝑀𝑃3 + ⋯ + 𝑀𝑃𝑛𝑥𝑛+3 + ⋯ 

4𝑥2ℳ𝒫(𝑥) = 4 ∑ ℳ𝒫𝑛𝑥𝑛+2

∞

𝑛=0

 

                       = 4ℳ𝒫0𝑥2 + 4ℳ𝒫1𝑥3 + 4ℳ𝒫2𝑥4 + 4ℳ𝒫3𝑥5 + ⋯ + 4ℳ𝒫𝑛𝑥𝑛+2 + ⋯  

−4𝑥ℳ𝒫(𝑥) = −4 ∑ ℳ𝒫𝑛𝑥𝑛+1

∞

𝑛=0

= −4ℳ𝒫0𝑥 − 4ℳ𝒫1𝑥2 − 4ℳ𝒫2𝑥3 − 4ℳ𝒫3𝑥4 − ⋯ − 4ℳ𝒫𝑛𝑥𝑛+1 + ⋯ 

ℳ𝒫(𝑥) = ∑ ℳ𝒫𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= ℳ𝒫0 + ℳ𝒫1𝑥 + ℳ𝒫2𝑥2 + ℳ𝒫3𝑥3 + ⋯ + ℳ𝒫𝑛𝑥𝑛 + ⋯ 

 

ifadeleri taraf tarafa toplanıp, başlangıç koşulları ℳ𝒫0 = 0, ℳ𝒫1 = 0 , ℳ𝒫2 = 1, ℳ𝒫3 =

4, ℳ𝒫4 = 12 başlangıç koşulları yerine yazılırsa,  

 

(−2𝑥4 + 𝑥3 + 4𝑥2 − 4𝑥 + 1)ℳ𝒫(𝑥) = 𝑥2 

 

ve buradan 

 

ℳ𝒫(𝑥) =
𝑥2

−2𝑥4 + 𝑥3 + 4𝑥2 − 4𝑥 + 1
 

 

elde edilir. 

 

3.2.3. Lemma: Kuadra Mersenne-Pell sayıları,  

 

ℳ𝒫𝑛 =  𝑀𝑛𝑃𝑛 

          = (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)
𝛾𝑛 − 𝛿𝑛

𝛾 − 𝛿
 

 

şeklindedir. 

 

İspat: Tümevarımdan görülür. 
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3.2.4. Teorem: Kuadra Mersenne-Pell dizisinin Binet formülü,  

 

ℳ𝒫𝑛 = −𝛼𝑛 +
2 + √2

4
𝛾𝑛 +

2 − √2

4
𝛿𝑛 

 

dir. 

 

İspat: Burada,  

 

ℳ𝒫𝑛 = 𝑎1𝛼𝑛 + 𝑏1𝛽𝑛 + 𝑐1𝛾𝑛 + 𝑑1𝛿𝑛 ifadesini alalım. 

 

Burada sırasıyla 𝑛 = 0, 𝑛 = 1, 𝑛 = 2, 𝑛 = 3 alınır. 

 

ℳ𝒫0 = 𝑎1𝛼0 + 𝑏1𝛽0 + 𝑐1𝛾0 + 𝑑1𝛿0 

ℳ𝒫1 = 𝑎1𝛼1 + 𝑏1𝛽1 + 𝑐1𝛾1 + 𝑑1𝛿1 

ℳ𝒫2 = 𝑎1𝛼2 + 𝑏1𝛽2 + 𝑐1𝛾2 + 𝑑1𝛿2 

ℳ𝒫3 = 𝑎1𝛼3 + 𝑏1𝛽3 + 𝑐1𝛾3 + 𝑑1𝛿3 

 

Burada 𝛼 = 2 , 𝛽 = 1 , 𝛾 = 1 + √2 ve 𝛿 = 1 − √2 

 

ve ℳ𝒫0 = 0, ℳ𝒫1 = 0, ℳ𝒫2 = 1, ℳ𝒫3 = 4, ℳ𝒫4 = 12 değerleri yerine yazılırsa,  

 

0 = 𝑎1 + 𝑏1 + 𝑐1 + 𝑑1 

0 = 2𝑎1 + 𝑏1 + (1 + √2)𝑐1 + (1 − √2). 𝑑1 

1 = 4𝑎1 + 𝑏1 + (3 + 2√2)𝑐1 + (3 − 2√2)𝑑1 

4 = 8𝑎1 + 𝑏1 + (7 + 5√2)𝑐1 + (7 − 5√2)𝑑1 

 

olur. Burada katsayılar matrisi oluşturulup 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, 𝑑1 değerleri bulunup ifade de yerlerine 

yazılırsa Binet formülü,  

 

ℳ𝒫𝑛 = −𝛼𝑛 +
2 + √2

4
𝛾𝑛 +

2 − √2

4
𝛿𝑛 
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elde edilir. 
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4. KUATERNİYONLAR 

Bu bölümde  kuaterniyon kavramı, kuaterniyonlar ile ilgili bazı özellikler ile Fibonacci, 

Lucas, Jacobtshal, Pell ve Mersenne kuaterniyonlarının özellikleri verilecektir.  

 

4.1. Kuaterniyon Tanımı ve Özellikleri 

 

4.1.1.Tanım:  

 

𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = 𝑖𝑗𝑘 = −1 

𝑖𝑗 = 𝑘 = −𝑗𝑖, 𝑗𝑘 = 𝑖 = −𝑘𝑗 ve 𝑘𝑖 = 𝑗 = −𝑖𝑘 

 

şeklinde tanımlı 𝑖, 𝑗 ve 𝑘 birimsel imajiner elemanları için,  

 

ℍ = {𝑝 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘: 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ} 

 

kümesine reel kuaterniyonlar kümesi denir. Her bir elemana reel kuaterniyon denir. 

 

4.1.2. Tanım: 𝑝 kuaterniyonu için,  

 

𝑝 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 ve 𝑝 = 𝑎 + 𝑖𝑏 + 𝑗𝑐 + 𝑘𝑓 

 

biçiminde değiştirebilir. Burada,  

 

𝑝0 = 𝑎 kısmına skaler kısım ve 𝑝 = 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 kısmına da vektörel kısım denir. 

 

4.1.3.Tanım: 𝑝 ve 𝑞 kuaterniyonları eşit ise,  

 

𝑝 = 𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘 ve 𝑞 = 𝑎2 + 𝑏2𝑖 + 𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘 kuaterniyonları için  

𝑎1 = 𝑎2, 𝑏1 = 𝑏2, 𝑐1 = 𝑐2 ve 𝑑1 = 𝑑2 olur. 

 

4.1.4. Tanım: 𝑝, 𝑞 ve 𝑟 kuaterniyon ve 𝜆 reel sayı olmak üzere,  
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i. Toplama işlemi,  

 

𝑝 + 𝑞 = (𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2)𝑖 + (𝑐1 + 𝑐2)𝑗 + (𝑑1 + 𝑑2)𝑘,  

 

ii. Çıkarma işlemi,  

 

𝑝 − 𝑞 = (𝑎1 − 𝑎2) + (𝑏1 − 𝑏2)𝑖 + (𝑐1 − 𝑐2)𝑗 + (𝑑1 − 𝑑2)𝑘,  

 

iii. Reel sayı ile çarpma,  

 

𝜆𝑝 = (𝜆𝑎1) + (𝜆𝑏1)𝑖 + (𝜆𝑐1)𝑗 + (𝜆𝑑1)𝑘,  

 

iv. İki kuaterniyonun çarpımı,  

 

𝑝𝑞 = (𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘 )(𝑎2 + 𝑏2𝑖 + 𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘 ) 

= (𝑎1𝑎2 − 𝑏1𝑏2 − 𝑐1𝑐2 − 𝑑1𝑑2) + (𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2 + 𝑐1𝑑2 − 𝑑1𝑐2)𝑖

+ (𝑎1𝑐2 − 𝑏1𝑑2 + 𝑐1𝑎2 + 𝑑1𝑏2)𝑗 + (𝑎1𝑑2 + 𝑏1𝑐2 − 𝑐1𝑏2 + 𝑑1𝑎2)𝑘 

 

dır. 

 

Bu özelliklerin yanı sıra 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ ℍ için kuaterniyonlarda toplama ve çarpma işlemiyle ilgili 

şu bilgiler verilebilir. 

 

i. Toplama işlemi değişme özelliğine sahiptir: 

 

𝑝 + 𝑞 = 𝑞 + 𝑝 

 

ii. Toplama işlemi birleşme özelliğine sahiptir:  

 

𝑝 + (𝑞 + 𝑟) = (𝑝 + 𝑞) + 𝑟 

 

iii. Çarpma işlemi, toplama işlemi üzerine dağılma özelliğine sahiptir:  
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𝑝(𝑞 + 𝑟) = 𝑝𝑞 + 𝑝𝑟 

 

iv. Çarpma işlemi birleşme özelliğine sahiptir: 

 

𝑝(𝑞𝑟) = (𝑝𝑞)𝑟 

 

v. Çarpma işlemi değişme özelliğine sahip değildir. 

 

4.1.5. Tanım: 𝑝 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 kuaterniyonu ele alınırsa bu kuaterniyonun eşleniği;  

 

𝑝̅ = 𝑎 − 𝑏𝑖 − 𝑐𝑗 − 𝑑𝑘 

 

şeklindedir. 𝑝, 𝑞 ve 𝑟 kuaterniyon ve 𝜆 reel sayı olmak üzere aşağıdakiler eşitlikler doğrudur. 

 

i. 𝑝 ∓ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑞̅ ∓ 𝑝̅ 

ii. 𝑝̿ = 𝑝 

iii.  𝜆 𝑝̅̅ ̅̅ ̅= 𝜆𝑝̅ 

iv. 𝑝𝑞̅̅ ̅ = 𝑝̅𝑞̅ 

v. 𝑝 ∈ ℝ ⇔ 𝑝̅ = 𝑝 

 

4.2. Fibonacci Kuaterniyonu ve Bazı Özellikleri 

 

4.2.1. Tanım: {𝐹𝑛}𝑛≥0, Fibonacci dizisi olmak üzere,  

 

𝑄𝐹𝑛 = 𝐹𝑛 + 𝑖𝐹𝑛+1 + 𝑗𝐹𝑛+2 + 𝑘𝐹𝑛+3 

 

ifadesine 𝑛. Fibonacci kuaterniyonu denir (Halıcı, 2011). 

 

4.2.2. Teorem: Fibonacci kuaterniyonunun Binet formülü 𝑛 ≥ 0 için 

 

𝑄𝐹𝑛 =
1

√5
[𝛼𝛼𝑛 − 𝛽𝛽𝑛] 

 

şeklinde verilir (Halıcı, 2011). 
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4.2.3. Teorem: 𝑄𝐹𝑛 Fibonacci kuaterniyonu için üreteç fonksiyonu,  

 

𝑄𝐹𝑛(𝑥) =
𝑡 + 𝑖 + 𝑗(𝑡 + 1) + 𝑘(𝑡 + 2).

1 − 𝑡 − 𝑡2
 

 

dir (Halıcı, 2011). 

 

4.3. Lucas Kuaterniyonu ve Bazı Özellikleri 

 

4.3.1.Tanım: {𝐿𝑛}𝑛≥0, Lucas dizisi olmak üzere,  

 

𝑄𝐿𝑛 = 𝐿𝑛 + 𝑖𝐿𝑛+1 + 𝑗𝐿𝑛+2 + 𝑘𝐿𝑛+3 

 

ifadesine 𝑛. Lucas kuaterniyonu denir (Halıcı, 2011). 

 

4.3.2. Teorem: Lucas kuaterniyonunun Binet formülü 𝑛 ≥ 0 için 

 

𝑄𝐿𝑛 = [𝛼𝛼𝑛 − 𝛽𝛽𝑛] 

 

şeklindedir (Halıcı, 2011). 

 

4.4. Jacobtshal Kuaterniyonu ve Bazı Özellikleri 

 

4.4.1.Tanım: 𝐽𝑛, Jacobtshal dizisi olmak üzere,  

 

𝑄𝐽𝑛 = 𝐽𝑛 + 𝑖𝐽𝑛+1 + 𝑗𝐽𝑛+2 + 𝑘𝐽𝑛+3 

 

ifadesine 𝑛. Jacobtshal kuaterniyonu denir (Szynal-Liana ve Wloch, 2015). 

 

4.4.2. Teorem: Jacobtshal kuaterniyonunun Binet formülü 𝑛 ≥ 0 için 

 

𝑄𝐽𝑛 =
1

3
[𝜆𝜆𝑛 − 𝜑𝜑𝑛] 
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şeklindedir. 

 

4.4.3. Teorem: 𝑄𝐽𝑛 Jacobtshal kuaterniyonu için üreteç fonksiyonu,  

 

𝑄𝐽𝑛(𝑥) =
𝑡 + 𝑖 + 𝑗(2𝑡 + 1) + 𝑘(2𝑡 + 3).

1 − 𝑡 − 2𝑡2
 

 

biçimindedir.  

 

4.5. Pell Kuaterniyonu ve Bazı Özellikleri 

 

4.5.1. Tanım: {𝑃𝑛}𝑛≥0, Pell dizisi olmak üzere,  

 

𝑄𝑃𝑛 = 𝑃𝑛 + 𝑖𝑃𝑛+1 + 𝑗𝑃𝑛+2 + 𝑘𝑃𝑛+3 

 

ifadesine Pell kuaterniyonu denir (Çimen ve İpek, 2015). 

 

4.5.2. Teorem: Pell kuaterniyonunun Binet formülü 𝑛 ≥ 0 için 

 

𝑄𝑃𝑛 =
1

2√2
[𝛾𝛾𝑛 − 𝛿𝛿𝑛] 

 

şeklinde verilir. 

 

4.5.3. Teorem: 𝑄𝑃𝑛 Pell kuaterniyonu için üreteç fonksiyonu,  

 

𝑄𝑃𝑛(𝑥) =
𝑡 + 𝑖 + 𝑗(𝑡 + 2) + 𝑘(2𝑡 + 5).

1 − 2𝑡 − 𝑡2
 

 

biçimindedir. 

 

4.6. Mersenne Kuaterniyonu ve Bazı Özellikleri 

 

4.6.1.Tanım: {𝑀𝑛}𝑛≥0 Mersenne dizisi olmak üzere Mersenne kuaterniyonu,  
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𝑄𝑀𝑛 = 𝑀𝑛 + 𝑖𝑀𝑛+1 + 𝑗𝑀𝑛+2 + 𝑘𝑀𝑛+3 

 

şeklinde tanımlanır.  

 

İfadeyi genelleştirmemiz gerekir ise 𝑛, 𝑝, 𝑟 ve 𝑠 bir tam sayı olmak üzere,  

 

𝑄𝑀𝑛
(𝑝,𝑟,𝑠). = 𝑀𝑛 + 𝑖𝑀𝑛+𝑝 + 𝑗𝑀𝑛+𝑟 + 𝑘𝑀𝑛+𝑠 

 

şeklindedir (Dasdemir ve Bilgici, 2019). 

 

4.6.2. Teorem: Her pozitif 𝑛 tam sayı ve 𝐴 = 1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 olmak üzere,  

 

𝑄𝑀𝑛+1
(𝑝,𝑟,𝑠). = 3𝑀𝑛

(𝑝,𝑟,𝑠). − 2𝑀𝑛−1
(𝑝,𝑟,𝑠). 

 

şeklinde yazılabilir. Buradan da 

 

𝑄𝑀𝑛+1
(𝑝,𝑟,𝑠). = 2𝑀𝑛

(𝑝,𝑟,𝑠). + 𝐴 olur. 

 

4.6.3. Teorem: Mersenne kuaterniyonunun Binet formülü 𝑛 ≥ 0 , 𝐴 = 1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 ve 

𝑀(𝑝,𝑟,𝑠). = 1 + 𝑖2𝑝 + 𝑗2𝑟 + 𝑘2𝑠 olmak üzere,  

 

𝑄𝑀𝑛
(𝑝,𝑟,𝑠). = 2𝑛𝑀(𝑝,𝑟,𝑠). − 𝐴 

 

şeklindedir. 

 

4.6.4. Teorem: Mersenne kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu,  

 

𝑄𝑀𝑛
(𝑝,𝑟,𝑠)(𝑥) = ∑ 𝑀𝑛

(𝑝,𝑟,𝑠).

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 =
𝑀0

(𝑝,𝑟,𝑠). − (𝑀1
(𝑝,𝑟,𝑠) − 𝐴). 𝑡

1 − 3𝑡 + 2𝑡2
 

 

şeklindedir. 
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5. KUADRA MERSENNE- JACOBSTHAL VE KUADRA MERSENNE- 

PELL KUATERNİYONLARI 

Bu bölümde kuadra Mersenne-Jacobsthal ve kuadra Mersenne-Pell dizilerinin 

kuaterniyonları sunulacaktır. Kuadra Mersenne-Jacobsthal ve kuadra Mersenne-Pell 

dizilerinin kuaterniyonlarının tanımları ile Binet formülleri, üreteç fonksiyonları ve bazı 

bağıntıları verilecektir. 

 

Bu bölümde tanımlanan kuadra Mersenne-Jacobsthal ve kuadra Mersenne-Pell dizilerinin 

kuaterniyonları ilk defa bu tez ile literatüre girecektir. 

 

5.1. Kuadra Mersenne-Jacobthsal Kuaterniyonu ve Bazı Bağıntıları 

 

5.1.1.Tanım: {ℳℐ𝑛}𝑛≥0 kuadra Mersenne-Jacobsthal dizisi olmak üzere  𝑄ℳℐ𝑛 kuadra 

Mersenne-Jacobsthal kuaterniyonu,  

 

𝑄ℳℐ𝑛 = ℳℐ𝑛 + 𝑖ℳℐ𝑛+1 + 𝑗ℳℐ𝑛+2 + 𝑘ℳℐ𝑛+3 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Ayrıca kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonunun eşleniği  

 

(𝑄ℳℐ𝑛)∗ = (ℳℐ𝑛 − 𝑖ℳℐ𝑛+1 − 𝑗ℳℐ𝑛+2 − 𝑘ℳℐ𝑛+3). 

 

dir. 

 

5.1.2. Teorem: 𝑄ℳℐ𝑛 kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonu olmak üzere Binet formülü 

𝑛 ≥ 0 için,  

 

𝛼 = (1 + 𝑖𝛼 + 𝑗𝛼2 + 𝑘𝛼3) 

𝛽 = (1 + 𝑖𝛽 + 𝑗𝛽2 + 𝑘𝛽3) 

𝜆 = (1 + 𝑖𝜆 + 𝑗𝜆2 + 𝑘𝜆3) 

𝜇 = (1 + 𝑖𝜇 + 𝑗𝜆𝜇2 + 𝑘𝜇3) 
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olmak üzere,  

 

𝑄ℳ𝒥𝑛 = 𝛼𝑛𝛼 − 𝛽𝑛𝛽 + (
𝜆𝑛𝜆 − 𝜇𝑛𝜇

3
) 

 

dir. 

 

İspat: 

 

Kuadra Mersenne-Jacobsthal dizisi için,  

 

ℳℐ𝑛 =  (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛) +
𝜆𝑛 − 𝜇𝑛

𝜆 − 𝜇
 

 

olduğundan,  𝜆 = 2, 𝜇 = −1 değerleri yerlerine yazılırsa,  

 

ℳℐ𝑛 = (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛) +
𝜆𝑛 − 𝜇𝑛

2 − (−1).
= (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛) +

(𝜆𝑛 − 𝜇𝑛).

3
 

 

ifadesi elde edilir. 

 

Bu ifade kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonunda yerine yazılırsa,  

 

𝑄ℳℐ𝑛 = [(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛) +
(𝜆𝑛 − 𝜇𝑛).

3
] + 𝑖 [(𝛼𝑛+1 − 𝛽𝑛+1) +

(𝜆𝑛+1 − 𝜇𝑛+1).

3
] 

             +𝑗 [(𝛼𝑛+2 − 𝛽𝑛+2) +
(𝜆𝑛+2 − 𝜇𝑛+2).

3
] + 𝑘 [(𝛼𝑛+3 − 𝛽𝑛+3) +

(𝜆𝑛+3 − 𝜇𝑛+3).

3
] 

            = 𝛼𝑛(1 + 𝑖𝛼 + 𝑗𝛼2 + 𝑘𝛼3) − 𝛽𝑛(1 + 𝑖𝛽 + 𝑗𝛽2 + 𝑘𝛽3) +
𝜆𝑛

3
(1 + 𝑖𝜆 + 𝑗𝜆2 + 𝑘𝜆3)

−
𝜇𝑛

3
(1 + 𝑖𝜇 + 𝑗𝜆𝜇2 + 𝑘𝜇3) 

 

elde edilir. 

 

İfadede gerekli düzenlemeler yapılır ve  
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𝛼 = (1 + 𝑖𝛼 + 𝑗𝛼2 + 𝑘𝛼3) 

𝛽 = (1 + 𝑖𝛽 + 𝑗𝛽2 + 𝑘𝛽3) 

𝜆 = (1 + 𝑖𝜆 + 𝑗𝜆2 + 𝑘𝜆3) 

𝜇 = (1 + 𝑖𝜇 + 𝑗𝜆𝜇2 + 𝑘𝜇3) 

 

eşitlikleri yerine yazılırsa,  

 

𝑄ℳ𝒥𝑛 = 𝛼𝑛𝛼 − 𝛽𝑛𝛽 + (
𝜆𝑛𝜆 − 𝜇𝑛𝜇

3
) 

 

elde edilir. 

 

5.1.3. Teorem: Kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu,  

 

𝑄ℳ𝒥𝑛(𝑡). =
𝒜 + 𝑖ℬ + 𝑗𝒞 + 𝑘𝒟

(𝑡4 − 4𝑡3 + 3𝑡2 + 4𝑡 − 4)
 

 

dir. Burada 

 

𝒜 = (−8𝑡 − 8𝑡2 − 12𝑡3) 

ℬ = (−8 − 8𝑡 − 18𝑡2 − 36𝑡3) 

𝒞 = (16 − 24𝑡 − 28𝑡2 − 114𝑡3) 

𝒟 = (−40 − 40𝑡 + 98𝑡2 − 196𝑡3) 

 

şeklindedir. 

 

İspat: Kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu 

 

𝑄ℳ𝒥𝑛(𝑡) = ∑ 𝑄ℳ𝒥𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑄ℳ𝒥0 + 𝑄ℳ𝒥1𝑡 + 𝑄ℳ𝒥2𝑡2 + ⋯ + 𝑄ℳ𝒥𝑛𝑡𝑛 + ⋯ 

 

şeklinde ifade edilir. 
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Burada 

 

𝑡4𝑄ℳ𝒥𝑛(𝑡) = ∑ 𝑄ℳ𝒥𝑛𝑡𝑛+4

∞

𝑛=0

 

                         = 𝑄ℳ𝒥0𝑡4 + 𝑄ℳ𝒥1𝑡5 + 𝑄ℳ𝒥2𝑡6 + 𝑄ℳℐ3𝑡7 + 𝑄ℳℐ4𝑡8 + ⋯ +

𝑄ℳ𝒥𝑛𝑡𝑛+4 + ⋯  

−4𝑡3𝑄ℳ𝒥𝑛(𝑡) = −4 ∑ 𝑄ℳ𝒥𝑛𝑡𝑛+3

∞

𝑛=0

 

                               = −4𝑄ℳ𝒥0𝑡3 − 4𝑄ℳ𝒥1𝑡4 − 4𝑄ℳ𝒥2𝑡5 − 4𝑄ℳℐ3𝑡6 − 4𝑄ℳℐ4𝑡7 +

⋯ − 4𝑄ℳ𝒥𝑛𝑡𝑛+3 + ⋯  

3𝑡2𝑄ℳ𝒥𝑛(𝑡) = 3 ∑ 𝑄ℳ𝒥𝑛𝑡𝑛+2

∞

𝑛=0

= 3𝑄𝑀𝐽0𝑡2 + 3𝑄𝑀𝐽1𝑡3 + 3𝑄𝑀𝐽2𝑡4 + 3𝑄𝑀𝐽3𝑡5 + 3𝑄𝑀𝐽4𝑡6 + ⋯

+ 3𝑄ℳ𝒥𝑛𝑡𝑛+2 + ⋯ 

4𝑡𝑄ℳ𝒥𝑛(𝑡) = 4 ∑ 𝑄ℳ𝒥𝑛𝑡𝑛+1

∞

𝑛=0

= 4𝑄ℳ𝒥0𝑡 + 4𝑄ℳ𝒥1𝑡2 + 4𝑄ℳ𝒥2𝑡3 + 4𝑄ℳ𝒥3𝑡4 + 4𝑄ℳ𝒥4𝑡5 + ⋯

+ 4𝑄ℳ𝒥𝑛𝑡𝑛+1 + ⋯ 

−4𝑄ℳ𝒥𝑛(𝑡) = −4 ∑ 𝑄ℳ𝒥𝑛𝑡

∞

𝑛=0

= −4𝑄𝑀𝐽0 − 4𝑄𝑀𝐽1𝑡 − 4𝑄𝑀𝐽2𝑡2 − 4𝑄𝑀𝐽3𝑡3 − 4𝑄𝑀𝐽4𝑡4 + ⋯

− 4𝑄ℳ𝒥𝑛𝑡 + ⋯ 

 

ve bu ifadede başlangıç koşulları olan 

 

𝑄ℳ𝒥0 = (ℳ𝒥0, ℳ𝒥1, ℳ𝒥2, ℳ𝒥3) = (0, 2, 4, 10). 

𝑄ℳ𝒥1 = (ℳ𝒥1, ℳ𝒥2, ℳ𝒥3, ℳ𝒥4) = (2, 4, 10, 20). 

𝑄ℳ𝒥2 = (ℳ𝒥2, ℳ𝒥3, ℳ𝒥4, ℳ𝒥5) = (4, 10, 20, 52). 

𝑄ℳ𝒥3 = (ℳ𝒥3, ℳ𝒥4, ℳ𝒥5, ℳ𝒥6) = (10, 20, 52, 106). 

 

yerine yazılırsa,  
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𝑄ℳ𝒥𝑛(𝑡)

=

−8𝑡 − 8𝑡2 − 12𝑡3 + 𝑖(−8 − 8𝑡 − 18𝑡2 − 36𝑡3) + 𝑗(16 − 24𝑡 − 28𝑡2 − 114𝑡3)

+𝑘(−40 − 40𝑡 + 98𝑡2 − 196𝑡3)

(𝑡4 − 4𝑡3 + 3𝑡2 + 4𝑡 − 4)
 

 

elde edilir. Burada 

 

𝒜 = (−8𝑡 − 8𝑡2 − 12𝑡3) 

ℬ = (−8 − 8𝑡 − 18𝑡2 − 36𝑡3) 

𝒞 = (16 − 24𝑡 − 28𝑡2 − 114𝑡3) 

𝒟 = (−40 − 40𝑡 + 98𝑡2 − 196𝑡3) 

 

alınırsa,  

 

𝑄ℳ𝒥𝑛(𝑡). =
𝒜 + 𝑖ℬ + 𝑗𝒞 + 𝑘𝒟

(𝑡4 − 4𝑡3 + 3𝑡2 + 4𝑡 − 4)
 

 

şeklindedir. 

 

5.1.4. Teorem: 𝑄ℳ𝒥𝑛 kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonları için aşağıdaki bağıntılar 

doğrudur. 

 

i. 𝑄ℳℐ𝑘(𝑄ℳ𝒥𝑘)∗ = ∑ ℳ𝒥2
𝑘+𝑖

3
𝑖=0  

ii. 2ℳ𝒥𝑛 = 𝑄ℳ𝒥𝑘 + (𝑄ℳ𝒥𝑘)∗ 

iii. (𝑄ℳ𝒥𝑘).2 = 2ℳℐ𝑘(𝑄ℳ𝒥𝑘). −(𝑄ℳ𝒥𝑘). (𝑄ℳ𝒥𝑘)∗ 

iv. 𝑄ℳ𝒥𝑘+1 = 𝑄ℳ𝒥𝑘 − 2𝑄ℳ𝒥𝑘−1 + 2𝑄𝑀𝑘 

 

İspat: 

 

i. Kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonu ve eşleniğinin tanımları kullanılarak,  

ii.  

𝑄ℳ𝒥𝑘(𝑄ℳ𝒥𝑘)∗ = (ℳ𝒥𝑘 + 𝑖ℳ𝒥𝑘+1 + 𝑗ℳ𝒥𝑘+2 + 𝑘ℳ𝒥𝑘+3). (ℳ𝒥𝑘 − 𝑖ℳ𝒥𝑘+1 −

                                            𝑗ℳ𝒥𝑘+2    − 𝑘ℳ𝒥𝑘+3).  

                                      = 𝑀𝐽𝑘
2 + 𝑀𝐽𝑘+1

2 + 𝑀𝐽𝑘+2
2 + 𝑀𝐽𝑘+3

2 
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                                      = ∑ 𝑀𝐽𝑘+𝑖
2

𝟑

𝒊=𝟎

 

 

elde edilir. 

 

i. Kuadra Mersenne-Jacobthsal kuaterniyonu ve eşleniğinin tanımları kullanılarak,  

(𝑄ℳ𝒥𝑘) + (𝑄ℳ𝒥𝑘)∗ = (ℳ𝒥𝑘 + 𝑖ℳ𝒥𝑘+1 + 𝑗ℳ𝒥𝑘+2 + 𝑘ℳ𝒥𝑘+3) + (ℳ𝒥𝑘 −

𝑖ℳ𝒥𝑘+1 − 𝑗ℳ𝒥𝑘+2 −  𝑘ℳ𝒥𝑘+3)  

                                               = 2ℳ𝒥𝑘 

dir. 

 

i. Kuadra Mersenne-Jacobsthal Kuaterniyonunun tanımı kullanılarak  

 

(𝑄ℳ𝒥𝑘)𝟐 = (ℳ𝒥𝑘 + 𝑖ℳ𝒥𝑘+1 + 𝑗ℳ𝒥𝑘+2 + 𝑘𝑀𝐽𝑘+3)(ℳ𝒥𝑘 + 𝑖ℳ𝒥𝑘+1 + 𝑗ℳ𝒥𝑘+2

+ 𝑘ℳ𝒥𝑘+3)                              

          = 2ℳ𝒥𝑘
2 + 2𝑖ℳ𝒥𝑘ℳ𝒥𝑘+1 + 2𝑗ℳ𝒥𝑘ℳ𝒥𝑘+2 + 2𝑘ℳ𝒥𝑘ℳ𝒥𝑘+3 − ℳ𝒥𝑘

2

− ℳ𝒥𝑘+1
2 − ℳ𝒥𝑘+2

2 − ℳ𝒥𝑘+3
2       

         = 2𝑀𝐽𝑘(𝑄𝑀𝐽𝑘) − (𝑄𝑀𝐽𝑘)(𝑄𝑀𝐽𝑘)∗. 

 

elde edilir.  

 

i. ℳ𝒥𝑘   = 𝑀𝑘 + 𝐽𝑘 olduğundan dolayı,  

          ℳ𝒥𝑘+1 = 𝑀𝑘+1 + 𝐽𝑘+1  

         = 3𝑀𝑘 − 2𝑀𝑘−1 + 𝐽𝑘 − 2𝐽𝑘−1 = 𝑀𝑘 + 𝐽𝑘 − 2(𝑀𝑘−1 + 𝐽𝑘−1) + 2𝑀𝑘 

                  = ℳ𝒥𝑘 − 2ℳ𝒥𝑘−1 + 2𝑀𝑘. 

 

elde edilir. Elde edilen eşitlik  

 

𝑄ℳ𝒥𝑘+1 = (ℳ𝒥𝑘+1, ℳ𝒥𝑘+2, ℳ𝒥𝑘+3, ℳ𝒥𝑘+4) ifadesinde yerine yazılırsa,  

𝑄ℳ𝒥𝑘+1 = (ℳ𝒥𝑘 − 2ℳ𝒥𝑘−1 + 2𝑀𝑘 , ℳ𝒥𝑘+1 − 2ℳ𝒥𝑘 + 2𝑀𝑘+1, ℳ𝒥𝑘+2 − 2ℳ𝒥𝑘+1

+ 2𝑀𝑘+2, ℳ𝒥𝑘+3 − 2ℳ𝒥𝑘+2 + 2𝑀𝑘+3) 

     = (ℳ𝒥𝑘, ℳ𝒥𝑘+1, ℳ𝒥𝑘+2, ℳ𝒥𝑘+3) − 2(ℳ𝒥𝑘−1, ℳ𝒥𝑘, ℳ𝒥𝑘+1, ℳ𝒥𝑘+2) +

2(𝑀𝑘, 𝑀𝑘+1, 𝑀𝑘+2, 𝑀𝑘+3)  
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Olup 

 

𝑄ℳ𝒥𝑘+1 =  𝑄ℳ𝒥𝑘 − 2𝑄ℳ𝒥𝑘−1 + 2𝑄𝑀𝑘 

 

elde edilir. 

 

5.2. Kuadra Mersenne-Pell Kuaterniyonu ve Bazı Özellikleri 

 

5.2.1.Tanım: {ℳ𝒫𝑛}𝑛≥0 kuadra Mersenne-Pell dizisi olmak üzere kuadra Mersenne-Pell 

kuaterniyonu  

 

𝑄ℳ𝒫𝑛 = ℳ𝒫𝑛 + 𝑖ℳ𝒫𝑛+1 + 𝑗ℳ𝒫𝑛+2 + 𝑘ℳ𝒫𝑛+3 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

5.2.2. Teorem: Kuadra Mersenne-Pell kuaterniyonunun Binet formülü 𝑛 ≥ 0 için,  

 

𝜂 = (1 + 𝑖𝛼𝛾 + 𝑗𝛼2𝛾2 + 𝑘𝛼3𝛾3) 

𝜃 = (1 + 𝑖𝛼𝛿 + 𝑗𝛼3𝛿3 + 𝑘𝛼3𝛿3) 

𝜗 = (1 + 𝑖𝛽𝛾 + 𝑗𝛽2𝛾2 + 𝑘𝛽3𝛾3) 

𝜈 = (1 + 𝑖𝛽𝛿 + 𝑗𝛽3𝛿3 + 𝑘𝛽3𝛿3) 

 

olmak üzere,  

 

𝑄ℳ𝒫𝑛 = −
1

2
[𝛼𝑛(𝜂 − 𝜃) − 𝛽𝑛(𝜗 − 𝜈). ] 

 

dir. 

 

İspat: 

 

Kuadra Mersenne-Pell dizisi için,  
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𝑀𝑃𝑛  = (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)
𝛾𝑛 − 𝛿𝑛

𝛾 − 𝛿
 

 

olduğundan,  

 

𝛾 = 1 − √2, 𝛿 = 1 + √2  değerleri formülde yerine yazılırsa 

 

ℳ𝒫𝑛 = (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛) (
𝛾𝑛 − 𝛿𝑛

𝛾 − 𝛿
) = (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)

𝛾𝑛 − 𝛿𝑛

(1 − √2) − (1 + √2)
= (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)

𝛾𝑛 − 𝛿𝑛

−√2
 

 

elde edilir. 

 

Bu ifade kuadra Mersenne-Pell kuaterniyonunda yerine yazılırsa,  

 

𝑄ℳ𝒫𝑛 = (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛) (
𝛾𝑛 − 𝛿𝑛

−√2
) + 𝑖(𝛼𝑛+1 − 𝛽𝑛 + 1) (

𝛾𝑛+1 − 𝛿𝑛+1

−√2
)

+ 𝑗(𝛼𝑛+2 − 𝛽𝑛+2) (
𝛾𝑛+2 − 𝛿𝑛+2

−√2
) + 𝑘(𝛼𝑛+3 − 𝛽𝑛+3) (

𝛾𝑛+3 − 𝛿𝑛+3

−√2
) 

 

olur.  

 

= −
1

2
[𝛼𝑛(𝛾𝑛(1 + 𝑖𝛼𝛾 + 𝑗𝛼2𝛾2 + 𝑘𝛼3𝛾3) − 𝛿𝑛(1 + 𝑖𝛼𝛿 + 𝑗𝛼3𝛿3 + 𝑘𝛼3𝛿3))

− 𝛽𝑛(𝛾𝑛(1 + 𝑖𝛽𝛾 + 𝑗𝛽2𝛾2 + 𝑘𝛽3𝛾3) − 𝛿𝑛(1 + 𝑖𝛽𝛿 + 𝑗𝛽3𝛿3 + 𝑘𝛽3𝛿3)). ] 

 

İfadede gerekli düzenlemeler yapılır ve  

 

𝜂 = (1 + 𝑖𝛼𝛾 + 𝑗𝛼2𝛾2 + 𝑘𝛼3𝛾3) 

𝜃 = (1 + 𝑖𝛼𝛿 + 𝑗𝛼3𝛿3 + 𝑘𝛼3𝛿3) 

𝜗 = (1 + 𝑖𝛽𝛾 + 𝑗𝛽2𝛾2 + 𝑘𝛽3𝛾3) 

𝜈 = (1 + 𝑖𝛽𝛿 + 𝑗𝛽3𝛿3 + 𝑘𝛽3𝛿3) 

 

eşitlikleri kullanılarak ifade düzenlenirse,  
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𝑄ℳ𝒫𝑛 = −
1

2
[𝛼𝑛(𝜂 − 𝜃) − 𝛽𝑛(𝜗 − 𝜈). ] 

 

elde edilir. 

 

5.2.3. Teorem: Kuadra Mersenne-Pell kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu,  

 

𝑄ℳ𝒫(𝑡). =
𝒜 + 𝑖ℬ + 𝑗𝒞 + 𝑘𝒟

(𝑡4 − 5𝑡3 + 7𝑡2 − 𝑡 − 2)
 

 

dir. Burada,  

 

𝒜 = (−2𝑡2 − 9𝑡3). 

ℬ = (−2𝑡 − 9𝑡2 − 21𝑡3) 

𝒞 = (−2 − 9𝑡 − 21𝑡2 − 51𝑡3) 

𝒟 = (−8 − 28𝑡 − 46𝑡2 − 115𝑡3). 

 

şeklindedir. 

 

İspat: Kuadra Mersenne-Pell kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu,  

 

𝑄ℳ𝒫𝑛(𝑡) = ∑ 𝑄ℳ𝒫𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑄ℳ𝒫0 + 𝑄ℳ𝒫1𝑡 + 𝑄ℳ𝒫2𝑡2 + ⋯ + 𝑄ℳ𝒫𝑛𝑡𝑛 + ⋯ 

 

şeklinde ifade edilir. Burada,  

 

𝑡4𝑄ℳ𝒫𝑛(𝑡) = ∑ 𝑄ℳ𝒫𝑛𝑡𝑛+4

∞

𝑛=0

 

                       = 𝑄ℳ𝒫0𝑡4 + 𝑄ℳ𝒫1𝑡5 + 𝑄ℳ𝒫2𝑡6 + 𝑄ℳ𝒫3𝑡7 + ⋯ + 𝑄ℳ𝒫𝑛𝑡𝑛+4 + ⋯  

−5𝑡3𝑄ℳ𝒫𝑛(𝑡) = −5 ∑ 𝑄ℳ𝒫𝑛𝑡𝑛+3

∞

𝑛=0

 

                              = −5𝑄ℳ𝒫0𝑡3 − 5𝑄ℳ𝒫1𝑡4 − 5𝑄ℳ𝒫2𝑡5 − 5ℳ𝒫3𝑡6 + ⋯ −

5𝑄ℳ𝒫𝑛𝑡𝑛+3 + ⋯  



32 

 

7𝑡2𝑄ℳ𝒫𝑛(𝑡) = 7 ∑ 𝑄ℳ𝒫𝑛𝑡𝑛+2

∞

𝑛=0

 

                          = 7𝑄ℳ𝒫0𝑡2 + 7𝑄ℳ𝒫1𝑡3 + 7𝑄ℳ𝒫2𝑡4 + 7𝑄ℳ𝒫3𝑡5 + ⋯ + ⋯ +

7𝑄ℳ𝒫𝑛𝑡𝑛+2 + ⋯  

−𝑡𝑄ℳ𝒫𝑛(𝑡) = − ∑ 𝑄ℳ𝒫𝑛𝑡𝑛+1

∞

𝑛=0

 

                      = −𝑄ℳ𝒫0𝑡 − 𝑄ℳ𝒫1𝑡2 − 𝑄ℳ𝒫2𝑡3 − 𝑄ℳ𝒫3𝑡4 + ⋯ − 𝑄ℳ𝒫𝑛𝑡𝑛+1 + ⋯  

−2𝑄ℳ𝒫𝑛(𝑡) = −2 ∑ 𝑄ℳ𝒫𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

                         = −2𝑄ℳ𝒫0 − 2𝑄ℳ𝒫1𝑡 − 2𝑄ℳ𝒫2𝑡2 − 2𝑄ℳ𝒫3𝑡3 + ⋯ − 2𝑄ℳ𝒫𝑛𝑡𝑛 + ⋯  

 

ve bu ifadede başlangıç koşulları olan,  

 

𝑄ℳ𝒫0 = (ℳ𝒫0, ℳ𝒫1, ℳ𝒫2, ℳ𝒫3) = (0, 0, 1, 4). 

𝑄ℳ𝒫1 = (ℳ𝒫1, ℳ𝒫2, ℳ𝒫3, ℳ𝒫4) = (0, 1, 4, 12). 

𝑄ℳ𝒫2 = (ℳ𝒫2, ℳ𝒫3, ℳ𝒫4, ℳ𝒫5) = (1, 4, 12, 31). 

𝑄ℳ𝒫3 = (ℳ𝒫3, ℳ𝒫4, ℳ𝒫5, ℳ𝒫6) = (4, 12, 31, 74). 

 

yerine yazılırsa,  

 

𝑄ℳ𝒫𝑛(𝑡)

=
−2𝑡2 − 9𝑡3 + 𝑖(−2𝑡 − 9𝑡2 − 21𝑡3) + 𝑗(−2 − 9𝑡 − 21𝑡2 − 51𝑡3) + 𝑘(−8 − 28𝑡 − 46𝑡2 − 115𝑡3).

(𝑡4 − 5𝑡3 + 7𝑡2 − 𝑡 − 2)
 

 

elde edilir. Burada,  

 

𝒜 = −2𝑡2 − 9𝑡3 

ℬ = (−2𝑡 − 9𝑡2 − 21𝑡3) 

𝒞 = (−2 − 9𝑡 − 21𝑡2 − 51𝑡3) 

𝒟 = (−8 − 28𝑡 − 46𝑡2 − 115𝑡3). 

 

alınırsa,  
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𝑄ℳ𝒫(𝑡). =
𝒜 + 𝑖ℬ + 𝑗𝒞 + 𝑘𝒟

(𝑡4 − 5𝑡3 + 7𝑡2 − 𝑡 − 2)
 

 

dır. 

 

5.2.4. Teorem: Kuadra Mersenne-Pell kuarterniyonları için aşağıdaki bağıntılar doğrudur. 

 

i. 𝑄ℳ𝒫𝑘(𝑄ℳ𝒫𝑘)∗ = ∑ ℳ𝒫2
𝑘+𝑖

3
𝑖=0  

ii. 2ℳ𝒫𝑛 = 𝑄ℳ𝒫𝑘 + (𝑄ℳ𝒫𝑘)∗ 

iii. (𝑄ℳ𝒫𝑘).2 = 2ℳ𝒫𝑘(𝑄ℳ𝒫𝑘). −(𝑄ℳ𝒫𝑘). (𝑄ℳ𝒫𝑘)∗ 

iv. 𝑄ℳ𝒫𝑘+1 = 6𝑄ℳ𝒫𝑘 − 2𝑄ℳ𝒫𝑘−1 − 4𝑄𝑀𝑘−1𝑄𝑃𝑘 − 4𝑄𝑀𝑘𝑄𝑃𝑘−1 

 

İspat: 

 

i. Kuadra Mersenne-Pell kuarterniyonu ve eşleniğinin tanımları kullanılarak 

 

𝑄ℳ𝒫𝑘(𝑄ℳ𝒫𝑘)∗ = (ℳ𝒫𝑘 + 𝑖ℳ𝒫𝑘+1 + 𝑗ℳ𝒫𝑘+2 + 𝑘ℳ𝒫𝑘+3). (ℳ𝒫𝑘 − 𝑖ℳ𝒫𝑘+1 −

𝑗ℳ𝒫𝑘+2 − 𝑘ℳ𝒫𝑘+3).  

                                  = ℳ𝒫𝑘
2 + ℳ𝒫𝑘+1

2 + ℳ𝒫𝑘+2
2 + ℳ𝒫𝑘+3

2 

                                  = ∑ ℳ𝒫𝑘+𝑖
2

𝟑

𝒊=𝟎

 

elde edilir. 

 

ii. Kuadra Mersenne-Pell kuarterniyonu ve eşleniğinin tanımları kullanılırsa 

 

(𝑄ℳ𝒫𝑘) + (𝑄ℳ𝒫𝑘)∗  

= (ℳ𝒫𝑘 + 𝑖ℳ𝒫𝑘+1 + 𝑗ℳ𝒫𝑘+2 + 𝑘ℳ𝒫𝑘+3)

+ (ℳ𝒫 − 𝑖ℳ𝒫𝑘+1 − 𝑗ℳ𝒫𝑘+2 − 𝑘ℳ𝒫𝑘+3) 

                                         = 2ℳ𝒫𝑘 

bulunur. 

 

iii. (𝑄ℳ𝒫𝑘)𝟐 = (ℳ𝒫𝑘 + 𝑖ℳ𝒫𝑘+1 + 𝑗ℳ𝒫𝑘+2 + 𝑘ℳ𝒫𝑘+3)(ℳ𝒫𝑘 + 𝑖ℳ𝒫𝑘+1 +

𝑗ℳ𝒫𝑘+2 + 𝑘ℳ𝒫𝑘+3) 



34 

 

               = 2ℳ𝒫𝑘(ℳ𝒫𝑘 + 𝑖ℳ𝒫𝑘+1 + 𝑗ℳ𝒫𝑘+2 + 𝑘ℳ𝒫𝑘+3)

− (ℳ𝒫𝑘
2 + ℳ𝒫𝑘+1

2 + ℳ𝒫𝑘+2
2 + ℳ𝒫𝑘+3

2) 

                = 2ℳ𝒫𝑘(𝑄ℳ𝒫𝑘) − (𝑄ℳ𝒫𝑘). (𝑄ℳ𝒫𝑘).∗ 

dir. 

 

iv. ℳ𝒫𝑛 = 𝑀𝑛𝑃𝑛 olduğundan dolayı; 

 

ℳ𝒫𝑛+1 = 𝑀𝑛+1𝑃𝑛+1 

              = (3𝑀𝑛 − 2𝑀𝑛−1)(2𝑃𝑛 − 𝑃𝑛−1) 

              = 6ℳ𝒫𝑛 + 3𝑀𝑛𝑃𝑛−1 − 4𝑀𝑛−1𝑃𝑛 − 2ℳ𝒫𝑛−1 

 

bulunur. 

 

𝑄ℳ𝒫𝑘+1 = (ℳ𝒫𝑘+1, ℳ𝒫𝑘+2, ℳ𝒫𝑘+3, ℳ𝒫𝑘+4) 

 

eşitliğinde elde edilen ifade yerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa 

  

𝑄ℳ𝒫𝑘+1 = 6𝑄ℳ𝒫𝑘 − 2𝑄ℳ𝒫𝑘−1 − 4𝑄𝑀𝑘−1𝑄𝑃𝑘 − 4𝑄𝑀𝑘𝑄𝑃𝑘−1 

 

elde edilir. 
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Çalışmalarımız boyunca elde etmiş olduğumuz yeni sonuçlar bu tezin üçüncü ve beşinci 

bölümlerinde verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde Mersenne, Jacobtshal ve Pell sayı dizilerinin tanımları, Binet formülleri ve 

üreteç fonksiyonları yardımıyla elde etmiş olduğumuz Kuadra Mersenne-Jacobsthal ve 

Kuadra Mersenne-Pell dizileri tanımlanmıştır. Ayrıca bu dizilerin Binet formülleri ve üreteç 

fonksiyonları edilmiştir. 

 

Beşinci bölümde ise üçüncü bölümde tanımlamış olduğumuz Kuadra Mersenne-Jacobsthal 

ve Kuadra Mersenne-Pell dizilerinin kuaterniyonları tanımlanmıştır. Ayrıca Binet formülü 

ve üreteç fonksiyonu bulunarak bu kuaterniyonlar için bazı özdeşlikler elde edilmiştir. 
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