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Niimerik semigruplarin ve tamsayi pargalaniglarinin cebirsel geometri ve kodlama
teorisi gibi matematigin bir ¢ok dalinda uygulama alanmi vardir. Arf niimerik semigruplar,
niimerik semigruplar teorisinde 6nemli bir ailedir. Arf niimerik semigrup kavramu ilk ola-
rak Cahit Arf (1948) tarafindan tamitilmistir. Bu konu iizerine bir ¢ok arastirma olmasina
ragmen, Arf niimerik semigruplar ve tamsay1 parcalaniglar: arasindaki iligkileri inceleyen
calismalar ¢ok yenidir. Young diyagramlari, Arf niimerik semigruplar ve tamsay1 parga-

laniglar arasindaki eslemeler yardimiyla, Arf parcalaniglar: kavramu ilk olarak Tutag vd.
(2019) tarafindan tantmlanmustir.

Bu tezde, Arf niimerik semigrup ailesinin farkli alt aileleri olusturulup, bu ailelerin
tamsay1 pargalamslari dilinde ifadeleri ve sahip olduklar1 &zellikler incelenmistir. Ozel
durumlarda, bu parcalaniglarin sayilar1 formiilize edilmistir. Ayrica, katlilig1 6 dan kii¢iik

olan Arf niimerik semigruplar i¢in minimal temsiller arastirilmistir.
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Numerical semigroups and integer partitions have applications in many branches
of mathematics, such as algebraic geometry and coding theory. Arf numerical semigroups
are an important class in the theory of numerical semigroups. The concept of Arf numeri-
cal semigroup was first introduced by Cahit Arf (1948). Although there is a lot of research
on this subject, so far, studies examining the relations between Arf numerical semigroups
and integer partitions are very recent. With the help of Young diagrams, correspondences

between Arf numerical semigroups and integer partitions, the concept of Arf partition was
defined by Tutas et al. (2019) at first.

In this thesis, different subfamilies of the Arf numerical semigroups are formed.
Their expressions and properties in the language of integer partitions are examined. In
special cases, the numbers of these partitions have been formulated. In addition, the
minimal presentations of Arf numerical semigroups with multiplicity less than 6 are in-

vestigated.

KEY WORDS: Arf numerical semigroup, Arf partitions, integer partitions, minimal pre-
sentation, numerical semigroup, Young table.

COMMITTEE: Prof. Dr. Nesrin TUTAS
Prof. Dr. Mustafa ALKAN
Assoc. Prof. Dr. Sevda SEZER
Asst. Prof. Dr. Zafer SANLI

Asst. Prof. Dr. Rahime DERE

11



ONSOZ

Bu tez esas olarak dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, niimerik semig-
ruplarin tarihsel gelisimi hakkinda bilgi verilmigtir. Ayrica, Arf niimerik semigrup kav-
raminin ortaya cikisindan giiniimiize ulagincaya kadar bu konu ile ilgili yapilmis temel
calismalar 6zet olarak yine bu boliimde ifade edilmistir.

Ikinci boliimde, niimerik semigruplar ve tamsay1 pargalanislari teorilerinin temel
kavramlari, tez boyunca kullanacagimiz yapilar ve bunlara ait gésterimler “Kaynak Tara-
mas1” baghigr altinda tamtilmistir.

Kullanacagimiz yontemler ve materyaller li¢iincii bolimde tanitilmistir. Young di-
yagramlarinin yapist ve genel ozellikleri verilmis, niimerik semigruplar, Young diyag-
ramlar1 ve tamsay1 pargalanislar1 arasindaki eslesme iligkileri derlenerek, bu iligkilerin
ozellikle Arf niimerik semigruplar iizerindeki etkileri ve sonuglar1 incelenmistir.

Dordiincii boliimde ise bu tez calismasi boyunca elde edilen sonuglar “Bulgular
ve Tartigma” baghig1 altinda sunulmustur. Bolim [4.1] Arf niimerik semigruplarin ilkel se-
migruplar cinsinden ifadesine ayrilmistir. Arf niimerik semigrup ailesinin bazi alt aileleri
olusturulduktan sonra bu ailelerin tamsay1 par¢alaniglari dilinde ifadeleri Bolim .2 ve[d.3|
icinde verilmistir. Bu boliimde, 6zellikle AS A-pargalaniglart ve Arf C-pargalaniglarinin
yapist verilip, bu parcalanislarin belirleme yontemleri incelenmistir. Onerme yardi-
miyla, Boliim [4.4] de 4 uzunluklu Arf pargalaniglarin yapisi belirlenip, bu parcalaniglarin
sayisi i¢in formiiller sunulmustur. [Karakas | (2018) da verilen Arf niimerik semigrupla-
rin parametrizeleri yardimiyla katlhilig1 6 dan kiiciik Arf niimerik semigruplarin minimal
temsilleri Boliim [.5] de belirlenmistir.

Bt’)liim de elde edilen sonuglar Akdeniz Universitesi FBA-2020-5393 nolu pro-
jesi kapsaminda desteklenmistir.

Akademik hayatimin ilk basamaklarinda saglam bir altyap1 olusturmami saglayan,
bilgi ve destegini esirgemeyen degerli danismanim Prof. Dr. Nesrin TUTAS a her zaman
beni aydinlatti§1 ve ufkumu genislettigi icin goniilden tesekkiir ederim.

Bu giinlere ulagmamda biiyiik emegi olan, her kararimi destekleyen sevgili annem
Cemile GUMUSBAS, babam Saban GUMUSBAS ve kardesim Betiil SAHIN e ¢ok te-
sekkiir ederim. Her asamada bana yardimc olan sevgili esim Bilal Caglar OZTURK e ve
oglum Kartal Mete OZTURK ’e icten tesekkiir ederim.
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F(S)
c(S)
G(S)
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m(S)
e(S)
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t(S)

ASA
nasa(S; g)
nas(N)
nasa(N)
na(N)
nq(N)
nasa o(N)

ny as 4 ¢(N)

SIMGELER VE KISALTMALAR

: Dogal Sayilar Kiimesi

:NU {0}

: S nin Frobenius sayis1

: S nin 6nderi

: S nin bosluklar kiimesi

: S nin bosluk sayis1

: S nin n ye gore Apéry kiimesi

: S nin katlilig1

: S nin gomiiliis boyutu

: S nin pseudo-Frobenius sayilarinin kiimesi
: S nin tipi

: S nin Arf kapanigi

: S ye karsilik gelen Young diyagram

: S ye karsilik gelen tamsay1 parcalanigi

: S nin birinci tip bogluklar kiimesi

: S nin ikinci tip bogluklar kiimesi

: S nin orani

: Hemen hemen simetrik niimerik semigrup
: Hemen hemen simetrik Arf niimerik semigrup
: S nin cinsi g olan AS A-semigruplarin sayisi
: N tamsayisinin AS-parcalanislarinin sayisi

: N tamsayisinin AS A-parcalaniglarinin sayisi
: N tamsayisinin Arf parcalaniglarinin sayisi

: N tamsayisinin farkli par¢alaniglarinin sayisi
: N tamsayisinin AS A C-parcalaniglarinin sayisi

: N tamsayisinin AS olmayan Arf C-parcalaniglarinin sayisi

V1



na o(N) : N tamsayisinin Arf C-parcalaniglarinin sayisi

na(N,n) : N tamsayisinin uzunlugu n olan Arf parcalanislarinin sayisi
nAC—sg.(M) : S nin katlilig1 m olan Arf C'-semigruplarinin sayisi

T, : n-inci iicgensel say1

p : S nin minimal temsili
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1. GIRIS

Sylvester (1884), bir pozitif /N tamsayinin aralarinda asal olan iki pozitif tamsayi-
nin pozitif katlari cinsinden yazilabildigi iddiasini ortaya atmis ve bu problemi ¢ozmiistiir.
Frobenius, bu iddiay1 genellestirip, aralarinda asal olan pozitif tamsayilarin pozitif katlari
cinsinden yazilamayan en biiyiik pozitif tamsayiy1 bulma problemini ifade etmigtir. Bu
say1 i¢in bir formiil arastirip, bu sekilde yazilamayan sayilarin sayisini bulmaya ¢alismis-
tir. Bu ise literatiirde Frobenius problemi olarak adlandirilmaktadir. Niimerik semigruplar,
bu problemle ilgili caligmalarla ortaya ¢ikmis ve gelistirilmisgtir.

Analitik olarak dallanmamuis tek boyutlu yerel Noetherian bolgelerinin degerleri
(valuation), belirli kosullar altinda niimerik semigruplardir ve bu halkalarin bircok 6zel-
ligi, ilgili niimerik semigruplar ile karakterize edilebilir. Du Val, bir cebirsel egrinin te-
killiklerini siniflandirmak i¢in egrinin patlatmalarinda (blow-up) kathilik dizilerinin ge-
ometrik olarak nasil kullanilabilecegini gostermistir. Du Val’in sonuglarinin cebirsel kar-
stliklar1 Cahit Arf] (1948) tarafindan ifade edilmistir. Arf’in calismasinda Arf halkalari,
Arf kapaniglar1 kavramlari yer almigtir. Arf’in amaci, bir egrinin koordinat halkasinin Arf
halkas1 kapanigini ve ardindan onun degerler (valuation) semigrubunu hesaplamakti. Bu
calisma ile hesaplanan deger semigrubu Arf niimerik semigrup olarak adlandirilmugtir.
Lipman |(1971) ilk defa Arf halkas1 adlandirmasin yapmustir. Lipman | (1971) bir boyutlu
doymus (saturated) yerel halkalar ile Arf halkalar arasindaki baglantilar1 incelemistir.
Ayrica, Arf halkas1 olmaya denk kosullar ile stable idealler arasindaki iligkiler Lipman
(1971) 1n calismasinda yer almaktadr.

Noetherian yerel bir boyutlu analitik indirgenemez tamlik bolgelerini, ozellikle
Gorenstein, maksimal gomiiliis (embedding) boyutlu bolgeler, Arf, Kunz, Cohen-Macaulay
bolgelerini halka teorisi ve semigrup teorisi yaklagimlari ile Barucci vd.| (1997) incelemis-
tir. Semigrup teorisi yaklasimiyla, Arf halkalarinda "tip" ve " gomiiliis boyutu" kavramla-
rinin halkalarin karakterizasyonunda 6nemli yeri oldugunu gostermistir. Bir S semigrubu-
nun [ ideali i¢cin Lipman semigrubu ve [ nin patlatmasi (blow-up) ile elde edilen semigrup
tanimlanarak, Lipman dizileri, patlatma (blow-up) dizileri Barucci vd.| (1997) tarafindan
olusturulmus ve Arf niimerik semigruplar icin bu dizilerin ¢akistigi gosterilmistir. Ba-
rucci vd. (1997) calismasinda Arf niimerik semigruplar i¢in tanima denk 15 kosul ortaya
koymustur. [[lhan ve Karakas | (2017) bir niimerik semigrubun Arf kapanisi ile bu niime-
rik semigrubun Lipman semigrubu arasindaki iligkiyi incelemislerdir. Matthews| (2004,
genellesmis aritmetik diziler ile tiretilen semigruplar karakterize etmis, simetrik, pseudo-
simetrik ve Arf olmak gibi semigrup kosullarini bu diziler i¢in aragtirmistir. Lipman ve
patlatma (blow-up) dizilerinin kapsama bagintilarini incelemistir.

Niimerik semigruplar teorisi matematigin cebirsel geometri ve kodlama teorisi
gibi bir ¢ok alanina uygulanabilmektedir. Arf niimerik semigruplar kodlama teorisinde
daha iyi parametrelere sahip kodlara ulagilmasini miimkiin kildiklari i¢in bir ¢cok matema-
tik¢inin ilgi alan1 olmustur. Campillo vd. | (2000) bir () noktasinin Weierstrass semigrubu
Arf niimerik semigrup oldugunda bir noktal1 cebirsel geometrik kodlarin minimum mesa-
fesini hesaplamiglardir. |[Farran vd. | (2018)) ise, bir Arf niimerik semigrup i¢inde dnderden
biiylik veya esit elemanlar icin genellestirilmis Feng-Rao mesafesi tanimlayarak, tek nok-

1
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talr cebirsel geometrik kodlar icin genellestirilmis Hamming agirliginin bir alt sinirimi
elde etmiglerdir.

Niimerik semigruplarin n > 1 icin N" ye genellemeleri yapilmistir ve 6zel bir
siif olan 1yi (good) semigruplar bu alanda dikkat ¢cekmektedir. D’ Anna vd. | (1998)) iyi
semigruplarin tireteglerini belirlemis, minimal lirete¢ sisteminin tek oldugunu gostermis-
tir. Ayrica, n = 2 durumunda iyi semigruplarin Arf kapanisint hesaplamak i¢in yontem
vermistir.

Niimerik semigruplar ve kombinatorik karsiliklar: ile ilgili ilk ¢alismalara Bras-
Amoros ve De-Mier | (2007)); |Constantin vd. | (2015)); [Keith ve Nath | (2011)) 6rnek veri-
lebilir. Herhangi bir positif tamsayinin bir pargalanisin ¢cengel kiimesi, bakiniz altboliim
3.1l @ sayisin1 icermezse bu pargalanig a-cekirdek (core) pargalanig olarak, hem a hem
de b sayisini icermezse, es zamanli (a, b)-gekirdek pargalanig olarak bilinir. Constantin
vd. | (2015) de bir politopun tamsay1 noktalar1 ve es zamanli core parcalaniglar arasindaki
1-1 ve orten fonksiyon sayesinde niimerik kiimeler ve tamsay1 parcalaniglar1 arasindaki
esleme incelenmistir. Bu karsilik gelme ile ¢ekirdek parcalanislart hakkinda daha fazla
sonug elde edilmesine olanak saglamgtir. (a, b)-gekirdek parcalaniglari sayisi igin for-
miil verilmis ve niimerik semigruplarda karsiliklar1 ¢calisilmistir. Bir parcalanisin ¢engel
sayilan iizerinde belirli kisitlamalar altinda kombinatorik 6zellikleri ve bu 6zelliklerin
niimerik semigruplarla baglantilar1 Keith ve Nath | (2011) de incelenmistir. Ayrica, elde
edilen sonuclar eg zamanl cekirdek parcalanislara uygulanmustir.

Arf niimerik semigruplar ailesinin kombinatorik incelenisi ile ilgili ilk arastirma,
Tutag vd. | (2019) tarafindan yapilmigtir. Arf niimerik semigruplar ile tamsay: pargala-
niglart arasinda Young diagrami kavrami kullanilarak egleme kurulmus, Arf parcalanisi
tanim1 verilmis ve bir niimerik kiimenin Arf kapanig1 hesabr i¢in kombinatorik olarak bir
algoritma verilmistir.

Bu tez calismasinda Arf niimerik semigruplarin kombinatorik 6zellikleri arastiri-
larak gelistirilmigtir. Arf niimerik semigruplarin AS A, Arf C' alt aileleri ve karsilik gelen
AS A-pargalaniglari, Arf C-pargalaniglan aileleri tanimlanmusg, bir N pozitif tamsayisinin
AS A-pargalaniglari, Arf C-pargalaniglari, ASA C-parcalaniglar1 sayisi formiilize edil-
misgtir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Niimerik semigruplarin cebirsel geometri ve kodlama teorisi gibi matematigin bir
cok dalinda uygulamasi vardir. Bu boliimde, semigrup yapisinin temel kavramlar: kisaca
incelenerek 6zel bir aile olan Arf niimerik semigruplarin tanimi ve genel ozellikleri ve-
rilecektir. Detayl bilgi icin Arf| (1948); Barucci vd.| (1997); Barucci ve Froberg | (1997);
Garcia-Sanchez vd. |(2017); Tlhan ve Karakas |(2017); Lipman | (1971); Rosales ve Garcia-
Sanchez | (2009); Rosales vd. | (2004); [Rosales ve Garcia-Sanchez | (2009) referans olarak
verilebilir. Ayrica, tamsay1 pargalaniglar: kavrami tizerinde durularak tamsay1 parcalanis-
larinin iirete¢ fonksiyonu ifade edilecektir.

Bu ¢aligma boyunca N ile pozitif tamsayilar kiimesini, Ny ile NU {0} kiimesini
gosterecegiz.

Tanim 2.1. S bir kiime, “ x 7, S iizerinde bir ikili islem ve S, bu islem ile birlesme

ozelligine sahip ise S ye bir semigrup denir. S semigrubu “ x” islemine gore birimli ise
S ye bir monoid denir.

Ny 1 “+ 7 iglemi ile bir monoid oldugu kolayca goriilebilir.

Tanmm 2.2. S C Ny olmak iizere, 0 € S ve S nin tiimleyeni sonlu ise S ye niimerik kiime
denir. S # Ny ise S ye has (proper) niimerik kiime denir. S C Ny bir monoid ve Ny\ S
sonlu kiime ise S ye niimerik semigrup denir. S niimerik semigrubunun bostan farkli bir
altkiimesi ayni islem ile birlikte bir niimerik semigrup ise bu alt kiimeye S nin bir alt
niimerik semigrubu denir.

Ny, asikar niimerik semigruptur.
Tamim 2.3. S bir niimerik semigrup olsun.

1. S ye ait olmayan en biiyiik tamsayiya S nin Frobenius sayist denir ve F (S) ile
gosterilir.

2. Hern € Ny icin x +n € S olacak sekilde en kiiciik x tamsayisina S nin énderi
(conductor) denir ve c (S) ile gosterilir.

3. G(5) := No\S kiimesine S nin bosluk kiimesi, elemanlarina S nin bogsluklari, bu
kiimenin eleman sayisina S nin cinsi denir. S nin cinsi g (S) ile gosterilir.

4. Herhangi bir S semigrubunun c (S) den kiiciik elemanlarina S nin kiiciik eleman-
lart denir.

Aksi belirtilmedik¢e, bundan sonra “|.|” sembolii, kiimenin eleman sayisini gos-
terecektir.

Tanimdan kolayca goriilecegi gibi F' (S) = ¢ (S) — 1 ve g (S) = |Np\S| dir.

Bir S niimerik semigrubu i¢in s : Ny — S, i — s (i) = s; ile belirlenen doniisiim
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sayma doniisiimii olarak adlandirilir, birebir ve ortendir. Bu durumda,
S ={so=0,81,..., 8, —~}

niimerik semigrubu, s sayma doniisiimii ile belirlenen niimerik semigrup olarak adlandi-
rilir. S nin 6nderi ¢ (S) = s, ise g (S) = ¢ (5) — r dir.

Tamim 2.4. S bir niimerik semigrup ve A, S nin bostan farkli bir altkiimesi olsun. S icinde
Ayt kapsayan niimerik semigruplarin kesigimine S icinde A tarafindan iiretilen niimerik
altsemigrup denir ve (A) ile gosterilir.

Bir S niimerik semigrubunda A tarafindan iiretilen altsemigrubun

<A> :{/\1a1—|—...+/\nanlnEN0, )\1,...,/\n €N07 al,...,aneA}
oldugu gosterilebilir.
Tanmm 2.5. S bir niimerik semigrup, A C S olmak iizere (A) = S ise S ye A tarafindan
liretilen niimerik semigrup, A kiimesine S nin bir iiretec sistemi denir. A, S nin bir iirete¢
sistemi ve A min hi¢bir ozalt kiimesi S icin bir iirete¢ sistemi degilse, A ya S nin minimal

lirete¢ sistemi denir.

Ornek 2.6. S, minimal iirete¢ sistemi {3,7,11} olan bir niimerik semigrup olsun. Bu
durumda,

S =<3,7,11 >=1{0,3,6,7,9, —}
dir F(S) =38 G(S)={1,2,4,5,8} ve g = g (S) = 5 dir.
Teorem 2.7. A bir kiime ve S bir niimerik semigrup olmak iizere,
1. ) # A C Nigin < A > mn bir niimerik semigrup olmas icin gerek ve yeter kosul
obeb (A) = 1 olmasudur.
2. 0 # A C Ny asikar olmayan alt monoid ise A, Ny wn bir niimerik alt semigrubuna
izomorftur.
3. S C Ny alt monoid ve S* := S\ {0} olmak iizere
S*+ 5" = {s; + 55| si,5,€ 5"}

tamimlayalim. Bu durumda, S*\ (S* + S*), S nin bir iirete¢ sistemidir.

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Rosales ve Garcia-Sanchez | (2009) dir. [l
Tanim 2.8. S bir niimerik semigrup ve 0 # n € S olsun. Bu durumda

Ap(S,n)={seS|s—n¢gS}
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kiimesine S de n nin Apéry kiimesi denir.

(mod n) olacak sekilde S nin en

Onerme 2.9. Her i € {0,1,....,n — 1} icin w (i) = i
=w(0),w(1l),...,w(n—1)}dir

kiigiik elemani w (i) olmak iizere Ap (S,n) = {0
Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Rosales ve Garcia-Sanchez | (2009) dir. [l

Kolayca goriilebilir ki, |Ap (S, n) | = n dir.

Onerme 2.10. S bir niimerik semigrup ve 0 # n € S olsun. Bu durumda,

( ) = (maksAp (S,n)) — n dir.
2. g :%( wGApSnw)_%din
Ispat. Ayritili ispat i¢in referansimiz Rosales ve Garcia-Sanchez | (2009) dir. [

Onerme 2.11. S bir niimerik semigrup olsun. Her s € S icin s = kn + w olacak sekilde
tek tiirlii belirli (k,w) € N x Ap (S, n) vardur.

Ispat. Varhig gormek kolaydir. Bu ispatta tekligi gostermek yeterlidir. s € S nin 5 =

kin + wy = kon + we seklinde yazildigini varsayalim. (ks — k1)n = wy — wy olur.
Buradan n | wy — w; ve w; = wy (modn) elde edilir. w (i), S nin (modn) e gore i
kalanin1 veren en kiiciik eleman1 oldugundan wy, = w; ve ky = ky dir. O

Teorem 2.12. Her niimerik semigrup tek tiirlii belirli minimal iirete¢ sistemine sahiptir
ve bu sistem sonludur.

Ispat. S bir niimerik semigrup olsun. S*\ (S* + S*) kiimesi S nin bir minimal iireteg
sistemidir. K := Ap(S,n) U {n} kiimesi ele alinirsa S =< K > olur ve K, S i¢in bir
tireteg sistemidir. S*\ (S* + S*) C K dir ve K sonlu bir kiime oldugundan S*\ (S* + S*)
da sonludur. [

Tanmm 2.13. S bir niimerik semigrup ve {n; < ny < ... <n,}, S nin minimal iirete¢
sistemi olsun. ny sayisina, S nin katlihigr (multiplicity), minimal iirete¢ sisteminin kardi-
nalitesi olan r sayisina S nin gomiiliis boyutu (embedding dimension) denir ve sirasiyla
m (S) ve e (S) ile gosterilir.

Onerme 2.14. S bir niimerik semigrup olsun. Bu durumda,

1. m(S) = min (S\{0}) dir:
2. e(S)<m (S) dir.
Ispat. 1. S deki en kiiciik pozitif tamsayinin .S nin katlilig1 oldugu agiktir.

5
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2. {Ap(S,m (S))\{0}} U {m (S)}, S nin m (S) elemanh bir iireteg sistemidir ve
minimal iirete¢ sisteminin eleman sayisi olan e (.S) den daha biiyiik veya esittir.

]

Ornek 2.15. S =< 3,7,11 >= {0,3,6,7,9, =} niimerik semigrubu icin Ap (S,3) =
{0,7,11}, e (S) = 3ve m (S) = 3 tiir.

Tanim 2.16. S bir niimerik semigrup olsun. Bu durumda,
1. S nin minimal iirete¢ sisteminin katliliktan biiyiik en kiiciik elemanina S nin orani
(ratio) denir ve r (S) ile gosterilir.
2. e(S) = m(S) ise S niimerik semigrubuna maksimal gomiiliis boyutuna sahiptir
denir.

3. F(5) < 2sy ise S ye bir ilkel (primitive) niimerik semigrup denir.

e (S) = 1 olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul S = Ny olmasidir. S = {0,n, —},
n kathihigina sahip bir niimerik semigruptur.

Bir semigrup ile iligkili bir ¢ok semigrup bulunabilir. Soyle ki,
S = {0 = 50,81, e, Sn, =}

verilen semigrup olsun. Her 7 > 0 icin
Si={seS|s>s;}

S(Z) 3:S—Si:{Z€N0’Z+SigS}
kiimeleri tanimlansin. .S (¢) nin niimerik semigrup oldugu agiktir. Boylece,

SpnCSp1C..CcS5cScsS(l)c...cS(n)=Ny
zinciri elde edilir. ¢, (S) := |S (1) \S| ye S nin tipi denir. Benzer sekilde, i > 1 i¢in
T (i) := S()\S(i—1)vet; = |T (i) tammmlamr. Bu durumda, ((¢;) | ¢ > 1) dizisi S
nin tip dizisi olarak adlandirilir. Ayrintili olarak S nin patlamalar1 (blow-up) ve Lipman
semigruplari |Barucci vd.|(1997) de incelenebilir.
Tanim 2.17. S niimerik semigrup olmak iizere

PF(S):={xe€Z\S|z+S\{0} CS}

kiimesine pseudo-Frobenius sayilar kiimesi denir.

Bu tanima denk olarak, PF' (S) = S(1) \ S = T1(S) ve |PF (5) | = t; dir.
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Tamim 2.18. Bir S niimerik kiimesi verildiginde,
N(S)={z€G(S)|F(S)—zeS)
ye birinci tip bosluklar kiimesi ve
L(S) ={z € G(S) | F(5) —x ¢ 5}
ye ikinci tip bosluklar kiimesi denir.

Tamm 2.19. Kendisini kapsayan herhangi iki semigrubun kesisimi olarak yazilamayan
S semigrubuna indirgenemez niimerik semigrup denir. Indirgenemez ve Frobenius sayisi
tek tamsayi (¢ift tamsayi, sirasiyla) olan niimerik semigruba simetrik (pseudo-simetrik,
strastyla) semigrup denir.

S simetrik (pseudo-simetrik, sirasiyla) semigrup ise L (S) = 0 (L (S) = {F (S) /2},
sirastyla) dir. S = {0, 4, 6,7, 8,10, —} simetrik semigrup, S = {0, 3, —} pseudo-simetrik
semigruba ornektir.

Onerme 2.20. S bir niimerik semigrup olsun.

1. S nin simetrik niimerik semigrup olmast icin gerek ve yeter kosul I’ (S) nin tek
tamsayi ve x € 7Z\S i¢cin F' (S) — x € S olmasidur.
2. S nin pseudo-simetrik niimerik semigrup olmasi icin gerek ve yeter kosul F (S)

nin ¢ift tamsayi ve v € Z\S icin F' (S) —x € S veya v = @ olmasidir.

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Rosales ve Garcia-Sanchez | (2009) dir. [l
Asagidaki sonuglarin ispat1 i¢in referansimiz Rosales ve Garcia-Sanchez | (2009)
dir.

Sonug 2.21. S bir niimerik semigrup olsun.

1. S nin simetrik niimerik semigrup olmasi icin gerek ve yeter kosul g (S) = %
dir.

2. S nin pseudo-simetrik niimerik semigrup olmas i¢cin gerek ve yeter kogul g (S) =
E($)+2 g0

2

Sonucg 2.22. S bir niimerik semigrup olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1. S simetrik niimerik semigruptur.
2. PF(S)={F(S)} dir
3. t(S)=1dir

Sonug 2.23. S bir niimerik semigrup olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
7
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1. S pseudo-simetrik niimerik semigruptur.
2. PF(S) = {F(S) , M} dir

2
2.1. Arf Niimerik Semigrup

Bu béliimde, Arf niimerik semigrup tanimi ve genel ozellikleri verilecektir. Bu
boliimde temel referanslarimiz Arf (1948) ve [Rosales ve Garcia-Sanchez | (2009) dir.

Tanmm 2.24. ¢ > j > k olan her i,j,k € Nve s;,s;,s;, € Sigin s; + s; — s, € Sise S
niimerik semigrubuna bir Arf niimerik semigrup denir.

Ornek 2.25. 1. Ny bir Arf niimerik semigruptur.
2. n pozitif tamsayist i¢cin S = {0,n,—} bir Arf niimerik semigruptur ve S nin

minimal iirete¢ kiimesi {n,n + 1,n+2,...,2n — 1} dir.

Onerme 2.26. S;,5,,...,5, Arf niimerik semigruplar ise S = S1 N Sy N ... N .S, de bir Arf
niimerik semigruptur.

Ispat. Hert € {1,2,...,n}i¢cini > j > k olmak iizere s;, s, s € Sy ve s; > s; > s, dir.
Sy Arf niimerik semigrup oldugundan s; + s; — s € S; ve s; + s; — 55, € S dir. Buradan,
S bir Arf niimerik semigruptur. 0

Tanim 2.27. S niimerik semigrup olsun. S yt iceren tiim Arf niimerik semigruplarin kesi-
simine S nin Arf kapanist denir ve Ar f (S) ile gosterilir.

Lemma 2.28. S C N bir altmonoid olsun. Bu durumda,
S = {si+sj—sk| iS5, €S, 8 >5; > sk},

N nin bir altmonoidi olur ve S C S’ diir:

Ispat. Her s € Sicins = s + s —s € S oldugundan S C S’ dir. Ayrica, S nin alt
monoid oldugu agiktir. 0

Bir 6nceki lemmadan yola ¢ikarak n € N icin

S0 = S,

Srtl = (8" ,n>1
olacak sekilde bir niimerik semigrup dizisi tanimlanabilir.

Lemma 2.29. S bir niimerik semigrup ise S* = Ar f (S) olacak sekilde k € N vardur.

Ispat. Ayrintili ispat igin referansimiz Rosales ve Garcia-Sanchez |(2009) dir. [
8
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Lemma 2.30. S bir Arf niimerik semigrup ve m € S olsun. Bu durumda, (m + S) U {0}
da Arf niimerik semigruptur.

Ispat. Ayrintili ispat igin referansimiz Rosales ve Garcia-Sanchez |(2009) dir. [

X C Nve obeb (X) = 1 olmak iizere N nin bir alt kiimeler dizisini

Al = X,
Ay = ({2—mind, |z€ A} —{0})U{min4,}, n>1

ile tantmlansin. Agiktir ki, Oklid algoritmasi ile ¢ = min {k € N |1 € A, } olacak sekilde
negatif olmayan ¢ tamsayisi1 vardir.

Onerme 2.31. Yukaridaki gisterimler ile birlikte
Arf(X)={0,min A;,min A; + min Ay, ..., min A; + ... + min 4,1, —}

dir.

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Rosales ve Garcia-Sanchez | (2009) dir. [l

Ornek 2.32. Arf (7,24,33) kiimesinin elemanlarim yukaridaki algortitmaya gore he-
saplayalim. X = {7,24, 33} tiir.

A =X, minA, =7,

Ay =({zr —minA, |z € A1} — {0}) U{min A} = {7,17,26}, min A, =7,

A3 = ({z—minAy |z € Ay} —{0}) U {min Ay} = {7,10,19}, min A3 =7,

Ay=({z—min Az |z € A3} — {0}) U {min A3} = {7, 3,12}, min A, = 3,

As = ({z —min Ay |z € Ay} —{0}) U {min A, } = {3,4,9}, min A5 = 3,

Ag = ({r—minA;5 |z € A5} —{0}) U{min A5} = {1,3,6}
elde edilir. Burada q = 6 ve Arf (X) = {0,7,14,21,24,27, —} dir.
2.2, Niimerik Semigruplarin Minimal Temsili

Her niimerik semigrup sonlu iiretilmis kisaltilabilir monoid oldugundan sonlu tem-
sil edilebilir. Bir niimerik semigrubun minimal temsilini karakterize etmek o semigrubun
yapisini daha iyi anlamak igin 6nemlidir. Oncelikle, temsil kavramu icin gerekli altyapi ve
gosterimler agagidaki gibi olusturulabilir, detayli bilgi Rosales ve Garcia-Sanchez |(2009)

de bulunabilir.
9
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M bir monoid olsun. Her a,b,c € M i¢in a + ¢ = b + c esitli§i a = b olarak
yazilabiliyor ise M bir kisaltilabilir (cancellative) monoiddir.

Tanim 2.33. o, M monoidi iizerinde bir baginti olsun. Her x,y,z € M, (x,y) € o i¢in
(x + 2,y + 2) € o veo birdenklik bagintist ise o ya M iizerinde bir denklik (congruence)
denir.

My ve M5 monoid olsun. f : M; — M, bir fonksiyon olmak iizere her z,y € M,
icin f(z +y) = f(z) + f(y) ve f(0) = 0 ise f bir monoid homomorfizmi,

cek (f) = {(z,y) € My x M| f (z) = f (y)}

kiimesi f nin bir ¢ekirdek denkligidir. f birebir, orten bir monoid homomorfizmi ise M;
ve M, izomorf monoidlerdir ve M; = M, ile gosterilir.

X ={x1,29,..., 2%} # 0 iizerinde tanimlanan
SeT(Il,l’g,...,Ik) = {)\11’1—|—+)\k$k | k ENQ,)\l,...,)\k GN()}
kiimesi

Mz + .o+ Nemg) + Bz + -+ Bpze) = M+ Bz + -+ (A + BTk
islemiyle bir monoid olur, bu monoide X {izerinde bir serbest monoid denir.

Tanim 2.34. p, Ser(xy, T, ..., x) X Ser(xy, Ta, . . ., xy) nin bir alt kiimesi ve Ser (1, x2,
..., xy) icinde p yu iceren tiim denkliklerin kesisimi o olsun. Bu durumda, o ya p tarafin-
dan iiretilen denklik denir ve 0 = Cong(p) ile gosterilir, p ya o mn iirete¢ sistemi denir.
Bir o denkligi sonlu iirete¢ sistemine sahip ise o ya bir sonlu iiretilmis denklik denir.

Tamm 2.35. Bir X = {1, s, ..., 21} kiimesi icin M = Ser (z1, 2, ...,xx) /Cong (p)
olacak bigcimde Ser (xy,xs, ..., xy) lizerinde bir denklige, sonlu iiretilmis bir M mono-
idinin temsili denir. p sonlu ise M ye sonlu temsil edilmis monoid denir.

Tanim 2.36. S, minimal iirete¢ kiimesi {ny,ns,...,n.} olan bir niimerik semigrup ve
i # jicin x; # x; olmak iizere X = {x1,xs,..., 2.} olsun.
p:Ser(ry,x9,...,x.) = S

fonksiyonu ¢ (a1z1 + asxs + ... + aexe) = ayng + ... + aen, ile tammlansin, burada
ai,...,a. € No dir. ¢ek(p) = Cong(p) ve p nun eleman sayisi ¢ek(p) nin tiim iiretecle-
rinin miimkiin olan en kiiciik eleman sayisi ise p ya S nin bir minimal temsili denir.

Bir niimerik semigrubun minimal temsilini hesaplamak icin bir yontem Graf Teori
kullanmaktir.

S niimerik semigrubu, {n1, ...,n.} kiimesi ile iiretilmig olsun. Her n € S i¢in S

10
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de n nin bir grafim G,, = (V,,, E,,) ile tammlayalim, burada
Vo={n;|n—n; € S}

koselerin kiimesi ve
E, = {min; = (ni,nj) | n—(n; +n;) € S, i # j}

kenarlarin kiimesidir. Burada, siras1 6nemli olmayan her (n;, n;) ikilisi 7;7; ile gosterilir.
G, nin x, y koseleri i¢in vy = z ve v, = y iken vy, V103, . .., U,_10, olacak sekilde
farkli koseler dizisi var ise x ile y arasindaki bu diziye bir patika denir. G,, grafinin her-
hangi iki kogesi arasinda bir patika var ise G ye baglantili graf denir.

Ser (xy,...,x.) lizerinde bir R bagintist su sekilde tanimlanir:
yaa = =0yadan € Sigindyle z1,...,2 € ¢~ (n) vardirki z; = a, z; = 3 ve her
ie{l,...,l—1}igin 2;.z;41 # 0 (i¢ carpim) ise («, 5) € R dir. Bu bagint1 bir denklik
bagintisidir Ser (x4, ..., z.) /R, R-siiflarinin kiimesidir.

Verilen bir n € N i¢in
ot (n) ={aw + ...+ ax. | a1 + ...+ acne =n}

kiimesini dikkate alahm. ' (n) nin R-simiflar1 Yy, ... Y, ise her i € {1,...,7} i¢in
K; == {z; | n; < x uygun x € Y; i¢cin} kiimesini tanimlayalim. Rosales ve Garcia-
Sanchez | (2009) deki Teorem 8.17 den G, nin farkli baglantili bilesenlerinin koselerinin
kiimesi K4, Ko, ..., K, dir.

Bir S niimerik semigrubunun minimal temsilini belirlemek i¢in S nin i¢inde bag-
lantili olmayan graflar1 belirlemek yeterlidir. G,, baglantili ise p,, = @) dir. Bu durumda,
G, baglantili olmayacak sekilde n € S anyoruz. ¢ € {1,...,7} icin Y; = [u], ve
Pn = {(ug,u1), ..., (uy,u1)} ise p, ile iliskili graf G, = (V, E) ile tammlanr, burada,
V =A{Y1,...,Y.} ve i # jicin [uglu;lp € E dir. (z,y) € p, U p,* olacak sekilde
T € [w;]r, y € [u;] g vardir. Boylece, Rosales ve Garcia-Sanchez |(2009) deki Sonug 8.11
den p = {J,,c5 P> S nin bir minimal temsilidir. Bir S niimerik semigrubunun farkli bir ¢ok
minimal temsili vardir ancak bu minimal temsillerin her biri sonludur ve bu temsillerin
eleman sayilari esittir.

Teorem 2.37. S bir niimerik semigrup ve p, S nin bir minimal temsili olsun. Bu durumda,

1. |p| > e(S) — 1dir
2. |p| < S g,

_ . — m(S)(m(S)—1 .
3. m(S) = e(S) ise |p| = % dir.

Ispat. Ayrmtili ispat i¢in referansimiz Rosales ve Garcia-Sanchez | (2009) dir. [

11
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2.3. Tamsay1 Parcalanislar:

Bu boliimde, tamsayi parcalanislar: tanimi verilecektir. Tamsayi1 parcalanislart hak-
kinda ayrmtili bilgi i¢in |Andrews ve Eriksson |(2004) ve Keith ve Nath |(2011) referans
olarak verilebilir.

Tanim 2.38. Pozitif N tamsayisinin A = [Ay, \a, ..., \,] parcalanisi, toplami N ve uzun-
lugu n olan )\, < \,_1 < ... < )\ seklinde artmayan pozitif tamsay: dizisine denir ve
A N ile gosterilir. Heri = 1,2, ... nicin \; sayisina \ min bir parcasi denir. \; # ;11
ise \ ya kesin baskin (strict dominant) parcalanis denir, burada i = 1,2,...,n — 1 dir.

A = [A, A2, ..., \] kesin baskin ise n < Ay olur. [A, A\ — 1,..., 1] parcalanisi
basamak parcalanis olarak bilinir.

N bir pozitif tamsay1 olsun. N sayisinin pozitif tamsayilarin toplami seklinde ya-
zilabilme (veya N nin pargalanigi) sayisi p(IV) ile gosterilirse, p(/V) bir aritmetik fonksi-
yondur, bu fonsiyona pargalanig fonksiyonu denir. p(/NV | d) ile N nin d kosulunu saglayan
parcalanig sayis1 gosterilecektir.

Ornegin, p(1) = 1, p(2) = 2, p(3) = 3 tiir.

p(INV) fonksiyonunun iirete¢ fonksiyonu Euler (1748) tarafindan

1
p(N
Z 1—q)(1—q2)...(1—q’“)...
olarak verilmistir. Bu esitlige Euler bagintis1 denir.

N pozitif tamsayisinin farkli pargalamiglarinin sayisi pr(/N) olsun. Bu durumda,
Andrews ve Eriksson |(2004) dan pg (V) nin iireteg fonksiyonu

Y oor(N)g¥ = (1+4q) (1+) (1+4°) ...

dir. Ayrica, bir pozitif N tamsayisinin farkli pargalaniglarinin sayisi, tek tam sayilardan
olusan parcalaniglarinin sayisina esittir (Euler 1748). Bu esitlik literatiirde “Euler Parca-
lams Ozdesligi” olarak bilinmektedir.

p(N | farkli parca., uzunluk ¢ift) — p(N | farkli parga., uzunluk tek ) = e(N)

“Euler Beggen Say1 Teoremi" olarak bilinir, burada, N = j (3j + 1/2) ise e(N) = (—1)
aksi halde e¢(N) = 0 dir.

12
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3. MATERYAL VE METOD

Bu boliimde, Young diyagrami tanimi verilip, tamsay1 parcalanislart ve Young
diyagramlarinin semigruplar ile iligkileri incelenecektir.

3.1. Young Diyagramlan

Young diyagramlari i¢in Bras-Amoros ve De-Mier | (2007); |[Fulton | (1997); Keith
ve Nath | (2011]) ve Tutas vd. | (2019) referans olarak verilebilir.

Bu boliimde, n uzunlugunda bir satir ile kastedilen n tane kutunun yanyana gel-
mesi ile olusan bir satirdir.

Tanmm 3.1. {uy, ..., u,} pozitif tamsayilarin sonlu bir dizisi olmak iizere, énce u,, tane
n uzunlugunda satir, sonra u,_1 tane n — 1 uzunlugunda satir, ..., en son u, tane 1
uzunlugunda satir, sol iistten, altalta yazilarak elde edilen diyagrama bir Young diyagrami
denir ve Y = 1"12%2 ... n" seklinde gosterilir. {uy, ..., u,} dizisine de Young dizisi
denir.

Tamsay1 parcalanislari ile Young diyagramlari arasinda birebir eslesme vardir. A =
[A1, A2, ...y Ap] olsun. A nin Young diyagrami Y, su sekilde olusturulur: Alt alta \; tane
kutunun sag iist kismi yanina, alt alta A, tane kutu ilave edilir. Boyle devam edilerek,
n-inci adimda ),, tane kutu eklenir.

Her 1 <i < nigin u; = \; — A\;_; seklindedir. Buradan, A = [A\1, Ao, ..., \,,] par-
calamig1 1“12%2.. .n“" formunda yazilabilir. Bu yazimda 5“7, uzunlugu j olan bir satirin u;
defa tekrar edilmesi demektir. A parcalanisina karsilik gelen N sayisiise N = Z?Zl uj.j
ile hesaplanir.

Bir Young diagraminda her kutu icin ¢engel uzunlugu denilen bir sayi1 belirlenir.
Diyagramda verilen bir kutunun kendisi, bu kutunun altinda kalan ve saginda kalan ku-
tular ile birlikte bir ¢engel olusturur, buradaki toplam kutu sayis1 bu kutuya ait ¢cengel
uzunlugu olarak tanimlanir.

Ornek 3.2. \ = [5, 3,2, 2] parcalamisina karsilik gelen Young diyagramu asagidaki form-
dadir:

w
[\

‘»—l‘l\:)pb\]OO

ve A 12 dir. Sagdaki diyagramda her kutunun cengel uzunlugu belirtilmistir.

Constantin vd. | (2015); Karakas ve Tutas |(2020); [Tutas | (2019); Tutas vd. |(2019)
den her Young diagramin, bir niimerik kiimeye karsilik geldigi bilinmektedir.
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P : Pozitif tamsayilarin parcalaniglart kiimesi, Y : Young diyagramlar: kiimesi ve
S : Has niimerik kiimelerin kiimesi olsun. Bu durumda,

a : P — Y olmak iizere «(\) = Y), ile tanmimlanan fonksiyon birebir ve 6rtendir.
f:S — Y olmak iizere 5(S) = Y ile tanimlanan fonksiyon birebir ve ortendir.

S niimerik semigrubu igin bir Young diyagrami olusturulabilir. N2 i¢inde alt sol
kose orjinden baglayan bir yol olarak soyle olusturulur:

x = 0 ile basglayalim.

x € S ise bir birim saga bir ¢izgi,

x ¢ S ise bir birim yukari bir ¢izgi cekilir.
* x4+ 1ic¢in ayn islem tekrarlanir.

Bu islem, S nin 6nderine kadar tekrarlanir. S nin 6nderinden biiyiik elemanlari i¢in saga
bir dogru cizilir. Bu diiz ¢izginin altinda, z = 0 dogrusu ve bu yol arasinda kalan bolge
bir Young diyagramidir, bu diyagrama .S nin Young diyagrami denir ve Yy ile gosterilir.
Bu diyagrama karsilik gelen pargalanisa S nin pargalanisidir denir.

Tamsay1 pargalaniglar1 ve niimerik kiimeler arasindaki iligki su sekilde verilebilir:
S ={so=0,s1,S52,...,S,, —} niimerik kiimesine karsilik gelen tamsay1 parcalanigi her
1<i<nigin\; =8, — 51— (n—i+1)dir.

A= [A1, A2, ..., \,] tamsay1 parcalanigina karsilik gelen niimerik kiimenin kiigiik
elemanlari ise s) = 0 olmak tizere 1 < < nicins; = A\; — \j4q + ¢ dir.

S bir niimerik semigrup Ys onun Young diyagrami olsun. Her ;7 > 0 i¢in Ys nin
J-inci siitunu G ile gosterelim. G; siitunu ile bu siitundaki her bir kutunun ¢engel uzun-
luklar1 kiimesini 6zdegleyelim. Boylece, 0-1nc1 siitun olan Gy 1 .S nin bosluklarinin kii-
mesi oldugu kolaylikla goriilebilir. Ek olarak, .S nin niimerik semigrup olmasi i¢in gerek
ve yeter sartheri = 0,1,...,n — 1icin G;(S) C G(5) olmasidir (Tutag vd. |(2019)).

S bir niimerik semigrup, Ys = 1*12"2...n%" de onun Young diyagramiise 1 <7 <
nigin \; = Z?:Z u; dir ve Yo = X = [A\1, A, ..., A,,] olarak yazilabilir.

Ornek 3.3. S =< 3,7,11 >= {0,3,6,7,9, =} bir semigrup olsun. S ye karsilik gelen
Young tablo ve bu tabloya ait bir ¢cengel, cengel uzunluklar ile birlikte, sirastyla, asagida
ifade edilmistir.

5[2]1]
2
1

‘»—‘wqxcnoo
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Bu durumda, Ys = 12224 ve \ = [5,3,1,1] dir.

Y = 1"12%2  nY diyagrami verilmis olsun. Bu durumda, karsilik gelen .S niimerik
kiimesi soyle belirlenir: S nin s; den kiiciik u; tane boglugu vardir ve s; = u;+1 dir. 51 ve
59 arasinda us tane bogluk vardir ve so = uy +uy + 2 dir. Benzer sekilde, her j =1,...,n
icin s;_; ile s; arasinda u; tane bosluk vardir ve s; = u; +. ..+ u; + j dir. Aym zamanda,
j=1,...,niginu; = s; —s;_; — 1 dir. Boylece, Lemma 3.4]iin ilk iki durumunun ispati
elde edilir.

S C Ny bir niimerik semigrup olsun. Heri > Ove s; € Sigin S; = {s € S | s > s;}
ve S —s;, ={s—s; € Ny | s € S} kilmelerini hatirlayalim.

Lemma 3.4. (Tutas vd. |(2019)) S, Young dizisi {u,,...,u,} olan bir has (proper) nii-
merik kiime olsun. Bu durumda,

1. S={0,u1 +1,us +ug+2,...,u3 +ug+ ... + u, +n,—} dir
2. Her j=0,...,n— licin

—3j+5j:{0,uj+1+l,uj+1+uj+2—|—2,...,uj+1+...—|—un—|—n—j,—>}

dir.
3. Herj=0,...,n—1licinG;(S) = G(—s; + 5;) dir.
4. Her j =0,...,n— ligcin —s; + S; = No\G, (5) dir.

Sonug 3.5. (Tutas vd. | (2019)) S = {so =0, $1,...,8, = ¢(S),—}, Young diyagram
Ys = 1"1...n" ve parcalamisi A\s = [\1,...,\,] &= N olan bir has (proper) niimerik
kiime olsun. Bu durumda,

1. Go(S) =G (9)dir
2. Her j =0,...,n — licin G; (S) nin en biiyiik elemam F (S) — s; dir.
3. Her j =0,...,n— ligin G, (S) nin en kiiciik elemant

min{beG(S)\b>sj}—sj
dir.
4. Herj=0,...,n—1licinc(S) = A +n X\ =9g(5S)—sj_1+(—1)ve
n(n—1) —
N:n.g(3)+T—Zsj

]:
dir.

Bir S niimerik kiimesi ile iligkili niimerik kiimeler Young diyagrami iizerinde
Lemma 3.6] ve Lemma[3.7)de oldugu gibi ifade edilebilir.

Lemma 3.6. (Tutas vd. | (2019)) S = {so =0, 1,...,8, = c(S),—}, Young diyagrami
15
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Ys olan bir has (proper) niimerik kiime olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1. S bir niimerik semigruptur.
2. Herz,y € Sicinz+y & Gy (S) dir.
3. Herj=0,...,n—1ligin G, (S) C Gy (9) dir.

Lemma 3.7. (Tutas vd. | (2019)) S = {so = 0,51, ..., S, = c(S), =}, Young diyagram
Ys olan bir has (proper) niimerik semigrup olsun. Bu durumda,

1. Her1 <i<n—1licin S (i) =N (—=s; +5;) = No\ Uzl G5 (S) dir
2. T, (S) = Gn1 (S)vel <i<n—1iginT;(S) = Gi_y (5) \ U2 G5 (S) dir.

Ispat. 1. Her1 <i<n—1igin
S(i) = {ze€Ng|herj=i4,...,n—1licinz+s; € S}
= {zeNy|herj=i,...,n—1li¢inz € —s; + S}
= M (—s; +8) =iz 1(N0\G (8)) = No\ Ui~ G (S)

dir.
2. S(i) = No\ U2 G (S) ve S(i—1) = No\ U/ZL, G;(S) oldugundan her
¢ = = 1 191n

T(5) = (No\ UiZ G5 (9)) \ (No\ Uj=i G5 (9))
- ( )\ UiZ G; ()
elde edilir ve 7, (S) S (n)\S (n —1)=No\S(n—1) =Gp,_1(9) dir.

]

Sonuc 3.8. (D’Anna | (1998); Tutas vd. | (2019)) S, Young diyagrami Yg = 1" ... n""
ve tip dizisinin n-inci terimi olan t,, olan bir has (proper) niimerik semigrup olsun. Bu
durumda, asagidaki ifadeler saglanir.

1. t, = u,.
UTL—]_ + 1) UTL—]_ < uTL
2. t,1 = S
Up—1, Up—1 Z Up.

Lemma 3.9. (Tutas vd. | (2019)) S bir niimerik kiime ve a € S olsun. Bu durumda, S
nin bir Arf niimerik semigrup olmast icin gerek ve yeter kogul (a + S) U {0} in bir Arf
niimerik semigrup olmasudr.

Ispat. (:=) S, bir Arf niimerik semigrup ve @ € S olsun. > y > z olacak bi¢imde
x,y,z €a+ Salalm. o, B,y€E Svea>p>~vikenz=a+a,y=a+p,z=a+7
seklindedir. Arf kosulundan, o 4+ 8 — v € S dir. Buradan

z+y—z=(a+a)+(a+p)—(a+y)=a+(a+F—7)€a+S

elde edilir.
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(<:) (a+ S5) U {0}, bir Arf niimerik semigrup ve z,y,z € Siginz >y > z
oldugunu kabul edelim.

at+(rz+y—z2)=(@+z)+(a+y) —(a+2)€a+S

dir ve buradan, x + y — z € S dir. Bu ise S nin bir Arf niimerik semigrup oldugunu
ispatlar. [

Barucci (1997) Arf niimerik semigrup tanimina denk 15 tane kosul vermistir. Te-
orem [3.10|bu kosullarin bir kismin1 icermektedir.

Teorem 3.10. (Tutas vd. |(2019)) S = {so = 0,51, ..., 8, = c(5), =}, Young diyagrami
Yg = 1"t ... n"" olan bir has (proper) niimerik kiime olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

S bir Arf niimerik semigruptur.

Her j =0,...,n— ligin —s; + S; bir niimerik semigruptur.
Her j=0,...,nicin —s; +S; = S (j) dir

Her j =0,...,ni¢cin G; (S) = G (5;) dir.
Herj=1,...,nigcin G;(S) C G,_1 (S) dir.
Herjzl,...,n—lig:inuj—l—l S —Sj+deiK

Ak b~

Tanim 3.11. B ve a yukarida tamimlanan fonksiyonlar ve \ bir pozitif tamsaymin parca-
lanist olsun. 3~ ' a(\) bir Arf niimerik semigrup ise X ya bir Arf parcalanist denir.

Onerme 3.12. (Tutas vd. |(2019)) X = [\1, ..., \,] mn bir Arf parcalamsi olmasi icin
gerek ve yeter kosul her j € {1,... ., n — 1} icin

)\j—)\j+1+1 E{)‘j-i-l_)‘j+2+1a)‘j+1_>‘j+3+27"'7
Ajt1 — A —J =LA +n—j,—}

olmasidr.

Ispat. {uy,...,u,}, 3 a(\) nin Young dizisi olsun. Teorem (6) dan, A nin Arf
parcgalanist olmasi i¢in gerek ve yeter kogsul her j = 1,...,n — 1 i¢in

U]—i-l € {Uj+1+1,Uj+1+Uj+2+2,...,uj'+1—|—...+'Lbn—|—n—j,—>}
olmasidir. A\; — A\j;1 = uj oldugundanher j =1,...,n—1vek =2,...,n— jigin
Aj1 = Ajpk = Ujp1 + Ujpo + o F Ujpp—1

oldugundan ispat tamamlanmis olur.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, bir Arf parcalaniginin bir ayrisimi (decomposition) yapilarak bir Arf
semigrubun ilkel (primitive) semigruplar cinsinden ifadesi verilecektir. Ayrica, Karakas
(2018)) da verilen parametreleme yontemiyle katlilig1 6 dan kiiciik Arf niimerik semig-
ruplarin minimal temsilleri elde edilecektir. Arf par¢alaniglarinin alt aileleri olan AS A-
parcalaniglar, Arf C'-pargalaniglar tanimlanip, 6zellikleri yine bu boliimde incelenecektir.
Uzunlugu 4 olan iiggensel sayilar icin Arf parcalanislar belirlenecektir.

4.1. Arf Semigrubun Ilkel Semigruplara Ayrisim

Niimerik kiimelerin ilkel semigruplar cinsinden ayrisimi Karakas ve Tutas | (2020)
da incelenmigtir. Giimiisbas ve Tutas |(2020) da ise Arf niimerik semigruplar ilkel semig-
ruplarin ayrisimi olarak ifade edilmistir. Young diyagramlarin 6zel bir altkiimesi iizerinde
calisilmigtir. w, bir ¢cengelin ayaginin kutu sayis1 ve x — 1 ise bu ¢engelin kolundaki kutu
sayisi olarak adlandirilirsa ¢cengel, 1“x olarak temsil edilmis olur.

Bir pozitif tamsayinin Arf parcalaniglarini belirlemek Arf niimerik semigruplar
belirlemek demektir. Bir tamsay1 parcalanisi sonlu sayida ¢cengelden olusur. Bu nedenle,
Arf parcalanislari ¢engeller cinsinden ifade edilebilir.

Tanmm 4.1. K = {1"x|u >0, x > 2veyax = 0 } cengellerin kiimesi olsun. Bu du-
rumda, I'y = 1"xy, ['ys = 1%2x9 ve u; > Uo, X3 — 1 > X9 olmak iizere K iizerinde iki
cengelin icice gecmesi 'y © I's ile gosterilir ve

Fl ® Fg = 1u1—(u2+1)2uz (XQ + ]-)Xl
ile tanimlanur.

Cengel kiimeleri tizerinde I'y = 1“'xy, ['s = 1“2x5 olmak iizere

F1§F2©u1>u27 X1 —12>x9
ile bir > siralamasi tanimlanabilir.

Bir A parcalanigin izi (trace), tr(\) := maz{i | \; > i} ile tanimlanir.

Lemma 4.2. (Giimiisbas ve Tutas |(2020)) X bir tamsay: parcalanist ve t = tr () ise

A=T1100Zoe...0= 1°12v23% . (t — 1)Ut_1 tvtytyt_l ... Y2y1

seklinde yazilabilir. Burada, I'; = 1%ix;, 1 <i<t,v; =u; — (ujy1 + 1), 1 <1 <t —1,
w=wvey; =x;+(j—1), 1 <i<tdir

Ispat. Ayrintili ispat icin referansimiz Giimiisbas ve Tutas | (2020) tir. [
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Ornek 4.3. \ = [6,4, 3, 1] parcalamsinin ayrigimi 12213241 = 1°4' © 1°3' © 13 tiir; diger
bir ifadeyle A = [6,1,1,1] ® [3,1,1] ® [1] dir.

96 L) _[9]3]2]1) o410
7|4 5 2
6|3 4 1
411 3

2 2

1 1

Lemma 4.4. (Giimiisbas ve Tutas |(2020)) K = {1"x |u >0, x > 2veyax =0 } ol-
sun. Bu durumda,

I. Kij={1"xeK |u>1,2<x<u+lveyax =0 }iseherl’ € K, bir niimerik
semigrubun parcalanisidrr.

2. X bir niimerik semigrubun parcalanist ise \, K nin elemanlar: yardimi ile bir
ayrisuma sahiptir, ancak tersi her zaman dogru degildir.

Ispat. 1. I' = 1"x € K olsun. x = 0 ise karsilik gelen niimerik semigrup S =
{0, u+1, —} dir. Diger taraftan, S = {0, u+1,u+2,...,u+x—1,u+x+1,—}
dir.

2. Ispat bir niimerik semigruba karsilik gelen parcalanis tanimindan goriiliir.

O

Teorem 4.5. S bir Arf niimerik semigrup ise bir ilkel semigrup ayrisimina sahiptir ve bu
ayriginun uzunlugu S nin Arf parcalanisimin izidir.

Ispat. S bir Arf niimerik semigrup ve \ onun bir par¢alanisi olsun. ), bir kesin baskin Arf
parcalanigidir. Tutas vd. |(2019) den 1 < i <nve0 < j < Ajicin [N, — 7,..., A\, — j] de
bir Arf parcalanigidir. Diger bir ifadeyle, bir Arf parcalanigi son satir ile ilk siitun birlikte
ayrilirsa iki tane parcalanis elde edilir. Bunlardan biri Arf parcalanisidir, digeri ise K
kiimesinin elemanidir ve A Arf parcalanis oldugundan her iki pargalanigta bir semigrubun
parcalamsidir. 1 < ¢ < t, v; = u; — (w1 +1), 1 <@ <t = tr(\), vy = uy ve
Vi =%x;+(j—1),1 <i<tigin A =1"2"23% _ (t —1)" ' t%y,y;, ;... yoy; dir. S,
1"ix; parcalaniginin semigrubu olacak sekilde alinirsa S' = 51058 60...05 seklinde
ayrisimlarina gore yazilabilir ve her S; bir ilkel niimerik semigruptur. [l

4.2. Hemen Hemen Simetrik Semigruplar

Bu boliimde, hemen hemen simetrik semigrup tanimi yardimiyla hemen hemen
simetrik Arf semigruplar ve karsilik gelen parcalanislarin yapisi incelenecektir. Bolim[4.2]
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de ifade edilen sonuglar Akdeniz Universitesi FBA-2020-5393 nolu projesi kapsaminda
desteklenmistir.

Bilindigi gibi Frobenius sayist ile niimerik semigrubun sifirdan baska elemanlari-
nin toplam1 her zaman niimerik semigrubun elemanidir. Bu 6zellige sahip bagka sayilar
varsa bu sayilara da pseudo-Frobenius sayilar1 denir.

Tamim 4.6. S niimerik semigrubu verildiginde, L (S) C PF (S) ise S ye hemen hemen
(almost) simetrik semigrup (kisaca, AS-semigrup) denir.

Branco vd. | (2018)) de, AS-semigrup kavramina denk kosullar belirtilmistir. Veri-
len bir S niimerik semigrubu icin asagidaki denk kosullar bu tez calismasinda 6nemli yer
turmaktadir.

Onerme de, bosluk kiimeleri ve PF(S) kiimesi Young diyagramina gore be-
lirlenmektedir.

Onerme 4.7. S bir niimerik semigrup olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.
1. S bir AS-semigruptur.

2. PF(S)=L(S)U{F (5)} dir
3. 29(S)=F(S)+t dir

Ispat. Tanimlardan kolayca elde edilmektedir. O
Onerme 4.8. S = {s1,82,...,Sn, —} bir niimerik semigrup olmak iizere asagidaki ifa-
deler denktir.

1. PF(S) =G (S \UIZ| G(—s; + 5;) dir.

2. L(8) =G (S)\ Uy {F (S) — s;} dir

3. IN(S) [ =mn, |L(S)] =g (S)—ndir

Ispat. PF(S), N(S) ve L(S) tanimlarindan,

1. PF(S)={2€Z\S|z+S\{0} C S} ={r€Z\S |z e —-s;+5,5 >1}
={z€Z\S |2 ¢ G(~s;+95),j > 1} =G(S)\ UL Gj.

2. L(S) ={z € G(5) |2 ¢ N (8)} = G(S)\ Uiy {F () — s}

3. Aciktir.

]

Branco vd. | (2018) de, verilen bir Frobenius sayisi ve tipine karsilik gelen bii-
tiin AS-semigruplar1 hesaplamak icin iki algoritma gelistirilmistir. Barucci ve Froberg
(1997); Branco vd. | (2018); \Garcia-Sanchez ve Ojeda | (2019); Nari | (2013) de bir semig-
rubun AS-semigrup olmasi i¢in kriterler verilmistir.
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Onerme 4.9. S katliligi m (S) = m olan bir niimerik semigrup ve Ap (S, m), m (S) ye
gore S nin Apéry kiimesi olmak iizere asagidaki ifadeler saglanir.

1. Ap(S,m)\{0} = (N\G (S))n{b+m |be G(5)}dir
2 Ap(S,m)\ {0} = (m + G(S)) \ U=y G, dir
3. S bir Arf niimerik semigrup ise Ap (S,m), (m + S) U {0} w tip kiimesidir.

Ispat. S, kathili§1 m olan bir semigrup olsun.

1. Ap(S;m) = {s€S|s—m¢S} oldugundan s € Ap(S,m) i¢cin s — m €
G (S) ve s —m = b olacak sekilde b € G (S) vardir. Buradan, s = b + m ve
Ap (S,m)\ {0} = (N\G (S))N{b+m | b€ Gy} dur.

2. 1. den benzer sekilde goriiliir.

3. Tanimdan agikca goriiliir.

4.2.1. Hemen Hemen Simetrik Arf Semigruplar: ve Parcalamslar:

Bu boliimde, hemen hemen simetrik Arf parcalaniglarinin yapisi belirlenip, bir
N pozitif tamsayis1 icin hemen hemen simetrik Arf parcalaniglarinin sayisi ve cinsi g
olan hemen hemen simetrik Arf semigruplarinin sayist verilecektir. Ayrintili bilgi i¢in
Glimiisbas vd. | (2020) ne bakilmasi onerilir.

S bir niimerik semigrup olsun. S nin simetrik niimerik semigrup olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul Y nin simetrik olmasidir. S =< 2,¢(5) + 1 >= {0,2,4,...,¢(S), =}
simetrik Arf semigruptur. Simetrik Arf parcalaniglari [¢(S) — 1, ¢(S) —2, ..., 2, 1] formun-
dadir. Pseudo-simetrik Arf semigruplar1 sadece < 3,4,5 > ve < 3,5,7 > dir. Pseudo-
simetrik Arf parcalaniglari ise [2] ve [3, 1] dir.

Ornek 4.10. S =< 2,11 >= {0,2,4,6, 8,10, =} bir simetrik Arf semigrup ve parcala-
mst A = [5,4,3,2,1] dir

5/3[1]
3]1
1

Il IOSAEGAR N |

‘)—lwcnﬂq:

Tamim 4.11. Bir S niimerik semigrubu hem Arf hem de AS-semigrup ise S ye bir hemen
hemen simetrik Arf semigrup, kisaca bir AS A-semigrup denir.

Ny bir AS A-semigruptur.
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Ornek 4.12. S = {0,4,6,8,10,12, =} bir AS A-semigruptur.

o = \=[7,4,3,2,1], PF (5) = L(S) = {2,9, 11} dir.

P : Pargalaniglar kiimesi, Y : Young diyagramlarin kiimesi ve S : Has niimerik
kiimelerin kiimesi olmak iizere a« : P — Y, , a(A) =Yy ve 5 : S = Y, f(5) = Ys ile
tanimlanan fonksiyonlar oldugunu hatirlayalim. Parcalaniglar ve semigruplar arasindaki
bu eslemeler, AS ve AS A-pargalaniglari tanimlamamiza olanak saglamaktadir.

Tanmm 4.13. A\ = [\, \o, ..., \,] parcalanist icin,
1. B~ a(N) bir AS-semigrup ise X\ ya hemen hemen simetrik parcalams denir ve
kisaca AS-parcalanis seklinde gosterilir.
2. B a(N) bir AS A-semigrup ise \ ya hemen hemen simetrik Arf parcalanis denir
ve kisaca AS A-parcalamis seklinde gosterilir.
Teorem 4.14. \ herhangi bir AS A-parcalams ise k € {1,3,5,...,2j — 1,25, —} olmak
iizereya\=[j+k,j,j—1,...,1]yada X\ = [j], 7 € Ndir.

Ispat. ) bir AS A-pargalamistir ancak ve ancak 6yle bir S AS A-semigrubu vardir ki A\ =
a~'B(S) dir. Onerme 4.8 den, i = 1,...,n i¢in G; C G ve I[(\) = n iken PF(S) =
G\ UG elde edilir. N(S) ={F —s; | 0<i<n—1} ve

S bir AS-semigrup <= PF(S) = (G(S)\ N(S)) U{F(S5)}

dir. N(S) = {F(S)} ise PF(S) = G (95) dir ve A nin uzunlugu 1 dir. Yani, her a € N
icin A = [a] dur.

Simdi, A nin uzunlugu 7 + 1 > 2 oldugunu kabul edelim.

S bir AS — semigrup <= PF(S):G\{F—si\lgz’gj}:G\UleGi
— U_ G ={F—-s|1<i<j}.

Diger taraftan,
S bir Arf niimerik semigrup <= G; C G;,_1, i=1,...,j+]1 < nglG,; =Gy

ve do = {F —s; | 1 <i<j}| =|Gi| = jeldeedilir. S Arf oldugundan, A kesin artan
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ve [Ag, A3, . .., Aj11] bir simetrik parcalamgtir. Yani, [j, j — 1, ..., 1] dir. Onerme den,
A=[j+kj,...,1]dirve0 <i<j—2icinj+k=2j—(j—1—1)+1iveya
uj—y > j— liginj +k = 2j + u;_; elde edilir. ]

Onerme 4.15. S bir ASA-semigrup olsun. Her j > 1ve k € {1,3,5,...,2j — 1, =}
olmak iizere S = {0,k + 1,k +3,...,2j + k + 1, —} semigrubu icin

m(S)=k+1, F(S)=2j+k c(S)=k+2j+1,

27+3 k=1
t1 =k, g(S)=7+k, T(S):{j+ ’

k+3, diger durumlarda

dir. S = {0,k + 1,—} semigrubu ise

m(S) =c(S) =k+1, g(S) =F(S) =t; =k, r(S)=k+2
dir.
Ispat. Ayrmtili ispat icin referansimiz Giimiisbas vd. | (2020) dir. [
Ornek 4.16.
9[5[3]1]
7131
5|1
3]
2]
1]

A =16,3,2,1] bir ASA-parcalamgtir ve k = 3, j = 3 tiir. Karsilik gelen AS A-semigrup
ise S ={0,4,6,8,10, =} dirve G (S) = {1,2,3,5,7,9, } ,m (S) =4, F (S) =9,¢(5) =
10,9 (S)=6,r(S)=6,PF (S) ={2,7,9} ,t; = 3 tiir.

Onerme 4.17. ki AS A-semigrubun arakesiti de bir AS A-semigruptur.

Ispat. S; ve Sy ASA-semigruplarim alalim. Tlk olarak, G (S; N Sy) = G (S1) U G (Sy)
oldugunu gozlemleyelim.

ko =min{s |0 # s € S NS}
olarak tanmimlanirsa, Onerme den agagidaki durumlar s6z konusudur.
a)i=1,2i¢in k; € {1,3,...,25; — 1,—} ve j; > 0 iken
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olsun. S1NSy # 0 oldugu agiktir. Her | < kg iginl € G (S7)UG (S2) ve m (S1 N Se) = ko
dir. i = 1,2 i¢in ¢ (S;) = k; + 2j; + 1 oldugundan iki durum elde edilir.

1. ]{30 = C(Sl) = C(SQ) ise Sl N SQ = {07 ]{30 = C(Sl) - C(SQ) ) _>} dir.
2. Diger durumda,

S1N Sy ={0,ko, ko +2,...,max{c(S1),c(S2)},—}
dir.
b)i=1,2i¢in k; > 0iken S; = {0, k; + 1, =} ise
S1 N Sy = {0, max {ky + 1, ko + 1}, =1
dir.

C) /ﬁ6{1,3,...,2j1—1,—>},j1>O,Sl:{O,k‘l+1,...,k1+2j1+1,—>}ve
Sy = {0, k2+1,—>} ise

Sl, C(SQ)§k1+1
S1NSy = {O,k07]€0+2,...,0(51),—>}, k1+1<C(Sg)<C(Sl)
Sa, c(S2) > c(S1)
dir. (a) — (¢) durumlarinin her biri i¢in Sy N Sy bir AS A-semigruptur. O

Onerme 4.18. S, j € Ny icin kiiciik eleman sayist j + 1 olan bir AS A-semigrup ise

1. Heri=1,2,...,j+ Lligin, S(i) bir AS A-semigruptur.
2. Heri=1,2,...,jicin, o 'B(S(i)) = [j—i+1,5—i,..., 1] bir AS A-parcalamstir.

Ispat. Teorem ve Onerme den ispat elde edilir. O

Onerme 4.19. S bir AS A-semigrup ve t; de S nin tip dizisinin i-inci terimi olmak iizere
=a'B(S)=[j+kjji—1,...,2,1]vek € {1,3,5,...,2] —1,—~} ise t; = k ve
heriv=2,...,7+ licint; = 1dir.

Ispat. S, Arf niimerik semigrup oldugundan Tutas vd. | (2019) den S nin tip dizisi S nin

Young dizisi ile belirlenir. Buradan, ¢ = j+k—j =k, =2,...,ji¢int; = \; — A1 =

j—i+1—(j—1i)=1vetj1 = \j;1 = 1elde edilir. O
S niimerik semigrubu i¢in m (S) = m de S nin Apéry kiimesi

Ap(S,m)={0=w (0),w(1),...,w(m—1)}

dir ve burada her ¢ = 1,...,m — 1 i¢in w (¢), S nin m modiiline gore 7 kalanini veren
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en kiicik elemanidir. Her 7 = 1,...,m — 1 icin Oyle tek tiirli belirli k£; € N vardir ki
w (i) = k;m+1 oldugu biliniyor. Buradaki k; pozitif sayisina S nin i-inci Kunz koordinati
denir ve K = (k1, ..., ky_1) ye S nin Kunz vektorii denir.

Onerme 4.20. S katliligi m (S) = m olan ASA-semigrup ve S nin Kunz koordinatlart
K = (ki, ko, ..., kmn_1) olsun. Bu durumda,

(i)n(S)=1lisei=1,...,m— licink; = 1dir.
(#1) n (S) > 1 olsun. m ¢ift ise ¢ (S) € {mb+2s | 0 < s < =2 be N} ve

1, 2|
ki =< b, 2ti, 25 +1<i<m+2s—1
b+1, 24i,1<i<2s—1

dir, burada, v = 1,...,m — 1 dir.
mtekise c(S) € {m +2s |0 < s <™ ve

1, 2|i
ki=141, 21i2s+1<i<m+2s—1
2, 24i,1<i<2s—1

Y

dir, burada, 1 = 1, ..., m —1dir. Ayrica, bu durumda sonlu sayida AS A-semigrup vardir

ve m+1

= tanedir.

Ispat. (i)n(S)=1lise S=<m,m+1,....2m—1>={0,m,—}vei=1,...,m—1
icin k; = 1 dir.
(17) S, katliligi m (S) = m olan bir AS A-semigrup ise j > 0 i¢in
S={0,m,m+2,....,m+2j,—}
dir. Burada iki durum s6z konusudur.

1. miftise ¢ (S) = m+ 25 de cifttir. Blme algoritmasindan dyle b € N bulunabilir
ki ¢ (S) = mb + 2s yazilabilir, burada 0 < s < 2 dir.
Apéry kiimesinde ¢ift kalana sahip elemanlar i¢cin m + 2 < w (i) < 2m — 2
esitsizligi saglanir ve bu nedenle cift kalanli elemanlar icin Kunz koordinatlari
k; = 1dir.
Simdi, Apéry kiimesindeki tek kalanli elemanlar inceleyelim. Tiim tek kalanlh
elemanlar S nin onderinden biiyiik olmalidir, ayrica,

F(S)=c(S)—1=mb+2s—1<w(@) <m(b+1)+2s—1
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esitsizligi elde edilir. Buradan, 2s+1 < ¢ < m+2s —1 dir. Dolayisiyla, 2s+1 <
1 < m + 2s — 1 aralifindaki ¢ tek sayilar1 icin Kunz koordinatlart £; = b dir.
1 <4 <2s—1veitekise S nin Kunz koordinatlar1 £, = b + 1 dir.

2. mtekise ¢ (S) = m+2j de tek sayidir. j = s yazalim. .S nin semigrup olmasi i¢in
c(S) = m+ 2s < 2m olmaldir. Buradan, 0 < s < ’”T_l dir. Apéry kiimesinde
cift kalana sahip elemanlar i¢in w (i) < m + 2s veya w (i) > m + 2s dir. Her iki
durumda da w (i) < 2m oldugundan S nin ¢ift Kunz koordinatlar1 k; = 1 dir.
Simdi, Apery kiimesindeki tek kalanli elemanlar1 inceleyelim. Tiim tek kalanh
elemanlar S nin 6nderinden biiyiik olmalidir, ayrica,

c(S)+1l=m+2s+1<w(i)<2m+2s—1

esitsizligi elde edilir. Buradan, 2s+1 < ¢ < m+ 2s — 1 dir. Dolayisiyla, 2s+ 1 <
© < m+2s— 1 araligindaki tek i sayilar1 icin Kunz koordinatlar k; = 1 dir. Diger
taraftan, 1 < i < 2s — 1 ve ¢ tek ise S nin Kunz koordinatlar1 k; = 2 dir.

Verilen m tek sayisi icin katliligt m olan sonlu sayida AS A-semigrubu vardir.
0 < s < 21 oldugundan bu say1 2+ dir.

]

Ornek 4.21. )\ = [7,4,3,2,1] olsun. Acikca goriilebilir ki, \ bir ASA-parcalanis ve
S = {0,4,6,8,10,12 —} dir.

Ap(5,4) ={0=w(0),w (1) =13,w (2) = 6,w (3) = 15}
c(S) =34 =12 oldugundan b = 3 ve K = (3,1, 3) tiir.
Teorem 4.22. nag4 (N), bir N pozitif tamsayisimin AS A-par¢alaniglarinin sayist olsun.

w <N < w olacak sekilde bir j € Nyvet := N — w olsun. Bu
durumda,

J+L (CHARIHV(EZ5-95) V(=2 -2)
nasa(N)=qi—1 2I)AQ21J)A({E<)j—5)
75 diger durumlarda

dir.

Ispat. Verilen bir pozitif N tamsayist i¢in dyle bir j € Ny vardir ki

G+DG+2) _ G+ +3)
2 - 2

dir. Biliyoruz ki, [j + 1,7, — 1,...,2,1], Ny = (]H)QM nin bir AS A-parcalanigidir.
Bu parcalanis Ny 1n tiim Arf parcalaniglar1 arasinda maksimum uzunluga sahiptir. A\, N
nin bir AS A-parcalanist olsun. Bu durumda, [()\) < j + 1 dir. Teorem[4.14]den A = [N]
veya \, k € {1,3,5,...,2n—3,—},2 < n < j+1licin \" := [n— 1+ k,n—
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1,...,1] formundadir. \?, \" nin i-inci pargasi olsun. Tutas vd. [ (2019) deki Onerme 17
den,0 < i <n-3igin\ =2(n—1)—(n—2—1)+iveya k,_o > n — 2igin
Al = 2(n — 1) + k,_ elde edilir. k € {1,3,5,...,2j —1,—} ve uygun j > 0 igin
A=NM=1[j+kjj—1,...,21]ise A,

i+1,5,7—1,...,2,1]+[k—1,0...,0]

seklinde yazilabilir. Burada, t = N — Ny = k — 1 dir. Toplamin ikinci kismi olan [k —
1,0,...,0], [k — 1] parcalaniginin uzunlugu j + 1 olan bir geniglemesidir.

n=j+1 = MN"=j+1+2veyaX™ >3j—1.
= t=2,0<1<j5— 2veyat > 25 —2.
N =[j4+1+t+34 j—1,...,2,1], N nin uzunlugu j olan bir parcalanist olsun.

n=j = MN=2+1+t=7+2i,0<i<j—3veyaX >3j—4.
= j+ttekveyat > j —5.

Boylece, uzunlugu hem ;5 hem de 5 + 1 olan AS A-pargalaniglari
t>2j—2veya ((2]t ve21j) veya (2|t vet > j —5))

durumlarinda elde edilir. Uzunlugu ne j ne de j + 1 olan AS A-parcalanislari ise
t<j—>521tve 217

durumunda vardir.

Nt=[j—1+j4+j+1+t 5—2,...,2 1], N ninuzunlugu j— 1 olan bir parcalanist
olsun.

n=j—1 = XN"'=3j+t=j-1+2,0<i<j—4dveyaX '>3j—7
= 2/+1+t=2,0<i:<j—4veyadj+t>35—-T7.
= 2{tveya t > —T.
Burada, 0 <25+ 1+4+t <25 —8ilet > 0 durumu celigir.
ity =0 —2)+0—-E-1))+ - +i+0+D)+t 1<2<)-2,
seklinde tanimlanirsa

[timern), G — (2 1), — (2 +2)),...,2,1]
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pargalanigi elde edilir. Arf kosulundan, k;_(.;9) > j — (2 + 2) i¢in

. oo z(z+1
2 —(z+ 1)+ kjmer2) = tj—z41) = (2 +2)j — (2 )+1+t,
1)(z—4 —1
<Z+)2#—@—1)(]#1)—49;»(z2 )(z—2j—4)—7<0<t

dir.

Buradan, 1 < z < j—2 oldugundan N, uzunlugu j—z olan bir AS A-parcalanigina
sahiptir. [V] uzunlugu 1 olan bir AS A-parcalanistir.

Sonug olarak,

g+ (@I)A(RT)VE=)=5)V(t=2]-2)
nasa(N)=qJj—1, (24)AQ2IJ)A(t<j—5)
7, diger durumlarda

elde edilir. n
Ornek 4.23. N = 16 ve N = 17 alalim. n g4 (16) ve nasa (17) yi hesaplayalim.

—”("2“) :%:15<16<17< (”+1)2<"+2) 0T o

oldugundan 16 ve 17 nin ASA-parcalanisinin uzunlugu maksimum n = 5 olabilir.

2{(16—@):16—15:1oldu§undannA5A(16):n—1:5—1:4

tiir. 16 min tiim AS A-pargalamiglarimin kiimesi {[16], [15,1],[13,2,1],[10,3,2,1]} dir.
2 | (17 — ™2ty — 17 — 15 = 2 oldugundan nasa (17) = n = 5 tir. 17 nin tim
AS A-pargalamiglarimin kiimesi {[17],[16,1],[14,2,1],[11,3,2,1],[7, 4, 3,2, 1]} dir.
Ornek 4.24. N = 58 olsun. 10é_11 < 58 < 11—212 oldugundan n s (58) = 8 dir. 58
in tiim AS A-pargalamglarimin listesi: [58], [57,1), [55,2,1], [52,3,2,1], [48,4,3,2,1],
43,5, 4,3,2,1], [37,6,5,4,3,2, 1], [30,7,6,5,4,3,2,1] dir

Teorem 4.25. g € Ny icin, cinsi g olan AS A-semigruplarinin sayisi L@J dir.

Ispat. nasa(S,g), cinsi g olan tiim AS A-semigruplarinin sayisi olsun. Bu durumda,
nasa(S,g) =|{S| S cinsi g olan bir AS A-semigrup} |
=|[{A|A=1g9,4,7 —1,...,1] Arf pargalanig veya A\ = [g]} |

=1+|{j | A=19,7,5 — 1,...,1] bir Arf parcalanis } |
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dieT={j|g=2j+ki1, kj1>j—1}veK:={j|g=2i+j+1,0<i<j—2}.
Buradan, 7N K = () dir.

Boylece,
nasa(S,g) =1+ |T|+ |K|
=1+[{jlg>3j-1}|
[ {k|ktekg—1>g—k>[%2] =[4] +1}|
=1+ [{j11<5 < [H]}]
H{k | ktek1 <k <g—[4] -1}
olur. Buradan,

= [¢EL| 2L e g=3utiueN, ie{01}
B “lu+l, g=3u+2,ueN,

g_{ﬂw_l_ 2u—1, g=3u+i,ueN,ic{0,1}
3

] 2u, g=3u+2 ueN
dir. Boylece, | K| = u ve
_f 2u+1, g=3u+i,ueN, ie{0,1}
nASA(S’g)_{2u+2, g=3u+2 ueN
elde edilir ve n4s4(S, g) = |22 dir. O

Ornek 4.26. Cinsi 7 olan AS A-semigruplarinin sayisi L%J = b5 dir. Bu semigruplar,

{O, 8, —>},{0,7,9,—>},{0,6,8, 10,—)},{0,4, 6,8,10,12 —>}, {0,2,4,6,8, 10,12, 14 —>}
tiir.

N < 80 pozitif tamsayisinin AS A-pargalaniglarinin sayisi ¢izelge olarak veril-

migtir. [Cizelge 4.1) de ngy, IV nin farkli pargalaniglarinin sayisini; ny, N nin Arf parga-
laniglarinin sayisini; n4g, N nin AS-pargalaniglarinin sayisini ve nag4 ise N nin ASA-

parcalaniglarinin sayisim gostermektedir.
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Cizelge 4.1. N < 80 pozitif tamsayisinin AS A-parcalaniglarinin sayisi.

(N[ na | na|nas|nasa [ N| na | na| nas | nasal
1 1 1 1 1 41 44583 100 | 901 7
2 2 1 1 1 42 53174 122 | 1092 8
3 3 2 2 2 43 63261 117 | 1169 7
4 5 2 2 2 44 75175 124 | 1379 8
) 7 2 3 2 45 89134 150 | 1521 8
6 11 4 4 3 46 | 105558 | 146 | 1784 8
7 15 3 4 2 47 | 124754 | 144 | 1935 8
8 22 4 6 3 48 | 147273 | 174 | 2280 8
9 30 6 6 3 49 | 173525 | 171 | 2473 9
10 42 6 10 4 50 | 204226 | 177 | 2917 8
11 56 6 9 3 51 | 239943 | 209 | 3181 9
12 7 10 | 12 4 52 | 281589 | 210 | 3671 8
13 | 101 7 13 3 53 | 329931 | 208 | 4025 9
14 | 135 9 19 4 54 | 386155 | 240 | 4675 8
15| 176 14 | 21 5 55 | 451276 | 239 | 5117 10
16 | 231 13 | 26 4 56 | 526823 | 249 | 5885 8
17| 297 13 | 27 ) 57 | 614154 | 288 | 6465 10
18 | 385 18 | 35 4 58 | 715220 | 287 | 7424 8
19 | 490 17 | 38 ) 09 | 831820 | 286 | 8133 10
20 | 627 17 | 50 4 60 | 966467 | 339 | 9385 9
21 | 792 26 | 53 6 61 | 1121505 | 326 | 10240 | 10
22 1 1002 | 24 | 67 ) 62 | 1300156 | 325 | 11726 9
23| 1255 | 26 | 69 6 63 | 1505499 | 391 | 12849 | 10
24 | 1575 | 30 | 92 5) 64 | 1741630 | 383 | 14626 9
25| 1958 | 32 | 102 6 65 | 2012558 | 398 | 16073 | 10
26 | 2436 | 31 | 122 5 66 | 2323520 | 448 | 18346 | 10
27 | 3010 | 42 | 133 6 67 | 2679689 | 440 | 20083 | 10
28 | 3718 | 42 | 161 6 68 | 3087735 | 442 | 22764 | 10
29 | 4565 | 42 | 171 6 69 | 3554345 | 510 | 24999 | 10
30 | 5604 | 53 | 226 7 70 | 4087968 | 515 | 28366 | 10
31| 6842 | 51 | 233 6 71| 4697205 | 518 | 31038 | 10
32 | 8349 | 52 | 286 7 72| 5392783 | 593 | 35184 | 11
33 | 10143 | 67 | 315 6 73| 6185689 | 575 | 38540 | 10
34 | 12310 | 65 | 374 7 74 | 7089500 | 593 | 43498 | 11
35 | 14883 | 68 | 412 6 75 | 8118264 | 668 | 47742 | 10
36 | 17977 | 80 | 494 8 76 | 9289091 | 659 | 53736 | 11
37 | 21637 | 80 | 534 6 77 | 10619863 | 680 | 58922 | 10
38 | 26015 | 83 | 634 8 78 | 12132164 | 764 | 66326 | 12
39 | 31185 | 101 | 702 7 79 | 13848650 | 746 | 72712 | 10
40 | 37338 | 101 | 839 8 80 | 15796476 | 763 | 81652 | 12
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4.3. Arf C-parcalamslar ve Arf C'-semigruplari

C-semigruplar ilk olarak Rosales ve Branco | (2021)) tarafindan tanimlanmisgtir.
C-semigruplarin taniminda, niimerik semigrubun pozitif bolenleri dikkate alinir. Bu bo-
liimde, verilen C'-semigruplar tanimu gelistirilerek Arf kosulu ile birlikte Arf C'-semigrup-
lar1 ve Arf C-parcalaniglar1 tanimlanacaktir. Boylece Arf pargalaniglart icinde yeni bir
sinif olusturulacaktir. Bu tanimlar kullanilarak 50 den kiigiik veya esit her N pozitif tam-
sayisinin Arf C'-parcalaniglari, AS A C-pargalaniglart ve Arf C-pargalaniglari sayilart bir
cizelge halinde verilecektir.

Verilen bir n pozitif tamsayis1 i¢in
D(n):={deN|d|nved#1},

P(n):={peN|p]|nvepasal}
kiimelerini tantmlayalim.

Tamim 4.27. S, bir niimerik semigrup olsun. Her s € S\ {0} icin {s} + D (s) C S ise S
niimerik semigrubuna bolenleri iizerinde toplamsal kapalidir denir. S nin biitiin eleman-
lart bu kosulu saglarsa S ye bir C-semigrup denir, S = B~ «()) ise X parcalamigina bir
C-parcalanis denir.

Ornek 4.28. S = {0,6,8,9,10 —} semigrubunu alalum. 6 mn 1 den farkli pozitif bolen-
leri 2,3,6 dirve2+6 =8 346 =9ve6+ 6 = 12, S nin elemamdwr. 8,9, 10 sayilar
icin de benzer yontem uygulanabilir. Boylece, S bir C-semigruptur ve \ = [8,3,2,2,2 1]
ise bu semigruba karsilik gelen bir C'-parcalanistir.

Lemma 4.29. Her s € S\ {0} icin S, {s} + P (s) C S kosulunu saglayan bir niimerik
semigrup olsun. s € S\ {0} ve p € P (s) ise her k € Nigin s + kp € S dir.

Ispat. k iizerinde tiimevarim kullanarak ispatlayalim. k = Oise s + 0.p € S ve k = 1 ise
s+ p € S oldugu aciktir. k& € Ni¢in s + kp € S oldugunu kabul edelim. p € P (5) ise
p€ P(s+kp)dir. s+kp+p= (s+kp)+p € Selde edilir. Buradan s+ (k+ 1)p € S
dir. [

Onerme 4.30. S bir niimerik semigrup olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.

1. S bir C-semigruptur.
2. Her s € S\ {0} icin {s} + P (s) C S dir.

Ispat. (1 := 2) Agiktr.

(2 := 1) s € S\{0} ve d € D (s) oldugunu kabul edelim. p bir asal say1 ve
d = pk, k € N olsun. Lemma dan s + d = s + kp € S oldugu goriiliir ve boylece S
bir C'-semigruptur. O]
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Tammm 4.31. Bir S niimerik semigrubu hem Arf hem de C-semigrup ise S ye bir Arf
C-semigrup ve bu semigruba karsilik gelen parcalanisa ise Arf C-parcalanis denir.

Bir S semigrubunun Arf C-semigrup olup olmadigini belirlemek i¢in S nin sifir-
dan farkli kii¢iik elemanlarina bakmak yeterlidir.

Ornek 4.32. S = {0,6,8, —} bir Arf C-semigruptur ve X\ = [6,1] ise bu semigruba
karsulik gelen bir Arf C-parcalanistir.

4.3.1. ASA C-parcalanislar

Bu boliimde AS A-pargalaniglarinin ayni zamanda C'-pargalaniglart olmalari i¢in
gerekli olan kosullar belirlenip herhangi bir N dogal sayisinin ASA C-parcalaniglarinin
sayist1 i¢in bir formiil verilecektir.

m > 2igin {0, m, —} semigrubunun AS A-semigrup ve ayni zamanda C'-semigrup
oldugu bilinmektedir, bakiniz Rosales ve Branco |(2021). Bu semigruba karsilik gelen A =
[m — 1] parcalanigi hemen hemen simetrik Arf C-parcalamgidir. A = [A;; A\ — 1,..., 1]
bir basamak AS A-pargalanisidir.

Lemma4.33. A = [\, A\, — 1,..., 1] basamak AS A-parcalamisimin bir AS A C-pargalanist
olmasi icin gerek ve yeter kosul A\ < 4 olmasidur.

Ispat. )\ bir basamak parcalanis oldugundan bu parcalanisa karsilik gelen semigrup S =
{0,2,4,...,2)\, =} dir. s; = 2 ve sy = 4 elemanlarinin asal boleni sadece 2 dir ve bu
iki eleman .S nin C-semigrup olmasi kosulunu saglar. s3 = 6 nin asal bolenleri ise 2 ve 3
tiir. S bir C-semigrup oldugundan 6 +3 > ¢ (S)+1 = 2)A; + 1 olmalidir. Buradan \; < 4
tur.

Diger taraftan, \; < 4 ise basamak parcalanislar, [1], [2,1], [3,2,1] ve [4,3,2,1]
dir ve bu parcalaniglara karsilik gelen semigruplar, S; = {0,2,—}, Sy = {0,2,4, —1},
S3=40,2,4,6,—}ve Sy ={0,2,4,6,8 —} dir. Kolaylikla goriilebilir ki, Sy, So, S3, S4
tin her biri AS A C-semigruplardir. Dolayistyla, bu semigruplara karsilik gelen \;, Ay, A3, \y
parcalaniglar1 da AS A C-parcalaniglardir. [

Lemma (4.33| yardimiyla kolayca goriilebilecegi gibi bir \ basamak ASA C-par-
calanisinin uzunlugu maksimum 4 tiir.

Teorem4.34. j € Nve k € {1,3,...,2j —1,—}icin A\ = [j+k,j5,5—1,...,1], bir
AS A-parcalanist olsun. Bu durumda, i = 1,3, ...,2j — 1 olmak iizere her k + i yi bilen
her p asali icin p > 25 + 2 — i ise A bir AS A C-parcalanistir.

Ispat. ) bir AS A-parcalanis ise \ ya karsilik gelen AS A-semigrup

S={0,k+1,k+3,....k+2j+1,—}
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dir. Her tek + = 1,...,27 + 1 i¢in k + ¢ ¢ift ise S nin kiiciik elemanlari ¢ift oldugundan
k+i+2 € Sdir. Her asal 2 # p | k+i igin k 4 i+ p tektir ve .S nin bir ASA C-semigrup
olmasti¢in k +i+p > c(S)+ 1=k + 2j + 2 olmahdir. Buradan, p > 25 + 2 — i dir.

k + i tek ama asal degilse S nin kii¢iik elemanlar1 da tektir. Her asal
3 <p|k+iicin Snin ASA C-semigrup olmasi ancak k+i+pninc(S)+1 = k+25+2
den biiyiik veya esit oldugunda saglanir. Buradan, p > 25 + 2 — ¢ dir.

k + i tek asal ise S nin kiiclik elemanlan da tektir. 2k + 2 > k£ + 27 + 2 di. Her
t=3,...,2j — ligin k 4 ¢ asal olsun veya olmasin p > 25 + 2 — ¢ dir. O

Kolayca gozlemlenebilir ki, bir AS A-parcalanisin C'-pargalanig olmasi pargalani-
sin uzunlugu ile ilgilidir. A = [j + k,7,7 — 1,..., 1], ASA-parcalanigsin1 alalhm. &k + 1,
k + 3 ve k + 5 ardisik tek veya ardisik ¢ift sayilar oldugundan 3 bu sayilardan birini mut-
laka boler. 3 | £+ 1 ise A nin maksimum uzunlugu 1 veya 2; 3 | £+ 3 ise A nin maksimum
uzunlugu 2 veya 3; 3 | k£ + 5 ise A nin maksimum uzunlugu 3 veya 4 tiir.

Onerme 4.35. N > 7 ve nygac (N), N tamsayisiun tim ASA C- parcalamislarinin
sayist olsun. Bu durumda,

2, N=7
nasac (N)=<¢2, N =13 (mod 30) ve N =28 (mod 30)
3, diger durumlarda

esitligi saglanir.

Ispat. Herhangi bir N sayisimin [N] ve [N — 1, 1] parcalamslar1 AS A C-pargalamslardir.
ASA C-pargalaniglarinin maksimum uzunlugu 4 oldugundan herhangi bir N dogal sayis1
icin [N —3,2,1] ve [N —6,3,2,1] ASA-par¢alaniglarimin C'-pargalanig olup olmadigi
kontrol edilmelidir.

N = 7 nin AS A-pargalaniglari [7] ve [6, 1] oldugundan nag4 ¢ (7) = 2 dir.

[N —6,3,2,1] ve [N — 3,2, 1] par¢alamiglarinin aym anda Arf C- pargalanis ol-
mamas1 durumunu inceleyelim. O halde,

N =1 (mod?2) N =0 (mod?2)
N =1 (mod3) ve N =1 (mod3)
N =3 (modb5) N =3 (modb)

sistemlerinin ¢6ziim kiimesi arastirilmalidir. Cin Kalan Teoremine gore, ilk sistemin ¢6-
ziimleri N = 13 (mod 30) ve ikinci sistemde ise N = 28 (mod 30) kosulunu saglayan
tamsayilardir.

N = 13 (mod 30) olsun. k¥ € Ny icin N = 13 + 30k alahm. [N — 3,2, 1] =
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[10 4 30k, 2, 1] parcalanigina karsilik gelen semigrup {0, 9 + 30k, 11 + 30k, 13 + 30k, —}
ve 3 | 9 + 30k oldugundan pargalanigin C-parcalanig olmast i¢in 12 + 30k bu semigru-
bun elemani olmasi gerekir. Bu durumda, [N — 3,2, 1] = [10 + 30k, 2, 1] par¢alanist bir
C-parcalanig degildir. [N — 6, 3,2, 1] = [7 + 30k, 3, 2, 1] par¢alamigina karsilik gelen se-
migrup

{0,5 + 30k, 7 + 30k, 9 + 30k, 11 + 30k, —

ve 5 | 5+ 30k oldugundan parcalanigin C-pargalanis olmasi igin 10 4+ 30k bu semigrubun
elemani olmasi gerekir. Bu durumda, [N — 6,3,2,1] = [7 + 30k, 3,2, 1] parcalanigi bir
C'-pargalanig degildir. Bu durumda, N = 13 (mod 30) ise nas4 ¢ (IV) = 2 dir.

t € Nyigin N = 28 4 30t alalm. [N —3,2,1] = [25 + 30¢t, 2, 1] parcalani-
sina karsilik gelen semigrup {0, 24 + 30t, 26 + 30¢t, 28 + 30t, —} ve 3 | 24 + 30t oldu-
gundan parcalanigin C-parcalanig olmasi i¢in 27 + 30¢ bu semigrubun elemani olmasi
gerekir. Bu durumda, [N — 3,2, 1] = [25 + 30¢, 2, 1] par¢alanist bir C-pargalanig degil-
dir. [N — 6, 3,2,1] = [22 + 30t, 3, 2, 1] parcalanigina karsilik gelen semigrup

{0,20 + 30¢, 22 + 30, 24 + 30¢, 26 + 30t, — }

ve 5 | 20+ 30t oldugundan pargalanigin C-pargalanis olmasi i¢in 25 + 30¢ bu semigrubun
elemani olmasi gerekir. Bu durumda, [N — 6, 3,2, 1] = [7 + 30¢, 3, 2, 1] parcalanig1 bir
C'-parcalanig degildir. Bu durumda, N = 28 (mod 30) ise nasa ¢ (V) = 2 dir.

Diger durumlarda ise [V — 3,2,1] ve [N — 6, 3,2, 1] parcalaniglarindan sadece
bir tanesi C'-parcalanigtir. Hangi parcalanigin C'-parcalanig oldugunu belirlemek i¢in bu
parcalaniglara kargilik gelen semigruplarin sifirdan farkli ilk elemanina bakmak yeterlidir.
[N — 3,2, 1] e karsilik gelen semigrup S; = {0, N —4, N —2, N, —} ve [N — 6, 3,2, 1]
parcalanigina karsilik gelen semigrup So = {0, N —8 N — 6, N — 4, N — 2, —} dir. Bu
ilk elemanlar i¢in 3 | (N — 8) ise N = 2 (mod 3) ve (N — 5) & S, oldugundan Sy, Arf
C-semigrup degildir. Diger yandan, N — 4 = 1 (mod 3),3 | (N —2)ve N +1 € 5
oldugundan S; bir Arf C-semigruptur. Eger 5 | (N —8) ise N = 3 (mod 5) ve (N —3) ¢
Sy oldugundan Sy, Arf C-semigrup degildir. 5 1 N — 4 ve 3 + N — 4 oldugundan S,
Arf C-semigruptur. Benzer sekilde, 7 | (N — 8) durumunda ispat yapilir. Bu durumda,
TLAsAC(N) = 3 tiir. L]

Ornek 4.36. 73 ve 74 sayarini alalim. 73 iin tim AS A C-parcalamglary [73), [72, 1] dir.
74 sayisin tiim AS A C-parcalamiglar ise [74], [73,1] ve [71,2,1] dir.

4.3.2. Arf C'-parcalanmslar
Bu boliimde, A y1 bir Arf C-parcalanig olarak kabul edecegiz.
Onerme 4.37. \ = [\, \y] olmak iizere asagidaki ifadeler saglantr.

1. Xy = 1 ise, A min bir Arf C-parcalanist olmasi igin gerek ve yeter kosul \; > 2
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olmasidir.
2. Ay # lise, A mn bir Arf C-parcalanis olmast icin gerek ve yeter kosul asagidaki
durumlardan bir tanesinin saglanmasidur.
(a) A\1 — Ao + 1, tek asal sayt ve \; > 2\, dir.
(b) p| (M — Ao + 1) kosulunu saglayan p asal sayist icin p > Ag + 1 ve \j —
Ao + 1 # pdir

Ispat. S = {0,\; — Ao+ 1,\; +2,—} semigrubu A = [\;, \;] pargalamigina karsilik
gelir. \, = 1 ise iddia Onerme den ispatlanabilir. Ay # 1 oldugunda S, AS olmayan
bir Arf semigruptur.

i) A1 —Ay+1 cift tamsay1 ise A\; — Ay + 1 nin bir asal boleni 2 dir. S’ Arf semigrubunun
Arf C-semigrup olmastigin Ay — Ao +1+2 =X — A +3 > A\ +2 = ¢(9)
olmalidir. Bu ise ancak 1 > A, oldugunda saglanir ve A\s # 1 oldugundan celiski
elde edilir. Bu durumda, S, AS olmayan Arf C'-semigrup degildir.

ii) A\; — Ay + 1 tek asal say1 olsun. S nin Arf C'-semigrup olmasi igin
2(M —X+1) > ¢c(S) = A\ +2 € S esitsizligi saglanmalidir. Bu ise ancak
A1 > 25 oldugunda saglanir.

iii) A\; — Ay + 1 asal olmayan tek say1 olsun. S nin Arf C-semigrup olmasi icin her
p > 3vep | (A —A2+1) kosulunu saglayan p asal sayilariigin A\; — Ay +1+p € S
olmalidir. Bu ise ancak p > A5 + 1 oldugunda saglanir.

Diger taraftan, A = [\, \o], Ao # 1 ve Ay — Ay + 1, tek asal say1, A\; > 2\, olsun. Bu
durumda, A ya karsilik gelen semigrup {0, \; — Ay + 1, \; + 2, —} dir. \; — A\g + 1, tek
asal say1 ve A\; > 2X; oldugundan 2 (A\; — Ay + 1) > 2(A\y + 1) = ¢(5) dir ve A, bir
Arf C-semigruptur. p | (A; — Ay + 1) olan bir p asal sayist var ve p > Ay + 1 olsun.
A — X+ 1+p> A +2=c(5)dir ve A, bir Arf C-semigruptur. O

Onerme den asagidaki sonug kolayca goriiliir.
Sonug 4.38. )\ = [\, \o|, bir Arf pargalanisi olsun. Bu durumda,

1. X = [\, 2] nin bir Arf C-parcalanist olmast icin gerek ve yeter kosul Ay in bir ¢ift
tamsayt olmasidir.

2. X = [\, 3] iin bir Arf C-parcalanmisi olmast igin gerek ve yeter kosul \; in bir tek
tamsayt olmasidir.

3. A = [2,1] bir ASA C-pargalamgtir. o« € N icin a\ = [2a, ] min bir Arf C-
parcalanis olmasi icin gerek ve yeter kosul o + 1 tek asal sayi veya o nin ¢ift sayi
olmasidur.

Onerme 4.39. \ = [\, \o, ..., \,] bir Arf parcalamigt olsun. i = 1,....n — 1 icin
A1 — A1 + @ ¢ift tamsayt ve \i 1 — Ni1o > 2ise N\, ASA C-parcalanis degildir.

Ispat. X = [\, Xa, ..., \,] bir Arf pargalanisi, i@ = 1,...,n — 1igin Ay — A\ + ¢
cift say1 ve \;i11 — A\i1o > 2 olsun. A\ ya karsilik gelen semigrubun kiiciik elemanlari
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i=1,...,n—1igin Ay — \;y1 + i formundadir. 2 | \y — A\ +iise 2+ Ay — N\jp1+1 €
S oldugunda X bir AS olmayan Arf C-parcalanigidir. Bu ise ancak A\;;; — Ao = 1
oldugunda saglanir. A; ;1 — ;1o > 2ise A hem AS hem de C-parcalanig degildir. [

Ornek 4.40. N = 47 sayisuun N\, = [45,2] ve Ay = [29, 10,5, 2, 1] Arf parcalanislarim
inceleyelim.

A1 = [45, 2], 45 ¢ift sayt olmadigu i¢in bir Arf C-pargalans degildir. 29 —10+1 =
20 ¢ift sayi ve 10 — 5 > 2 oldugundan )y = [29, 10, 5, 2, 1], bir Arf C-parcalanis degildir.

Sonu¢ 4.41. nyasac (N), N tamsayisuun tiim AS olmayan Arf C-parcalamslarinn
sayist olsun. Bu durumda,

nac(N)=nasac(N)+nyasac (N)
dir.

Teorem 4.42. m € N ¢ift sayisi icin asagidaki durumlardan baska katliligt m olan Arf
C-semigruplart yoktur.

{0,m,—},

{0,m,m+2,—},
{0,m,m+2m+4,—},
{0,m,m+2m+4,m+6,—}.

Ayrica, k € N sayist icin k ya gore katlilhigt m olan miimkiin Arf C'-semigruplar: asagida
listelenmigtir.

(m =2k 24k, i), id), i), iv)
m =25 21k, i), i), i)

m # 2% m =0 (mod3), 1i),ii)
m# 28 m =1 (mod3), 1i),ii),ii)

|m # 2%, m=2(mod3), 1i),ii),iii), )

dir.

Ispat. m ¢ift say1 ise katlilig1 m olan tiim Arf C-semigruplari belirleyelim.

{0, m, —} nin katlihg1 m olan bir Arf C-semigrup oldugu bilinmektedir. m g¢ift
say1 oldugundan 2 | m ve 2 + m semigrubun elemani olmalidir. Bu durumda,
{0,m, m + 2, —}, bir Arf C-semigruptur. m + 2 ¢ift say1 oldugundan m + 2 ve 2 +
m + 2 semigrubun elemani olmalidir. Bu durumda, {0, m, m + 2, m + 4 —}, bir Arf C-
semigruptur. Bu sekilde devam edilirse, m, m+ 2 ve m +4 ardisik ¢ift sayilar oldugundan
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bu sayilardan biri 3 e tam boliiniir. m + 4, 3 e tam boliiniirse ek olarak
{0,m,m+2,m+4,m+ 6,—}, bir Arf C-semigruptur ve bagka Arf C-semigrup yok-
tur.

k € Nigin m = 2% olsun. k tek say1 ise m = 2¥ = 2 (mod3) tir. m +
4 = 0 (mod3) tiir ve tim Arf C-semigruplar i¢inde ¢ (S) si en bilyiik olan semigrup
{0,m,m+2,m+4,m+6,—} d.

k € Nigin m = 2F olsun. k ift say1 ise m = 2¥ = 1 (mod 3) tiir. m + 2 =
0 (mod 3) tiir, Arf C-semigruplar iginde ¢ (.5) si en bityiik olan {0, m,m + 2, m + 4, —}

tur.

k € Nigin m # 2% olsun. m = 0 (mod 3) ise tiim Arf C-semigruplar i¢inde c (.9)
si en bityiik olan semigrup {0, m, m + 2, —} dir.

m = 1 (mod 3) ise tiim Arf C'-semigruplar i¢inde ¢ (5) si en bilyiik olan semigrup
{0,m,m+2,m+ 4, —} tir.

m = 2 (mod 3) ise tiim Arf C'-semigruplar i¢inde ¢ (S) si en bityiik olan semigrup
{0,m,m+2,m+4,m+ 6 —} dir. Bdylece ispat tamamlanir. O

Asagidaki sonug, Teorem 4.42] den kolayca goriiliir.

Sonuc 4.43. m € N cift sayt ve na ¢y (M), katliligt m olan tiim Arf C-semigruplarinin
sayist olsun. Bu durumda, k € N icin

4, (k tek, m = 2%) veya (m = 2 (mod 3), m # 2F)
nac—sg. (m) =<3, (kc¢ift, m=2%)veya (m =1 (mod 3), m # 2%)
2, m =0 (mod3), m # 2~

dir.
Ornek 4.44. Katliligi 28, 30, 32 olan tiim Arf C-semigruplarini belirleyelim.

m = 28 = 1 (mod 3) oldugundan {0, 28, —}, {0, 28,30, —} ve {0, 28, 30, 32, —}
semigruplart katliligr 28 olan Arf C-semigruplardir. na ¢ (28) = 3 tiir.

m = 30 = 0 (mod 3) oldugundan {0, 30, —} ve {0, 30,32, —} semigruplar: kat-
Iilig1 30 olan Arf C-semigruplardir. ns ¢ (30) = 2 dir.

m = 32 = 25 oldugundan {0, 32, 34,36, 38, =}, {0, 32, 34,36, =}, {0, 32,34 —}
ve {0, 32, —} semigruplar: katliligr 32 olan Arf C-semigruplardir. n s ¢ (32) = 4 tiir.

Teorem 4.45. m bir asal ve tek tamsay: olsun. Bu durumda, asagidaki ifadeler saglanir.
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1. m = 3ise {0,3,—}, {0,3,6,—1}, {0,3,6,8,—} ve {0,3,5, =} semigruplar:
katlilig1 3 olan tiim Arf C-semigruplardur.
Kathiligi m # 3 ve k € Nicin m + k dan sonra kiiciik elemanlara sahip olan tiim
Arf C-semigruplar asagidaki formdadir.
i) {0,m, =1},
) {0,m,m+k,—},
i) {0,m,m+km+k+2—},
) {0,m,m+km+k+2m+k+4, —}
v) {Oom,m+km+k+2m+k+4,m+k+6,—}.
2. m =1 (mod 3) ve 3 < k < m tek tamsayt olsun. Bu durumda, k ya gire katlilig
m olan miimkiin Arf C-semigruplart asagida listelenmistir.

i), ), i), k=3

i),11), 1), 1v), k =0 (mod 3)
i),11),1i),iv),v), k=1 (mod?3)
0), ), i), k=2 (mod 3)

dir. 2 < k < m — 1 ¢ift tamsayt olsun. Bu durumda, k ya gore katliligi m olan
miimkiin Arf C-semigruplart asagida listelenmistir.

(1),{0,m,2m —3,—},{0,m,2m —3,2m —1,—}, k=m—3
i),{0,m,2m — 1, =}, k=m-—1

§ 1), 1i),111), iv), k =0 (mod 3)
i),4i),4i1),iv),v), k=1 (mod3)
i),14i), 1), k =2 (mod 3)

\

dir.
3. m =2 (mod3) olsun. 3 < k < m tek sayt olsun. Bu durumda, k ya gire katlilig
m olan miimkiin Arf C'-semigruplart asagida listelenmistir.

i), dd), iii), k=3

i),11),1i1),iv),v), k=0 (mod3)
0), i), i), k=1 (mod3)
i),11),14),1v), k =2 (mod 3)

dir. 2 < k < m — 1 ¢ift tamsayt olsun. Bu durumda, k ya gore katliligi m olan
miimkiin Arf C-semigruplart asagida listelenmistir.

38



BULGULAR VE TARTISMA N. GUMUSBAS OZTURK

,{0,m,2m —3,—},{0,m,2m —3,2m —1,—}, k=m—3
{0

)

i),{0,m,2m — 1, =}, k=m-—1
i),4i),4i1),iv),v), k =0 (mod 3)
i), i), i), k=1 (mod3)
i), i), i), iv), k=2 (mod 3)

dir.

Ispat. m tek asal ise katlili§1 m olan tiim Arf C-semigruplar belirleyelim.

1. Aciktir.
{0, m, —}, katlilig1 m olan Arf C- semigrup oldugu bilinmektedir. m + k semig-
rubun m den sonraki ilk elemani olsun. Elemanlar ardigik ¢ift veya tek sayilardan
olusacagi i¢cin m + k + 2 semigrubun elemani olmalidir. Bu durumda,
{0,m,m + k,m + k + 2, —}, bir Arf C-semigruptur. Bu sekilde devam edilirse,
m+ k, m+ k + 2 vem + k + 4 ardigik cift veya tek sayilar oldugundan bu sayi-
lardan biri 3 e tam boliiniir. m + k + 4, 3 e tam boliiniirse ek olarak
{0,m,m+k,m+k+2m+k+4,m+k+6,—},bir Arf C-semigruptur, bagka
Arf C-semigrup yoktur.

2. m =1 mod3ve 3 < k < m tek say1 olsun.

k = 3 ise semigrubun Arf olabilmesi i¢in 2(m + 3) — m = m + 6 nin semig-
rubun elemani olmasi gerekir. Bu durumda, £ = 3 i¢in tiim Arf C-semigruplar,

{0,m,m+3,—}ve{0,m,m+3,m+5,—}tir.

k = 0 (mod3) ise m + k + 2 sayist 3 e boliiniir ve bu durumda, tim Arf C-
semigruplar ii), ii7) ve iv) formundadir.

k = 1(mod3) ise m + k + 4 sayis1 3 e boluniir ve bu durumda, tiim Arf C-
semigruplar ii), 7ii), iv) ve v formundadur.

k = 2 (mod 3) ise m+k sayisi 3 e boliiniir ve bu durumda, tiim Arf C'-semigruplar
i) ve 4i7) formundadir.

2 <k <m — lciftsay1 olsun. k = m — 3 ve k = m — 1 durumlan agiktir.

k = 0 (mod3) ise m + k + 2 sayist 3 e boluiniir ve bu durumda, tiim Arf C-
semigruplar ii), i1i) ve iv) formundadir.

k = 1(mod3) ise m + k + 4 sayis1 3 e boliuniir ve bu durumda, tiim Arf C-
semigruplar ii), iii), tv) ve v formundadir.

k = 2 (mod 3) ise m+k sayisi 3 e boliiniir ve bu durumda, tiim Arf C'-semigruplar
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i) ve i) formundadir.
3. m = 2 (mod 3) benzer sekilde goriiliir.

Asagidaki sonug, Teorem [4.45|den elde edilir.

Sonuc¢ 4.46. m € N tek asal sayt ve nac_sg (m), kathligt m olan kiigiik elemanlara
sahip tiim Arf C'-semigruplarmmin sayist olsun. Bu durumda,

4, m =3
NAc—sg. (M) =<3m—7 m=1(mod3)
3m —6, m =2 (mod3)

dir.

Ispat. m = 3 durumu Teorem den goriilir.

m = 1 (mod 3) ise k i¢in tek ve ¢ift olma durumlarindaki semigruplar hesaplan-
malidir. 3 < k < m tek sayisi i¢cin m + 3 ile 2m arasinda mT_l tane & durumu vardir. £ nin
3 e boliimiine gore ise 3 durum oldugundan m + 3 ile 2m arasinda mT’l tane 3 i grup var-
dir. Buradan, 2% 1 = 3m=5 tane semigrup vardir. 2 < k < m— 1 gift sayist igin m-+2
ile 2m — 7 arasinda mTJ tane k£ durumu vardir. £ nin 3 e boliimiine gore ise 3 durum oldu-
gundan m+ 2 ile 2m — 7 arasinda mTJ tane 3 lii grup vardir. Buradan, Am=T) 4 5 — 3m_11

6 2
tane semigrup vardir. Bu durumda, toplamda 37”2—_5 + % + 1 = 3m — 7 tane semigrup
vardir.

m = 2 (mod 3) durumu ise benzer sekilde goriiliir. ]

Onerme nin ispat1 Teorem in ispatindaki yontem ile benzer sekildedir.

Onerme 4.47. m € N ek sayt ve p, m yi bolen en kiiciik asal, na ¢ (m), katliligt m olan
Arf C-semigruplarinin sayisi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

1. p=3isensc_sg (M) =4 tiir
e [ 11, m=1(mod3)
2. p=>5isensc_sg (M) = { 14, m =2 (mod 3)
s B 21, m=1 (mod3)
3. p=Tisengc_sy (M) = { 26, m =2 (mod 3)

de N < 50 pozitif tamsayisinin sirastyla, nyas 4 ¢ AS olmayan Arf
C-pargalaniglarinin sayisini, nas4 C-parcalanig olmayan AS A-pargalaniglarinin sayisini

ve ny ise AS C-par¢alanmig olmayan Arf parcalamiglarinin sayisim gostermektedir. [Ci-|

de na,; o—sy. Arf C-semigruplar sayisini gostermektedir.
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Cizelge 4.2. N < 50 pozitif tamsayisinin sirasiyla, AS olmayan Arf C'-parcalanislarinin
sayisi, C-pargalanig olmayan AS A-parcalaniglarinin sayisi, AS C-pargalanis olmayan
Arf parcalaniglarinin sayist.

| N | nyasac | nasa | na || N | nyasac | nasa | na |

1 0 0 0 || 26 6 2 20
2 0 0 0 || 27 7 3 29
3 0 0 0 || 28 7 4 29
4 0 0 0 || 29 7 3 29
5 0 0 0 | 30 12 4 34
6 1 0 0 | 31 10 3 35
7 0 0 1 | 32 10 4 35
8 1 0 0 || 33 9 3 52
9 1 0 2 || 34 10 4 48
10 2 1 0 || 35 12 3 20
11 1 0 2 || 36 13 ) 29
12 3 1 3 || 37 12 3 62
13 1 1 3 || 38 11 ) 64
14 2 1 3 | 39 10 4 84
15 3 2 6 | 40 12 ) 81
16 3 1 6 | 41 10 4 83
17 2 2 6 || 42 15 ) 99
18 5 1 9 || 43 12 ) 98
19 2 2 10 || 44 12 ) 104
20 3 1 10 || 45 15 ) 127
21 4 3 16 || 46 14 ) 124
22 5 2 14 || 47 13 ) 123
23 3 3 17 || 48 17 ) 119
24 6 2 19 || 49 17 6 145
25 7 3 19 || 50 18 ) 150

41



BULGULAR VE TARTISMA N. GUMUSBAS OZTURK

Cizelge 4.3. Katliligi m/(S) < 50 ve cinsi g(S) < 20 olan Arf C-semigruplar sayisi.

m(S) NArf C—sg. m(S) NArf C—sg. g(S) NArf C—sg.
1 1 26 4 1 1
2 4 27 4 2 2
3 4 28 3 3 3
4 3 29 2254 4 4
5! 14 30 2 5 4
6 2 31 2225 6 4
7 21 32 4 7 4
8 4 33 4 8 6
9 4 34 3 9 6
10 3 35 14 10 6
11 74 36 2 11 7
12 2 37 9253 12 5)
13 99 38 4 13 6
14 4 39 4 14 7
15 4 40 3 15 9
16 3 41 11838 16 9
17 192 42 2 17 12
18 2 43 11517 18 12
19 216 44 4 19 14
20 4 45 4 20 15
21 4 46 3
22 3 47 17546
23 439 48 2
24 2 49 21
25 11 50 4
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4.4. Uzunlugu 4 olan Arf Parcalamslar:

Bu boliimde, Arf parcalanisi tanimi kullanilarak ticgensel sayilarin 4 uzunluklu
Arf parcalaniglart belirlenmis ve bir ticgensel sayinin 4 uzunluklu Arf parcalaniglarinin
sayisi igin esitlikler verilmistir. Ilk 20 ticgensel saymin 4 uzunluklu Arf pargalaniglarinin
sayilari cizelge halinde sunulmustur.

Bir ticgensel say1, 1 den n ye kadar olan n dogal sayinin toplamidir. n-inci tiggen-
sel saymnin formiili

u n(n+1) n+1
Tn: ]{;:—:
()

dir. Tanimdan kolayca goriilecegi gibi 1,3,6,10,15 ilk bes ticgensel sayilardir.

Ardisik herhangi iki ticgensel sayinin toplami her zaman tam kare bir sayiya esit-
tir. Ornegin, birinci ve ikinci iiggensel sayilarmn toplami 4 e, ikinci ve iigiincii liggensel
sayilarin toplami ise 9 a esittir. n-inci ve (n + 1)-inci tiggensel sayilarin toplami

n(n+1) A (n+1)(n+2)

- 1)?
3 5 (n+1)

Tn + Tn+1 =3

dir.

Onerme 4.48. T),, n-inci iicgensel sayt olsun. Bu durumda,

T = 1 (mod3), n =1 (mod3)
"7 10 (mod3), diger durumlarda
dir.
Ispat. T,, n-inci iicgensel say1 ise 1), = @ dir. n = 1 (mod 3) olsun. n sayisinin

cift veya tek olmasi durumlan dikkate alinirsa, n = 6k + 1 veyan = 6k +4, k € Ny

seklindedir. Ty = O — S2IS0ED — 1812 4 OF 4+ 1, Ty = SHOHD) —

K450 — 18k2 1 97k + 10 dur ve Tgp 1 = Topsa = 1 (mod 3) tiir.

n = 0 (mod 3) olsun. n sayisinin ¢ift veya tek olmasi durumlari dikkate alinirsa, n = 6k
veyan = 6k + 3, k € Ny seklindedir. Ty, = HOH — 360k246k _ qg2 4 3k Ty o =

(OO — IKZEA2k46 — 182 - 21k + 3 tiir Ve Top = Topss = 0 (mod 3) tiir.

n = 2 (mod 3) olsun. n sayisinin ¢ift veya tek olmasi durumlari dikkate alinirsa, n =

6k + 2 veyan = 6k + 5 k € Ny seklindedir. Tgx0 = (6k+2)2(6k+3) _ 36k2+230k+6 _

18K2 + 15k + 3, Tgys = OPHUOKEO)  36K2466k430 — 1842 1 33% + 15 tir ve Topso
Terts5 = 0 (mod 3) tiir.

I
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Ornek 4.49. T}, = 55 ve Ty, = 66 licgensel sayilarint alalim. 10 = 1 (mod 3) oldu-
gundan Ty = 55 = 1 (mod 3) ve 11 = 2 (mod 3) oldugundan Ty; = 66 = 0 (mod 3)
tiir.

N € Nyiginng (N), N sayisinin Arf pargalaniglart sayisi olsun. Ny, Arf niimerik
semigrup oldugu i¢in n4 (0) = 1 dir.

Onerme 4.50. N € Ny ve ny (N,n), N sayisiun n uzunluklu Arf parcalamislart sayist
olsun. Bu durumda,

1. na(N,1) = 1dir

2. N >3igin [N =1L 1,[N = 2,1],....,[N = | &, | §]], N saysumn 2 uzunlukiu
Arf parcalamglarinin llsteSldlr Buradan na(N,2) = |&| dir Burada, x|, x
sayisinin en biiyiik tam kismi olarak adlandirilir.

B+ b (5= + 1), 31y
3. na (N,S) =
ZlL: 7] (LN_”_IJ + 1) ) diger durumlarda

dir.

Ispat. Onerme den elde edilir.

]

T, bir tiggensel say1 ve A = [A\1, A2, A3, A4] tin 7" nin bir Arf parcalanigi olmasi igin
Onerme den agagidaki cizelge elde edilir, burada, 0 < ¢ < 2 i¢in k; > i dir.

Cizelge 4.4. 4 uzunluklu bir Arf parcalanigi

By [ A X EY
200 — A3 203 — Mg | 2M+ ko | M\
220 — M+ 1| 23— Xy | 20+ ko | M4
29 + ko 203 — Ay | 2A4 + ko | A4
200 — A3 2 3+ k1 | 24+ ko | A4
20 — Mg+ 1 | 203+ k1 | 2N+ ko | M4
20y + ko QA3+ k1 | 220+ ko | M4

Onerme 4.51. )\, = 1 ve \y = 2 durumunda asagidaki ifadeler saglanr.

1. [4,3,2,1] sadece T, = 10 sayust icin gecerlidir ve 10, 4 uzunluklu bir Arf parca-
lanist olan ilk iicgensel sayidtr.

2. [6,3,2,1] bir iicgensel saymn Arf parcalanist degildir.

3. i > 5 olmak iizere her T; iicgensel sayisimn [6 + ko, 3,2, 1] formunda bir Arf

parcalanist vardir, burada, ko > 2 dir.
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4. i > 7 olmak iizere T = 1 (mod 3) olan ii¢gensel sayisimin [6 + 2ky,4 + ky,2, 1]
formunda bir Arf parcalanmist vardir, burada, ki > 1 dir.

5. @ > 6 olmak iizere T = 0 (mod 3) olan ii¢gensel sayisimin [8 + 2ky,4 + ki, 2, 1]
formunda bir Arf parcalanisi vardir, burada, ky > 1 dir.

6. 1 > 6 olmak iizere T} iicgensel sayisimin L%J —5tane [8 + 2ky + ko, 4 + k1,2, 1]
formunda bir Arf parcalamist vardir, burada, kv > 1 ve ko > 2 dir.

Ispat. Ispaticin Cizelge 4.4 i kullanalim.

1. Aciktir.

2. [6,3,2,1] pargalanig1 12 sayisinin bir Arf parcalanmigidir ancak 12 bir ticgensel say1
olmadigindan [6, 3, 2, 1] ticgensel saymin Arf parcalanigi degildir.

3. T5 = 15 iiggensel sayisi i¢in [6 + ko, 3,2, 1| par¢alaniginda ko = 3 tiir. Dolayi-
styla, [6 + ko, 3,2, 1], her T; = 12 + k5 tiggensel sayisinin bir Arf parcalanigidir.

4. [6 + 2k1,4 + k1,2, 1] pargalanist icin T' = 13 + 3k; dir ve bu esitlik sadece T = 1
(mod 3) ise saglanir.

5. [8 + 2ky,4 + ky, 2, 1] parcalanisi i¢in 7" = 15 + 3k, dir ve bu esitlik sadece 7" = 0
(mod 3) ise saglanr.

6. [8 + 2ky + ko, 4 + kq, 2, 1] parcalanist i¢in 7" = 15 + 3k; + ks dir ve bu parcalanig
ilk olarak Ty = 21 iiggensel sayisinda goriiliir, 21 = 15 + 3k; + ko icin k; = 1
ve ko = 3 tir. ky > 1, ks > 2 oldugundan k; = l~€1 +1veky = 1232 + 2 alinirsa
ki, ks > 0 elde edilir. Yerine yazildiginda ise, 7; = 15 + 3(l~€1 +1) + ko + 2
olur ve k, iizerinden sayilirsa ¢ > 6 olmak iizere bir 7} iicgensel sayismin tam
L%J = = L%J — 5 tane Arf parcalanigi vardir.

]

Ornek 4.52. Ty = 55 ve Ty; = 66 licgensel sayilarimin Onerme deki formda olan 4
uzunluklu Arf parcalamislarimin sayisini hesaplayalim.

Tio = 55 = 12 + ky ise ky = 43 elde edilir. Bu durumda, [49, 3,2, 1], Tyo = 55 in
4 uzunluklu bir Arf parcalamisidir.

Tio = 55 = 13 + 3ky ise ki = 14 elde edilir. Bu durumda, [34,18,2,1], T1o = 55
in 4 uzunluklu bir Arf parcalanmisidir.

Tyo = 55 = 15 + 3kyesitligini saglayan bir ky degeri olmadigindan Tg = 55 icin
bu formda 4 uzunluklu bir Arf parcalanist yoktur.

Tio = 55 = 15 + 3ky + ko nin L%J —5= L%J — 5 = 12 tane 4 uzunluklu
Arf parcalanisi vardir.

Ty, = 66 = 12 + ko ise ks = 54 elde edilir. Bu durumda, (60, 3,2, 1], T1; = 66
nin 4 uzunluklu bir Arf parcalanmisidir.

Ty, = 66 = 13+ 3k esitligini saglayan bir k, degeri olmadigindan T, = 66 icin
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bu formda 4 uzunluklu bir Arf parcalanisi yoktur.

T, = 66 = 15 + 3ky ise ky = 17 elde edilir. Bu durumda, [42,21,2,1], T1; = 66
nin 4 uzunluklu bir Arf parcalanmisidir.

T11 = 66 = 15 4 3k + ko nin \_%J —5= \_%J — 5 = 16 tane 4 uzunluklu
Arf parcalanist vardir.

Onerme 4.53. \; = 1, A3 = 2+ ko ve Ay = 4+ 2ko + ky, burada ko = k1 > 1 ve ky > 2
olmak iizere asagidaki ifadeler saglanir.

1. i > 7 olmak iizere T; = 4 (mod 6) ii¢gensel sayisimin [4 + 3ko, 3 + 2kg, 2 + ko, 1]
formunda bir Arf parcalanmist vardir, burada ky > 1 dir.

2. T =5 (mod7) iicgensel sayisimin [6 + 4ko, 3 + 2ko, 2 + ko, 1] formunda bir Arf
parcalanigt vardir, burada ky > 1 dir.

3. 1 > 6 olmak iizere T; ticgensel sayisinin L%J —2tane [6 + 4ko + ko, 3 + 2ko, 2 + ko, 1]
formunda Arf parcalanmist vardir, burada ky > 1 ve ky > 2 dir.

4. i > T olmak iizere T; = 1 (mod 3) iicgensel sayisimin kg = ki > 1 olmak iizere
L%J — 2 tane [6 + 3ko + 2k1,4 + 2ko + k1,2 + ko, 1] formunda Arf parcalanigt
vardir.

5. 17 iicgensel sayisimin 1 tane ve © > 9 olmak iizere T; ticgensel sayisinin

1.5 2
{Oﬁkoﬁ{ - 5J 33‘(ﬂ—25—7k0)}

kiimesinin eleman sayust kadar [8 + 4ko + 2k1,4 + 2ko + k1,2 + ko, 1] formunda
Arf parcalamisi vardir, burada ko = ki > 1 dir.

T —27 .
6. i > 7 olmak iizere T; iicgensel sayisinin ZJL:07 (L@J — 8) tane

[8 + 4ko + 2k1 + ko, 4 + 2ko + k1,2 + ko, 1] formunda Arf pargcalanisi vardir, bu-
rada kg = k1 > 1 ve ky > 2 dir.

Ispat. Ispaticin ii kullanalim.

1. [4 + 3ko, 3 + 2ko, 2 + ko, 1] parcalanist igin T = 10 + 6ky dir ve i = 7 igin
T7 = 28 = 10 + 6ky dir ve kg = 3 tiir. ¢« > 7 icin T; = 10 + 6k esitliginin
saglanabilmesi i¢in hem 7" = 0 (mod 2) hem de 7" = 1 (mod 3) olmalidir. Bu iki
durum diizenlenirse 7' = 4 (mod 6) elde edilir. Bu formdaki iiggensel sayilarin 1
tane Arf parcalanig1 vardir.

2. [6 + 4ko, 3 + 2ko, 2 + ko, 1] pargalanist icin ' = 12+ 7kq dir, yani 7' = 5 (mod 7)
olmalidir.

3. [6 + 4ko + k2, 3 + 2ko, 2 + ko, 1] parcalanmist i¢in T = 12 + Tk + ko dir ve bu
parcalanis ilk olarak 75 = 21 liggensel sayisinda goriiliir, 21 = 12 + 7ky + k5 i¢in
ko = 1 ve ky = 2dir. kg > 1, ko > 2 oldugundan ky, = l~€0+lvek:2 = 12:2+2
alinirsa ko, ks > 0 elde edilir. Yerine yazildiginda ise T; = 12+ 7(1%0 +1)+ ko +2
olur ve ko iizerinden sayma islemi yapilirsa ¢+ > 6 olmak {iizere bir 7; iicgensel
say1sinin tam L@J +1= L%J — 2 tane Arf parcalanigi vardir.
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4. [6 + 3ko + 2ky,4 + 2ko + k1,2 + ko, 1] pargalanigt icin T' = 13 + 6k + 3k dir
ve i > Tigin T; = 13 + 6ko + 3k; esitliinin saglanabilmesi i¢in 7; = 1 (mod 3)
olmalidir. kg = /;:0 +1ve ki = l~€1 + 1 alinirsa /;;0, /;:1 > 0 elde edilir. Yerine
yazildiginda ise T; = 134 6(ko + 1) +3(k1 + 1) olur ve k, iizerinden sayma islemi
yapilirsa ¢ > 7 olmak iizere bir 7; iicgensel sayisinin tam [%J +1= L%J -2
tane Arf parcalanigt vardir.

5. [8 + 4dko + 2k1,4 + 2ko + k1,2 + ko, 1] pargalanisi igin ¢ = 7 ise T; = 28 =
15+ Tko+3kyve kg =1,k = 2dir. ¢ > 9igin T; = 15 + Tky + 3k; sayisinin kg
tizerinden sayma islemi yapilirsa tam

{osn<| B8]0 @m0 -]

kiimesinin eleman sayis1 kadar Arf parcalanisi oldugu goriiliir.

6. [8+ 4ko + 2k1 + k2,4 + 2ko + k1,2 + ko, 1] pargalamigt igin T' = 15+ Tko+3k; +
ko dir. ko = kl > 1ve kg > 2o0ldugundan ky = ko+ 1, ky = k1+1vek2 = k2+2
almirsa ko, k:l, ks > 0 elde edilir. Yerine yazildiginda ise 7, = 15 + 7(l<:0 +1) +
S(kl +1)+ ko + 2 olur ve kg iizerinden sayilirsa

LTi_WJ LTZ‘—27
7

2 (=2 ) S (25

tane Arf parcalanigt vardir.

]

Ornek 4.54. Ty, = 55 ve T\, = 66 iicgensel sayilarinin Onerme deki formda olan 4
uzunluklu Arf parcalanislarimin sayisini hesaplayalim.

Tio = 55 = 10+ 6k esitligini saglayan bir ko degeri olmadigindan Ty = 55 icin
bu formda 4 uzunluklu bir Arf parcalanisi yoktur.

Tio = 55 = 12+ Tky esitligini saglayan bir ko degeri olmadigindan T'q = 55 i¢cin
bu formda 4 uzunluklu bir Arf parcalanisi yoktur.

Tio = 55 = 12 + Tko + kg nin L%J -2 = L%J — 2 = 5 tane 4 uzunluklu Arf
pargalanist vardur.

Tio = 55 = 13 + 6kg + 3ky in L%J -2 = L%‘ﬂ — 2 = 6 tane 4 uzunluklu
Arf parcalanmist vardir.

Tio=55=15+Tkg+3k1in0 < ky < L@J = 4 araliginda sadece ko = 0 ve
ko = 3 degerlerinde ¢oziim oldugundan tam 2 tane 4 uzunluklu Arf parcalanist vardr.
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Tl() =55 = 15+7k0+3k1 +k2 nin

(552 ) - (252 ) s

j=0 7=0

tane 4 uzunluklu Arf parcalanisi vardr.

T11 = 66 = 10+ 6k egitligini saglayan bir ko degeri olmadigindan T, = 66 icin
bu formda 4 uzunluklu bir Arf parcalanist yoktur.

Ty = 66 = 12+ Tky esitligini saglayan bir ko degeri olmadigindan T, = 66 icin
bu formda 4 uzunluklu bir Arf parcalanist yoktur.

Ty =66 = 12+ Tho + ko nin [ 1