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OZET

ONKOLOJIiDE KULLANILAN BAZI MATEMATIKSEL MODELLER

TOPAGC, Ersin
Yuksek lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Cemil TUNC
Aralik 2022, 61 sayfa
Bu tez yedi bolimden olusmaktadir. Tezin birinci boéluminde, diferansiyel
denklemler ve tez konusu ile ilgili baz1 agiklayici kisa bilgiler verildi. Ikinci béliimde,
tez konusu ile ilgili literatirde bulunan bazi ¢alismalara yer verildi ve ilgili bazi
kaynaklar belirtildi. Tezin tglincl bolimiinde ise, bu tezde kullanilacak olan materyal
ve yontem belirtildi. Tezin dordinct boéliminde ise, literatirde gegen tez ve tez
konusuyla ilgili olan bazi temel tanimlar ve drnekler verildi. Tezin besinci bolimlnde
ise, literatirde gecen ve kanser ile ilgili olan bazi matematiksel modellenmeler ve ilgili
sonuglara yer verildi. Tezin altinc1 boliimiinde ise, literatlirde mevcut bulunan prostat
kanseri ile ilgili baz1 matematiksel modellenmeler incelendi. Tezin yedinci boliminde

ise, kanserin hormonal tedavisinin parametrik analizi ile ilgili olan bir ¢alisma 6zetlendi.

Anahtar kelimeler: Asimptotik kararhilik, Hicre, Kanser, Kararlilik,
Kararsizlik, MCMC teknigi, Prostat kanseri, Timor, Tumor modelleri, Yardimc1 T

hicreleri.






ABSTRACT

SOME MATHEMATICAL MODELS USED IN ONCOLOGY

TOPAC Ersin
M.Sc. Thesis, Mathematics Department
Supervisor: Prof. Dr. Cemil TUNC
December 2022, 61 pages
This thesis consists of seven chapters. In the first chapter of the theis, some
explanatory information in relation to ordinary differential equations and the topic of the
thesis were given. In the second chapter, some scientific works in relation to the topic of
this thesis, which can be found in the literature, were presented and some realted
sources were noted. In the third chapter of this thesis, the materials and methods to be
used in this thesis were presented. In the fourth chapter of the thesis, some basic
definitions and examples in relation to the subject of this thesis were given. In the fifth
chapter of the thesis, some mathematical models of cancer, which are available in the
literature, and qualitative results of that models were examined. In the sixth chapter of
the thesis, some mathematical modeling of prostate cancer, which can be found in the
literature, were investigated. In the seventh chapter of the thesis, a scientic work on the

parametric analysis of hormonal treatment of cancer is was summarized briefly.

Keywords: Asymptotic stability, Canser, Cells, Helper T cells, Instability,

MCMC technique, Prostate cancer, Stability, Tumor, Tumor models.






ON SOz

Yukseklisans ¢alismam boyunca her adimda bilgi, sabir ve hosgoriisiinden
yararlandigim, tez ¢calismamin her sathasinda emegi olan, degerli bilgi ve yardimlarin
benden esirgemeyen, tecriibesi ile beni yonlendiren ve kendisinden pek ¢ok sey
ogrendigim danismanim Sayin Prof. Dr. Cemil TUNC’ a bu rehberlik ve desteginden
dolay1 tesekkiir eder, saygilarimi arz ederim. Ayrica ¢ok 6nemli tavsiye ve Onerileriyle
bu tezin olgunlagsmasinda katkisi olan tez izleme komitesine ve Van YYU Fen Fakiiltesi
Matematik Boliimii 6gretim iiyelerine siikranlarim arz ederim.

Son olarak, bu tezi hazirlama siirecinde benden yardimlarini esirgemeyen saygi
deger anne ve babama, 6zellikle bu zorlu siire¢ boyunca bana destegini esirgemeyen ¢ok
degerli esime ve kendilerini aksattiginmu diigiindiiglim ¢ocuklarima tesekkiirlerimi bir borg

bilirim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmis bazi1 simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

Q

Kisaltmalar

PSA
AR
DHT

C(R,R)
AT

PRE
Al-MCMC
BI

PPDF

MH
Max, Min
CTLs

Aciklama

Xy-diizleminde alinan bir bolge

Aciklama

Prostat Spesifik Antijen
Androjen Reseptori

Dihidrottestosteron

R’den R’ye Tanimli Siirekli Fonksiyonlar Uzay1

A Matrisinin Transpozu

Pozitif Dijital Rektal Muayenesi

Markov Chain Monte Carlo Zinciri Metodlar1
Bayes Cikarimi

Arka Olasilik Yogunluk Fonksiyonu
Metropolis- Hasting Algoritmasi

Maksimum, Minimum

Hiicre Oldiirme Antijen Spesifik






1. GIRIS

Diferansiyel denklemler, matematik, muhendislik, fen bilimleri, yapay sinir
aglari, tip vb. bircok bilimsel alanda siklikla kullanilan matematiksel modellerdir. Bu
alanlardaki bir¢ok bilimsel problem matematiksel olarak modellendiginde s6z konusu
modellere diferansiyel denklemler karsilik gelir. Ornegin, roket ve uydularin hareketi,
bir elektrik devresindeki akim veya elektrik yiikii, bir tel veya zarin titresimi, iletken bir
cubuktaki 1s1 akimi, radyoaktif bir maddenin parg¢alanmasi, kimyasal reaksiyonlarin
belirlenmesi, belirli bir geometrik 6zelikteki egrilerin bulunmasi, yapay sinir aglari, tip
alaninda cesitli kanser hareketleri, 6rnegin prostat kanserinin dinamikleri,vb.problemler
diferansiyel denklem olarak modellenmektedir.

Diferansiyel denklemler genellikle radyo, radar, televizyon, elektrik akimu,
matematiksel tip vb. bilimsel alanlarin gelisiminde Onemli bir roller almaktadir.
Omegin, yakin zamanda ortaya c¢ikan Covid- 19 hastaligin gelisim siireci, bu
hastalikla ~miicadele vb. problemler diferansiyel denk sitemleri olarak
modellenmektedir. Bununla ilgili literetiirde ¢ok sayida bilimsel ¢alisma bulunmaktadir.
Ayrica, yakin zamanda matematiksel tip alani ciddi bir sekilde arastirmacilarin dikkatini
cekmekte olup bu alan hizla gelismektedir.

23 Aralik 1971°de Amerika Baskani Richard Nixon, Ulusal Kanser Yasasi’'ni
imzaladi. Ulusal Kanser Yasasi, kansere karsi etkili bir sekilde miicadele etti. Onlarca
yil siiren miicadeleye ragmen, kanser tedavisinde ciddi bir ilerleme olmadi. 2003 yilinda
Ulusal Kanser Ensitiisii direktorii kanseri ortadan kaldirmak icin iddiali bir ¢alisma
yayinladi. 2015 yilina kadar kanserden aci ¢ekme ve 6liimler devam etti. 2005 yilinda
kanser arastirmasi ¢alismalar1 American Association tarafindan desteklendi. 1975’ten
2011’e kadar ne yazik ki ¢ogu kanser tiirii tedavi edilemez hale geldi. Amerika Birlesik
Devletleri’ndeki kanserden 6len insanlarin orani sadece yiizde 10 diistii. Yapilan bu
caligmalar, verilen miicadeleler kansere kars1 verilen savasi kazanmak i¢in gerekliydi.
Modern tedavi yontemleri icin matematiksel onkoloji bu nedenle temel bir disiplin
olarak ortaya ¢ikmaktadir. Son on yilda matematiksel onkoloji, nefes kesici bir hizla
gelisen heyecan verici bir alan olmustur. Yang Kuang ve John D.Nagy (YK ve JDN)
2007 yilinda Arizona Eyalet Universitesi’nde (ASU) lisansiistii diizeyde kanser hastalig

Xi



ve tedavi yOntemleri i¢in bir kurs sunmaya karar vermislerdir. Bu kursun sonunda
“Introduction To Mathematical Oncology (Matematiksel Onkolojiye Giris)” ders
kitabini tasarladilar. ASU’ da ¢esitli matematiksel kanser ve viral enfeksiyon (viriis
kaynakli enfeksiyon) modellerini 6grendiler.

1980’lerin sonlarinda beri kanser taramasi genellikle yapilir. Bu taramada serum
prostat spesifik antijen (PSA) olg¢iilmektedir. PSA bir proteinazdir. Saglikli prostat
epiteli tarafindan iretilir ve intrinsik (bir protein) bir belirte¢ degildir. Normalde,
yalnizca ¢ok az miktarda PSA sizar. Prostat interstisyumu kana karigir. Bu nedenle,
yuksek kan PSA seviyeleri siklikla prostat hiperplazisi (doku sayisi artmasi) ile
iligkilidir. PSA diizeylerinin genel olarak prostatla korele oldugu anlasilmis olsa da neo-
plazi kitlesi, PSA taramasinin etkinligi belirsizdir ve ¢ok kontrolliidiir. ABD tarafindan
yakin zamanda yapilan bir aragtirmaya gore, PSA tespit edilen kanserin dogal seyrinin
zayif oldugu sonucuna varilmistir.

Bu tez ¢alismasinda degisik sekillerde tanimlanan tiimoér modelleri tanitilacak,
bu modellerin kararlilik, kararsizlik, asimptotik kararlilik vb. niteliksel davraniglar1 ele
alinacaktir. Ele alinacak niteliksel davraniglar igin kararhilik teoremleri, difaransiyel

denklem sistemlerinin ¢6zim yontemleri vb. kullanilacaktir.



2. KAYNAK BIiLDIiRiSLERI

Bu bolimde literetiirde arastirmacilar tarafindan ele alinan ve tez konusuyla
alakali kanser hastaliklarinin tedavisinde kullanilan bazi timdr model sistemlerin
¢oziimlerinin niteliksel davraniglari ile ilgili calismalara kisaca yer verilecektir.

Theodosius ~ Dobzhasky,  Rockefeller ~ Universitesi ve  Kaliforniya
Universitesi’nden genetik¢i Davis, “The American Biology Teacher” dergisinde
“Nothing in Biology Makes Sense Except in the Light of Evolution (Biyoloji’deki
hicbir sey evrim 15181 disinda anlam ifade etmiyor)” adinda bir makale yayinladi
(Dobzhansky, 1998). Bu calisma, bulasict hastaliklar ve kanser tedavi yontemlerinden

bahsedilmektedir.

wlno

M =kw

denklemi Von Bertalanffy (1957) tarafindan olusturuldu. Von Bertalanffy (1957) bu
matematiksel modelli kullanarak bir dizi diferansiyel denklem elde etti. Elde edilen
denklemler tiimor modelleri olarak ele alinip, onkoloji bilminde kanser tedavisinde
kullanild:.

Patoloji disiplini hem temel bilim hem de klinik pratigi i¢eren temel bir
disiplinidir ve hucrelerdeki bu disiplin dokulardaki yapisal ve fonksiyonel
degisikliklerin incelemesine Onem vermistir. Dolayisityla, zorunlu olarak patoloji
genetigi igerir. Genetik ve evrim i¢ i¢ce gectiginden, evrimsel ilkeler patoloji hakkinda
bilgi sahibi olmamizi saglar (Cotran ve ark., 1999).

Gompertz yasasi veya Gompertz bliylime modeli olarak bilinen ¢alismada kanser
hiicreleri ve tiimorler hakkinda bilgiler verilmektedir (Gompertz,1825).

Von Bertalanffy tarafindan yaymlanan klasik makale kanser hicreleri, timor
modelleri ve bu modellerin uygulamalar1 hakkinda bilgiler igerilmektedir (Bertalanfty,
1957).

(Gyllenberg ve Webb, 1989) kanser hastaligina ait basit ama oldukca genel bir

matematiksel model ©6nermektedir. P(t) ve Q(t)sirasiyla ¢ogalan (proliferatif) ve

hareketsiz hiicrelerin sayis1 olsun. Bu arastirmacilar

N(t) = P(t) + Q(t)



donigiimiini tanimladilar. Bu durumda yukarida verilen Gyllenberg-Webb modeli
asagidaki baslangic deger problemine doniisiir. Bu probleminin ¢dziilmesi sonucunda
hiicrelerin ¢ogalmasi ve yok olmasi durumlarini arastirdilar.

Walltman (1986) calismasinda

Ny NN

(](Ij—?=ro(N)P—(rf(N)+ 7 o}

P(0) =R, >0, Q(0)=Q,>0.
diferansiyel denklem sistemini verilen baslangi¢ kosullariyla birlikte ele aldi. Bu
baslangi¢ deger probleminin ¢oziimlerinin niteliksel davraniglari ile ilgili yeni sonuclar
elde etti.

Kohadel ve ark. (2006), mekanik modeller olusturarak, bu modeller yardimu ile
kanser tedavisi ile ilgili ¢alismalarda bulundu. Yaptiklari arastirmada kemoterapilerin
dizilimi ve yumurtalik kanseri i¢in tedavi yontemlerini 6nerdi.

Vollmer ve ark. (2002), tedavi edilmemis prostat kanserinde PSA serumunu

izleyen bir model olusturdu. Bu arastirmacilar, PSA’nin serisel 6l¢timlerini
log(y(t)) =a+bt

lineer modeli yardimi ile inceledi.
Serum PSA diizeyi ve prostat kanseri hacmi kisisel hasta bazinda ¢ok zayif
olarak iligkilendirildiginden, Swanson ve ark. (2001), bu iki nicelik arasindaki bagintiy1

incelemek igin
dy
E = ﬂth + chVc (t) - ky(t)

diferansiyel denklemi ile verilen basit bir dinamik model olusturdu. Olusturulan bu
modelde serum PSA’s1t saglikli ve kanserli hiicreler tarafindan farkli oranlarda
uretilmektedir.

Monte Carlo Markov zinciri metodu (MCMC), istatistiksel ve matematiksel
modelleme alaninda oldugu gibi yapay zeka ve veri bilimi alaminda da dagilimlar,
biitiinlestirme ve optmizasyon hakkinda bilgileri ayiklamak i¢in kullanilir. MCMC’nin
tarihi 1952’nin baslarma kadar uzanir (Hithock, 2003; Wang ve ark., 2021). MCMC

cesitli mithendislik ve biyolojik sistemler i¢in parametre tahminlerinde de kullanilir.



Yukarida verilen kaynaklara ek olarak tez konusu ile ilgili temel bilgiler ve
cesitli arastirmalarla icin Koreman (1980), Nawata ve ark.(1981), Morris (1991), Berges
(1995), Ellis ve ark (1996), D’A mico ve ark. (1997), Elser ve ark. (2003), Kuang ve
ark. (2004), Edelstein-Keshat (2005), Lin ve ark. (2008), Jemel ve ark. (2008), Tuncg
(2009), Lai ve ark. (2011), Razmyen ve ark. (2012), Gruber (2013), Gu-Trantien ve ark.
(2013), Aini ve ark. (2016), Kuang ve ark. (2016), Zhao (2016), Wei (2019), Makhlouf
ve ark. (2020), Sohail ve ark. (2020), Alzarrad (2020), Idrees ve Sohail (2020), Huang
ve ark. (2021), Sohail ve ark. (2021) ve Wang (2021) gibi farkli bilimsel kaynaklara
bakilabilir.






3. MATERYAL VE YONTEM

Tezin kaynak bildirisi béliimiinden de anlasildig1 gibi onkolojide kullanilan bazi
timor modelleri, diferansiyel denklem ve denklem sistemlerinin kararlilik vb. bazi
karakteristik Ozellikleri ile ilgili olduk¢a kapsamli galismalarin oldugu goriilmektedir.
Bu calismada; timor modelleri ile ilgili literetlirde taranan temel kitaplar, makaleler,
konferans bildirileri ve benzer kaynaklar incelenmistir. Bu tezde Lyapunov’un ikinci
metodu, kararlilik tanimlari, Kararlilik teoremleri vb. temel bilgi, sonu¢ ve metotlar

kullanilmaktadir.






4, BAZI TEMEL TANIM VE ORNEKLER

Bu béliimde, tezin daha sonraki boliimlerinde kullanilabilecek tez konusuyla
ilgili baz1 temel tanim, teorem ve Ornekler ele alinacaktir. Burada verilen sonuclar,
Kuang ve ark. (2015) kitabindan alinmistir.

X'= f(x)
skaler diferansiyel denklemini goz 6niine alalim. Burada f fonksiyonu bir ¥xel R
icin stirekli tirevlenebilirdir. Eger f(x") =0 ise, x"duragan konumuna x'= f (x) skaler
diferansiyel denkleminin denge konumu, kritik noktasi veya sabit noktas1 adi verilir.
Eger x(0)=x* ise, X(t)=x"ifadesi, x'= f(x) diferansiyel denkleminin sabit bir
¢cozimuddr.
Tanim 4. 1

<0 oldugunda,

Eger her &> 0igin bir 6 >0 sayis1 vardir dyle ki ‘X(O) -x
her t >0 igin ‘x(t)—x*‘ < ¢ oluyor ise, bu takdirde x'= f(x)diferansiyel denkleminin

X = X" denge noktasina kararlidir denir. ilave olarak, eger X = X" denge noktas: kararl
ve lim,, x(t)=x" ise, bu takdirde x'=f(x) diferansiyel denkleminin x =x" denge
noktasina asimptotik kararhidir denir. Eger x'=f(x) diferensiyel denkleminin x = x"

denge noktas1 kararli degil ise, bu denge noktasina kararsizdir denir (Kuang ve ark.,
2015).

Teorem 4.2

f fonksiyonu Taraliginda siirekli tiirevlenebilir ve X* € I noktasi ise x'= f(x)
skaler diferansiyel denkleminin bir kritik noktasi oldugunu kabul edelim. Eger
f'(x") < Oise, bu takdirde x = x" kritik noktas1 asimptotik kararlidir. Eger f'(x")>0

ise, bu takdirde x = x™ noktasi kararsizdir (Kuang ve ark., 2015).
Ornek 4.1

X'zax(l—%jz f(X),a>0, xeR,
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ile verilen teoremi lojistik biilylime modeline ele alalim. Gorildigi tizere Xx=x" =0
ve X=X = Knoktalar1 verilen denklemin kritik noktalaridir. Yukarida verilen f

fonksiyonunun x'e gore tiirevi alindiginda

f'(x)=a(1—%)—%

elde edilir.
f'(0)=a>0 ve f'(K)=—-a<0 oldugu agiktir. Buna bagl olarak, yukarida
verilen teoremin ifadesi dikkate alindiginda x(t) = Okritik noktas1 kararsiz ve x(t) = K

kritik noktasi ise asimptotik kararli olur (Kuang ve ark., 2015).
Teorem4. 2

f (x) fonksiyonun bir Taraliginda siirekli tiirevlenebilir oldugunu ve bu aralik

Uizerinde ntane farkli X

., 1=12,..,n, koklerine sahip oldugunu, bu koklerin i< j
icin X" <X, esitsizligini sagladigim kabul edelim. Bu takdirde asagidaki ifadeler
dogrudur:

1) XE(Xi*,Xi+1*) , i>1icin, f(x)>0 ise, bu takdirde X, e(xi*,xi+1*) olmak Uzere

x'= f(x), x(0) = X, baslangi¢ deger probleminin ¢dziimleri t — coicin X, ye yakinsar.

2) XG(X.* X: ) i>1 icin, f(x)<O0ise, bu takdirde x, e(x.* X: ) olmak tizere,

i 7N+l i N4l
x'= f(x), X(0) = X, baslangi¢ deger probleminin ¢dziimleri t — ooicin X, ye yakinsar (
Kuang ve ark., 2015).
Ispat: Burada sadece 2. durumunun ispati verilecektir. Birinci durumun ispati, ikinci
durumun ispatina benzer olarak yapilabilir. Xe (X*i , XM*) Ve X, € (X-* X; *) icin

i1 N4l
f(x) <0 oldugundan , X,noktasindan gecen ¢dziim azalan bir fonksiyondur ve alttan
X,"denge noktast ile sinirhdir. Buna bagli olarak, soz konusu ¢ozim Ce(X*i,Xi+1*)
sabitine yakinsamalidir. Ote yandan sinirly, es siirekli, tiirevlenebilir monoton bir g(t)
fonksiyonunun limiti t — oo i¢in sifira yakinsadigindan,

0=lim_, x(t)=lm_ f(x(t)= f(c)

elde edilir. Baska bir deyisle C bir denge noktasidir. (X-* X: *) araliginda baska bir

i N+l

denge noktast olmadigindan, ¢ =x," olur.



5. KANSER HASTALIGININ MATEMATIKSEL OLARAK MODELLENMESI

5.1. Kanser Hareketlerine Giris

Kanser hastaligi ¢cogunlukla kontrolsiiz hiicre biiylimesi olarak da bilinmektedir.
Bir bakima hiicrelerin hareketi bir roket hareketine benzer. Gergekte, birgok diizenleme
olmadan da kanser hiicreleri yayilir. Bu hiicre ¢ogalmasidir. Bazen bu hareketler ve
blylmeler sapmalar da gosterebilir. Hepsinden 6nce hiicre buyimsi veya hicrelerin
daha da biiyiimesi problem degildir. Ancak hiicrelerin ¢ogalmasi bir problemdir.
Bununla beraber kanser hastaligini sadece kontrolsiiz hiicre ¢ogalmasi (replication)
olarak tanimlamak yeterli degildir. Ciinkii kanser hastaliginin disindaki bir¢ok hastalikta
da kontrolsiiz hiicre ¢ogalmasi vardir. Bu hastaliklara, Alzhemir hastaligi, Huntington
hastaligi, fil hastalig1 vb. drnek olarak verilebilir. Ote yandan kanser hastaligi bilim
insanlar1 tarafindan doku kaybi1 (homeostasis), (a loss of tissue homeostasis), olarakta
tanimlamaktadir. Patolojik bakis acisina gore, doku(lar)daki degisim kontrolsiiz hiicre
cogalmasina neden oldugu zaman, kanser hastalif1 ortaya cikabilir. Bu olay tiimore
onculik yapar. Bununla beraber, timor kanser hastaligi olusmasi i¢in zorunlu degildir.
Ancak tlimoriin k6t huylusu iki ilave 6zellikle ortaya ¢ikar:

a) TUmorun tim dokuya yayilma kabiliyeti olabilir.
b) Timoériin yumurtlayarak viicudun baska yerlerinde yeni tiimorlere neden olma
kabiliyeti olabilir.

Olusan bu yeni tiimorler, ikinci tiimorler veya metastaz (metastases) olarak
adlandirilir. Bu nedenle, matematiksel onkologlar, tiimorlerin ortaya c¢ikis siirecini
modellemenin yanm sira, bunlarin nasil kotii huylu hale geldigini, timdrlerin nasil
biiytidiigiinii, yayilim gosterdigini, metastaz yaptigin1 ve ayrica patolojik hastaliklara
nasil neden olduklarin1 ve kliniksel olarak bunlarin nasil yonetilebilecegini
matematiksel olarak modelleyerek, siirecleri arastirmaktadirlar. Bu kesimde olan
timorlerin  basit biylime modellerinin tamami (Kuang ve ark.2015) kitabindan

almmustir.
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5.2. Tarihsel Kokler

TUumor buyidme modellerinin tarihsel kokleri Ludwing von Bertalanffy ve
Benjamin Gompertz’in ¢alismalarina dayanmaktadir. Bu arastirmacilar her ne kadar
timorlere 6zel bir ilgi gostermeseler de, biylime denklem modellemeleri tzerine
calismalar yaptilar. Bu ¢alismalarin sonucunda olusturulan matematiksel modeller daha
sonradan bircok ekolojik uygulamalarla birlikte gercek timor verilerine basarili bir
sekilde uygulandi. Gompertz yaptig1 ¢alismalar 1825°te yaymladi. Bu g¢alismalar daha
sonradan “Gompertz’in yasast’’ ya da “Gompertz buyiime modeli” olarak adlandirildi.
Bertalanffy (1957) ise bu konuya ait galismayi, Gompertz’in ¢aligmasindan yaklagik
olarak 130 y1l sonra yapt1 (Bertalanffy, (1957)). Bertalanffy (1957) nin yaptigi ¢alisma
hem matematikg¢iler ve hem de biyologlar tarafindan bilmekte olan lojistik denklemlerle

ilgilidir.
5.3. Von Bertalanffy Tumoér Buylime Modeli

Bertalanffy’nin ¢alismasinin baslangi¢ noktasi, bir organizma neden buyur ve
neden belirli bir sure sonra blytmesi durur? Temel sorusuna isaret etmektedir
(Bertalanffy,1957, sayfa 217). Organizma kelimesinin timor kelimesi ile degistirmesi,
Bertalanffy’nin calismasinin neden onkolojiye acik bir sekilde uygulandiginm
gostermektedir. von Bertalanffy bu calismasi, iyi bir sekilde temellendirilmis bazi
gozlemlere dayanmaktadir. Bu gézlemler memelilerde nabiz ve bazal metabolizma hizi,
vucut Kkuatlesi veya hacimden ziyade yizey alanin tizerindeki oOl¢eklendirmeye
dayanmaktadir. Bunun nedeni her zaman a¢ik olmasa da ¢ofgu zaman metabolik
élciimler, M metabolik siire¢, W organizmanin kiitlesi ve K orant1 sabiti olmak tizere
genelde

M = kw?
gibi bir denklem ile matematiksel olarak modellenir. Bu modelde kip kokd, kiitle ile
orantili bir hacim olclstini temsil eder, W ’nin karesinin alinmasi ise, uygun bir kK

secimi ile yiizey alani ile ilgili bir bagintiy1 ifade eder. Bununla birlikte, von Bertalanffy

tlm sureclerde organizma kutlesinin %kuvvetinin alinmasi ile 6lgeklenmedigini belirtti.
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Ornegin, bazi boceklerdeki oksijen tilketim oram igin séz konusu durum ortaya
cikmaktadir (Kuang ve ark.2015). Konu ile ilgili yukaridaki tim olasi durumlar
kapsayan matematiksel model

2

M =kW?*, gs;tsl

denklemi ile ifade edilmektedir.

Buyumeyi modellemek igin, von Bertalanffy koruma denklemi ile baslar. Bu
denklem

Biiyiime=dogumlar-0limler
bagintis1 yardimyla ifade etmektedir. Buradaki amaclar dogrultusunda dogumlar, hiicre
cogalmasina esittir ve 6lumler ise, nekroz (doku 6lumi) veya apoptoz (hicre 6limu)
anlamma gelir. von Bertalanffy bu kavramlari sirasiyla anabolizma (yapim) ve
katabolizmaya (yikim) olarak adlandirdi. Eger bu sirecler bagimsiz metabolik
mekanizmalar olarak kabul edilirse, bu takdirde, ilk terim ¢ogalmay:1 ve ikinci terim
hicre 6limund temsil etmek Gzere, W (t) kitlesine gore genel bliyime modeli
aw _
dt

denklemi ile verilir (Kuang ve ark., 2015). Bu diferansiyel denkleme “genellestirilmis

oAW* — N 5.1)

von Bertalanffy modeli” denir. Ancak (Marusic ve ark., 1994), (5. 1) ile verilen
diferansiyel denklemi genel iki parametreli model olarak adlandirilmaktadir. Bunlarin
yani sira bazi Ozel durumlart i¢in farkli populasyon biylime modelleri

olusturulmaktadir. Ornegin, 4 = 1 =1 olsun. Bu durumda, o ve S sirastyla kisi basina

dogum ve Gliim oranlar1 olmak iizere,

W
dt

seklinde Ustel bir modeli temsil eden bir diferansiyel denklem elde edilir. Bu model,

= (@~ AW

a — B ‘nin isaretine bagl olarak ya iistel olarak biiyiime ya da {istel olarak azalmay1
temsil eder. OrneginA=1ve u=2 alindiginda, (5. 1) diferansiyel denkleminden

asagidaki lojistik model elde edilir:

dw , W
T T A=A 5.2)
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Burada « ekolojistin 6zgiin dogal artis oranidir. Bu oran, rekabet en aza indirildiginde

biiytime oranmi temsil ederken, AW ?ise yogunluga bagli élim oramdir ve K =2

ifadesi tasima kapasitesi olarak yorumlanmaktadir. Iyi bilindigi iizere, biyolojik olarak
ilging olan tek durum « > Qise, bu modelin iki sabit noktasi vardir: Birinci sabit nokta,
baslangi¢c noktasi ve ikinci sabit nokta ise K'dir. Birinci sabit nokta her zaman bir
kaynak olup ikinci sabit nokta ise, global olarak asimptotik kararhidir (Kuang ve ark.,
2015). (5. 1) modelinde A =1ve pdegisken olarak alindiginda, asagidaki Bernoulli
denklemi elde edilir ve bu denklem (5. 2) den daha geneldir:

dd—V:l:aW—,b’\N". (5.3)

von Bertalanffy (5. 1) yukaridaki iistel durumu dikkatte almasina ragmen, bu ozel
durumlari incelemedi. Bunun yerine, von Bertalanffy fizyolojik olarak, ilgili ¢ogu
durumlarda 6liim sureglerinin kiitle ile orantili oldugunu varsaydi, buna baglh olarak (5.

1) matematiksel modeli yerine,

aw
o WA (5. 4)
W(O) :Wo

baslangic deger problemini ele aldi. Bu baslangi¢ deger problemi ¢doziildiigiinde

1

w(t) =[%{%—Wo“‘“}e(”ﬂ LAl (5.5)

elde edilir. Eger, cogalmanin viicut yiizey alaniyla Olgeklendigini kabul edilirse,
asagidaki klasik von Bertalanffy modeli elde edilir:

W 2

dd—t =aW? - fW. (5.6)
Kansere uygulandiginda (5. 6) denklemi, ¢ogalmanin besin ile simirli oldugu, sadece
yiizeyden yeterince kiiciik uzaklikta olan hiicrelerin boliinme igin yeterli besine sahip
oldugu, avaskiiler (kansiz, ¢ok az kani bulunan) bir timori temsil eder. (Kuang ve
ark.2015). Ote yandan hiicre 6lumé, derinlik ve dolayisiyla besin igerigine

bakilmaksizin, sabittir. Thime (2003) c¢alismasina bakildiginda, S(t) tek boyutta

uzunlugu temsil etmek iizere, doku veya viicut biiylidiikkce seklinin degismedigini
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varsayalim. Bu takdirde, » bir sabit olmak tizere, W (t) = #[S(t)]>olur. Bu ifade (5. 6)’da

yerine yazildiginda, birinci mertebeden,

%:%(d—ﬂs), S(0)=S,>0,d =a(y 2, (5.7)

baslangic  deger  problemi elde edilir. Bu  problem  ¢ozildiigiinde,

S(t) =%+ S, +% exp(%} 5. 8)

J

¢cozumi elde edilir. (5. 8)’in t — oo igin limiti alinirsa, bu limit % ya yakinsar. Buna

bagli olarak S= ¢Oziimi global asimptotik kararli bir sabit nokta olur (Kuang ve

SIS

ark.2015).
5.4. Gompertz Buyume

Von Bertalanffy’ de oldugu gibi, Gompertz (1825) de tumdr biyimesi veya bu
konudaki herhangi bir biiyiime ¢esidini arastirmadi. Aksine, Gompertz 6liim olaylarini
arastirdi. Ozel olarak Gompertz, X yasayan insanlarin yast, L(X) ise yasayan insanlarm
say1sin1 gosteren fonksiyon olmak {izere, arastirma yaptig1 tarihlerde yasayan insanlarin
sayisini bulmayr arastirdi. Gompertz, insan yasam tablolarinin iki farkli davranisi
gosterdigini One siirdii. Bazi durumlarda (iilkeler veya yas araligi gbéz Oniine

alindiginda), L(x) tissel olarak degisen bir fonksiyon oldugunu veya X reel yasam
tablolarinda oldugu gibi ayrik ise, L(x)fonksiyonu geometrik bir serideki gibi azalan

oldugunu varsaydi. Birinci durum, goz 6niine alindiginda

dL
E = aL, L(O) = LO (5 9)

baslangi¢ deger problemi elde eldilir. Bu problem ¢d6ziildiigiinde,
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L(x) = Le ™
¢ozmi bulunur. Burada e« pozitif bir say1 olup 6liim oramini gostermektedir. Ote
yandan, baz1 yasam tablolar1 (ya da onlarin baz1 pargalar1) belirgin bir farklilik gosterir.
Bu gibi durumlarda L(x) Ustel fonksiyondan daha hizli bir sapma gosterir. Bu tiir
durumlarda yas ve 6liim oranlar1 ayni yonde bir artig gosterir. Gompertz, bu durumu

asagidaki baslangi¢ deger problemi olarak modelledi:

dL

— = —ay’L,

dx o
L(0) =L,, q>1.

Bu problem ¢6ziildiigiinde,
a X
L(x) = L, exp(—I - )j
ng

elde edilir. Bu bozulma

In[L(X)j= a(l-0")
Ly Ing

ifadesi dikkate alindiginda iistel bozulmadan daha hizlidir. Bu bozulma konkav

(5. 10)

bicimindedir. Bunun yanisira, Gompertz’ in g¢alismalar1 dikkatte alinarak asagidaki

nifus modeli olusturulmustur:

dN
4 ~CON®. L
9 _ 6o (5.11)
dt

Burada baslangig sartlari
N(0)=N,>0,G(0) =G, > 0.
olarak vermektedir. Denklemde N (t) niifustaki bireylerin sayisi, G(t) kisi basi biiyiime
orani, yanit anindaki

Biiylime orani=dogum orani- 6liim orani
bagintisin1  gosterir. Yukaridaki denklemde «oranti katsayisi olup, « >0kabul
edilmektedir. (5. 11) baslangi¢ deger problemindeki ikinci denklem ¢oziildiigiinde,

G(t)=G,e ™
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elde edilir. Burada G, baslangigta verilen niifus sayisidir. G(t) ifadesi ilk denklemde

yerine yazilirsa,

d—T —G,e “N(1).
(5.12)
N(0) =N, >0,
baslangic deger problemi elde edilir. Bu problemin ¢6ziilmesi ile d
G _ 2-1(Go=G (1))

¢cozima elde edilir. Bu ¢6ziim fonksiyonu arastirmacilar tarafindan Gompertz denklemi

olarak bilinmektedir. (5. 13) denkleminin t — coigin limiti alinir ise,

m .. N(t) = Noexp(%]- (5. 14)

elde edilir. Goriildiigii tizere

im,, N{t)=K<ow

ifadesi bir onceki bagint1 dikkatte alindiginda, G, = In [N£

0

j olur. Buna bagli olarak

(5. 13) denklemi dikkate alindiginda

elde edilir. Bu ifade verilen sistemin (5. 12) denkleminde kullanilmasi ile birinci

mertebeden lineer olmayan

dN
o 616

diferansiyel denklemine elde edilir.

Benzer bigimde, Thieme (2003)’nin calismasi takip edildiginde (5. 16) denkleminde

X(t) = (N( )J (5.17)
yazilir ise, birinci basamaktan
dx

o (5. 18)
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lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklem c¢ozullp, (5. 17) ifadesi yerine
yazildiginda

{5 oH

bulunur. Elde edilen (5. 19) denklemi o6lgiilebilir miktarlarin bir kombinasyonunu

In —at (5. 19)

gosterir. Yani timor boyutu N (t) ve onun asimptotik sinirlayict boyutu K olmak ftizere,
eger timor buyiikligi Gompertziyan ise, bu takdirde (5. 9) bagintis1 zamana gore lineer

bir fonksiyonu verir. Ayrica, (5. 16) ve (5. 19) denklemleri goz 6niinde aldiginda

N = K noktasinin global asimptotik kararli sabit bir nokta oldugu goruliir. Ote yandan,

d(n(N) _1dN o -1dG
dt N dt a dt (5. 20)
oldugu gorilir. g keyfi bir sabit olmak tizere (5. 20) denklemi ¢oziildiigiinde
_(=GM®+p
In(N) = ( S j 5. 21)

elde edilir. G(t) = f#—aIn(N) olsun. Bu secim bize Gompertz modelinin Gglnci bir

alternatifi olan asagidaki lineer olmayan diferansiyel denklemi verir:

‘L_'I':ﬂN—aln(N)NzN(ﬁ—aln(N)). 5. 22)

Ancak acikga gorildigi tzere (5. 21) denklemi N =0 i¢in tanimli degildir. Bu
nedenle, bu modeli uygulamadan o6nce timorin belirli bir boyuta oldugu kabul

B
edilmelidir. Bu durumda, K = e* ifadesi tasima kapasitesi olup, bu ifadenin ave g

kinetik parametrelerinin bir fonksiyonu olmasi gerekmemektedir.
5.5. Kanser Hareketlerinin Bazi1 Matematiksel Modelleri

Bu kesimde (Kuang ve ark.2015) kitabinda gegen ve kanser hareketleri ile ilgili

bazi matematiksel modeller asagidaki tabloda verilmektedir. «,f,7,4, 1, p,K

parametreleri pozitif sabitler ve p bir sabit olsun.
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5.6. Daha Genel Bir Yaklasim

Gyllenberg ve Webb (1989), gercek tumorlerden hareket ile iki basit gozlem
yaptilar. Yapiklar1 gozlemlere gore, aktif olarak c¢ogalan hiicreler, bdliinmeyi
biraktiklar1 anda sakin bir duruma girebilirler veya sessizlik, kiigiik tiimorlere kiyasla
blyiklerde daha yaygin olma egiliminde olabilir. Sessizlik bir hipoksi (beden
dokularinda oksijen oranin azalmasi), sinirlama veya artan hidrostatik (herhangi bir
damarda olmasi1 gerekenden daha fazla sivi bulunmasi) basing gibi strese hiicresel yanit
verir. Bu tir streslerde tipik olarak, timor boyutlart artar. Skipper (1971) tarafindan
gozden gecirildigi gibi tersine gevrilebilir veya geri dondiiriilemez olabilir. Gyllenberg
ve Webb, sessizlige girip ¢itkmanin basit ama oldukca genel bir modelini olusturdular.

P(t) ve Q(t) sirasiyla ¢ogalan (proliferatif) ve hareketsiz hiicrelerin sayisi olsun.

N(t) = P(t) + Q(t)

fonksiyonu tanimlayalim.

19

MODELLE KARSILIK GELEN
DIFERANSIYEL DENKLEM

2

N'=aN3 - N
N'=aN* - N
N'=aN - AN
N'=oN" - AN*
N’=oN - N?
(g

N'=N(S—-alnN)
N'=N*(B-aln N)
N'=N(B-alh N)"

N'= al)
k+N

A
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Bu durumda yukarida verilen Gyllenberg-Webb modeli asagidaki baslangic deger

problemine dontisiir:

= (8-, ~ (NP + 7, (N )R

5.23
9 NP (e M)+ 0 o
P(0)=P, >0, Q(0)=Q, >0. (2. 2)

Buna baglh olarak, hiicreler, kisi basina £ > 0oraninda ¢ogalir, ¢ogalan ve hareketsiz
(quiescent) hiicreler ise sirastyla x4, 20ve g, >Ooranlarinda oliirler. Ayrica,
hareketsiz hiicreler arasindaki gegis ve bunlar arasindaki boliinmeler sirasiyla Iy(N) ve
I.(N)oranlarinda gergeklesir. Burada r,(N)ve r(N)sirekli fonksiyonlar ve bu
fonksiyonlar her N >0i¢in tamimlidir. Stresli hiicreler durgun bir duruma girme
egiliminde oldugundan, stres timoér boyutunun blyimesi ile birlikte artma egiliminde

olur. Gyllenberg ve Webb’de 1, (N)>0 ve r,fonksiyonun her N >O0icin

azalmadigindan, lim , r,(N)(=1,) veyalim I,(N) = o olur. Buna bagl olarak

N—w

0<l, <o
(5. 25)

yazilabilir. Ayrica arastirmacilar, stresli hucrelerin hareketsiz kalma egiliminde
oldugunu kabul ettiginden, r;(N) > 0olur. Dolayisila da, fonksiyonun limiti var ve bu
limit
im . r(N)=IL),0<] <o

(5. 26)
dir.
Ayni arastirmacilar, sessizligin stirekli oldugunu ve sessiz hiicrelerin 6lmedigini kabul
etmektedirler. Buna bagli bazi yorumlari asagidaki Onerme 5. 1ve Onerme 5. 2 ile
vermektedir.
Onerme 5.1. Her N 2>0icin g, =0ve r(N)=0olsun. Ayrica ly>f—p, >0

A

oldugunu varsayalim. Buna bagli olarak N (t) fonksiyonu monoton artan, sinirli ve N

biikiilme noktasina sahip, bu biikiim noktasi sayet mevcut ise,

o(N)=4- s, (5. 27)
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esitligini saglar. Ayrica eger N varsa, N(t) fonksiyonu, No<N< N araliginda i¢biikey
(konveks) ve N < N < ooaraliginda ise, N (t) fonksiyonu disbiikey (konkav) olur. Eger
N mevcut degil ise, bu takdirde N(t) fonksiyonuN, <N <oo araliginda disbiikey
(konkav) olur. Sonug olarak

lim P(t) =0 (5. 28)
olur.

Ispat: 4, ve r;,(N)' ninikisi de 0 oldugundan, o zaman t > 0igin

dN (1) _(s-

" 1, P(1)

(5. 29)

yazilabilir. B> p,, sarti kullamldiginda N (t) 'nin monoton artan oldugu goriiliir. (5.
29) denkleminin tekrar tiirevi alindigindan
d? N t dN(t
RO [ g, )Y
(5. 30)
elde edilir. Her t icin N'(t)>0 ve her N >0 icin r,(N) azalan olmadigindan, eger N
0

da bir biikiim noktas1 var ise, bu biikiim noktasi FO(N) = — i, bagintisim saglamahdr.
B — u, <, kabulii g6z 6niine alindiginda, siireklilik sartlarinin N nin varligim garanti
etmesi igin ancak ve ancak N, < N olmaldir. Ayrica her N(t) > N icin ¢6ziim konkav

olur. Benzer bicimde her N(t) < N i¢in ¢dziim konveks olur. Eger N noktasi yok ise,
her N > N,icin ¢6zim konkav olur. t>t, >0 olmak uzere, (5. 30) diferansiyel

denklemin integrali alindiginda,

dN (1)

= [ 5 s, — o) s+ (5 a1, )

N (t)

(5. 31)

elde edilir. Bu nedenle, N(t) monoton artan, l, > 8-, >0 ve (5.30) denklemi
herhangi bir t;icin saglandigindan, N (t) fonksiyonu sinirlidir. Buna bagli olarak
lim, . dN(t)dt=0 elde edilir. Bu sonu¢ ve (5. 29) denklemi birlikte g6z oniine

alindiginda lim__ P(t) =0sonucuna varilir.

t—owo
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Biyolojik olarak, yukarida verilen 6nermenin ti¢iincii hipotezi, yani [ — Ky < I
varsayimi, hiicrelerin sessizlige veya nekroza net prolferasyon hizlarindan daha hizli
gecis yaptigl bir esik tiimdr boyutunu varsayar. Eger bu dogru olmasaydi, bu takdirde
N (t)konveks olur ve tiimér smir olmadan biiyiirdi. Kesinlikle, Onerme 5. 1’nin
kisitlayict sartlar1 sonucun biyolojik olarak faydali olmasmi sinirlar. Onerme 5. 1° in
sartlar1 daha esnek yapilabilir. Bu durumda, S-seklinde biiyiliyen egrilere onciiliik eden
sartlar ortaya ¢ikar. Bu sartlar asagidaki Onerme 5. 2 de verilmektedir.

Onerme 5.2 N >0i¢in #,>0 ve r,(N)>0olsun. Ayrica, asagidaki kosullarin
saglandigini kabul edelim:

| I
0 >14+-1

B, Ly

(5. 33)
1, (0) < (ﬂ—u,,)(u@}

Hy

(5. 34)
B—u, <t(N)+r(N),N >0, (5. 35)
d r(N) i
N N+ (N)—fva )~ (5. 36)

Bu takdirde, P*,Q" > 0olmak Uzere, verilen denklemin global asimptotik kararli bir tek
(P*,Q") denge noktasi vardir. Ayrica, t — coicin N(t) — N~ olur. Burada N

%mg:@_%{“ﬁmw}
U

q

(5. 37)

denkleminin bir ¢oziimiidiir. Ayrica

G@:%%

blylme fonksiyonu

oo M
(ﬂ_ﬂp_'_ﬂq)

ifadesine yakinsar (Kuang ve ark., 2015).
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5.7. Kemoterapi ve Cerrahi Tedavilerin Siralanmasi

N, boyutunda bir koti huylu yumurtalik tiimériiniin t=0Oaninda teshis
edildigini varsayalim. iki olasi tedavi sekli vardir:
a) t, > 0aninda, tumor hicrelerinin belirlenen kismini almak i¢in ameliyat yapilir.

Daha sonra uygun kemoterapi tedavisi uygulanir. Tumore t; >t;aninda timor N,

nihai boyutuna sahiptir. Cikarilan kissm 1— e olsun. Buradaki Kk negatif olmayan bir

sabittir.

b) t, >0aninda, onceden belirlenmis Oldiirme oranmna sahip kemoterapi yeniden
uygulanir. Daha sonraki bir (tf) aninda ameliyet ile tiimor hucrelerinin belirlenen bir
Kesiti (yine 1—e ) yok edilir. Kalan timériin biiyiikligi N s boyutuna sahip olur.

[gili soru, hangi durumlarda N < N, ?olur.

Kohandel ve ark. (2006), kanser hucrelerinin blyumelerini, kemoterapinin
etkilerini ve cesitli hiicre oldiirme hipotezleri altinda cerrahi tedavileri igeren
matematiksel bir model gelistirdiler. Standart bir tedaviyi izleyen ilk kemoterapi igin
t>0 aninda hiicrelerin sayisi belirlemek igin matematiksel olarak asagidaki
diferansiyel denklem sistemi olarak verilmektedir:

dn
“e= )N =N,teo]

dN,
dt

(5. 38)

= f(N,) = P(t.N,), N, (t;) = e7k5n1(t0):t € [to’tf ]

Burada P(t, N) fonksiyonu ilacin kanser iizerindeki farmakokinetik ve farmokodinamik
etkilerini tanimlamaktadir. Ayrica f(N)ise, tumor biyiime modeli olsun. Ilave olarak
n,(t)ve N, (t)srasiyla cerrahiden Once ve cerrahiden sonraki tiimor biyiikliigiini
temsil eder. Bu durumda N = N, (t;) dir. Tersine ikinci kemoterpi tedavisi icin t >0
olmak (zere kanserli hiicre sayisimt belirlemek i¢in asagidaki diferansiyel denklem
sistemi olusturuldu:
an, _
dt
dN, _
dt

f(nz)’ n,(0) =Ny, te [O'to]
(5. 39)

f(nz)_ P(t, Nz)' Nz(to)’t € [tO’tf]
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Buna bagli olarak No =€ N, (t,)elde edilir. Burada n,(t) ve N,(t)kemoterapi
tedavisine baslamadan 6nce ve kemoterapi tedavisinden sonraki tumor buyukliklerini
temsil etmektedir Asagida iki tiimor hiicresi 6ldiirme hipotezi karsilastiriimaktadir.
Gunliik 6ldirmede hipotezi  P(t,N)=c(t)N ve Norton-Simon hipotezi ise,

P(t,N)=c(t) f (N) dir. Bu bagintilardaki c(t) fonksiyonuntaninda ilag konsantrasyonu
ile orantili oldugu kabul edilmektedir. Ayrica f (N) fonksiyonu ise, Gompertz modeli

(5. 16) dir. Kohandel ve ark. (2006), birinci ginlik oldiirme hipotezi altinda,
ameliyattan onceki kemoterapi sonucundaki tiimor biiyiikligliniin, ameliyattan sonra
uygulanan kemoterapi sonucundak timor biyiikliginden daha kiigiik oldugunu
gosterdi.

Onerme 5.3 Gompertz denklemini dikkatte alarak timoriin asagidaki verilere gore

biliylidiiglinii varsayalim (Kuang ve ark., 2015):
N
f(N)=pNIn| —|
(N)= AN (Kj

Ve
P(t,N)=c(t)N.

Ayrica
c(t) = —j; c(s)e’™ds

olsun. Bu takdirde,
ACED) NO
N = Kexp|e cl(tf)+ln? -k

ve

Ng. =K exp{eﬂ“"t‘)(cl(tf )+In % - ksﬂ
olur. Taraf tarafa bolme islemi yapildiginda

Nes _ exp {— K, (1— g /) )}< 1
NSC

sonucuna varilir.
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Ispat: Ilk olarak N 'yi hesaplayalim. Kolaylik olmasi agisindan, c¢(t)'nin tanimini
[0,t;] araligina genisletelim Syle ki te[0,t;] icin c(t) =0olsun. x(t)=In N,(t)

alalim. Bu takdirde

dN,
dt

diferansiyel denklemi

= 1(N,)= Pt N,) == 2 —c(ON,

dx__ B
o B+ BIn K —c(t)

diferansiyel denklemine es deger olur. Buna bagli olarak,

% =—e”(c(t) - AN K)

yazilabilir. Yukaridaki denklemin, t; den t'ye, (ti ,0<t <t,) integrali alinirsa
e”x(t) —eMx(t) = —J:c(s)eﬂsds + A K_Eeﬁsds
elde edilir. Bu ifade ise, yeniden
e”In N, (t)—e”™ In N,(t) = —J:c(s)eﬁsds + (e"‘ — e )In K

seklinde diizenlenebilir. Buna bagl olarak da

N, (1) = N, (6) &xp(—A(t ~1,)) exp(1- exp(At, ) In K) exp(exp(—A(c, (H) ¢, (t)).  (5.40)
elde edilir. t, =0 olsun. t > t; i¢in yukaridaki ifade asagidaki bagintiya esdegerdir:

N, (1) = K eprcl(t) +n NT(O’j exp(- ﬁt)}

t, aninda yapilan cerrahi miidahale ile timér hiicrelerininl—e™ kesitini yok edildigini
varsayalim. Bu durumda N, (0) = N(0) olmak Uzere elde edilir.

NO
N =kexp| -k, + cl(tf)+ln? exp(—ﬂtf) .

(5. 41)

bagintisi elde edilir. Benzer bigimde

o 1y N2(0)
N, (t,) = Kexp{e Mo 1n T} (5. 42)
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oldugu goriiliir. Simdi ise, N 'yi hesaplanacaktir. Bu durumda cerahi miidahale ilk kez

t, aninda yapilir. (5. 42) denkleminden

N (0
N(to)ZKexp{ k,+e”In é)} 5. 43)

bagintis elde edilir. Cerrahi mudahaleden sonra [t,,t,]zaman araliginda kemoterapi

uygulanir. (5. 42) denkleminde t; =t;ve N,yerine N alnsin. Bu durumda te[t,,t;]

icin
t-tg) tg)-t Aty
N(t) N(t )e A (1—e"’( ) )InKe—e
(5. 44)
elde edilir. (5. 44) denklemi g6z 6niine alindiginda
Blt-to)
_ —o (0) (1—eﬁ(‘°"))an W
N(t)_(K exp[ k,+e™In D e e (5. 45)
yazilabilir. Buna bagl olarak
Ng = N(t, )= KeXp{ . [C (t;)—ke™ +In (O)H
(5. 46)

olur. (5. 41) denklemi (5. 46) denklemine boliindiigiinde
—Gs exp% K, (1— e’ﬂ(tf’t°))}< 1
SC

sonucuna vartlir. Bu nedenle, yukarida verilen biyolojik kabuller altinda N < N
oldugu goriiliir. Bu ise, bize cerrahiden dnce kemoterapi tedavisi uygulanirsa, cerrahi
miidahaleden sonraki kemoterapi tedavisi ile karsilastirdiginda, birinci uygulamanin
tiimoriin yok edilmesi i¢in daha etkili oldugu sonucuna varilmistir

Onerme 5.4. Tiimdriin asagida verilen Gompertz denklemine gore biiyiidiigiinii

varsayimini kabul edelim:

N
f(N)=—pN In(Ej,

ve

P(t,N)=c(t) f (N).
Ayrica

c,(t)= 5] "o(s)ds
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olsun. Bu takdirde yukarida verilen bagintilar dikkate alindiginda
Ng = K exp[e_ﬁ“%(tf) i No _ ks}
K
ve
Ng. =K exp{eﬂ(t‘t[’)”?(t‘ )(eﬂt" In % —k, H

yazilabilir. Taraf tarafa bélme islemi yapildiginda

Nos_ gipf-i 1 e i er )

SC

elde edilir. Buna bagli olarak eger

J':f c(s)ds <t, —t,

ise, Nog < Ng. sonucuna varilir.

5.8. Populasyon Biiyiime Modellerinde Baz1 Karallik Sonuclari

Simdi ise, asagidaki iki boyutlu

ko T-smy)
(5. 47)

X(ty) = Xo, Y(t) = Yo

baslangi¢ deger problemini goz oniine alalim. (5. 47) baslangi¢ deger problemi F(X, )
ve G(X,Yy)fonksiyonlarinin baglh bulunduklar1 degiskenlere gore Xy — diizleminin Q
bolgesinde surekli tlrevlenebilir olduklar1 var sayilmaktadir. Ote yandan (5. 47)
baslangic deger problemindeki F(Xx,y)ve G(X,y)fonksiyonlarin, verilen problemin

¢oziimlerinin varligini ve tekligini saglayacak sekilde verildigi kabul edilmektedir. Bu
tiir problemler fizik ve yasam alanlarinda yaygin uygulamalara sahiptir. Ayrica

cozimlerin niteliksel ve niceliksel yapilar1 siirecin baslangic zamanina degil de

baslangi¢ konumlarina baghdir. (5. 47) sisteminin bir E" = (X", y")denge noktasina
sahip olabilmesi icin gerek ve yeter sart F(X",y")=0 ve G(x",y") =0olmasidir. Bu

durumunda asagidaki sartlarin saglanmasi halinde E" =(X",y") denge noktasina
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kararlidir denir. Gergekten, (5. 45) sisteminin E”denge konumunun kararli olmasi igin

her & > Qicin bir 6 >0 vardir 6yle ki

Jx@ -x¥ +(yo) -y ) <5

oldugundan t > 0 igin

* \2 «
Jx®-xF+(y-yf <e
esitsizligi saglanmalidir. ilave olarak lim t_)OO(X(t), y(t)):E*ise, 0 zaman E"denge

noktasina asimptotik kararhidir denir. Benzer bigimde E*denge noktasi kararli degilse
bu noktaya kararsizdir denir.

Teorem 5.3. E” =(x*,y*) noktas1 (5. 47) sisteminin bir denge konumu olsun. Bu
takdirde (5. 47) sisteminin E”noktasindaki J(E™)Jacobiyen matrisi, 2 x 2 boyutlu olup,
bu matris asagidaki sekilde tanimlanr:

OF (x",y") OF (x", y")

JEY=| & ¥
oG(x",y") oG(x", y")
OX oy
Eger
o) FFEY) 2O g
ve

OF (x*, y7) 0G(X", y) _ OF (X', y") aG(X",y") _
ox oy oy ox

ise, bu takdirde E"denge konumu asimptotik olarak kararhdir. tr(J(E*)) >0 veya

det(J(E*)) =

det(J(E™)) < Oise, bu takdirde E” denge noktasi kararsizdur.

Bu teoremin ispatt ve (5. 47) sistemine ait bazi kararlilik sonuglari i¢in Waltman
(1986)’ a bakilabilir. Tibb1 bilimlerde daha somut modeller, 6rnegin, besin dinamikleri
veya normal ve bagisiklik hiicrelerinin etkilesimleri, kanser tedavi modelleri genellikle
iki boyutlu diferansiyel denklemlerden olusur. Bu gibi durumlarda asagida verilen n
boyutlu diferansiyel denklem sistemi gz oniine alinmaktadir:

(;—X = F(x).
t (5. 48)
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Burada

X = (X, X0 X, ),
ve
F(X) =(F,(9, F,(x).-.. F, ()
dir. (5. 48) sisteminin E* = (x") gibi bir denge noktasina sahip olabilmesi igin gerek ve

yeter sart F(X*)=0 dir. E" =(x") ifadesinin (5. 48) sisteminin bir denge konumu

oldugunu kabul edelim. Bu takdirde (5. 47) sisteminin E*' daki Jakobiyen matrisi

asagidaki sekilde tanimlanir:

oR(x) OoR(X)  OR(X)
OX, OX, oX,
I I(E)= . . . | .49
oF,(X) R (X) R (X)
0%, 0X, oX,,

Buna bagli olarak J matrisinin A 6z degerleri,

P(1)=det(A1-J)=0 (5.50)

olmak lzere
P(1)=0
karakteristik denkleminin kokleridir. Burada I, nxn—boyutlu birim matristir. Eger

g > 0igin bir 6 >0 vardir 6yle ki,

2

\/i_n (x©-x,") <8,

i=1

oldugunda, her t > Qicin

\/Z(X O-%f <e

i1
oluyor ise, bu takdirde
(5. 48) sisteminin E* denge noktast kararli olur. Ilave olarak, eger lim _  x(t) = Eise,

t—oo

bu takdirde E™'denge noktasi asimptotik kararhidir. Eger E* denge noktas: kararl degil

ise kararsizdir (Waltman, 1986). Simdi konuyla ilgili asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 5.4. Eger P(A) =0 karakteristik denkleminin tim kokleri negatif veya negatif

reel kissmli ise, bu takdirde E*denge noktasi asimptotik kararli olur. Eger P(1) =0
karakteristik denkleminin koklerinden en az biri pozitif veya pozitif reel kistmli ise, bu
takdirde E* denge noktasi kararsiz olur (Kuang ve ark., 2015). Bu teoremler yerel
kararlilik teoremleri olarak bilinir. Ayrica bu teoremler E* in bir komsulugunun var
oldugunu, bu komsulukta X,baslangi¢ degerine sahip tiim ¢oziimlerin bu komsuluk
icinde kaldigini ifade eder. (5. 50)” daki karakteristik polinom

P(A) =2 +aA " +a,"° +-+a, (5. 51)

ile verilir. Asagida verilecek olan Routh-Hurwitz kriterleri (bkz. Edelstein-Keshet,
2005; Thieme, 2003), P(4) =0 denkleminin tum koklerinin negatif veya negatif reel
kistmlara sahip olmasi i¢in yeterli kosullari igerir.

Teorem 5.5.

PA)=A"+aA"" +a,A"*+...+a, =0 (5. 52)
denklemin tiim koklerinin negatif veya negatif reel kisimli olmasi igin asagidaki
sartlardan birinin saglanmasidir:

1) n=2:a >0,a,>0.

2) n=3:a >0a,>0,aa, >a,.

3) n=4:a >0,a,>0,a,>0,a,a,a,>a,” +a,a,.
5.9. Oneriler

Son yillarda tipta kullamlan bazi matematiksel modellemeler igin g¢esitli
yaklasimlar onerilmektedir. (bkz. Alzahrani ve Kuang (2016)). Gyllenberg ve Webb
(1989) ¢ogalan ve hareketsiz hiicrelerden olusan timor hicreleri ilgili iki diferansiyel
denklemden olusan bir denklem sitemini olusturdular. Bu arastirmacilar 610 hicrelerin
bir sekilde tiimorden temizlemesinin gerektigi diisiincesinin  dogru olmasi
gerekmedigini 6ne surdiler. Arastirmacilar bu disiinceyi géz oOniinde bulundurarak

asagidaki matematiksel modeli olusturdular. P(t) ve Q(t) sirasiyla ¢ogalan ve

hareketsiz hiicrelerin yogunluklari olsun. Olii hiicreler aninda uzaklastirildigindan,
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N(t) = P(t) +Q(1),
esitligi tumordeki toplam hiicre miktarmi ifade eder. Gyllenberg ve Webb asagidaki

baslangi¢ deger problemini olusturdular:

‘j'j—f=(ﬂ—up CL(N)P+L(N)Q,
5.53
‘fj—?=ro<N)P—(n(N)+uq)Q, (659

P(0)=PFR,>0,Q(0)=Q, >0.
Cogalan hiicrelerin kisi basina sabit bir £ > 0 oraninda ¢ogaldig1, cogalan ve hareketsiz
hiicrelerin sirastyla 4, >0 ve g, >0 sabit oranlarindada 6ldiikleri kabul edilmektedir.

Gergekte, her iki oranin da baz1 sinirlayici kaynak seviyelerine bagli olmasi olasidir. Bu
arastirmacilarin temel varsayimlari, tiimor hiicrelerinin, ry(N)ve r(N)oranlarinda
hareketsiz bolgeye sirasiyla gecis yapmasi diisiincesine dayanmaktadir. Bu her iKi
fonksiyonun da siirekli oldugu ve N >0igin tanimli oldugu kabul edilmektedir.

Gyllenberg ve Webb (1989), r,(N) ve r,(N) i¢in asagidaki genel varsayimlar1 yapti.

(A) Her N >0 igin r,(N) >0 ve r,"(N) >0 ve olup

0<lim,_, r(N)=I, <o (5.54)
(A)r(N)20, 1’ (N)<0,
ve

0<lm, r(N)=I <o
Alzahrani ve Kuang (2016), kaynak sinirlama etkileri ile ilgili 6zelikleri i¢eren

alternatif bir model olusturdular. Bu model igin,

N(t) = P(t) + Q(t) + D(t)
bagintisi tanimlanmaktadir. Burada P ve Q fonksiyonlar1 yukarida verilen Gyllenberg
ve Webb (1989)’deki baslangi¢ deger problemine tanimlanmaktadir. Burada Dise
timériin igindeki 61t hiicreleri temsil eder. Oksijen kaynagimn, S(t) =aN(t)’ile
verilen tumoriin ylizey alaniyla orantili olarak timore girdigi varsayilmaktadir. Buradan
0 €[2/3,1] bir odlcekleme parametresidir. R(t) sinirlayict kaynak ve u(R(t)) ¢ogalan

hiicrelerin simirlayict besin alim hizi fonksiyonu olmak tizere, Alzahrani ve Kuang
(2016),
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dz(t) — aN(t)’ —u(R(t)P(1).
t (5.55)
aN (t)e
u(RM) =5 (5. 56)
matematiksel modeli olusturdu. Kolay olmasi agisindan a =1ve
() = u(R(D) = NP((tt)) (5. 57)

alinmaktadir. Burada htcrelerin  f (u(R(t)))hizinda gogaldigi, Gogalan hiicrelerin
g(u(R(t))) oraninda hareketsiz hiicrelere gecis yaptigi ve hareketsiz hicrelerin ise
h(u(R(t))) oraninda ¢ogalan hiicrelere gecis yaptigi kabul edilmektedir. Mevcut
calismadan kolay olmasi agisindan

h(r(t)) = of (r(t)), a<[0]]
olarak alimmaktadir. Yukarida verilen kabullere bagli olarak, Alzahrani ve Kuang

(2016) asagidaki baslangi¢ deger problemini olusturdu:

& (1)~ 9(r)P+af (R,
2 = glrP (e (r) + R,
dD

E?UQ—dD,

(5.58)
P(0)=PF,>0,Q(0)=Q,>0,D(0)=Q, >0.
Burada baslangic deger problemindeki verilen tiim parametrelerin negatif olmayan
sabitler oldugu kabul edilmektedir. Alzahrani ve Kuang (2016) ilave olarak asagidaki
varsayimlar olusturdu:
(F) f(x) siirekli tirevlenebilir, f(0) =0, her x> 0igin, f'(x)>0ve

. (X)) =fy <o (5. 59)

(G)g(x) sirekli tirevlenebilir, g(0)=g, >0, her x>0igin, g'(x)<Ove

=0.
M. 9(X) (5. 60)



6. PROSTAT KANSERI: PSA, AR ve ADT DINAMIKLERI

6.1. Prostat Kanseri Dinamiklerine Giris

Prostat, liretray1 saran ceviz seklinde ve biiyiikliiglinde bir organdir. En fazla
%0,1 (ve bagh olarak %0,01 kadar az birey) erkek vicut kitlesinin neden oldugu bir
sir olarak kalir. Bu kiigiik organin neoplazmalart kanser yiikiine ¢ok biiyiik katkida
bulunur. Amerikali erkeklerde prostat kanseri 6liimleri, yeni kanser tanilarmin %25 ini
ve kanserinin %10’ unu olusturur (Jemal ve ark., 2008).

Prostat kanseri insidansi (vaka orani) ve mortalitesi (6liim orani) diinya ¢apinda
biiytik farkliliklar gostermektedir. Bati’da hastaliktan 6lme olasiligi ¢ok daha yiiksektir.
Prostat kanseri dogal tarihi onlarca yillik bir siireyi kapsar ve {i¢ veya dordiincii on yilda
baslayabilir. Baska sebeplerden olen erkeklerin otopsilerinin gosterildigi gibidir. Cogu
erkekler hayatinin bir doneminde prostat biiylimesi gelisir ve 90 yasina gelindiginde,
diinya ¢apinda hastalarin %90 ’inda bir ¢esit preklinik prostat kanseri gorilmektedir
(Stacewicz-Sapuntzakis ve ark., 2008). Diger kanserlerden (erkeklerde) daha sik teshis
edilirken, kanser saldirganlik bireysel hastalar arasinda biiyiik Ol¢lide degisir ve
cogunlugu teshis edilenler aslinda hasaliktan 6lmeyecekler. Prostat kanser vakalarinin
%90 ’1nindan fazlasi, hayatta kalmanin saglandigi yerel veya bolgesel asamalarda teshis
edilir. %100 ’e yaklasir (Jemal ve ark., 2008). Bu neoplazmanin uzun klinik dncesi faz,
tipik olarak yavas bir malign fenotipe dogru evrimsel ilerleme; ne kadar ekolojik bu
secici stireci yonlendiren faktorler bilinmemektedir.

1980 ’lerin sonlarindan beri, prostat kanseri taramas tipik olarak serum prostat
spesifik antijeninin (PSA) olctlmesi ile yapilir. PSA bir proteinazdir. Saglikli prostat
epiteli tarafindan tretilir ve intrinsik bir belirte¢ degildir. Normalde, yalnizca ¢ok az
miktarda PSA sizar. Prostat interstisyumu kana karisir. Bu nedenle, yiiksek kan PSA
seviyeleri siklikla prostat hiperplazisi ile iliskilidir. PSA dizeylerinin genel olarak
prostatla korele oldugu anlasilmis olsa da neo-plazi kitlesi, PSA taramasinin etkinligi
belirsizdir ve ¢ok kontrolliidiir. ABD Onleyici Hizzmetler Gérev Giicii tarafindan yakin
zamanda yapilan bir calisma, PSA ile saptanan kanserin dogal seyrinin zayif oldugu

sonucuna varilmistir ve tarama 6nemli psikolojik zararlara neden olabilir (Lin ve ark.,
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2008). Gorev Gucl, potansiyel zarar olarak 75 yasin tizerindeki erkeklerin
taranmamasini tavsiye etti. 75 yasin altindakiler i¢in kanitlar test lehinde veya
aleyhinde onermek i¢in yetersizdir. Bu tartisma 1s1ginda, bu bolimi birkag basit klinik
ve dinamik serum PSA ve timor buytime dinamikleri ile ilgili modellerdir (D’ Amico ve
ark., 1997; Swanson ve ark., 2001; Vollmer ve ark., 2002; 2003). Burada, bu metin
boyunca bagka yerlerde oldugu gibi, Theodosius’a basvuruyoruz. Dobzhansky’nin
evrim kuralinda, ‘’biyoloji, hi¢bir seyin 15181n disinda bir anlam1 yoktur’’ denilmektedir
(Dobzhansky, 1973). Bu neoplazmin fizyolojisi, androjenlere (6rnegin, testosteron),
erkek cinsiyet hormonlarina yakindan baglantilidir. Androjenler, saglikli prostat
dokusunun hayatta kalmasi ve gelismesi i¢in temel kaynaklardir. Bu hormonlar
proliferasyon, apoptoz, oksidatif, stres ve belki prostatta iltihaplamaya yol agcar.
Kanserli hiicreler igin modiilasyon se¢imi, boylece merkezi bir rol oynarlar.

Bu boliimde prostat kanserinin ¢ok Olgekli bir modelini arastirtyoruz. Serum
testosteron, hiicre ici konsantarasyonlarinin dinamiklerini igerir. Bunlar testosteron ve
dihidrotestosteron (DHT), androjen reseptérii (AR) ve iki androjen ile komplekslerdir.
Birincil gozlemlenebilir degisken hem model hem de klinik serum PSA’dir. Daha sonra
bu modeli ¢alismaya uygulayacagiz. ileri yas icin androjen ablasyon tedavisi son care
olarak gorulur. Saglikli prostat epitelyum hiicreleri androjenlere bagli oldugundan,
prostat kanserinin ana turi olan prostat epitelyal tiimorlerinin sasirtict olmasi, bilyiime
ve hayatta kalma icin androjenlere veya androjen durdurmasina (kastrasyon) esasen
degismez bir sekilde timor gerilemesine neden olur. Bu tarz hormon tedavisine
androjen yoksulugu tedavisi (ADT) veya androjen bastirma tedavisi denir. Androjen
pastirma siirekli veya aralikli uygulanabilir. Androjene duyarsiz timoér klonlari ve
baskin fenotipler ortaya ¢iktik¢a ne yazik ki, her iki durumda da tedaviye direncgli olur.
Mekanizma, dogal se¢ilim gibi goriiniiyor, bu hormonal “’kaynak’’ i¢in androjene daha
az ihtiya¢ duyan klonlar rekabette tercih ediliyor. Ne yazik ki, klinik veri eksikligi ve
calismamizin karmasikligi nedeniyle kapsamli ¢ok olgekli model gegerligi, ciddi bir
sekilde gergeklestiremiyoruz. Bununla birlikte, baz1 ¢ok sinirli klinik veri setleri,
modelimizdeki parametrelerin bir alt kimesini tahmin etmek i¢in kullanilir. Sadece
hiicre ve populasyon dlceklerine odaklanarak, daha izlenebilir modeller formile edebilir
ve bunlar1 klinik verilerle dogrulayabilir. Agresif prostat kanserinin evrimini anlamak

androjen ablasyon tedavisi ayn1 zamanda birka¢ matematiksel modeller arastirmanin da
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odak noktasi olmustur. Bir model bu evrimi dogru bir sekilde tanimlayabiliyorsa, o
zaman hizmet edebilir. Evrimi en aza indiren rasyonel tedavi stratejileri i¢in bir rehber

olarak androjen bagimsiz fenotip alinabilir.

6.2. PSA Kinetigi Modelleri

Hastalarda prostat kanseri taramasinda PSA’nin degeri tartismalidir, ancak
dogrulanmis kanser vakalarinda, serum PSA, tiimér hacmi ile iliskilidir. Bununla
birlikte, timo6r hacmi ve prognozu, bireysel vakalarda, serum PSA’st ile zayif
korelesyon gosterir. Ornegin, kanserleri hacme gore gruplamak gruplari, hacim grubu
ile serum PSA arasinda miikemmel bir korelesyon saglayabilir, ancak varyans o kadar
blylktar ki, serum PSA, bireysel timodr hacimlerini tahmin etmek i¢in kullanilamaz
(Noldus ve Stamey,1996). Diger bazi dlgiitlerin tanisal ve prognostik (hastalik seyri
belirleme) degeri vardir ve diger PSA, PSA hizi da dahil olmak Uzere Kkinetik
parametreler incelenmistir. PSA degisikligi, PSA yogunlugu (PSA’nin prostat hacmine
orani) ve PSA iki katina ¢ikarma siiresi (veya esdeger olarak, bagil PSA hizi) ele
alimmustir. Tedavi Oncesi bulgularin temelli lizerinde tedaviye yanit olarak sonuclarin
tahmin edilmesi biiytlik ilgi gérmiistiir. Bu amagla serum PSA, PSA yogunlugu, PSA
gibi metrikleri kullanan hiz, pozitif dijital rektal muayene (PRE), prostat hacmi
transrektal ultrasyon (ses dalgalarin1 kullanarak goriintiileme), biyopsi orneklerinin
Gleason derecesi ve hasta yasi gibi ¢esitli istatistiksel modeller kullanilmistir. Bu tiir
kestirim araglarina nomogram (degiskenler grafigi) denir (Ross ve ark., 2001). Terapiye
yanit, hayatta kalma ve yasam siiresi, sonucta ortaya ¢ikan seydir. Klinik 1lgi ve tiimor
hacmini tahmin etmek igin tasarlanmis nomogramlar veya patolojik derece, bu tur
metrikler gibi yalnizca ikincil klinik ilgi alanidir. Daha sonra kendilerinin hayatta kalma
ve terapOtik yanitla ilgili olmasi gerekir. Bununla birlikte, hacim ve tiimor hacmindeki

degsiklikler, diistincemizi PSA kinetiginin tiimorii nasil 6ngoriildiigii ile sinirlandirtyor.
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6.2.1. Vollmer ve ark. modeli

Bu kesimde, Vollmer ve ark. (2002) tarafindan yapilan ¢alismayi ele alacagiz.
Vollmer ve ark. (2002) tedavi edilmemis bir prostat kanserinde PSA serumunu izleyen

bir model olusturdular. Bu arastirmacilar, PSA’nin serisel 6l¢iimlerini
log( y(t)) =a+bt 6.1)
gibi log-lineer modeli yardimu ile incelediler. Buradaki y(t) fonksiyonu PSA serumunu

temsil eder. y, = e olmak tizere (6. 1) denkleminden

y(t) = y,e” (6. 2)
yazilabilir. Burada ‘a’ parametresi PSA’nin genligi veb =1In(2) / (PSA’nin iki katina

¢ikma siiresi) ise, bagil PSA hizini temsil etmektedir. Buna bagli olarak (6. 2)’ de t' ye
gore tiirev alinip, (6. 2) ve tlirev bagintisi arasinda iistel ifadeyi yok edildiginde,
b dy/dt

y

elde edilir. Bu ifade Kliniksel olarak olgiillen PSA hizi ve serum PSA arasindaki

(6.3)

bagintiy1 temsil eder. Vollmer ve arkadaslari bu bagintinin PSA genligi ve bagil PSA
hiz1 arasinda iyi tahmin edilen sonuglar verdigini belirtmislerdir (Kuang ve ark., 2015).
Bu c¢alismanin anahtar sonucu, en az daha yavas biliylimede, tedavi edilmeyen
kanserlerde, serum PSA’sindaki degisimi tanimlayan hareketin Ustel olarak
blyumesidir. McLaren ve ark. (1998) ise, PSA’nin bagil hizt veya PSA’nin iki katina
¢ikmasinin hastalik seyrinin giiglii bir belirleyicisi oldugunu, bu durumun tamor
biuytmesi ile paralel olarak degisen serum PSA’sinin degisimi ile uyumlu oldugu
sonucuna varmislardir. S6z konusu durum serum PSA2nin iki katina ¢ikma stiresi ile

karakterize edilebildigi sonucuna varmiglardir.

6.2.2. Prostat kanseri hacmi

Serum PSA’s1 hem saglikli hem de kanserli prostat hiicreleri ile PSA olusumu
icin bir etkendir. Ornegin, D’ Amico ve ark. (1997) prostat kanser hiicrelerinin hacmini

daha Onceden hesaplanmig prostat hacmini g6z Onlne alarak basit matematiksel

hesaplar yardimiyla incelediler. y Serum PSA’sindaki yogunluk, V, iyi huylu prostat
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epitelyumun hacmi, V, kanser prostat dokusunun hacmi, iyi huylu kanser dokusu igin

PSA’min ve kanser dokusunun her bir birimi sirasiyla c,ve c,ile gosterilsin. Bu
takdirdes0z konusu baginti matematiksel olarak

y=cCV, +c,V,,
1Yb 2 (64)

veya

Ve = :, (6.5)

olarak ifade edilir. Benzer bigiminde V, toplam prostat hacmini ve ¢ ise epitelyum
kesiti olmak uzere

Vo =Ve (6. 6)
olarak elde edilmektedir. Bu bagli olarak serum PSA’sindaki kanser hacmi,

ultrasyondaki prostat hacmi, prostat epitelyum fraksiyonu, iyi huylu ve serum

PSA’sindaki sizint1 asagidaki baginti yardimu ile ifade edilmektedir:

_ y_C1¢Vp
VC —T. (6. 7)

6.3. Dinamik Modeller

Serum PSA’ sinin kinetiginin altinda yatan dinamikler i¢in, asagidaki iki basit
dinamik model Onerilmistir. Bunlardan birincisi, Swanson ve ark. (2001) tarafindan
serum PSA hareketlerini timorun blytmesinin bir fonksiyonu olarak ele alan modeldir.
fkincisi ise, Vollmer ve Humphrey (2003) tarafindan, prostat bélimiinde PSA’nin

tretimine odaklanarak olusturulan modeldir.
6.3.1. Swanson ve ark. modeli

Serum PSA diizeyi ve prostat kanseri hacmi kisisel hasta bazinda ¢ok zayif
olarak iligkilendirildiginden, Swanson ve ark. (2001) bu iki nicelik arasindaki bagintiy1
incelemek icin basit bir dinamik model olusturdu. Swanson ve ark. (2001)

olusturduklar1 modelde serum PSA’s1 saglikli ve kanserli hiicreler tarafindan farkli
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oranlarda tretilmektedir ve serum PSA’si birinci dereceden kinetikler tarafindan

serumdan atilir. Serum PSA’st y(t) (ng/ml cinsinden olmak (izere) ile gosterilmekte
olup, V, ve V_(t) (her ikisi de mm®cininden olmak izere) sirastyla saghkli ve kanserli

prostat hiicrelerin hacmini temsil etsin. V, sabit olarak varsayilmaktadir. Bu takdirde

serum PSA’sinin degisim hizi agagidaki lineer diferansiyel denklemini verir:

Y= BV, + AV 0~ ky(0) 6.9)
Tlimoriin iistel olarak biiyiidiigli kabul edildiginden,

V (1) =V,e". (6.9)
yazilabilir. f, saglikli prostat tarafindan iretilen PSA oram, /S, kanserli prostat
tarafindan tiretilen PSA orani, K ise PSA’nin temizlenme orani, p tiimor hacim artisinin
her birim hacmindeki orani, t,, t; =In(2)/k olmak tizere, serum PSA’nin iki katina

cikma siiresi olarak alinmaktadir. Bu model asagidaki gibi karakterize edilebilir:
Timoriin tistel olarak biiyiimesi kabiilii her zaman saglanamayabilir. Biyolojik
stireglerin geri plandaki herhangi bir say1 ihmal edilebilir. Bununla beraber timaorin
hacmi ve PSA serumun hareketleri arkasindaki bagint1 énemlidir. Buna bagli olarak
yukarida verilen basit model bu alanda énemli bilgiler elde etmede faydali olabilir. Ilave
olarak s6z konusu modelin, yapilan arastirmalarda karmagik modellerden daha
kullanigh oldugu gozlemlenmistir (Kuang ve ark., 2015). Ayrica bu modelde biyolojik
sire¢, yani tumortn buyimesi ve PSA’nin hareketleri dikkatte alinmaktadir. Swanson
ve ark., (2001) PSA iiretim oranini belirlemek icin PSA ile baglantili y(t) analitik
¢Oziimiinii kullandi. Hacim oranlari, Ellis ve ark. (1996) calismalarinda detayli olarak

yer almaktadir.

dy
Y _pv. —ky, y(©0)=0
dt c'c y y()

baslangi¢ deger problemi ¢0zlldiigiinde

y(t) =

ﬂc —kt
ook VeVee ) (6. 10)

elde edilir. Burada y ve V 'nin asimptotik olarak bir sabitte yaklastigi kabul

edilmektedir. t — ooigin limit alindiginda, (6. 10) esitliginden
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elde edilir. Vloram ve pve Kparametreleri bilindiginden, asagida verilen (6.11)

c

esitligindeki f, kolaylikla bulunabilir. S, hakkindaki ayrintili bilgiler i¢in (Berges ve

ark., 1995; Ellis ve ark., 1996; Haab ve ark., 1995; Vesely ve ark., 2003) kaynaklarina
bakilabilir.

6.3.2. Vollmer ve Humphrey modeli

Vollmer ve Humphrey (2003), serum PSA Kinetikleri icin basit iki boyutlu bir
model gelistirdi. Bu model, prostattaki PSA’nin Gretimini ve serumdaki sizintiy1 igerir.
Ayrica bu modelde tlimor biliylimesini goz Oniine alinmamaktadir. F(t) doku PSA

(ng/ml)’ sin1 ve y(t) ise serum PSA (ng/ml)’ sin1 temsil etmek tizere, s6z konusu model

df

a7 (6. 11)
dy Vo

E—ﬁf I—k% (6.12)

ile verilmektedir. Burada PSA, « oraninda doku biriminde dretilir ve serumdaki

V
sizintin1 ise S oraninda oldugu kabul edilmektedir. Bu nedenle, pgf akisi, V—p olarak

S

degistirilir. Burada V prostat biriminin hacmi, V, ise serumun hacmidir. Bdylece

serum PSA’si, birinci merteben kinetiklerle k sabiti oraninda indirgenir. Buna gore

PSA dokusunun Gretimi tumor ve kanser prostat epitelinin bir fonksiyonudur. Q, ve Q,

L ad birim cinsinden) tiimor ve kanser dokularinin her bir birim hacmindeki doku
ml glin

PSA’sinin tiretimini temsil etsin. V, ve V., ise timor ve kanser dokusunun hacimlerini

ng

ml gin

QpVy, +Q.Ve. (6.13)

ile verilir. Bu doku konsantrasyonu normallestirdiginde,

temsil etsin. Bu durumda PSA dretimi ( ) olarak
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o= w (ng/ml/day) (6. 14)

p

elde edilir. Ilk olarak yukarida verilen iki boyutlu model (0, O) kritik noktast harig

(fs, ys) seklinde kritik (duragan) noktalar1 g6z 6niine alinmaktadir. Bu kritik noktalar

f = ﬂ _ vab +Qch

s ﬂ ﬂvp ! (6 15)
y. = avy _ Qv +QV,
*T kv kv, (6. 16)

S S

ile verilmektedir. y,’ye bagimli degiskenler y,'ye gére k, a, V,ve V, ye biyolojik
olarak bagimli olmalar1 beklemektedir. Ancak, Yy, £ ’ya bagimli degildir. Yani, serum
PSA’st dokudan seruma olan PSA sizinti oranina bagimli degildir. Vollmer ve
Humphrey, bazi uygun maniptlasyonlarla birlikte (6. 14) denkleminde verilen iyi huylu
ve prostat dokusu icin PSA’ya ait temel denklemi elde etmek i¢in yukarida verilen
dinamik modeli kullandi. Bilindigi tizere bu baginti

y =cV, +C,V,. (6. 18)
ile verilir. Bu bagintiy1 dinamik modelden elde etmek i¢in, Vollmer ve Humprey (6. 18)
denkleminin sag yanim (6. 10) denkleminde yerine yazarak, gerekli dizenlemeler

yaptiktan sonra

QV, +QV,  df
v —a” (6. 19)

p

diferansiyel denklemini elde ettiler. Serum PSA’s1 (6. 4) ile 6l¢iildigiinden, f ve %

‘nin y tdrdnden ifade edilmesine ihtiya¢ duyulur. (6. 12) denklemi g6z Onlne

alindigindan kolaylikla

‘¢ dy/dt + ky
o, (6. 20)

ve

df _(d®y/dt® + kdy/dt
dt N, )

(6. 21)
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elde edilir. Buna bagl olarak, (6. 20) ve (6. 21) denklemleri (6. 19) denkleminde yerine

birakildiginda
d?y/dt® + (B +Kk)dy/dt +
bulunur. Buna bagl olarak y(t)=y,e” elde edilir. Bu bagmtidan ise %:wve

2

sz = y*yoldugu gorilir. Bu iki baginti (6. 22) denkleminde yerlerine birakilir ise,

gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra,

y=C'V, +C, ¥V, (6. 23)
bulunur. Burada

ot Q.8

VP (ke By + ) (6. 24)
C * — Qcﬂ

LV (ke By + B (6. 25)
dir.

Boylece, c,'ve c, sabitleri (Q,,Q,) dokusu tarafindan iiretilen PSA’nin, V,
plazma hacminin, PSA’nin seruma sizma hizi olan ( )’ nin, PSA’ nin serum bozulma
hiz1 olan (K)’nin ve diger PSA’nin bagil hizini temsil eden y *min bir fonksiyonudur. Bu
durum yukaridaki (6. 24) ve (6. 25) bagintilarina bakildiginda kolaylikla goriilebilir.
Bununla beraber Swanson ve ark., (2003) olusturdugu ve biyolojik ¢alismalarla
desteklenen modelde, serum PSA’sindaki bagil degismenin timor biyiimesini izledigi
tespit edilmistir. BOylece » hem iyi hem de koti huylu timorlerin biiyiime hizin

yansitir. Daha ayrintili agiklamalar ve konuyla ilgili érnekler icin Kuang ve ark. (2016)
kitabina bakilabilir.






7. KANSERIN HORMONAL TERAPISININ PARAMETRK iNCELENMESI

7.1. Kanserin Hormonal Terapisine Giris

Kanser kalitsal bozukluklarin bir koleksiyonu olarak tanimlanabilir. Cok sayida
gen mutasyonu anormal hiicre boliinmelerine katkida bulunur ve genomik kararsizlik
ortaya ¢ikar. Diinya genelinde kadinlar arasinda 6liim orani en fazla olan ikinci hastalik
meme kanseridir. Tan1 ve tedavilerdeki gelismelere ragmen meme kanseri, degisik
yerlerde ve lilkelerde degiskenlik gosterir. Onkojenik dahil olmak tizere gesitli faktorler
meme kanserine neden olmaktadir. Bu nedenler arasinda viriisler, gevresel faktorler
(hava, su ve yiyeceklerdeki kimyasal kanserojenler), hormonal (6strojen), genetik
(kalitsal egilim) ve diyet faktorleri (yag) vb. sayilabilir. Meme kanserinin gelisimi,
tireme hormonlarinin (&strojenler, androjenler, proklatin ve progesteron) dengesizligine
baghdir. Ek olarak, metabolik hormonlar (biiylime hormonu, triod hormonlari, insiilin,
glokukortikos-teroitler), melatonin, timozin ve prostaglandinler de meme kanseri
patobiyolojisinde yer almaktadir (Koreman, 1980).

Endokrin sisteminin ana hormonu olan 6strojen, normal cinsel gelisimden ve
yumurtaliklar, rahim ve gogiis dahil olmak Uzere insan organlarinin diizgiin isleyisinden
sorumludur. Ostrojen seviyelerindeki denge kadinin diizenli adet gérmesini saglar ve
normal meme biiylimesi igin gereklidir. Ayrica Ostrojen saglikli bir kalbin
korunmasinda hayati bir rol oynar, beyin ve kemik gibi organlarin gelismesini saglar.

Asagida timor bagisiklik etkilesimi ile ilgili sematik bir diyagrami verilmektedir.
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Tiimor ile etkilesimden sonra CTLs’lerin inaktivasyonu

TUmor

hiicreleri Tiimdr hiicreleri yoluyla CTLs’lerin aktivasyonu >

Sitoliz ile éldurtlen timor hicreleri
'Y /

Ttimor tarafindan yardimci Yardimer T hiicreleri tarafindan

T hicrelerinin aktivasyonu CTLs proliferasyonu

™ / !

Yardimec1 T

Sirekli akin _—

hucreleri —* | Dogal bozulma

(¥3)

Timor Bagisiklik Etkilesiminin Sematik Diyagrami

Bu strecler matematiksel olarak modellendiginde asagidaki linner olmayan

diferansiyel denkleme elde edilir (Wang ve ark., 2022):

ay, Y %
—Lt=aY/|l-—+|-aY 2
dt 1( azj : 1(a4+Y2j (7.1)

Burada bu denklemin saginda bulunan alY{l—LJ terimi timor hicrelerinin lojistik
2

biiyiimesine karsilik gelir. a3Yl( Y, ]terimi ise, sitoliz tarafindan oldiiriilen tiimdor
4 + 2

hiicrelerini temsil edilmektedir. Yukaridaki dongiide CTLS ler bir bagisiklik sisteminin
baslica bilesenleridir. CTLStlimor hiicrelerini oldiriir. Ele alinan modelde CTLS ’nin
lojistik buylimesi a; biiyiime oraninda, maksimum tasima kapasitesi ise, ayoraninda
alinmaktadir. Bir tepe (hill) fonksiyonu, timdr hicreleri ve a,ayrisim sabitine sahip
CTLs ler arasindaki etkilesimi modeller. Tiimor hiicreleri ile birka¢ kez karsilastiktan
sonra, CTLs’ler etkinligini yitirir. Bu durumda s6z konusu siirece, —agY,Y,terimi
eklenerek s6z konusu model giincellenir. Yardimer T hlcreleri IFN — y (uyarict sitokin)

ve IL -2 yardimi ile CTLS leri canlandirir. T yardimer hiicreleri tarafindan CTLS nin
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artis oran1 agile ve CTLS nin dogal 6liim orani ise , a,,ile temsil edilir. Bu surecler

birlestirildiginde asagidaki diferansiyel denklem elde edilir:

dy Y Y
dtZ. =a.y, (l — a_zj(—m JinJ —a,Y,Y, +a,Y,Y, —a,Y, (7.2)
: : : Y,\ Vv, N o
Burada ilk terim, yani aJY,|1-—= terimleri CTLs’lerin tiimor tarafindan
a; \a, +Y;

aktivasyonu ve lojistik bytimesini temsil eder, a,Y,Y, ise, timorle etkilesimden sonra
CTLs nin etkinsizlesmesini (inaktivasyonunu), a,Y,Y, ise, yardimci T hicreleri
tarafindan ¢ogalmayi, a,,Y,ise dogal bozunmay1 temsil eder. Benzer bigimde yardimci
T hicrelerinin biyumesini modellemek i¢in T hiicrelerinin sabit akist olan a, ve timor
hucrelerinin a,,¢ogalma oranlari, aa,’nin tepe fonksiyonu ve ayrisma sabiti a,a,

kullanilir. Bu siiregler birlestirildiginde asagidaki diferansiyel denklemi elde edilir:

dy, Y,
dat a; + ale{mj —ay,Y5. (7. 3)

Bu denklemde a,sabit akik, ale{ Yy jyardlmm T hiicrelerinin tiimor tarafindan
13 1

yapilan aktivasyonunu ve a,,Y,ise dogal bozulmay: ifade eder. (7. 1)- (7. 3) denklemleri
icin baslangi¢ kosullari ise, asagidaki sekilde tanimlanir:

Yl(o) =a;, Y, 0) = Y Y3(0) =7 (7. 4)
Buradaa,.,a,,, a,, sabitleri timor hucreleri, CTLSve yardimc1 T hiicrelerinin baslangig

konsantrasyonunu belirtir.
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7.2. AL Optimizasyon Algoritmasi Boyunca Parametre Tahmini

AL optimizasyon algoritmasi boyunca parametre tahmini asagidaki donguye

gore tahmin edilmektedir (Wang ve ark., 2022).

Parametre vektoriiniin ilk tahmini (y)
4

4 —> | Diferansiyel denklem sistemini ¢6z
X
Amac fonksiyonun hesaplanmasi E— Veri
'
Amag fonksiyonu optimize edilmis midir?
' 1 5 | Dur
—>
v

Optimum algoritmay1 giincelle

MCMC metodu istatistiksel ve matematiksel modelleme alaninda oldugu gibi
yapay zeka ve veri bilimi alaninda da esas olarak dagilimlar, biitiinlestirme ve
optimizasyon hakkinda bilgi ayiklamak i¢in kullanilir,. MCMC’nin tarihi 1952’nin
baglarina kadar uzamr (Hithock, 2003; Wang ve ark., 2021). MCMC metodundaki
yontemler cesitli miithendislik ve biyolojik sistemler i¢in parametre tahminlerinde de
kullanilir. Ayrica Bayes ¢ikarimi (BI) yaygin olarak kullanilmaktadir ve ¢ok cesitli
gercek diinya uygulamalarinda olaganiistii etkinlik gdstermisti. MCMC’  deki
yontemler gibi analitik tekniklerin son zamanlardaki gelisiminin bir sonucu olarak, BI
cok cesitli nicel finans, uzaktan algilama, stokastik salginlar, 1s1 iletkenligi, biyometri,
sismik ters c¢evirme ve makine 6grenimi gibi alanlarda kullanilmaktadir. Bl, Bayes
uzaysal-zamansal modeller, Bayes aglari, Bayes meta-6grenme, Bayes ¢ikarim ve sinir
aglarindan ve derin 6grenmeden 6grenme, yari denetimli 6grenme, Bayes denetimli
dahil olmak iizere AL’da genis bir kullanim yelpazesine sahiptir. Ancak, bir AL yapisi
icinde Bayes entegresyonu ile doldurulmasi gereken énemli bir bosluk var. Ornegin, Bl
on bilginin nasil 6lgiilecegi, parametrenin olasiliginin arkasindaki olasilik dagiliminin
nasil dogrulanacagi, sonsal dagilimlardan Bayes ¢ikariminin nasil verimli bir sekilde

uygulanacagi, kii¢iik bozulmalarin 6nceki verilere etkisinin nasil dlgiilecegi ve Bayes
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cikarimi uygulanirken algoritmanin yakinsama hizinin nasil iyilestirilecegi hakkinda
bilgi verir. Bu bolimde, model parametrelerini tahmin etmek igin yapay zekadaki Bl
tekniklerini ve verimli algoritmalar tartisacaktir. Parametre tahmin siireci igin sematik
diyagram yukarida verildi. Modelin parametre tahmini yapmak icin verilen model
niimerik olarak ¢oziilecek ve buna bagli olarak olasilikli olarak insa edilecektir. Onceki
yogunluk fonksiyonlart y parametresine gore belirlenmektedir. Ayrica MCMC teknigi,
arka olasilik yogunluk fonksiyonu (PPDF), 6rneklemeler iiretmek i¢in kullanilmaktadir.

BI teknigi, Bayes teoremine dayanmaktadir. Bu teorem,

Ve VITG)
H (y/Ydata) - H (Ydata)

formalund icerir. Bu formil ise, y parametresi ve gozlenen Y verisi ile ilgilidir. ¥
parametresi i¢in PPDF’nin H(}//Ydata) onceki H(}/) yogunluk fonksiyonu ve

H(Ydata/ }/) olabilirlik fonksiyonunun c¢arpimi ile orantili oldugunu gdsterir. m
boyutlu vektorler asagidaki sekilde tanimlanir:
Y7 =V, Y, )
G=(£5 &)

Burada Y7, bilinmeyen » parametresi icin tasarlanan modelin ¢ézimi ve

- 2
G =I.I.dN(O,Zy )
ise G, Gauus goriinttsudur.
Yukaridaki denklemdeki i.i.d, gosterimi her kalintinin bagimsiz ve Ozdes

dagiliml oldugu anlamina gelir. Bu ¢alismada, 6nceki H(}/) yogunluk fonksiyonu, Y,

parametresi ile basit tekdiize dagilim olarak tanimlanirken, olabilirlik fonksiyonu ise,
7[Ydata_Y r )T (Ydata_Y7 )
2 2
H (Ydata/y) =€ ZG

ile tanimlanir.

Burada ZZ diizenleme parametresidir. Burada PPDF’yi uyarmak i¢in Metropolis-

Hastings (MH) algoritmasim1 kullanilmaktadir. MH algoritmasi ise, MCMC ye

dayanmaktadir ve uygulanmasi1 kolaydir. MH algoritmasim1 tanimlamak i¢in gerekli

adimlar asagida verilmektedir: N normal dagilim, o, y;i¢in standart sapma olmak

tizere y'~q(./v;) = N(y;, aﬁi) bagintis1 yazilabilir.
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0‘(7|’7i): min {1’ f(y‘/Ydata)/f (7/i /Ydata)}
Vi = a(y' : yi) ve y,,, =y olarak alindiginda, yukaridaki esitlik elde edilir.
Tiimor dinamiklerin parametreleri, yukaridaki algoritmalar kullanilarak (de Pillis
ve ark., 2006; Nawata ve ark., 1981) ‘daki deneysel calismalardan faydalanarak
olusturulmaktadir. Benzer sekilde, CTLsrin parametreleri ve yardimci T hiicreleri,

sirastyla Gruber ve ark. (2013) ve (Kobayashi ve ark., 2005; Gu-Tratien ve ark., 2013)

klinik ¢alismalar1 g6z oniine alinarak olusturmaktadir.
7.3. Boyutsuz Model

Niteliksel bir ¢dzlim igin, boyutsuzlastirma, mevcut matematiksel modelin daha
etkin forma ulagsmasini saglar. Bu durum degisken ve parametrelerin fiziksel birimlerini
ortadan kaldirarak, daha etkin analizlere yol acar. Yukarida verilen model,

Y Y Y
Y=, Y, =2, Y, =2, 1=y,
71 V2 73

Olcekler  kullanarak  boyutsuzlastirilir. Burada y, =y,a, olarak alinmakta,

V1. V21 V3 Ve Y, degerleri  (Kuznetsov ve ark.,, 1994) calismasinda alinmaktadir.

(7.1)— (7.3) sisteminin boyutsuz modeli z -nun yerine t alinarak asagidaki sistem elde

edilir:

dy1 Y1 Y

—= = 1—— —C '

at 1Y1( c, 3Y1 C,+ Y, (7.5)
dﬁ:csyz 1—£ N —CgY1Y2 +CoYoYs —CipYos 7.6
dt Cs C7+y1 ( | )
dy Y

oy clzy{rjyl] ~CyyYa (7.7)

Burada
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a, a, a, a, a, a, a,
CG=—",C,= 1 Ca=—,C=—,C = y Cg = y G =—
Va 1 Va 72 4 V2 71
g7, 973 ay a;; a;, a5
Cg = 1 Lo = » Gy = y G = 1 Cpp = y Cig=—
4 Va 4 3V 4 71
a, A5 A a;;
Cu = 1 Ci5 y Cig = y Cp =——
4 1 2 V3

dir.
Boyutsuz parametrelerin degerleri boyutsal parametrelerden alinmis ve yukaridaki

tabloda verilmektedir. c ., C,s Ve C,; parametreleri sirasiyla timor hiicrelerinin, CTLS

’lerin ve yardimer T hiicrelerinin boyutsuz baslangi¢ biiziilmesini temsil eder.

7.4. Kararhihk Analizi

Dinamik bir sistemin dengesinin kararliligini tamimlayan teori, analitik
yontemlerin dinamik sistemlerin 6zeliklerini arastirmak icin siklikla kullanildigi, ayrica
bu yontemler matematiksel biyoloji, mihendislik ve sistem kontrolu gibi alanlarda da
etkin bir bi¢imde kullanilmaktadir. Kararli durumlar1 elde etmek igin, denklem (7. 5)-

(7. 7)’deki cebirsel denklemleri sifira esitleyelim:

Y1 Y2
O=cy|l1-—|-cC
1)/1( Czj 3y1(04+yj (7. 8)
0=cyy, 1_ﬁ % —CgY1Y2 +CoY, Y3 —CioYo 7.9
Ce \C7t Y, (7.9)
0=c,y+CpY; —h ~CuYs 7.10
Cst Yy (7.10)

Tiimorsiiz denge noktast denklem (7. 8)- (7. 10)’ dan y, =0 alarak S, :(O, 0, &J
Cl4

alarak ~ denge  elde  edilir. ~ Benzer  bigimde Y, =6, alindiginda

S, = (Cz 0 Cll(cz + C13) J

Cis (Cz + C13) —C,Cpy

elde edilir. y, #0ve vy, #c,ise, 0 zaman bir i¢ denge noktas: vardir ve bu denge

noktasi
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32 (yl*’ Yo%, Vs *):( C13Ciy 4§1 Cllé: J
2

C12 14 51

ile verilir. Burada

ve

dir.

Teorem 7.1. (7. 5)- (5. 7) sisteminin tiimdrsiiz denge noktasi (So) bir eyer noktasidir.
Ispat. (7. 5)- (5. 7) sisteminin dogrusallastirilmas1 igin Jacobian matrisi su sekilde
verilir:

9(Ye ¥au ¥s) 92(Ve Var V) 95(Va, Vi Vs)
‘](yl’ Yo y3)= 94()/1, Yo ya) gs(yl’ Yo ys) ge(yp Yo ys) : (7.11)
97 (Yo, V2o ¥2) 9e(Yes Yar ¥3) 9o (Vi) V2o Vs)

Burada
_ _2Clyl_ CY,
(Y ¥z ¥3)=C, o Ty
C3C4yl
AL Gy f
9s(Y1, ¥z ¥3) =0,
y2 CSC7y2
’ ’ 1 —= || ————— |—C y
N (S [rna
2C
gs(YyYyYs) (C ily ][CS—CLij—ngl—chyg—Cw,
7 1 6
ge(ypyz’ 3):C9y2’
C,,C
0, (Va, Vo, ¥o) = 22232
(Cl3+yl)
9s(Y1, Y2, ¥5)=0,
CpY
9o (V1 V20 ¥5) = =22 —¢
ile verilmektedir. e

S, = (0, 0, &] icin (7. 9) karakteristik denklemi
C14
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(¢, = A)CqCyy — C1oCrs — CruA)Cyy + 1) =0
olarak elde edlir. Bir 6z deger c, ’in pozitif oldugu, dolayisiyla S;’mn eyer oldugu
goralebilir.
Teorem 7.2. Eger 014(02 +Cp3)> C,C,, ise, bu takdirde (7. 5)-(7. 7) sisteminin timér S,

baskin denge noktas: vardir. Eger

(Cz +C; )(Clo +C,Cq )(C2C14 + C13Cyy —CoCp ) > (Cz +C; )(Czcgcll + C9C11C13) + (Czcs)
(C2014 +C3Cyy — Czclz)

ise, S, baskin denge noktas1 asimptotik kararlidir ( Wang ve ark., 2022).

PARAMETRE ACIKLAMA DEGER  REFERANS

C, TUmaor hicrelerinin buyime 0.6387 (Nawata ve ark., 1981)
hiz1

C, Tlimor hiicrelerinin tagima 1000 (Fernandez ve ark.,
kapasitesi 2018)

C, CTL'ler tarafindan 6ldiiriilen 1 (Mdller ve ark., 2003)
timor hiicrelerinin orani

C, Adim katsayisi 20 (Mdiller ve ark., 2003)

Cs CTL'lerin blylme orani 3.5 (Gruber ve ark., 2013)

Co CTL'lerin tasima kapasitesi 800 (Gruber ve ark., 2013)

c, Adim katsayi1si 80 (Gruber ve ark., 2013)

Ce CTL'lerin tlimor hicreleri 0.0007812 (Gruber ve ark., 2013)
tarafindan inaktivasyon orani

Co Yardimer T hiicreleri 0.01 (Dong ve ark., 2014;
tarafindan CTL'lerin Dritchel ve ark., 2018)
aktivasyon orani

Cro CTL'lerin 6lim oran1 0.4729 (Gruber ve ark., 2013)

Cy Kemik iliginde tiretilen 0.38 (Dong ve ark., 2014;
yardimer T hiicrelerinin dogum Wei ve ark., 2017)
Orani

Cpr Yardimer T hiicre tiretim hizi 0.1 (Dong ve ark., 2014;

Wei ve ark., 2017)
Cs Adim katsayisi 80 (Dong ve ark., 2014;
Wei ve ark., 2017)
Cus Yardimer T hicrelerinin 6lim  0.06 (Dong ve ark., 2014,

Orani Wei ve ark., 2017)
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Ispat. Eger c,, (C2 +Cp3)> C,Cppise, S, (yl*, Y,k Y, *)denge noktasinin var oldugu agiktir.

S, = (CZ,O, C”(CZ * C13) jdenge noktast igin matrisin (7. 11) karakteristik
Cy (Cz + C13) —C,Cp

denklemi

C,C CoCyy(C, +Cp5)
1) _C2Cs 0L11\C 1 G5 —C -2 - —(c, +c;)1)=0
(c, + )(Cz o + ca(C, + 0 )— G, C,Cs —Cyo J(Czclz Cuu(C, +¢15)—(c, +¢,5)2)

olur. Karakteristik denklemin ilk koki negatiftir, yani A, =—c, dir. Diger iki kok
Cl4 (CZ + ClS) > CZCZI.Z

ve

(CZ + C7 )(ClO + CZCS )(CZCM + ClSCl4 - C2C12) > (CZ + C7 )(CZCQCll + CgcllCIS) + (CZCS)

(C2C14 +Ci3Cyg — Czclz)

kosullarinin saglanmasi durumunda ise negatif olacaktir.

Bu nedenle, bu sartlarin saglanmasi durumunda S, denge noktasi asimptotik kararli olur.
Bagisiklik kontrolii S, (yl*, Yo o Ys *) denge noktasinin yerel kararliligini arastirmak

icin, (7.11) Jacobian matrisi S, (yl*, Y, Vs *) noktasinda

~h (S ya ) -h vy ) 0
N (AR B N (AN BT (AT VARV BT (AR (7.12)
~hely. s va ) 0 vy ys)

olarak elde edilir. Burada,

s w20y, Gy,
h1<y1ay2’y3): S O
C, Cit Y,

c C4y1
2

C +y2*)

h (yl nY2 'ya - _1j CSC7y2 +C8y2 ,
C +y2

2C .
h (yl BARA —( { Yz, —C J+C8yl —CgY; +0Cy,
C +y1

hz(yl*, Yo Y )=
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(v, v, vs )= vy,

* * * C C )
hG(yl Y2 1 Y3 ): 1271373 lsyi >
(C13 +Y: )
£ £ £ C :
h7<y1 1 Y21 Y3 ):L{k_cu
C13 + yl
ile verilmektedir. (7. 12) ifadesi igin karakteristik polinom denklemi,
RHENX+EI+E =0 (7. 13)

olarak bulunur. Burada,
51 = hl + h4 - h7’ 52 = h1h4 - hzhs - h1h7 - h4h7’ 53 = h2hsh7 + hzhshe - h1h4h7
dir.
Routh-Hurwitz kriterine gore, (7. 13) karakteristik denkleminin koklerinin negatif

olmasi i¢in ancak ve ancaka, >0, a,>0weaa, —a, >0dir. Buna bagli olarak

S, (yl*, Y, y3*) bagisiklik kontrol denge noktasinin kararli olmasi ve
h, +h, >h,,
h,h;h, +h,h.hg > hh,h,,
(hl + h4 - h7 )(h1h4 - h2h3 - h1h7 - h4h7)> (h2h3h7 + hzhshe - h1h4h7)

sartlarin saglanmasidir.
7.5. Duyarhhik Analizi

Duyarlilik analizi, bir matematiksel modelin girdi degiskenlerindeki
varyasyonlarin duyarliligini incelemeyi amaglar. Girdi degisikliklerinin model ¢iktisini
nasil etkileyecegini belirlemeye yardimci olur, modele ve tahminlerine olan guveni
artirir (Idrees ve Sohail,2020; Sohail ve ark., 2021). Farkli duyarlilik analizi teknikleri
arasinda varyans ayristirma yontemleri (varyans analizi) (Laboni ve ark., 2011; Im,
1993), diferansiyel analiz (Moris, 1991) ve dogrusal iliski testleri (korelasyon
katsayilari, kismi korelasyon katsayilari, standartlastirilmis regresyon katsayilar1) yer
alir (looss, 2011). Sobol endeksleri gibi girdi degiskenlerinin varyansa dayali 6nem
Olciileri hesaplanarak, karmasik sayisal modellerin kiiresel bir duyarlilik analizi
gergeklestirilmektedir. Bu indeksler, Monte-Carlo teknigi kullanilarak ¢ok boyutlu bir

integralin degerlendirilmesiyle hesaplanir (Razmyan ve Hosseinzade Lotfi., 2012; Zhao,
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2016). Yapay zeka ve veri bilimi alaninda, temel yardimiyla Monteo Carlo teknikleri,
yeniden oOrnekleme siirecini hizlandirilmakta ve dogrulugunu artirmaktadir. Bazi
ornekler arasinda 6n yikleme yontemi, Monte Carlo Yerellestirme yontemi (MCL)
(Aini ve ark., 2016), AL i¢in Bulanikk MCMC yaklagimi (Alzarrad, (2020) ve Matlab
paralel hesaplama araclarimi kullanilan diger bazi yaklasimlar (Sohail ve ark., 2020;
Wang ve ark., 2022) sayilmaktadir. Bu ¢alismada, girdi parametrelerinden hangisinin
modelin belirsizligi lizerinde Onemli bir etkiye sahip oldugunu belirlemek igi
diferansiyel denklemler icin Sobol duyarlilik analizi kullanilmaktadir. Bu yontem,
belirli sayida MCMC 6rnegi ile bilinmeyen girdi parametrelerinin ¢ok boyutlu uzayi

inceler. Bu durum asagidaki fonksiyon

HO) = Ho + SH )+ S H (0 V)t Hy (Y )

k<i

(7. 14)
ile verilmektedir. Burada,

H, =E(H(Y))= I H(Y)P(Y)dY. olasiik yogunluk dagiim: P ile temsil edilen

tekdiize bir dagilima sahiptir. U(0,1) sahip n-boyutlu kiip 0,1]" dir. Ayrica

Hi(Yi)= E(H(Y)/Yi)_ Ho,
Hki(YkiYi)z E(H(Y)/Yk’Yi)_ H(Y)/Yk)_ H(Y)/Yk)+ Ho

ve Hl...n(Yl""'Yn) ile artan boyut fonksiyonlarinin toplami arasindaki fark olarak

tanimlanir. Boylece asagidaki denklem saglanir.
[ aHis (Vi Yoo i By =0, Vi=2,2,3.mve iy, by, } = ,2,3,, 1)

Bu denklem, Sobol ayristirma fonksiyonlarinin ortoganalligini gdstermek igin
kullanilmaktadir (Galvez ve Cabuz-Rizo, 2016). Bu durum, timor hicrelerinin nihai
degerini azaltmaktir.

Duyarlilik analizi, on dort girdi parametresinden yalnizca ikisinin, model
tahminlerindeki varyasyondan birincil olarak sorumlu oldugunu ortaya koymaktadir.
Bilgi, cikti belirsizligine neyin sebep oldugunu ve klinik ve deneysel ayarlar sirasinda

hangi parametrenin etkin bir sekilde izlenebilecegini belirlemede yardimci olmaktadir.



8. TARTISMA VE SONUC

Bu tez galismasinin birinci bolimunde, diferansiyel denklemler ve tez konusu ile
ilgili baz1 agiklayici kisa bilgilere yer verildi. Tezin ikinci bolumiinde, tez konusu ile
ilgili literatliirde bulunan baz1 ¢alismalara yer verildi ve ilgili baz1 kaynaklar belirtidi.
Tezin Ggtncl boliminde ise, bu tezde kullanilacak olan materyal ve yontem belirtildi.
Tezin dorduncl bolimunde ise, literatiirde gegen tez ve tez konusuyla ilgili olan bazi
temel tanimlar ve Ornekler verildi. Tezin besinci bolimiinde ise, ilgili literatirde
bulunan ve kanser ile ilgili olan baz1 matematiksel modeller ve bunlara ait sonuclara yer
verildi. Tezin altinci boliimiinde ise, prostat kanseri ile ilgili ve literatirde mevcut
bulunan bazi matematiksel modeller incelendi. Tezin yedinci béluminde ise, kanserin
hormonal tedavisinin parametrik analizi ile ilgili olan bir ¢alisma kisaca 0zetlendi. Bu
tezde ele alinan modellerin bilgi mahiyetinde, matematiksel tip ile ilgili, arastirmacilara
faydali olabilecegi diisiiniilmektedir. Ayrica, incelenen modeller kesir mertebeli
diferansiyel denklemler icin yeni modeller olarak gelistirilebilir. Mevcut modeller
dikkate alinarak diger hastalik tiirleri i¢in de matematiksel tip alaninda yeni ¢aligmalar

yapilabilir.
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