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OZET

Bu Doktora tezi on boliimden olusmaktadir. Bu tez kapsaminda Telegraph, Klein-
Gordon (KG) ve Good Boussinesq (GB) denklemlerinin yiiksek dogruluklu sayisal
¢Oziimlerini elde etmek amaglanmaktadir. Bu amag ile, denklemlerin zaman pargalanmasi
icin iki farkli yontem Onerilmistir. Bunlardan birincisi Crank-Nicolson yontemi ve ikincisi
de dordiincii mertebeden tek adimli yontemdir. Denklemlerin konum pargalanmasi igin ise
farkli dereceden B-spline fonksiyonlarina dayanan Galerkin ve kolokasyon ydntemleri

kullanilmastir.

Birinci boliimde tezle ilgili genel bilgiler verilmis, tezin amaci ve kapsami
aciklanmustir. Tkinci boliimde, Telegraph, KG ve GB denklemleri ile ilgili literatiirde daha

Oonceden var olan bazi ¢calismalar incelenmistir.

Ucgiincii boliimde, ilk olarak dnerilen zaman parcalanmasi tiiretilmistir. Daha sonra,
B-spline fonksiyonlari, Galerkin ve kolokasyon sonlu elemanlar metotlar1 hakkinda kisa
bilgiler ve temel tanimlar verilmistir. Son olarak Telegraph, KG ve GB denklemleri test

problemleri ile birlikte tanitilmis ve denklemlerin zaman parcalanmalari elde edilmistir.

Dordiincii ve besinci bolimde sirasiyla Telegraph ve KG denklemleri zaman
parcalanmasi i¢in iki farkli yontem ve konum parcalanmasi igin kiibik, kuartik ve kuintik

B-spline kolokasyon yontemleri kullanilarak sayisal olarak ¢oziilmiistiir.

Altinel, yedinci ve sekizinci boliimde sirasiyla Telegraph, KG ve GB denklemleri
zaman parcalanmasi i¢in iki farkli yontem ve konum pargalanmasi i¢in kiibik, kuartik ve
kuintik B-spline Galerkin yontemleri kullanilarak sayisal olarak ¢oziilmiistiir.

Son iki boliimde ise elde edilen bulgular tartisilmig ve 6neriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler : Telegraph denklemi, Klein-Gordon denklemi, Good Boussinesq

denklemi, B-Spline fonksiyonlar, Galerkin metodu, Kolokasyon metodu
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SUMMARY

This PhD thesis is composed of ten chapters. This thesis is concerned with
obtaining high-order numerical solutions of the Telegraph, Klein-Gordon (KG) and Good
Boussinesq (GB) equations. For this purpose, two different methods are proposed for
temporal domain discretization of the equations. The first one of those is Crank-Nicolson
scheme and the second one is fourth-order one step method. The Galerkin and Collocation
methods based on different degree B-Spline functions are employed for the spatial domain

discretization of the equations.

In the first chapter, general information about the thesis is given, the purpose and
scope of the thesis are also explained. In the second section, some previous studies existing

in literature about Telegraph, KG and GB equations are examined.

In the third chapter, firstly, the suggested time discretization is derived. Then, brief
information and basic definitions about B-spline functions, Galerkin and Collocation finite
element methods are given. Lastly, Telegraph, KG and GB equations are introduced

together with their test problems.

In the fourth and fifth chapters, the Telegraph and KG equations are solved
numerically by employing two different methods for time discretization and the cubic,

quartic, quintic B-spline collocation methods for space integration, respectively.

In the sixth, seventh and eighth chapters, the Telegraph, KG and GB equations are
solved numerically by using two different methods for time integration and the cubic,

quartic, quintic B-spline Galerkin methods for space discretization, respectively.

In the last two chapters, the obtained results are discussed by comparing among the

proposed methods and some suggestions are given for future studies.

Keywords : Telegraph equation, Klein-Gordon equation, Good Boussinesq equation, B-

Spline functions, Galerkin method, Collocation method
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1. GIRIS VE AMAC

Dogada karsilagilan olay ve olgularin hemen hemen tamamina yakini fizik
kanunlar1 yardimiyla matematiksel olarak modellenebilmektedir. Matematiksel
olarak modellenen ¢ogu problem ise adi ve kismi diferansiyel denklemler ve bunlarin
denklem sistemleri seklinde ifade edilirler. Bu tip denklemlerin veya denklem
sistemlerinin karmagikhigi arttikca tam c¢oziim bulmak zorlagmakta, hatta baz
durumlarda miimkiin bile olmamaktadir. Bu tarz durumlarda tam ¢6ziimii veren
analitik yontemlerin yerine yaklagik ¢oziimii veren sayisal yontemler 6n plana
gikmaktadir. Son yillarda hizla gelisen teknoloji ile yiiksek hizla ve kapasitede
islem yapan bilgisayarlarin yayginlagmasiyla bir¢ok niimerik yontem geligtirilmistir.
Bu gelistirilen sayisal yontemler arasinda siklikla kullamilan yontemlerden biri de
sonlu elemanlar yontemidir. Sonlu elemanlar metotlarindan biri olan agirlikh
rezidiiler yonteminde integral formlar1 elde edilmektedir. Bu formlardan bazilari
Galerkin, Petrov Galerkin, kolokasyon ve en kiiciik kareler yontemleridir. Bu galigma
kapsaminda, sonlu elemanlar yontemlerinden Galerkin ve kolokasyon yontemleri
kullanilacaktir. Galerkin yontemi iglem maliyeti agisindan yiiksek ve uygulamasi

zor olmasina karsin genelde daha iyi sonuclar vermektedir.

Bu calisgmada zamana gore ikinci mertebeden kismi tiirev igeren Telegraph,
Klein-Gordon (KG) ve Good Boussinesq (GB) gibi lineer ve lineer olmayan baz
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin yiiksek dogruluga sahip sayisal ¢oziimlerinin
bulunmasi amaclanmaktadir. Zaman ve konum parcalanmasi yapilmadan 6nce ele
alinan denklemler yardimci fonksiyon yardimiyla zamana gére birinci mertebeden
lineer ve lineer olamayan denklem sistemine indirgenecektir. Burada indirgeme
tekniginin kullanilmasinin sagladigi avantajlar vardir. Bunlar indirgeme tekniginin
uygulanmasinin basit olusu, indirgenmis denklemin ele alinan problemin tam
¢oziimiiniin yapisal ozelliklerini korumasi ve onerilen zaman parcalanmasinin

uygulanmasindaki sagladigi kolaylik olarak sayilabilir.

Sayisal ¢oziim aragtirilirken iki farkli zaman parcalanmasi onerilecektir. Bu

onerilen yontemlerden birincisi literatiirde Telegraph, KG ve GB denklemlerinin



zaman parcalanmalarinda siklikla kullanilan ikinci mertebeden dogruluga sahip
tek adimli Crank-Nicolson yontemidir. Ikinci énerilen yontem ise literatiirde bu
zamana kadar ele alinan denklemlerin zaman parcalanmalarinda kullanilmayan
dordiincii mertebeden dogruluga sahip tek adimli yontemdir. Bu caligmanin en
temel hedeflerinden biri Telegraph, KG ve GB denklemlerinin sayisal ¢oziimlerini
elde ederken zaman parcalanmalarinda dordiincii mertebeden tek adiml yontem
kullanildiginda elde edilen sonuglarin Crank-Nicolson yéntemi kullanilmasiyla elde

edilen sonucglardan daha iyi oldugunu gostermektir.

Yaklagik ¢oziimleri aragtirilan denklemlerin zaman parcalanmalar: elde edildikten
sonra Telegraph ve KG denklemlerinin konum parcalanmalarinda kiibik, kuartik
ve kuintik B-spline Galerkin ve kolokasyon yontemleri, GB denklemi i¢in konum
parcalanmasi yapilirken kiibik, kuartik ve kuintik B-spline Galerkin yontemleri
kullanilacaktir. Calismamizin bir diger hedefi ise konum parcalanmasi icin farkl
dereceden B-spline Galerkin ve kolokasyon yontemleri kullanildiginda elde edilen

sonuglarin nasil degistigini incelemektir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Bu boliimde, konum parcalanmasi igin B-spline kolokasyon ve Galerkin
metotlari, zaman parcalanmasi i¢in ise dogrulugu 2 ve 4 olan tek adimlh yontemler
kullanilarak sayisal ¢oziimleri arastirilacak olan lineer Telegraph, lineer olmayan
Klein-Gordon (KG) ve Good Boussinesq (GB) denklemleri ile ilgili bu zamana kadar

literatiirde var olan baz1 caligmalar hakkinda bilgilendirme yapilacaktir.

Telegraph denklemi elektrik sinyallerinin yayilimi, iletimi ve yapilarin titresimi

gibi bir¢ok fiziksel olayin modellenmesi galigmalarinda kargimiza ¢ikmaktadir.

Yogun bir kullanim alanm1 olan Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde
etmek icin birgok farkli niimerik metot onerilmisgtir. El-Azab ve El-Gamel (2007),
Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in Rothe-wavelet yontemini kullanmiglardir.
Dehghand ve Shokri (2008), ince plaka spline iizerine yapilandirilmig metot
yardimiyla Telegraph denkleminin yaklagik ¢oziimlerini elde etmiglerdir. Dehghan ve
Lakestani (2009) ¢alismalarinda, temeli Chebyshev kardinal fonksiyonlaria dayanan
bir yaklagim ile Telegraph denklemini yaklagik olarak ¢ozmiiglerdir. Yousefi (2010),
Telegraph denkleminin yaklagik ¢oziimiinii elde etmek icin Legendre multiwavelet
Galerkin metodunu énermigtir. (Dosti ve Nazemi, 2011 a), Telegraph denkleminin
sayisal ¢oziimii igin septik B-spline kolokasyon yontemini onermiglerdir. (Dosti
ve Nazemi, 2011 b) galismalarinda, kiibik B-spline yari-interpolasyon yontemi ile
Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimlerini aragtirmiglardir.  Jiwari vd. (2012),
Telegraph denklemine diferansiyel quadrature yontemini uygulamislardir. Dosti
ve Nazemi (2012) galigmalarinda, Telegraph denkleminin yaklagik ¢oziimlerini
kuartik B-spline kolokasyon yontemi ile elde etmiglerdir.  Mittal ve Bhatia
(2013), Telegraph denklemini kiibik B-spline kolokasyon yontemini kullanarak
niimerik olarak ¢ozmiigtiir. Heydari vd. (2014), Chebyshev wavelets yontemi ile
Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimiinii aragtirmuglardir. Abbasbandy vd. (2014),
radyal taban fonksiyonlarimin kullamldigi kolokasyon tabanli meshfree yontemi
ile Telegraph denkleminin sayisal coziimlerini elde etmislerdir. Rashidinia vd.

(2014), Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in kiibik B-spline kolokasyon



yontemini kullanmiglardir. Yiizbagi (2016), Bessel kolokasyon yontemini kullanarak
Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde etmistir. Rashidinia ve Jokar (2016),
Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in temeli polinom 6lcekleme fonksiyonlarina
dayanan bir yaklagim olugturmuglardir. Sharifi ve Rashidina (2016), Telegraph
denkleminin konum pargalanmasi igin genisletilmis kiibik B-spline fonksiyonlarina
dayanan kolokasyon metodunu ¢nermiglerdir. Denklemin zaman parcalanmasi i¢in
ise merkezi fark yaklagimim kullanarak iki adimli acik bir sema gelistirmislerdir.
Zhang vd. (2017) yaptiklar1 galigmada, Euler yontemi ile Telegraph denkleminin
yaklagik ¢oziimlerini aragtirmuglardir. Nazir vd. (2017), kiibik trigonometrik B-spline
yaklagimi ile Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde etmislerdir. Singh vd.
(2017), konum pargalanmasi igin iistel B-spline kolokasyon yoéntemini ve zaman
parcalanmas igin ikinci dereceden Runge Kutta yontemini onermisglerdir. Irk ve
Kirli (2020), konum parcalanmasinda kuadratik B-spline Galerkin yontemi, zaman
parcalanmasinda ise Crank-Nicolson ve dordiincii mertebeden dogruluga sahip
tek adimli yontemleri kullanarak Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde
etmiglerdir. Singh vd. (2022), dérdiincii mertebeden dogruluga sahip kiibik B-spline
yaklagimi ile Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde etmislerdir. Kirhh vd.
(2022) yaptiklar galigmada, konum parcalanmasi icin kiibik B-spline kolokasyon
yontemi ve zaman parcalanmasi i¢in dordiincii mertebeden dogruluga sahip tek
adimlh yontemi uygulayarak Telegraph denkleminin yiiksek dogruluga sahip sayisal

¢oziimlerini elde etmisglerdir. Bu calisma tezin 4. boliimiinden {iiretilmistir.

KG denklemi kat1 hal fizigi, dogrusal olmayan optik, kuantum mekanigi ve
kuantum teori gibi alanlarin matematiksel modellenmesinde kullanilan en 6nemli

denklemlerden biridir.

Telegraph denkleminde oldugu gibi KG denkleminin yaklagik coziimiinii elde
etmek i¢in birgok farkli sayisal yontem geligtirilmigtir. Ii ve Guo (1997), KG
denkleminin yaklagik ¢oziimii icin legendre pseudospectal yontemini 6nermislerdir.
Duncan (1997) caligmasinda, sonlu farklar yontemi ile KG denkleminin sayisal
¢oziimlerini elde etmigtir. Kaya ve El-sayed (2004), ayristirma teknigi ile KG
denkleminin yaklagik ¢oziimlerini aragtirmiglardir. Khalifa ve El-gamel (2005),

Kuadratik interpolasyon fonksiyonlarmmi kullanarak sonlu elemanlar yontemine



dayali bir yaklagim geligtirmiglerdir. Dehghan ve Shokri (2009), radyal taban
fonksiyon yaklagim yontemini kullanarak KG denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde
etmiglerdir.  Rashidinia vd. (2010), konum parcalanmasi igin kiibik B-spline
kolokasyon yontemi ve zaman parcalanmasi icin iiciincii dereceden yakinsak
olan 1ii¢ zaman seviyeli acik gema ile KG denkleminin sayisal c¢oziimlerini
aragtirmiglardir.  Behzadi (2011), Adomian’m ayrigtirma teknigi ile degisken
yinemeli yontemi uygulayarak KG denklemini yaklagik olarak c¢ozmiiglerdir. Li
vd. (2011) galismalarinda, KG denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in lattice Boltzmann
metodunu onermislerdir. Hesameddini ve Shekarpaz (2012), legendre wavelet
yontemi ile KG denkleminin yaklagik ¢oziimlerini elde etmislerdir. Hussain vd.
(2013), Radyal taban fonksiyonlarini kullanarak KG denkleminin yaklagik ¢oziimii
icin agsiz ¢izgiler yontemini onermislerdir. Biilbiil ve Sezer (2013) ¢alismalarinda,
taylor matris yontemini kullanarak KG denkleminin sayisal c¢oziimlerini elde
etmiglerdir.  Verma vd. (2014), diferansiyel quadrature yontemi ile ileri fark
yaklasgiminmi kullanarak KG denklemini sayisal olarak cozmiiglerdir. Sarboland
ve Aminataei (2015), multiquadric yar1 interpolasyon gsemasi ile KG denkleminin
sayisal ¢oziimleri iizerine aragtirma yapmuglardir. Khalid vd. (2016) yaptiklar
calismada, KG denkleminin sayisal ¢oziimlerini perturbasyon doniigiim yoéntemi ile
elde etmiglerdir. Shiralashetti vd. (2016), KG denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in
Haar wavelet metodunu kullanmiglardir.  Yang (2018), KG denklemini yaklagik
olarak ¢ozmek icin yiiksek dereceden siireksiz Galerkin yontemini ©nermistir.
Ersoy vd. (2019) galigmalarinda, ilk olarak KG denklemini zaman gore birinci
mertebeden denklem sistemine indirgediler. Ayristirilmis denklem sisteminin konum
parcalanmalarinda iistel B-spline kolokasyon yontemini ve zaman parcalanmalarinda
ise Crank-Nicolson yontemini kullanmuglardir.  Selvitopi ve Yazici (2019), KG
denkleminin konum pargalanmasinda Galerkin sonlu elemanlar yontemi ile zaman
parcalanmasinda merkezi fark yaklagimimi uygulayarak KG denkleminin sayisal
¢oztimleri iizerine ¢galigmiglardir. Irk vd. (2022) yaptilar ¢cahigmada, KG denkleminin
sayisal ¢oziimii igin yiiksek dereceden dogruluga sahip bir sayisal metot gelistirdiler.
Yontemde, konum parcalanmasinda kiibik B-spline Galerkin yontemi kullanilmigtir.

Zaman parcalanmasi ise dordiincii mertebeden dogruluga sahip tek adimli yontem



kullanilmigtir. Bu ¢alisma tezin 7. boliimiinden {iretilmistir.

GB denklemi ise yer cekimi etkisi altinda uzun su dalgalarinin sig sularda

yayllimin tanimlamaktadir.

GB denkleminin sayisal ¢oziimii icin literatiirde pek ¢ok calisma mevcuttur.
Bunlardan bazilari;; Manoranjan (1984), GB denkleminin sayisal ¢oziimii igin
Pertrov-Galerkin yontemini kullandi. Yontemde, agirlik fonksiyonu olarak kiibik
B-spline fonksiyonlar1 ve eleman gekil fonksiyonu olarak lineer B-spline bazlari
kullanildi. Caligmada ikinci mertebeden terimler i¢in Predictor-corrector semasini
geligtirdi. Ortega ve Sanz-Serna (1990), GB denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde
etmek icin sonlu farklar yontemini kullandilar. Pani ve Saranga (1997), GB
denklemine Faedo-Galerkin metodunu uyguladilar. Bratsos (1998), calismasinda iki
farkli yontem gelistirdi. Birinci yontemde yedi noktali ve ii¢ zaman seviyeli acik
sema, ikinci yontemde ise on bes noktal {ic zaman seviyeli kapali sema tasarladi.
Wazwaz (2001), GB denkleminin sayisal ¢oziimii igin Adomian ayrigtirma teknigini
kullandi. Boylece, modifiye edilmis bir gsema ile periyodik ve soliton ¢oziimlerini
elde etti. Zoheiry (2003), GB denklemi igin lineerlestirme yontemine dayanan
kapali sonlu fark semasi gelistirdi. Ismail ve Bratsos (2003), GB denkleminde
zamana ve konuma gore kismi tiirevler i¢in merkezi fark yaklagimlar: tasarlayarak
ii¢ zaman seviyeli sonlu fark semasi gelistirdiler. Bu sema ile olugsan lineer olmayan
sistemi ¢6zmek icin Predictor-corrector yontemi kullanildi. Bratsos vd. (2005), GB
denklemi i¢in sonlu fark semas ile ii¢ zaman seviyeli sonlu fark semasi olugturdular.
Daha sonra Bratsos (2007) ¢alismasinda, GB denklemi i¢in predictor-corrector ve
modifiye edilmis predictor-corrector gemalarim olusturdu. Ayrica, Bratsos (2008)
yaptig1 calismada, GB denklemine iiciincii zaman seviyeli ve iiciincii mertebeden
rasyonel yaklagimlar1 kullanarak sonlu fark yontemi uyguladi. Alkhaled ve Nusier
(2008), temeli siniis fonksiyonlaria dayanan Galerkin interpolasyon yontemi ve
Adomian ayrigtirma yaklagimimi uygulayarak GB denkleminin sayisal ¢oziimleri
iizerine aragtirma yapmiglardir. Dehghan ve Salehi (2012) ¢alismalarinda, agsiz
analog denklem yontemi ile sinir diigiim yontemini birlestirerek GB denkleminin
niimerik ¢oziimlerini elde ettiler. Siddiqi ve Arshed (2014), GB denkleminin

sayisal coziimlerini aragtirirken, konum pargalanmasinda kuintik B-spline kolokasyon



yontemi ve zaman pargalanmasinda ise Crank-Nicolson yontemini kullanmiglardir.
Ismail ve Mosally (2014), GB denkleminin niimerik ¢oziimleri icin dordiincii
mertebeden sonlu fark yaklagimi geligtirdiler. Ucar vd. (2021), GB denkleminin
konum parcalanmasinda Galerkin yontemini énerdiler. Yéntemde, agirlik fonksiyonu
ve gekil fonksiyonu olarak kiibik B-spline bazlar1 kullanildi. Zaman parcalanmasinda
ise dordiincti dereceden Runge-Kutta yontemi kullamldi. Kirh ve Irk (2021)
yaptiklar1 calismada, GB denkleminin sayisal ¢oziimlerini kuartik B-spline Galerkin
yontemi ve dordiincii mertebeden dogruluga sahip tek adimli semay1 kullanarak elde

etmislerdir. Bu calisma tezin 8. boliimiinden tiretilmistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, Telegraph, KG ve GB denklemlerinin sayisal c¢oziimleri
aragtirilirken kullanilacak bazi temel kavramlara deginilecektir. Ik olarak
denklemlerin zaman parcalanmalarinda o©nerilen yiiksek dogruluga sahip tek
adimli yontem tiiretilecektir. Daha sonra denklemlerin konum parcalanmalarinda
kullanilacak olan kiibik, kuartik ve kuintik B-spline fonksiyonlarinin tanimlari
ve genel ozelliklerine deginilecektir. Sonrasinda denklemlerin yaklagik ¢oziimleri
aragtirilirken kullanilacak olan Galerkin ve kolokasyon sonlu elemanlar yontemleri
agiklanacaktir. Son olarak sayisal coziimleri aragtirilacak olan Telegraph, KG,
GB denklemleri, baglangi¢ sartlari, sinir sartlar1 ve test problemleri ile birlikte

tamtilacaktir.

3.1. Konum-Zaman Araliklar:

Bu galismada sayisal ¢oziimleri aragtirilacak denklemlerin konum araligy [a, b],

zaman aralig ise [0, 7] olarak alinacaktur.

[a,b] konum araligi, [0,7] zaman araligl, h ve At ise swrasiyla konum

parcalanmasindaki ve zaman parcalanmasindaki adim uzunluklari olmak tizere

tn, = nAt,(n=0,...,M)

Tm = a+mh,(m=0,1,...,N)

boliinme noktalarimi bulunacaktir. Bu durumda zaman ve konum araliginin diizgiin

parcalanmalari

0 = to<ti<...<ty=T

a = To<11<...<zny=0b

olacaktir. Konum ve zaman araliginda bulunan (z,,,t,) noktasindaki tam ¢6ziim

w(xm, tn) = ul ile yaklagik ¢oziim ise U ile gosterilecektir.



3.2. Zaman Parcalanmasi
Zamana gore birinci mertebeden genel olusum denklemleri
up = (2, t, U, Ugy Usgy - - -) (3.1)

formunda yazlabilir. Bu boliimde oncelikle (3.1) ile ifade edilen genel olugsum

denkleminin zaman pargalanmasinin
" =" + 01T 4 Ogul + Ozul Tt + Ogul (3.2)

oldugu kabul edilerek, zaman pargalanmasi i¢in dogrulugu en yiiksek yapacak sekilde

01, 0, 03, 04 katsayilar1 belirlenecektir.

(3.2) ile verilen esitlikte (n + 1). zaman adimindaki terimlerin n. zamana gore

Taylor seri agilimlar:

At2ud  Atdug,  Attul AtSul
n+l __ n n 2t 3t At 5t
u = u" + Atuy + 5 + a0 + 1 . = (3.3)
4 4 Lo ARG ABug, Attt AtPug
ul™ =l 4+ Atud, + o 3 3 4 m 2 5 6t (3.4)
. . VAN A T/ AN AV AAN o VI AN AL 114
uptt = ub, + Atug, + o & 4 ol 5 4 0 8 4 5 4. (35)
olarak bulunur. Taylor seri agilimlarinda kolaylik acisindan
Uge = Uot, Uget — UBL, - - -
kisaltmalar1 yapilmistir. (3.3-3.5) seri acihmlari, (3.2) ile onerilen zaman
parcalanmasinda yerine yazilir ve diizenlemeler yapilirsa
(At — 01 — 02) Uy + 7 - QlAt - 83 — 04 U2t+
At At At At? At
— —O03At— 01— |uf, + | =— — 03— — 01— | uj,+
6 2 24 2 6
At° p At? 0 ANAR N N At® 0 At 9 AP\ N (3.6)
— - u — - u
120 6 t2a)tT\720 P24 Tl120)
At” At At°
—0 —40 no4. =
500 9120 Vg )Rt =0
bulunur. (3.6) ile elde edilen sistemde
At At
01:7,92: 03=0,=0

77
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alindiginda literatiirde bir ¢ok aragtirmaci tarafindan kullanilan Crank-Nicolson
yontemi elde edilecektir (Crank ve Nicolson, 1947). Katsayilar (3.6) esitliginde yerine

yazilirsa

At3ug, N Attu?,

B 5T T (3.7)

elde edileceginden Crank-Nicolson yonteminin zamana gore dogrulugu 2 olacaktir.
Crank-Nicolson yontemine gore daha yiiksek dogruluga sahip bir yontem elde

etmek istenirse, (3.6) sisteminde 61, 02, 03 ve 6, bilinmeyenlerini bulmak i¢in gerekli

olan 4 denklem, ilk 4 katsayimin sifira esitlenmesi ile

—0y— 0, + At = 0, (3.8)

Az—f —01At—05—0, = 0, (3.9)
%tg — 03At — el%ﬁ =0, (3.10)

R s on

olarak bulunur. (3.8-3.11) ile elde edilen denklem sistemi ¢oziiliirse

At At At? At?
01_7’02_7’%__6’ 1= T (3.12)
bilinmeyenleri bulunur ve bulunan degerler (3.6) esitliginde yerine yazihirsa
AtPug, n Atbug, (3.13)

120 1440
elde edileceginden zaman pargalanmasi i¢in dogruluk 4 olacaktir. Bu nedenle genel
olusum denklemi icin 6nerilen zaman pargalanmasinda

At At At? At?
h=g =g b= b=y

se¢imi yapilirsa Crank-Nicolson zaman parcalanmasinin dogruluguna gore daha

yiiksek bir dogruluk elde edilmis olur.

3.3. B-spline Fonksiyonlar

B-spline fonksiyonlar parcali siirekli fonksiyonlar olup belirli bir derece
ve diizgiinliikteki her spline fonksiyon, ayni derece ve diizgiinliikteki B-spline

fonksiyonlarimin lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir (De Boor, 1978).
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Dolayisiyla B-spline fonksiyonlar ayni dereceye sahip spline fonksiyonlar icin bir
tabandir. Bu nedenle bu fonksiyonlara B-spline (basis spline) denir. ®? ile gosterilen

sifirmci dereceden B-spline fonksiyonlar

1 o <zrx<ua
30 (z) = i (3.14)
0 , diger durumlar

seklinde tammlamr. k& > 1 ve ¢ = 0,£1, 42, ... olmak iizere sifirnc1 dereceden ®Y

B-spline fonksiyonlar kullanilarak daha yiiksek dereceden B-spline fonksiyonlar

T gk () p TR T gk (3.15)

k _
7 (z) = i+1
Titk — T4 Titk4+1 — Tit1

indirgeme bagintisi ile tiiretilebilir.

3.3.1. Kiibik B-spline
[a, b] konum araligi N esit sonlu elemana
a=Tg<r1<...<xNny=0

olacak gekilde boliinsiin. Bu diizgiin parcalanma iizerinde m = —1,0,..., N 4+ 1 i¢in

kiibik B-spline fonksiyonlar
g =(r—ax;)", j=m—2,.... m+2 n=1273

olmak tizere

931—2 T2 ST < Ty
h? + 3h2gy—1 + 3hg2,_4
—3095, 1 -1 ST < Ty
D, (1) = % q h% = 3h%g, 1 + 3hg? 4 (3.16)
+3gf’n+1 s T ST < Tyt
~ G2 Tml ST < Tppgo
0 , diger durumlar

\
seklinde tanimlanmir. Kiibik B-spline fonksiyonlar1 ve onlarin birinci ve ikinci

mertebeden tiirevleri [x,, o, T, 1o] araligimin diginda sifirdir. [z, 2, 2,12 arahginda,
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her bir ®,,(x) kiibik B-spline fonksiyonu ardigik dort elemani értmektedir. Bu

nedenle her bir [x,,, T,,,1] araligy,

D1 (2), P (), Prny1 (), Prnya ()

olarak verilen dort kiibik B-spline sekil fonksiyonlar1 tarafindan ortiilecektir.

[T, Tyt sonlu eleman

E=0—an

koordinat doniigiimii yapilarak [0,h]| araligina doniistiiriiliirse {—ye bagh kiibik

B-spline sekil fonksiyonlar

®pa(§) = (1—%)37

2 3
o, (& = 4—6%4—3%,
2 3
r1(§) = 1+3%+3%—3%,
63
q)m+2(§) F

(3.17)

(3.18)
(3.19)

(3.20)

olarak elde edilebilir. Yukarida elde edilen @, sekil fonksiyonlarin lineer birlesimiyle

d; zaman parametresine gore [0, h] aralig) igin bilinmeyen fonksiyona yaklagim

m—+2

UG t) = Y 6;()¢,(&)

j=m—1

olarak elde edilir.
3.3.2. Kuartik B-spline
[a, b] konum araligi N esit sonlu elemana

a=xg<zT1<...<xTNy=0b

olacak sekilde boliinsiin. Bu diizgiin parcalanma iizerinde m = —2,—1, ...

icin kuartik B-spline fonksiyonlari

g;-l:(x—xj)‘l, j=m-—2,....,m+3

(3.21)

N1
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olmak iizere

gr s Tm—a ST < Tyt
G2 = 5Gm—1 yTm—1 ST < Ty
B, (z) = % G2 = Gy 1 + 1005, T < T < Tpppa (3.22)
Im+3 = Do Tl ST < Tynga
g;’ln+3 s Tmt2 ST < T3
0 ,diger durumlar

\

seklinde tamimlanir. Kuartik B-spline fonksiyonlar1 ile birinci, ikinci ve {igiincii
mertebeden tiirevleri [x,, 2, T,,13] araligl diginda sifirdir. [2,,,_2, T, 3] araliginda, her
bir ®,,(x) kuartik B-spline fonksiyonu ardigik beg elemam trtmektedir. Bu nedenle

her bir [z,,, T;,,11] aralig,

Dp—2(2), Pro—1(2), P (@), Prnt1(2), Prny2()

olarak tamimlanan besg kuartik B-spline sekil fonksiyonlari tarafindan ortiilecektir.
[, Tmy1] sonlu elemam

E=z—1x,
koordinat doniigiimii yapilarak [0,h] arahigma doniigtiiriiliirse {—ye bagh kuartik

B-spline sekil fonksiyonlari

By o(E) — (1—%)4, (3.23)
ISR T 51
() = (§+2h)4_52}z+5)4+1054, (3.25)
bl = PEIZE (3:26)
Bonle) — (327

olacak gekilde bulunabilir. Yukarida elde edilen ®; sekil fonksiyonlarin lineer
birlegimiyle ¢; zaman parametresine gére [0, h] araligi icin bilinmeyen fonksiyona

yaklagim
m—+2

UEt)= 3 6(t)o;(€) (3.28)

j=m-—2

olarak elde edilir.
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3.3.3. Kuintik B-spline

la, b] konum araligi N esit sonlu elemana
a=xg<zT1<...<xZNy=0b

olacak sekilde boliinstin. Bu diizgiin parcalanma {iizerinde m = -2, —1,... N +

1, N 4 2 igin kuintik B-spline fonksiyonlar:
5 5 .

olmak iizere

gm73 y Lm—3 S T < Tm—2
9757173 - 69757172 s T2 ST < Ty
9oz — 690, 5+ 157, T < T < Ty
. 921—3 —= 6975n—2 + 159}571—1 - 20921 T ST < Ty
Pn(z) = = 5 o —6g0 _,+ 155 (3.29)
h? 7 4 y y s Tl ST < Ty

—20g,, + 1597, 1,
gfn—?) - 69%—2 + 15921—1

. : ; s g2 ST < Typgs
_2Ogm + 15gm+1 - 6gm+2

| 0 ,diger durumlar

seklinde tamimlanir. Kuintik B-spline fonksiyonlar: ile birinci, ikinci, iigiincii ve
dordiincii mertebeden tiirevleri [x,,_3, T,43] araligy diginda sificdir.  [@,,_3, T3]
araliginda, her bir ®,,(x) kuintik B-spline fonksiyonu ardigik alt1 elemam

ortmektedir. Bu nedenle her bir [x,,, z,,1] aralig,

CI)m—Q(x)? q)m—l(x)7 Cbm(x)7 (Dm—l—l (I)> (Dm+2(x)> (I>m+3(:L‘)

olarak tanimlanan alt1 kuartik B-spline sekil fonksiyonlar1 tarafindan ortiilmektedir.
[, Tima1] sonlu elemant

5 =T — T,
koordinat doniigiimii yapilarak [0,h] araligima doniigtiiriiliirse {—ye bagh kuintik

B-spline sekil fonksiyonlar:
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By () — (1_%)5, (3.30)

@, 1(6) = 26— 50% +20 (%)2 +20 (%)3 ~20 (%)4 +5 (%)5 . (3.31)
®,,(§) = 66—60 (%)2 + 30 (%)4 ~10 (%)5 (3.32)
®1(6) = 264 50% +20 (%)2 ~20 (%)3 —20 (%)4 +10 (%)5 (3.33)

Dpia(é) = 1+ 5% +10 (%)2 +10 <%)3 +5 (%)4 —5 (%)5 . (3.39)

Bis6) = (%) (3.35)

olacak sekilde bulunabilir. Yukarida elde edilen ®; sekil fonksiyonlarmn lineer
birlegimiyle 0; zaman parametresine gore [0, h] aralig) icin bilinmeyen fonksiyona

yaklagim
m+3

UG t) =Y 6;()¢,(&) (3.36)

j=m—2

olarak elde edilir.

3.4. Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar yontemi, miihendislik ve matematiksel modelleme
problemlerinde siklikla kullanilan bir sayisal metottur. Bu yontem ilk kez 1940’h
yillarda one siirtilmiis ve 1950°li yillarda ucak tasarim modelleme problemlerinin
coziimlerinde kullanilmaya baglanmigtir.  Giiniimiizde ise ozellikle, 1s1 aktarima,
akigkanlar mekanigi, kiitle aktarimi ve elektrik potansiyeli gibi problemlerin
modellenmesiyle elde edilen iki veya ii¢ boyutlu kismi diferansiyel denklemlerin simir

ve basglangic deger problemlerinin ¢oziimiinde yogun olarak kullanilmaktadir.

Sonlu elemanlar yonteminde ana fikir, elde edilen karmagik bir problemi basite
indirgeyerek bir coziim bulmaktir. Bu yontemde, problemin c¢alisildigi bolge her
birine bir eleman adi verilen bircok alt araliga ayriklastirilir. ”Diigiim” adi verilen
her bir alt araliktaki noktalarin birlegtirilmesiyle denklem takimlar1 olusturulur.

Denklem takimlar: olusturulurken dikkat edilmesi gereken 6nemli hususlar vardir.
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Ik olarak, elemanlar uygun bir sekilde secilmeli ve problemin yapisina uygun olacak
sekilde yerlegtirilmelidir. Coziimiin ani degistigi yerlerde elemanlar daha kiiciik
secilerek daha hassas bir yaklagim elde edilebilir. Sonlu elemanlara ayirma isleminden
sonra interpolasyon fonksiyonu belirlenir. Sonlu elemanlar yonteminde bulunmak
istenen ¢oziim fonksiyonu, her bir sonlu eleman {izerinde kendisi ve belirli bir
mertebeye kadar tiirevleri siirekli olan interpolasyon polinomlar: ve bilinmeyenlerin

birlegsiminden olusur.

3.4.1. Agirlikli rezidiiler yontemi

Agirlikhi rezidiiler yontemi, sonlu elemanlar metodunun en temel yontemlerinden
biridir. [a,b] konum aralig: iizerinde L bir diferansiyel operator ve g(x) ise bilinen

bir fonksiyona karsilik gelmek tizere

Ly(z) = g() (3.37)

adi diferansiyel denklemi verilsin. Burada y(z) aranan ¢oziim fonksiyonudur.
(3.37) diferansiyel denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in agirhkh rezidiiler yontemi

kullanildiginda, aranan y(z) ¢oziim fonksiyonu yerine

y) 2 Y(2) =3 _esfj(a) (3:38)

formunda bir Y (z) yaklasim serisi kullamlir. Burada f;(x), [a,b] konum aralig
tizerinde tammmh bir fonksiyon ve ¢; ler ise bilinmeyen katsayilardir.  f;(z)
fonksiyonlar1 problem igin verilen tiim sinir sartlarini saglayacak sekilde secilirler
fakat cogunlukla diferansiyel denklemi saglamazlar. (3.38) ile verilen yaklagim (3.37)

diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa
N
LY ef(x) - g(x) = R(x) (3.39)
j=1

olarak tammlanan ve R(z) ile ifade edilen bir rezidii fonksiyonu elde edilir. Bu
yontemde, W; agirlik fonksiyonu ile R(z) rezidii ifadesinin ¢arpimlarinin, [a, b] tanim

aralig iizerinde integralinin sifir olmasi istenir. Dolayisiyla,

/ Wi(z)R(z)dx =0, i=1,...,N (3.40)

[a,b]
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elde edilir. (3.40) esitliginde N denklem ve

C1,C2,...,CN

olmak iizere N bilinmeyenden olusan bir denklem sistemi elde edilir.  Bu
denklem sisteminde, ¢;, j = 1,2,..., N bilinmeyenleri bulunarak (3.38) yaklagim
serisinde yerine yazilirsa Y (x) yaklagik ¢oziimiine ulagilmig olur. Agirhikh rezidiiler
yonteminde, agirlik fonksiyonu secimine gore farkli yontemler elde edilmektedir.
Bunlardan bazilar1 Galerkin, Petrov Galerkin, kolokasyon ve en kiigiik kareler
yontemleridir. Bu calisma kapsaminda ise Galerkin ve kolokasyon yontemleri

kullanilacaktir.

3.4.1.1. Galerkin yéntemi

Galerkin yontemi, agirlikli rezidiiler yonteminin bir uygulamasi olup diferansiyel
denklemlerin yaklagik ¢oziimlerini elde etmek icin kullanilan bir metottur. Galerkin
yontemi iglem maliyeti acisindan maliyetli bir yontem olmasina ragmen, diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde diger sonlu elemanlar yontemlerine gore genelde
daha iyi sonug vermektedir. Galerkin yonteminde W; agirlik fonksiyonu olarak f;

taban fonksiyonlar secilir. Bu durumda (3.40) denklemi

/ﬁ(E:L@ﬁ@%—gwgdx:QizlwwN' (3.41)
olarak bulunur. '
R; = L(cf;(x)) —g(x)

b
aij = /flij(x)da:,zzl,Z,N,j:1,2,,N

b
by = /fig(x)dx, i=1,2,...,N

ve

C1 by
a1y a2 ... Q1N

Ca by
921 99 ... QAgN

A= ,C = B =
CN-1 by_1

anNi1 an2 ... QNN

CN bn
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olmak tizere (3.41) esitligi

AC =B
seklinde matris formunda yazilabilir. Elde edilen sistem N denklem ve cq, ..., cn
olmak {iizere N bilinmeyenden olusur. Bu sistem coziilerek cq,...,cy bilinmeyen

katsayilar1 bulunur. Boylece sayisal ¢oziim,

u(w) =Y (@) = Y esfy(a)

esitligi kullanilarak elde edilir.

3.4.1.2. Kolokasyon y6ntemi

Kolokasyon yontemi, agirlikli rezidiiler yonteminin bir uygulamasi olup
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerini elde etmek icin kullanilan bir metottur.

Bu yontemde W; agirlik fonksiyonu olarak
W, =06(x—u1;)

olacak sekilde Dirac Delta fonksiyonlar1 secilir. Dirac Delta fonksiyonlar1 i =

1,2,..., N i¢in

/5 (z —25) (LY () — g (2)) dw = (LY (2:) — g (2:)) = 0 (3.42)

olacak gekilde 6nemli bir ozellige sahiptir. Buradan elde edilen sistem N tane
denklem ve cy, . .., cy olmak iizere N tane bilinmeyenden olusur. Bu denklem sistemi

¢oziildiikten sonra sayisal ¢oziim
N
y(x) = Y(2) = ¢fi(x)
j=1
esitligi kullanilarak elde edilir.

3.5. Telegraph Denklemi

« ve [3 pozitif sabitler, f (z,t¢) bilinen fonksiyon, x ve ¢ alt indisleri sirasiyla

konum ve zaman gore kismi tiirevler olmak {izere

U + 200 + B = gy + f(2,1) (3.43)
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formundaki Telegraph denklemi ile birlikte

w(z,0) = fo(z), =z €a,b (3.44)
u(z,0) = fi(z), x€]la,b (3.45)

baglangic ve t > 0 icin
(3.46)

sir kogullar: verilsin. Burada fo(x), fi(x), go(t), 91(t), g2(t) ve g3(t) fonksiyonlar:

sirasiyla x ve t ye gore kendisi ve tiirevleri siirekli olan fonksiyonlardir.
(3.43) ile verilen Telegraph denklemi u; = v doniigiimii altinda,

u = v (3.47)

Ve = Upy — 200w — BPu+ f(x,1) (3.48)

zamana gore birinci mertebeden lineer denklem sistemine indirgenir ve ilgili sinir

sartlar1 ¢ > 0 icin

u(a, t) = 90 (t>7 U(b, t) =0 (t)a

Uz<a> t) = 02 (t)’ ur(ba t) = gS(t)a (3.49)
’U((Z, t) = 96 (t>= U(bv t) = gi (t)7

Ua:<a7 t) - gé (t>7 Um(ba t) - gé(t),

olacak sgekilde yeniden diizenlenir. Bu nedenle (3.43) ile verilen Telegraph
denkleminin sayisal ¢oziimlerinin elde edilmesi yerine (3.47-3.48) ile verilen lineer

denklem sisteminin sayisal ¢oziimlerinin elde edilmesi ayni1 anlamdadir.

3.5.1. Telegraph denkleminin zaman parcalanmasi

Bu kisimda (3.43) ile verilen Telegraph denkleminin zaman pargalanmasi i¢in
onerilen dordiincii mertebeden dogruluga sahip tek adiml yontem kullanilacaktir.

(3.47-3.48) ile verilen ifadeler i¢gin zaman pargalanmalari

=+ O 4 O + Osuptt + O, (3.50)
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ve

" = 0" 4 0100 4 O} + O3vp T + G407 (3.51)

formunda verilsin. Ilk olarak (3.50-3.51) esitlikleri diizenlenirse

Un+1 — Olut (93Un+1 = u" + 92’&? -+ 94UZ§ (352)

" — Ot — Gzt = 0" 4 00 + Ogu) (3.53)
bulunur. (3.47-3.48) ile verilen denklemler (3.52) de yerine yazilirsa

-0 n+1 + z, tn+1 _ 2avn+1 _ 2un+1 -0 UnJrl —
3wt + f( ) Bru ) — 6, (3.54)
U + O™ + 0y (uly, + f(z, ") — 200" — FPun)

elde edilir. Sadelestirmelerden sonra
(14 6358%) u"*! — Ozul St + (2005 — 6,) v =
(1 — 048%)u™ + Oqul, + (=208, + 0)v"+ (3.55)
O4f(x, ") + 03 f(x, t" )

bulunur.

(3.48) denklemi (3.53) zaman pargalanmasimda kullanilirsa

pn n+1 + 1Y — 9qntl — 2un+1 -0 Un—i—l —
Oy (ups™ + f (2,8 Brumtt) — Ozvi; (3.56)
V" + Oy (ul, + f(2, 1) — 200" — BPu") + 0,00

elde edilir. Denklemde elde edilen vy terimi igin (3.48) denkleminin ¢’ye gore kismi

tiirevi alinirsa

Vg = (Um)t — 2av; — 52%& + fi(x,t)
Vg = (ut)mm — QOé'Ut — B2Ut + ft(x, t)

U = Upp — 20 (Ugy — 200 — BPu+ f(2,t)) — B0+ filz,t)
bulunacagmdan diizenlemelerden sonra (3.56) denklemi

(529 — 2046293) w4 (=0 + 2a03)u 1+
(14 206, + 203 — 4a263) o™ — Gunt! =
20, + 205%0 + (0y — 200 +
( 5 aﬁ 4)“ ( 2 @ 4)u:c:c (357)

(1 — 20[92 — 5294 + 404294)’0 + 9411 +
(=204 + 02) f(z,1") 4 Oy fir(, t7)+
(

01 — 2a03) f (@, t" ) + Os fy (x, ")
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olarak yazlabilir. Boylece (3.47-3.48) ile verilen denklemlerin zaman pargalanmalar:

sirasiyla
(14 6058%) un™ — Ozun ™t + (2083 — 6,) v+ =
(1 — 048H)u™ + Oqu®, + (=200, + 05)v"+ (3.58)
Ouf (x,t") + O3 f (z, 1)

ve

(B 520, — 203%0 3) w4 (=0 + 2a03)ul 4
(14 208, + 203 — 4a263) o™ — Guri! =
(=30, + 2aB%04)u™ + (05 — 2a04)u”,+ (3.59)
(1 — 200y — %04 + 4020,)v" + 0407+

(—2ab4 + 02) f(x, ") + O fi(x, t™)+

(01 — 2a03) f(x, t"T1) + O3 fy (z, t 1)

formunda elde edilmis olur.

3.5.2. Test problemleri

Test problemlerinde analitik ¢oziim mevcut oldugundan onerilen niimerik
yontemin dogrulugu

= Jlu— Ull,, = max |u; — Uj| (3.60)

0<j<N

hata normu ile

YO 1Og (LOO)Ati/<LOO)Ati+1 3 61

yakinsaklik orani hesaplanarak incelenecektir. Yakinsama orani hesaplanirken A

konum uzunlugu miimkiin oldugu kadar kiiciik alinacaktir.

3.5.2.1 Birinci test problemi

(3.43) ile verilen Telegraph denklemi, 0 < z < 1 ¢oziim arahiginda o = 1/2,
5=1ve
f(x,t) = (2 -2t +*)(z — 2*) exp(—t) + 2t exp(—t)

secimleri yapildiginda

w(z,0) = 0, w(z,0)=0 (3.62)
w(0,8) = 0, wu(l,t)=0 (3.63)
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baslangi¢ ve sinir kosullarima sahip olacaktir. Probleminin tam ¢oziimii ise
u(z,t) = (v — 22)t* exp(—t) (3.64)

formunda elde edilecektir. Sekil 3.1 det = 0 ve t = 1 zamanlarinda analitik ¢oziimiin
grafigi cizilmistir.

0.1

0.08

0.06

0.04 / \
0.02

Sekil 3.1: ¢ =0 ve t = 1 zamanlarinda analitik ¢oziim

3.5.2.2 Ikinci test problemi

(3.43) formundaki Telegraph denkleminde 0 < z < 1 ¢oziim araligi iizerinde

a=1,6=1ve f(z,t) =0 alindiginda denklemin analitik ¢oziimii
u(z,t) = exp(x — 2t) (3.65)
olarak verilir. Bu test problemin baglangic ve sinir kogullar: sirasiyla;
w(z,0) =exp(z),  wl(zr,0)=—2exp(z) (3.66)
w(0,t) = exp(—2t), u(l,t) =exp(l — 2t) (3.67)

olarak kullanilmaktadir. Sekil 3.2 de t = 0 ve t = 1 zamanlarinda analitik ¢oziimiin

grafigi cizilmistir.

Sekil 3.2: t = 0 ve t = 1 zamanlarinda analitik ¢oziim
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3.6. Klein-Gordon Denklemi

Uy + WUy + Bu 4+ yuF = f(z,1) (3.68)

ile verilen Klein-Gordon (KG) denklemi ile birlikte

u(z,0) = fo(z), x€la,b] (3.69)
w(z,0) = fi(z), =z € la,b] (3.70)

baslangic kosullar: ve ¢t > 0 igin

u<avt) :gﬂ(t)a U(b,t) :gl(t),

(3.71)
Ua:<a7 t) = g3 (t)a ux(ba t) — 93(t)7

siur kogullar: verilsin. Burada «, 3, k ve 7y sabitler olup; f (z,t) bilinen fonksiyon ve
fo(z), fi(x), go(t), g1(t), g2(t) ve gs(t) fonksiyonlari sirasiyla = ve t ye gore kendisi ve
tiirevleri siirekli olan fonksiyonlardir. Alt indis olarak belirtilen x ve t degiskenleri
sirastyla konum ve zamana gore kismi tiirevlere kargihk gelmektedir. (3.68) ile verilen
KG denkleminde k£ = 2 veya k = 3 secilmesi durumunda sirasiyla, Kuadratik lineer

olmayan KG veya Kiibik lineer olmayan KG denklemleri elde edilir.

(3.68) ile verilen KG denklemi u; = v secimi ile

u = v (3.72)

V= — Uy — Bu — yut 4 f(x,t) (3.73)

lineer olmayan denklem sistemine ve ¢ > 0 igin

u(a, t) = 90 (t>7 U(b, t) =01 (t)a

Uz<a> t) = 02 (t)’ ur(ba t) =03 (t)u (3.74)
U(CL, t) - g(,) (t)a U(ba t) - gi (t)u

Ux(a> t) = gé <t>7 Uz(bv t) = gé(t),

sinir sartlaria doniigiir.

3.6.1. Klein-Gordon denkleminin zaman parcalanmasi

Bu kisimda Telegraph denkleminde yapildigi gibi (3.72-3.73) ile ifade edilen

lineer olamayan denklem sisteminin zaman parcalanmas: i¢in onerilen dordiincii
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mertebeden dogruluga sahip tek adimh yontem kullamlacaktir.  (3.72-3.73)

denklemlerinin zaman parcalanmalar: sirasiyla,

u" = " 4 Ot Gyult + Osultt + Gyul (3.75)
ve

VL = 0" 4 010 O] + O30+ Oy (3.76)

formunda verilsin. (3.72-3.73) ile verilen denklemler (3.75) de yerine yazilirsa

u"tt = w4+ 00"+ O
—|—6 (_aun—l-l . 6un+1 _ ( k\n+1 tn—&-l

+H0a(—any, = Bu” —y(u*)" + f(z,t"))

elde edilir. Diizenlemelerden sonra
(1 + 038 + O3y (uF~1)" )y + fz0ut — G =
(1 — 048 — Ogy(uFH)M)u™ — Gy0u?, + 00"+ (3.77)
04f(w, ") + 03 f(x, ")
bulunur. Benzer sekilde (3.73) denklemi, (3.76) ile verilen zaman pargalanmasinda
kullanilirsa
S BT )
H0(—autl, — Bum = (uF)" + f(@, 7)) + Ogvi™ + Oav;
elde edilir. Denklemde elde edilen vy terimi i¢in (3.73) denkleminin ¢’ye gore kismi

tiirevi alinirsa

Vg = —Oé(um)t — Buy — ’Y(Uk)t + ft(ﬂU, 75)7
Vg = _a(ut)xx - BU - vk(uk_l)ut + ft(x7 t)a
Vi = — Qe — Bo — YU o + fil,t)

bulunacaktir.  Bulunan v, terimi (3.78) ile verilen ifade de yerine yazihip,

sadelegtirmeler yapildiginda

(018 + 01y (u 1) ) um ™ + 0ot + (14 038 + Oyk(uP— 1)) t!
+hz00™ 1 = (=08 — Oyry(uFH)™M)u" — Oaau’,

+(1 = 048 — Ok (uF~1)" )" — a0,

+01 f (2, ") + Oo f (2, t7) + O3 fi (2, ") + 04 fy (2, 17)

(3.79)
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elde edilir. Boylece (3.72-3.73) ile verilen denklemlerin zaman pargalanmalar:

sirasiyla
(1 + 038 + O3y (uF~1)" )yt 4 fzauntt — Gt =
(1 — 048 — Ogy(uFH)M)u™ — Oy0u, + 00"+ (3.80)
Ouf (2, ") + O3 f (z,t")

ve

(018 + O1y(u*F 1) )yt - Gy au + (14 038 + O3k (uk~1)n 1)t
+0300 1 = (=058 — Oyy(uF~1)")u™ — Grau®,

+(1 = 048 — Oyyk(uF~1)" )" — Oga0™,

+01 f (2, ") + Oo f (2, t7) + O3 fi (2, ") + 04 fy (2, 17)

(3.81)

formunda elde edilmis olur.

3.6.2. Test problemleri

Test problemlerinde KG denkleminin analitik ¢oziimii mevcut oldugundan
onerilen niimerik yontemin dogrulugu Telegraph denkleminde oldugu gibi

Lo = |lu—-Ul = max |u; — U] (3.82)

0<j<N

hata normu ile
log (LOO)Ati/(LOO)At,-H

YO =
O log |Atz/Atz+1|

yakinsaklik orani hesaplanarak incelenecektir. Yakinsama orani hesaplanirken h

(3.83)

konum uzunlugu miimkiin oldugu kadar kiiciik alinacaktir.

3.6.2.1 Birinci test problemi

(3.68) ile verilen KG denkleminde —1 < x < 1 konum aralig iizerinde o = —1,

6=0,vy=1k=2ve
f(z,t) = —x cos(t) + 2% cos?(t)
secimleri yapilarak baslangi¢ ve sinir kogullar: sirasiyla

u(z,0) = =, u(x,0) =0 (3.84)

u(—1,t) = —cos(t), wu(l,t) = cos(t) (3.85)
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olarak alinacaktir. Test pobleminin analitik ¢oziimii ise
u(z,t) = x cos(t) (3.86)

olacaktir. ¢ = 0 ve t = 1 zamanlarindaki analitik ¢oziimiin grafigi Sekil 3.3 de

verilmigtir.

-1 -0.5 0 0.5 1

Sekil 3.3: ¢ =0 ve t = 1 zamanlarinda analitik ¢oziim

3.6.2.2 ikinci test problemi

Ikinci test probleminde (3.68) formundaki KG denkleminde o = —2.5, 3 = 1,
v =15, k=3 ve f(x,t) = 0 alindiginda denklemin analitik ¢6ziimii

u(z,t) = u(z,t) = Btan(K(z + ct)) (3.87)
olacaktir. Bu durumda test probleminin baglangi¢ ve sinir kogullar

u(z,0) = Btan(Kw), u(z,0) = BcK sec?(Kx) (3.88)
uw(0,t) = Btan(Kct), wu(l,t)= Btan(K + Kct), (3.89)

olarak verilmektedir. Yontemin dogrulugu kontrol edilirken

_ A el
c-0.5,B—\/;,K— e

parametreleri kullanilarak 0 < z < 1 konum aralig1 {izerinde onerilen algoritmalar
caligtirllacaktir. Verilen parametreler kullanilarak ¢ = 0 ve ¢ = 1 zamanlarinda

cizilen analitik ¢oziimiin grafigi Sekil 3.4 de verilmistir.
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0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

oles”
0 0.2 0.4 06 0.8 1

Sekil 3.4: ¢ =0 ve t = 1 zamanlarinda analitik ¢oziim

3.7. Good Boussinesq Denklemi

Ut = Ugy + (’LL2) — Ugzzx (390)

rx

ile ifade edilen Good Boussinesq (GB) denklemi

u(z,0) = f(z), =€ la,b (3.91)
w(xz,0) = g(z), z¢€la,b] (3.92)
baglangig kosullar1 ve
u(a,t) = 0, wu(bt)=0, t>0 (3.93)
ug(a,t) = 0, uy(bt)=0, t>0 (3.94)

siur kogullar ile verilsin. Burada f(z) ve g(z) bilinen fonksiyonlar olup z ve t alt
indisleri sirasiyla konum ve zamana gore kismi tiirevleri temsil eder. Daha ©nce
Telegraph ve KG denklemlerinde yardimci fonksiyon yardimiyla yapilan ayristirma
islemi (3.90) ile verilen GB denklemine uygulamrsa, v yardimci fonksiyon olmak

lzere
U = v (3.95)
Vi = Uge + (U?)  — Upsew (3.96)

formunda lineer olmayan denklem sistemi elde edilir. Sinir kogullar1 ¢ > 0 igin

u(a,t) =0, wu(bt) =0,
ug(a,t) =0, u.(bt) =0, (3.97)
v(a,t) =0, w(bt) =0,

ve(a,t) =0, wv(bt) =0,

olacak sekilde yeniden diizenlenebilir.
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3.7.1. Good Boussinesq denkleminin zaman parcalanmasi

Bu kisimda, Telegraph ve KG denklemlerinin zaman parcalanmalarinda
onerilen dordiincii mertebeden dogruluga sahip zaman parcalanmasi (3.95-3.96)
ile ifade edilen lineer olamayan denklem sistemi i¢in kullanmilacaktir. (3.95-3.96)

denklemlerinin zaman parcalanmalar: sirasiyla,
" =" Ol 4 Ol 4 Ozul Oyl (3.98)

ve

v = 0" P 4 O] + O+ g0 (3.99)

seklinde verilsin. (3.95-3.96) ile verilen denklemler (3.98) ile verilen esitlikte yerine
yazilirsa
"t =" + 00" 4 O+
O3 (it + 2((up) 2™+ + 2u bt — ufl )+ (3.100)

bulunur. Sadelegtirmelerden sonra

un+1 + un-i—l —0, — 20 un-i—l — 920 un-‘rlun-f—l + Ja un-i—l -0 ,Un-‘rl —
Tx ( 3 3 ) 3Uy x 3Uprre 1 (3101)
u"™ + ugx(94 + 294u”) + 294U2U2’ — 94“2&::&: + 021)”

esitligi elde edilir. Benzer gekilde (3.96) denklemi (3.99) ile ifade edilen zaman

parcalanmasinda yerine yazilirsa

Un+1 =" + 2] unJrl + 2(u 2\n+1 + 2un+1un+1 _ un+1 +
02 (ng + 2((u$)2>n + 2u2xun - u?zxw) + 03UIZ+1 + 64@;

olur. Denklemde bulunan vy terimi i¢in (3.96) denkleminin t’ye gore kismi tiirevi

alinirsa
Uy = (Uga)t + 2((U)®)t + 2(Ugat)t — (Ungaa )t
Vit = Vg + AUz Vp + 20Uz + 2UVsp — Vpgaw
sonucuna ulagilir. Elde edilen vy esitligi (3.102) ile verilen ifade de yerine yazlip,

sadelestirilmeler yapilirsa

™ (—0; — 201u™ T — 2030" ) + T (=200 — 40507 + 0u ] 4+

pntl 4 v}?;l(—Hg _ 293un+1) 4 93,Un+1 — u;zx<92 4 292un 4 2(941]”)4- (3.103)

TXXxT

ul(20ou” + 40,07) — Oou” .+ 0"+ V" (04 + 20,4u™) — 402

TXXTIT
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bulunur. Boylece (3.95-3.96) ile verilen denklemlerin zaman pargalanmalar: sirasiyla

(14 038 + Oy (w1 D) 4 Ggautt — 907+ =
(1 — 048 — Ogy(u* )M )u™ — Oy0u, + 030"+ (3.104)
94f(l’, tn) + HSf(xa tn_H)

ve

(018 + 01y (u*= 1) )T + G au T + (1 + 038 + Ozyk(uh—1)H)pntt
+0z00™ = (=058 — Oxy(uF~1)M)u™ — Oyau®,

+(1 = 048 — Ogyk(uF—1)" )" — a0,

0L f (2, ") + Oo f (2,17) + O fy (2, ") + Oufi (2, t7)

(3.105)

formunda elde edilmis olur.

3.7.2. Test problemleri

Soliton dalgasinin hareketi test probleminde GB denkleminin analitik ¢oziimii
mevcut oldugundan onerilen niimerik yontemin dogrulugu Telegraph ve KG
denklemlerinde oldugu gibi

Leo = llu—Ull, = max [u; — Uj| (3.106)

0<j<N

hata normu ile

Yo log (LOO)Ati/<LOO)Ati+1
- log |At; [ At; 11|

yakinsaklik orani hesaplanarak incelenecektir. Yakinsama orami hesaplanirken h

(3.107)

konum uzunlugu miimkiin oldugu kadar kiigiik alinacaktir. GB denklemi i¢in ayrica

korunum sabiti vardir ve
b

I= /u (x,t)dx (3.108)

a

formundadir.  Korunum sabitinin programin calisma siiresince sabit kalmasi
beklenmektedir. Bu caligmada iki soliton dalgasimin carpismasi test probleminde
analitik ¢oziim mevcut olmadigindan yontemlerin dogrulugunu kontrol etmek igin
korunum sabiti yaklagik olarak bulunacaktir. Yaklagik integral almak i¢inde korunum

sabiti istenilen zamanlarda yamuklar kurali ile hesaplanacaktir.
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3.7.2.1. Soliton dalgasinin hareketi

GB denkleminin sayisal ¢oziimiiniin kontroliinde kullanilacak olan soliton

dalgasinin hareketi test problemi i¢in analitik ¢oziim

u(x,t) = —Asech® (\/%(x —ct — x0)> —(b+ %) (3.109)

formundadir. Burada b reel bir sabit olmak iizere, A GB denkleminin {irettigi
dalganin genligi, ¢ hiz1 ve z( ise dalganin basglangictaki konumunu temsil eder.
Analitik ¢oziim ve analitik ¢oziimiin ¢ bagimsiz degiskenine gore kismi tiirevinde
t = 0 alinmasiyla

f(z) = wu(z,0)=—Asech? (\/%(x — x0)> —(b+ %) (3.110)

g(x) = w(z,0)= —QAC\/%S(EChQ (\/%(x — x0)> tanh (\/%(x — x0)> (3.111)

baslangi¢ kosullar: elde edilir. Probleme ait sinir kosullar ise
u(—40,t) =0, u(60,t) =0
olarak almmacaktir. Onerilen yontemin dogrulugu kontrol edilirken
1 1 A\?2
parametreleri secilerek —40 < x < 60 konum aralig1 iizerinde 6nerilen programlar
caligtirlacaktir. A =0.369, b = —1/2, xg = 0 ve ¢ = /1 — 2A/3 se¢imleri yapilarak
t=0,t=10,t =20 vet = 30 zamanlarindaki soliton dalgasinin mutlak degerlerinin

grafigi Sekil 3.5 de verilmistir. Sekilden de goriildiigii gibi zaman ilerledikge soliton

dalgas1 degismeyen bir formda saga dogru hareket etmektedir.
04 (0 =0 E0 =0

0.3
0.2

0.1

-20 -10 0 10 20 30 40 50

Sekil 3.5 : t =0,t = 10,t = 20 ve t = 30 zamanindaki soliton dalgalar:
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3.7.2.2. Iki soliton dalgasinin carpigmasi

GB denklemi tarafindan iiretilen iki soliton dalgasinin carpismasi probleminde

1=1,2 i¢in

@) = w(@,0) = —Assech? (@(x—w%)
Ai 2 Az 0 Al 0
gi(r) = wv(x,0)=—-24;¢; Fsech ( E(:U - xl)> tanh (\/;(m - x1)>
24, 2

olmak tizere

fx) = uy(z,0)+uy(x,0)

g(x) = wv1(x,0)+ ve(z,0)

baslangic kosullar1 kullanilir. Burada A; ve As soliton dalgalarimin genliklerini,

2? ve 79 dalgalarin baglangictaki konumlarimi, ¢; ve ¢, dalgalarm hizlarim temsil

etmektedir. Bu test probleminde

2A

20 = —2) = 50, A, = Ay = 0.369,¢c; = —cy = /1 — =
parametreleri secilerek —100 < x < 100 konum arahiginda ¢ = 120 zamanina
kadar programlar gahstirilacaktir. Bu durumda baglangigta 29 = —50 ve z = 50
noktalarinda konumlanan, esit genlige sahip, ¢; = —co hizlan ile birbirlerine dogru

hareket eden iki soliton dalgasinin ¢arpigmasi problemi incelenecektir.
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4. TELEGRAPH DENKLEMININ YAKLASIK
COZUMU ICIN B-SPLINE KOLOKASYON
YONTEMI

3.  bolimde (3.43) ile tamtilan Telegraph denklemi yardimci fonksiyon
yardimiyla (3.47-3.48) lineer denklem sistemine indirgenmis ve denklem sisteminin
zaman parcalanmalar (3.58-3.59) esitliklerinde elde edilmigti. Bu boliimde kiibik,
kuartik ve kuintik B-spline kolokasyon yontemleri ile Telegraph denkleminin
yaklagik coziimlerinin bulunmasi hedeflenmektedir. Telegraph denkleminin sayisal
¢ozlimii i¢in zaman parcalanmasi olarak Crank-Nicolson yontemi ve Crank-Nicolson
yontemine gore daha yiiksek dogruluga sahip dordiincii mertebeden tek adimh
yontem kullanilacaktir. Konum pargalanmasi igin ise kiibik, kuartik ve kuintik
B-spline kolokasyon yontemleri onerilmistir. Yaklagik coziimlerin dogrulunu test

etmek i¢in iki test problemi incelenecektir.

4.1. Kiibik B-spline Kolokasyon Yontemi

Bu kisimda Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmek i¢in konum
parcalanmasinda kiibik B-spline kolokasyon yontemi kullanilacaktir.  Zaman
parcalanmasi igin Crank-Nicolson (Kiibikl) ve dordiincii mertebeden tek adimh
(Kiibik2) yontemleri onerilecektir. 3. boliimde (3.16) ile verilen kiibik B-spline
taban fonksiyonlar1 secilerek problemin w (z,t) ve v (z,t) tam ¢oziimlerine kargilik
gelen sirasiyla U (z,t) ve V (z,t) yaklagik ¢oziimleri kiibik B-spline fonksiyonlar
cinsinden caligilan bolge tizerinde

N+1

U,t) = Y 0m(t)®m(x), (4.1)

m=—1
N+1

V(z,t) = Y om(t)®m(x) (4.2)

m=—1

formunda ifade edilir. Burada m = —1,..., N + 1 igin §,,(t) ve 0,,(t) katsayilar

zamana bagl bilinmeyen parametrelerdir. (4.1-4.2) yaklagimlar: ve (3.16) ile verilen
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kiibik B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak z,, boliinme noktasindaki U ve V nin § ve

o parametreleri cinsinden noktasal degerleri

Ulxm,t) = Om-1+40m + Smt1, (4.3)
V(zm,t) = om1+40m + 0mer, (4.4)
U (Tm,t) = %(_5m—1 + Om+1), (4.5)
V' (%, t) = %(—aml + Omit), (4.6)
U (ert) = %((sm1 26,0+ Gr), (@7)
V' () = %(am_l 20+ Omi) (4.8)

olarak hesaplanir. (4.1-4.2) yaklagimlar1 (3.58-3.59) esitlerinde yerine yazilir ve
(4.3-4.8) ile verilen kiibik B-spline esitlikleri kullanirsa sirasiyla,

ATy tn) = (1= 048°)UL + 04 Uy + (2004 + 05) V1
F04f (T, 1) + O3 f (2, ")
e(Tm, tn) = (=202 +205°0,) Uy, + (62 — 2064) (U )1,
+(1 — 2003 — %04 + 40°04) V) + (Voo ), + (—2004 + 02) f (2, ")

+94ft(mm7 tn) + (91 - 2a93)f<xm7 tn+1) + 93ft(xm> tn+1)
olmak tizere 0 < m < N i¢in

St [1+ 0587 — 503 + ot [4(1 4 0358°) + 1365]

Otcy [1+ 0367 — 505] + 077 [2 (a3 — 01)] + (4.9)

ot [4(2a0; — 01)] + Jnn;;ll 2 (a3 — 01)] = d(zp, 1)
ve

St [(6291 —2a5%03) + h%(—@l + 20493)} +

Ot [4(6%01 — 203%03) — 3 (=01 + 2a63)] +

5%111 [(ﬁzﬁl — 2a626’3) + h%(—ﬁl + 20493)} +

ot [(1+ 200, + 305 — 40203) — 035 ] +

o™ [4(1 + 200, + 3205 — 40205) + 0333] +

ol [(1 + 206, + 3205 — 4a203) — 93%] = e(xm, ty)

(4.10)
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denklem sistemleri elde edilir. (4.9-4.10) denklem sistemleri birlikte 2V + 2 denklem
ve
6 = (6-1,00,-.0n,0541)
T
o = (0.1,00,...,0N,0N+1)

olmak tizere 2N +6 bilinmeyenden olusur. Elde edilen denklem sistemindeki denklem

ve bilinmeyen sayisini egitlemek igin

u<av t) = gO(t)a U(b, t) = gl(t)v t>0,
a(t), t=0,

—_—

sinir kogullarim kullanarak ilave 4 denklem sisteme eklenirse 2N +-6 denklem ve 2/N+-6
bilinmeyenden olugan denklem sistemi elde edilir. Denklem sisteminin ¢oziilebilmesi

icin oncelikle £ = 0 zamanindaki

50 - (5(117 587 g ° 75(1)\7+1>T

o’ = (091, 08, r .. ,09\,H)T

baglangic vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in problemin baslangic

kosullar1 olan

u(z,0) = fo(z)
v(z,0) = fi(z)

esitlikleri yerine x = z,,, ,m =0,1,..., N igin

U(l’m, 0) — 521_1 + 46% + 6871—}—1 - fQ(ZL‘m)

V(2m,0) = op_i+400 + 001 = fi(zm)

olarak bilinen kiibik B-spline esitlikleri kullanilirsa (2N + 6) bilinmeyen ve (2N + 2)
denklemden olusan bir sistem elde edilir. Baslangic sartlarinin x = x9 ve x = oy

icin konuma gore birinci tiirevleri kullanilirsa m = 0, NV icin

!

U (2,0) = (5(r)n+1 - 521—1) = fé(xm) (4.11)

(O-gz—&-l - 0971—1) = f1(wm) (4.12)

’

Vi (m,,0) =

S| w
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olarak ilave 4 denklem elde edilir. 4 denklemin sisteme eklenmesi ile (2N + 6)
bilinmeyen ve (2N + 6) denklemden olusan bir sistem bulunur. Bu sistem ¢oziilerek

t = 0 zamanindaki

& = (%)

o’ = (091,08, e ,09\,+1)T

baglangic vektorleri hesaplanabilir ve boylece istenilen ¢ zamanindaki yaklagik

coziimler 8° ve o baglangic vektorleri yardimiyla iteratif olarak bulunabilir.

4.2. Kuartik B-spline Kolokasyon Yontemi

Bu kisimda Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmek icin konum
parcalanmasinda kuartik B-spline kolokasyon yontemi kullanilacaktir.  Zaman
parcalanmasi igin Crank-Nicolson (Kuartikl) ve dérdiincii mertebeden tek adimh
(Kuartik2) yontemleri onerilecektir. 3. bolimde (3.22) ile ifade edilen
kuartik B-spline taban fonksiyonlar:1 segilerek problemin w (z,t) ve v (x,t) analitik
¢oziimlerine karsihik gelen sirasiyla U (x,t) ve V (x,t) sayisal ¢oziimleri kuartik
B-spline fonksiyonlar1 cinsinden verilen bolge iizerinde

N+1

U,t) = Y dm(t)®m(@), (4.13)

m=—2
N+1

V(z,t) = > om(t)m(z) (4.14)

m=—2
olarak ifade edilir. Buradam = —2,..., N+1 i¢in §,,(¢) ve 0,,(t) katsayilar1 zamana
bagh bilinmeyen parametrelerdir.. (4.13-4.14) yaklagimlar: ve (3.22) ile ifade edilen
kuartik B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak z,, boliinme noktasindaki U ve V' nin

ve o parametreleri cinsinden noktasal degerleri

Uz t) = Spr + 1100 + 118041 + Grmsa, (4.15)
V(zm,t) = omo1+ 1oy + 110,01 + 0pae, (4.16)
U (i t) = %(—5m1 38,4 B0mst + i), (4.17)
V' (tm,t) = é(—Um_l —30m + 30mi1 + Omi2), (4.18)

h
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" 12

U (.I'm, t) = ﬁ(ém_l — 5m — 5m+1 + 5m+2)7 (419)
" 12

Vi(tm,t) = ﬁ(am_l — Om — Omi1 + Oma2) (4.20)

olarak bulunur. (4.13-4.14) yaklagimlar1 (3.58-3.59) egitlerinde yerine yazilir ve
(4.15-4.20) ile verilen kuartik B-spline egitlikleri kullanirsa sirasiyla,

AT, tn) = (1= 042U + 04 (Upe)!, + (=204 + 02) V"
0o f (2, ") + O3 f (2, ")
(T, tn) = (=002 +2a5%00)U, + (02 — 200,) (Us ),
+(1 =20y — 20, + 4020V + (Vie)! + (=200, + 02) f (2, ")
F04f1 (T, 1) + (01 — 2003) f (2, 1) + O3 fi (2, ™)
ile
ar =1+036% a3 = (%0, — 20320,
as = 2005 — 01, as =1+ 2a6, + (%05 — 4004

olmak tizere 0 < m < N igin

(5n+1 [al 93} +5n+1 [11@1 + 93]
5%111 11@1 + 93} + (52;;12 [ —93] + (4 21)
oy [ag] + o [1lag] + o7t [11as] +
%:-12 [az] = d(m, tn)
ve
5n+ [ + ag%} + 5n+1 [11&3 — ag%} +
o e ot [os +aaf2] + w2)

ot [as — 0s33] + op [1lag + 03735 +
”mill [11@4 + 93 } + U”meQ [a4 — 63%] = e(Tm, tn)
denklem sistemleri elde edilir. (4.21-4.22) denklem sistemleri birlikte 2N 42 denklem

ve
8 = (5_1,00,...0n,0N11,0n40)"

(—1; 0y---UNy,UN+1, N+2) )

. T

g = (0'717007---70N70N+1,UN+2)

olmak tizere 2N + 8 bilinmeyenden olugur. Elde edilen denklem sisteminde denklem

ve bilinmeyen sayisini esitlemek igin
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u(av t) = gO<t)v u(b7 t) = gl<t)v t > 07
v(a,t) =go(t),  w(bt) =gi(t), t=0,
ul’(a’ t) - 92(t)> Ul’(a’ t) - gé(t)> t >0,

sinir kogullar1 kullanilarak elde edilen ilave 6 denklem sisteme eklenirse 2N + 8
denklem ve 2N + 8 bilinmeyenden olusan denklem sistemi elde edilir. Denklem

sisteminin ¢oziilebilmesi icin 6ncelikle ¢ = 0 zamanindaki

0o _ 0 <0 0 0 T

5 - (5717507"'75N+175N+2)
0o _ 0 0 0 0 T

o = <0—1700>"'>0N+170N+2)

baglangic vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in problemin baglangic

kosullar1 olan

u(r,0) = folz)
v(z,0) = fi(x)
esitlikleri yerine x = z,, ,;m = 0,1,..., N igin
U(Zm, 0) = 80 1 + 1160 + 1100, 1 + 0uio = fo(Tm)
V(@p,0) = U?n—l + 110971 + 1102%1 + O_gn+2 = fi(zm)
olarak bilinen kuartik B-spline egitlikleri kullanilirsa (2N +8) bilinmeyen ve (2N +2)
denklemden olusan bir sistem elde edilir. Baslangic sartlarinin x = xg ve © = oy

icin konuma gore birinci ve ikinci tiirevleri kullanilirsa m = 0, N i¢in

4

U'(0,0) = - (6%, — 369 + 389 +69) , (4.23)
U'(0,0) = 1—5(5‘11 — 00 — 0%+ 49), (4.24)
U (2x,0) = % (6%, — 30% 4 38%,, +0%.,). (4.95)
V'(20,0) = % (6%, — 300 + 307+ 03), (4.26)
V' (20,0) = % (091 — o — o)+ 03) , (4.27)
V'(zn,0) = % (X1 — 30N + 30341 + oNi2) (4.28)

olarak ilave 6 denklem elde edilir. 6 denklemin sisteme eklenmesi ile (2N + 8)

bilinmeyen ve (2N + 8) denklemden olugan bir sistem bulunur. Bu sistem ¢oziilerek
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t = 0 zamanmndaki

0o _ 0 0 0 0 T
o - (5—17507"'>5N+1’5N+2)

0o __ 0 0 0 0 T
o - (0-—170-0>"'a0-N—|—1aO-N—|—2)

baglangic vektorleri hesaplanabilir ve boylece istenilen ¢ zamanindaki yaklagik

coziimler 8° ve o baslangic vektorleri yardimiyla iteratif olarak bulunabilir.

4.3. Kuintik B-spline Kolokasyon Yo6ntemi

Bu kisimda Telegraph denkleminin yaklagik coziimiinii elde etmek icin konum
parcalanmasinda kuintik B-spline kolokasyon yontemi kullamilacaktir.  Zaman
parcalanmasi igin Crank-Nicolson (Kuintikl) ve dérdiincii mertebeden tek adiml
(Kuintik2) yontemleri onerilecektir. 3. boliimde (3.29) ile ifade edilen
kuintik B-spline taban fonksiyonlar1 segilerek problemin u (x,t) ve v (x,t) analitik
¢oziimlerine kargihik gelen sirasiyla U (z,t) ve V (z,t) sayisal ¢oziimleri kuintik
B-spline fonksiyonlari cinsinden verilen bolge tizerinde

N+-2

Uz, t) = > 0n(t)®m(x), (4.29)

Viz,t) = Y om(t)®m(z) (4.30)

olarak ifade edilir. Burada m = —2,..., N+2 igin 6,,(t) ve 0,,(t) katsayilar1 zamana
baglh bilinmeyen parametrelerdir. (4.29-4.30) yaklagimlar1 ve (3.29) ile ifade edilen
kuintik B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak x,, boliinme noktasindaki U ve V nin

ve o parametreleri cinsinden noktasal degerleri

U(Zmyt) = Om_o+ 260,14 660,, + 268,11 + Oy, (4.31)
V(Zm,t) = om—z+260,_1+ 660, + 260,11 + 0o, (4.32)
U(xm,t) = %(—5m_2 — 100,—1 + 100,41 + Omya), (4.33)
V' (%, t) = %(—am2 — 1001 + 100,41 + Omya), (4.34)
Uz, t) = %(5,”_2 + 261 — 600 + 20,11 + Omi2), (4.35)
V" (T, t) = @(am,g + 20,1 — 60, + 2041 + Omai2) (4.36)

h2
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olarak elde edilir. (4.29-4.30) yaklagimlar1 (3.58-3.59) egitlerinde yerine yazilir ve
(4.31-4.36) ile verilen kuintik B-spline esitlikleri kullanirsa sirasiyla,

AT, tn) = (1= 0482)U" + 04 (Upa)! + (=204 + 02) V"
+0uf (X, t") + O3 f (2, t"1)
e(Tm,tn) = (=820 +2aB°0,)U" + (05 — 2a0,) (Upe)",
+(1 =20y — 820, + 4020V + (Vi)' + (=200, + 02) f (2, ™)
FO04fi( @, t") 4 (01 — 2003) f (@0, t"1) + O fy (2, ")
ile
ap = 14033,  as = B0, — 203%0s,
as = 2als — 01, as =1+ 2a6, + (%05 — 40204

olmak iizere 0 < m < N igin

ontt [66ar + 12205] + ot [26a; — 1363] +
Oty [a1 — 3303] + oty [ag] + ot [26as] +

ot [66as] + ot [26as] + ot [as) = (@, t,)

(4.37)

ve
oy [as + a223] + 6" [26a3 + as7s] +
ot [66a5 — axiB] + ot [26as + axag] +
Otz las + azpz] + 0775 [aa — Oa33] + (4.38)
o [260 — 0533 ] + ot [660u + 0322] +
ol [260 — 0333 + ot [ — 0323] = e(@m, tn)

denklem sistemleri elde edilir. (4.37-4.38) denklem sistemleri birlikte 2N 42 denklem

ve
8 = (6.9,6_1,00,...0n5,0n4+1,0n42)"

- (*27 —-1,00,---UN,UN+1, N+2) )

. T

o = (0—270—1700>---,UN,0N+1,UN+2)

olmak tizere 2N + 10 bilinmeyenden olugur. Elde edilen denklem sisteminde denklem

ve bilinmeyen sayisini egitlemek igin
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u(a,t) = got),  u(bt) =aq(t), t=0,
us(a,t) =ga(t), uz(bt) =gs(t), t=0,
v(a,t) =go(t),  wbt) =gq(t), t=0,
va(a,t) =g5(t),  va(bt) =gs(t), t=0,

sinir kogsullar1 kullanilarak elde edilen ilave 8 denklem sisteme eklenirse 2N + 10
denklem ve 2N + 10 bilinmeyenden olugan denklem sistemi elde edilir. Denklem

sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in oncelikle ¢ = 0 zamanindaki

0o _ 0 <0 0 0 T
5 - (5717507"'75N+175N+2>
0o _ 0 0 0 0 T

o = (0—17007"'>0N+170N+2)

baslangic vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in problemin baglangic

kosullar1 olan

w(,0) = fol)
v(x,0) = fi(2)

esitlikleri yerine z = z,, ,m = 0,1,..., N igin

U(zm,0) = 80 o+ 2680 1 + 660, + 2600, .1 + 0o 0 = foTm)

V(2n,0) = o0 _o+ 2600, 1 +660%, + 2600, .1 + oo = fi(Tm)

olarak bilinen kuintik B-spline esitlikleri kullanilirsa (2N +10) bilinmeyen ve (2N +2)
denklemden olusan bir sistem elde edilir. Baslangic sartlarinin x = x9 ve © = oy

icin konuma gore birinci ve ikinci tiirevleri kullanilirsa m = 0, N i¢in

, 5

U'(20,0) = (=02 —100_y + 108 + ), (4.39)
U (20,0) = %(5_2 4261 — 630 + 261 + 65), (4.40)
U(zy,0) = %(—5N2 —100x_1 4+ 100541 + On2), (4.41)
U'(zyn,0) = %(&V_g + 20n_1 — 60N + 20n41 + Onga2), (4.42)

V(20,0) = 2(—0_5— 100, + 1001 + o), (4.43)

h
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" 20

%4 (xo, 0) = ﬁ((s_g + 2(5_1 — 6(50 + 251 + 62), (444)
/ 5)

%4 (IN, 0) = E(—(SN_Q — 10(51\1_1 + 106N+1 + 5N+2)7 (445)
" 20

|4 (%N, 0) = ﬁ(é]\[,g + 251\[,1 — 6(5]\[ + 25N+1 + (SN+2) (446)

olarak ilave 8 denklem elde edilir. 8 denklemin sisteme eklenmesi ile (2N + 10)
bilinmeyen ve (2N + 10) denklemden olusan bir sistem bulunur. Bu sistem ¢oziilerek

t = 0 zamanmndaki

0o _ 0 0 0 0 T
o - (5—17507"'>5N+1’5N+2)

0o _ 0 0 0 0 T
o - (0-—170-0>"'a0-N—|—1aO-N—|—2)

baslangic vektorleri hesaplanabilir ve boylece istenilen ¢ zamanindaki yaklagik

coziimler 8° ve o baslangic vektorleri yardimiyla iteratif olarak bulunabilir.

4.4. Test Problemleri

Bu boliimde Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimii icin onerilen Kiibikl,
Kiibik2, Kuartikl, Kuartik2, Kuintikl ve Kuintik2 yontemlerinin dogrulugunu test

etmek icin iki test problemi ele alinacaktir.

4.4.1. Birinci test problemi

3. bolumde tanitilan birinci test problemi igin analitik ¢oziim ve baglangic
sartlar sirasiyla,

u(z,t) = (v — 2)t* exp(—t)

u(z,0) =0, uz,0)=0
olarak verilmisti. o = %, B =1ve
f(x,t) = (2 =2t +*)(z — 2*) exp(—t) + 2t exp(—t)
secimleri yapilarak 0 < x < 1 konum aralig1 {izerinde programlar ¢ = 1 zamanina

kadar caligtirilacaktir.

Kiibikl, Kiibik2, Kuartikl, Kuartik2, Kuintikl ile Kuintik2 programlar1 h =

0.01 sabit konum adim uzunlugu ve zaman adim uzunlugu icin ise At = 1/2¢
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1 = 1,2,3,4,5 farkh secimleriyle ¢aligtirilmig ve elde edilen L., hata normlar ile

yakinsama oranlar1 Cizelge 4.1 de verilmistir.

Cizelge 4.1: h = 0.01 ve farkli zaman adimlar: i¢in hata normlar ve yakinsaklik oranlar:
At | Kiibikl Y.O | Kiibik2 Y.O | Kuartikl Y.O | Kuartik2 Y.O
1/2 | 4.63x1073 | — 6.62 x 107° | — 4.63 x 1073 | — 6.62 x 1075 | —
1/4 | 1.67x 1073 | 1.47 | 4.57 x 1075 | 3.86 | 1.67 x 1073 | 1.47 | 4.57 x 107¢ | 3.86

1/8 | 4.63x107* | 1.93 | 2.92 x 1077 | 3.97 | 4.63 x 1074 | 1.93 | 2.92 x 1077 | 3.97

1/16 | 1.09 x 10~* | 2.00 | 1.83 x 1078 | 4.00 | 1.09 x 10~* | 2.00 | 1.83 x 10~® | 3.99
1/32 | 2.73 x 1075 | 2.00 | 1.15 x 1079 | 4.00 | 2.73 x 107° | 2.00 | 1.15 x 1072 | 4.00
At | Kuintikl Y.O | Kuintik2 Y.O
1/2 | 4.64x 1073 | — 6.67 x 1075 | —

1/4 | 1.67x 1073 | 1.47 | 4.59 x 1075 | 3.86
1/8 | 4.37x107* | 1.94 | 293 x 1077 | 3.97

1/16 | 1.09 x 107* | 2.00 | 1.85 x 10~# | 3.99
1/32 | 2.73 x 1075 | 2.00 | 1.15 x 1072 | 4.00

Cizelge 4.1 deki sonuglara gore zaman parcalanmasinda Crank-Nicolson, konum
parcalanmasinda farkli dereceden B-spline kolokasyon yontemlerinin kullanildigi ilk
durumda elde edilen sonuclarin hemen hemen aym kaldig1 goriilmiistiir. Benzer
sekilde zaman parcalanmasinda doérdiincii mertebeden tek adimli yontem, konum
parcalanmasinda farkli dereceden B-spline kolokasyon yontemlerinin kullanildig
ikinci durumda da hemen hemen ayni sonuclarin elde edildigini ancak Crank-Nicolson
zaman parcalanmasinin ¢nerildigi ilk duruma goére oldukca iyi sonuclarin bulundugu
gozlemlenmektedir. Ayrica h konum artim uzunlugu i¢in At zaman artim uzunlugu
kiigiildiikge Kiibikl, Kuartikl ve Kuintikl metotlar1 kullanildiginda elde edilen
yakinsama oranlarinin Crank-Nicolson zaman pargalanmasinin teorik dogruluk
degeri olan 2’ye ve Kiibik2, Kuartik2 ve Kuintik2 metotlar: kullanildiginda elde edilen
yakinsama oranlarimin ise onerilen zaman pargalanmasimin teorik dogruluk degeri
olan 4’e gittigi, onerilen tiim yontemler sonucunda elde edilen L., hata normlarinin

ise giderek azaldig1 goriilmektedir.
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3 %107 12 %107
| — L
25 1
2 0.8
1.5 0.6
1 0.4
0.5 0.2
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 02 0.4 0.6 0.8 1
a) Kiibik1l b) Kiibik2
3 %107 12 %107
L Y
25 1
2 0.8
1.5 0.6
1 0.4
0.5 0.2
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
c) Kuartikl d) Kiibik2
3><10'5 1 210°
L Y
25 1
2 0.8
1.5 06
1 0.4
0.5 0.2
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 02 0.4 0.6 0.8 1
e) Kuintikl f) Kuintik2

Sekil 4.1: £ = 1 anindaki mutlak hata

Onerilen alt1 yontem icin zaman ve konum artim uzunlugu i = 0.01 ve At = 1/32
alimarak ¢ = 1 zamanina kadar ¢aligtirilan programlar i¢in mutlak hata grafikleri
Sekil 4.1 de verilmistir. Sekil 4.1 incelendiginde ¢nerilen tiim yontemler icin cizilen
grafiklerdeki mutlak hatanin Cizelge 4.1 de verilen L., hatasiyla uyumlu oldugu
ve konum araliginin orta noktalarinda geldigi goriilmektedir. Maksimum hatanin
konum araliginin u¢ noktalarinda gelmedigi icin sinir sartlarinin uygulanmasinda bir

problem olmadigi da soylenebilir.
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4.4.2. Ikinci test problemi
Ikinci test problemi icin analitik ¢oziim ve baslangic sartlar sirasiyla,
u(z,t) = exp(x — 2t)

ve

u(z,0) =exp(z), w(zr,0)=—2exp(x)

olarak 3. boliimde verilmigti. Bu test probleminde o« = 1, 5 = 1 ve f(x,t) = 0
se¢imleri yapilarak 0 < x < 1 konum aralig: iizerinde programlar ¢ = 1 zamanina

kadar caligtirilacaktir.

Cizelge 4.2: h = 0.005 ve farkl zaman adimlar i¢in hata normlar: ve yakinsaklik oranlar:
At | Kiibikl Y.O | Kiibik2 Y.O | Kuartikl Y.O | Kuartik2 Y.O
1/2 |3.02x1072 | — 583 x 1074 | — 3.02x 1072 | — 5.82 x 1074 | —
1/4 | 9.53x 1073 | 1.66 | 3.47 x 107° | 4.07 | 9.53 x 1073 | 1.66 | 3.45 x 107 | 4.08
1/8 241 x1073 | 1.98|2.32x107%]3.90 | 241 x 1073 | 1.98 | 2.12 x 107¢ | 4.03
1/16 | 523 x 1074 | 2.20 | 3.31 x 1077 | 2.81 | 5.23 x 107* | 2.20 | 1.32 x 1077 | 4.01
1/32 | 1.27x 107* | 2.04 | 2.08 x 1077 | 0.67 | 1.27 x 107* | 2.04 | 8.17 x 1079 | 4.01

At | Kuintikl Y.O | Kuintik2 Y.O
1/2 | 3.02 x 1072 | — 5.84 x 1074 | —

1/4 1955 x 1073 | 1.66 | 3.66 x 1075 | 4.08
1/8 |2.41x 1073 1.99 | 2.12 x 1079 | 4.03

1/16 | 5.24 x 1074 | 2.20 | 1.32 x 1077 | 4.01
1/32 | 1.27 x 107 | 2.04 | 8.19 x 1072 | 4.01

Kiibikl, Kiibik2, Kuartikl, Kuartik2, Kuintikl ile Kuintik2 programlar1 h =
0.005 sabit konum adim uzunlugu ve zaman adim uzunlugu igin ise At = 1/2%, i =
1,2,3,4,5 farkh secimleriyle galigtirilmig ve elde edilen hata normlari ile yakinsama
oranlar1 Cizelge 4.2 de verilmigtir. Cizelge 4.2 deki sonuclar incelendiginde zaman
parcalanmasinda Crank-Nicolson yontemi, konum parcalanmasinda farkhi dereceden
B-spline kolokasyon yontemlerinin kullanildigi durumda elde edilen sonuglarin

hemen hemen ayni kaldigi goriilmiistiir. Benzer gekilde zaman pargalanmasinda
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dordiincii mertebeden tek adimlh yontem, konum pargalanmasinda farkli dereceden
B-spline kolokasyon yontemlerinin kullanildigi ikinci durumda Kuartik2 ve Kuintik?2
yontemleri onerildiginde bulunan sonuclarin Kiibik2 yontemi kullanildiginda bulunan
sonuclara gore daha diisiik oldugu ancak Crank-Nicolson zaman parcalanmasinin
onerildigi ilk duruma gore ise oldukca iyi sonuclarin bulundugu gozlemlenmektedir.
Ayrica, Kiibikl, Kuartikl ve Kuintikl metotlar1 kullanildiginda elde edilen
yakinsama oranlarinin Crank-Nicolson zaman pargalanmasinin teorik dogruluk
degeri olan 2 civarinda oldugu, Kuartik2 ile Kuintik2 metotlar1 kullanildiginda elde
edilen yakinsama oranlariin ise onerilen zaman parcalanmasinin teorik dogruluk
degeri olan hemen hemen 4 degerinde oldugu goriilmiistiir. Onerilen tiim yontemler
sonucunda elde edilen L., hata normlarinin ise sabit konum artim uzunlugu igin

zaman artim uzunlugu kiiciildiikce giderek azaldigr goriilmektedir.

0.5

08 1 0 o 02 0 s o 08

F— e
a) Kiibik1l b) Kiibik2
15 10 5 10
L , a
1 8
05 3
0 0
0 0.2 0.4 06 08 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 09 1
c¢) Kuartikl d) Kuartik2
15 0 5 10
PN , a
1 8
05 3
0 0
0 0.2 04 0.6 08 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 09 1
d) Kuintik1 e) Kuintik2

Sekil 4.2 : ¢ = 1 anindaki mutlak hata
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Onerilen metotlar igin zaman ve konum artim uzunlugu h = 0.005 ve At = 1/32
alinarak ¢ = 1 zamanina kadar galistirilan programlar icin mutlak hata grafikleri
Sekil 4.2 de gosterilmistir. Sekil 4.2 incelendiginde mutlak hatanin Cizelge 4.2 de
verilen L., hatasiyla uyumlu oldugu ve konum araliginin orta noktalarinda geldigi
goriilmektedir. Maksimum hatanin konum araliginin orta kisminda goriildiigii igin

sinir sartlarinin uygulanmasinda bir problem olmadigl da soylenebilir.
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5. KLEIN-GORDON DENKLEMININ YAKLASIK
COZUMU ICIN B-SPLINE KOLOKASYON
YONTEMI

3. boliimde (3.68) ile ifade edilen KG denklemi yardimc: fonksiyon yardimiyla
(3.72-3.73) lineer olmayan denklem sistemine indirgenmis ve denklem sisteminin
zaman pargalanmalar ise (3.80-3.81) egitliklerinde elde edilmigti. Bu béliimde
kiibik, kuartik ve kuintik B-spline kolokasyon yontemleri ile KG denkleminin yaklagik
¢ozlimlerinin bulunmasi hedeflenmektedir. KG denkleminin sayisal ¢oziimii igin
zaman parcgalanmasi olarak Crank-Nicolson yontemi ve Crank-Nicolson yontemine
gore daha yiiksek dogruluga sahip dordiincii mertebeden tek adimh yontem
kullanilacaktir. Konum parcalanmasi i¢in ise kiibik, kuartik ve kuintik B-spline
kolokasyon yontemleri onerilmistir. Yaklagik ¢oziimlerin dogrulunu test etmek icin

iki test problemi ele alinacaktir.

5.1. Kiibik B-spline Kolokasyon Yontemi

Bu kisimda KG denkleminin yaklagik coziimiinii elde etmek igin konum
parcalanmasinda kiibik B-spline kolokasyon yontemi o©nerilecektir. Zaman
parcalanmasi igin Crank-Nicolson (Kiibikl) ve dordiincii mertebeden tek adimh
(Kiibik2) yontemleri kullamilacaktir. 3. béliimde (3.16) ile verilen kiibik B-spline
taban fonksiyonlar1 secilerek problemin w (z,t) ve v (z,t) tam ¢oziimlerine kargilik
gelen sirasiyla U (z,t) ve V (z,t) yaklagik ¢oziimleri kiibik B-spline fonksiyonlar
cinsinden caligilan bolge tizerinde

N+1

U,t) = Y 0m(t)®m(x), (5.1)

m=—1
N+1

V(z,t) = Y om(t)®m(x) (5.2)

m=—1

seklinde ifade edilir. Burada m = —1,..., N + 1 i¢in 0,,(f) ve 0,,(t) katsayilar
zamana bagli bilinmeyen parametrelerdir. (5.1-5.2) yaklagimlar1 (3.80-3.81)
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esitlerinde yerine yazilir ve 4. boliimde hesaplanan (4.3-4.8) ile verilen kiibik B-spline
esitlikleri kullanirsa sirasiyla,
AT tn) = (1= 048 — 07U ) Up — Os0x (Ui )iy, + 02V
+04f(z, ") + O3 f (z, ")
e(@mstn) = (=028 — 0y (U" )7 )Up, — O20 (Usa ),
(1 =048 = 0yk (U )5 ) Vit = O (vz ),
FO0Lf (T, ") + Oo f (T, ") + O3 fi(Tm, ") + Oufi (T, )
ile
ay =1+ 038 + O:y(UE DL a3 = 0,8 + 01y(UE )L,

as = O3, as = 01

olmak iizere 0 < m < N igin

5;;—&;11 |:CL1 + %&2] + (5%4_1 [4&1 — %GQ} + 571;1—:»11 |:Cl1 + }%ag}

(5.3)
o [=01] + ot [<461] + o7 [=01] = d(zm, t)
ve
6:71:—_11 [ag T %CM] —+ (Snm+1 [4&3 — %CL4:| + (57,,;—:_11 [CL3 —+ %CL4:|
onth lar + Sag] + o [4ar — Bas] + ot [ar + Zas] (5.4)

= e(Tm, tn)
lineer olmayan denklem sistemleri elde edilir. (5.3-5.4) denklem sistemleri birlikte

2N + 2 denklem ve
T
5 — (5,1,50,...6]\[,5]\[4&) 5
T
g = (0'_1,0'0,...,0'N,0'N+1)

olmak tizere 2N +6 bilinmeyenden olusur. Elde edilen denklem sistemindeki denklem

ve bilinmeyen sayisini egitlemek igin

u(a,t) =go(t), ult) =aglt), t=0,
v(a,t) =go(t),  wv(bt) =gi(t), t=0,
sinir kogullarini kullanarak ilave 4 denklem sisteme eklenirse 2N +6 denklem ve 2/N+-6
bilinmeyenden olugan denklem sistemi elde edilir. Denklem sisteminin ¢oziilebilmesi
icin oncelikle £ = 0 zamanindaki
0% = (0°,,69,... ,(59v+1)T

0'0 = (O-(ih 08> cee 70-(])V+1)T
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baslangi¢ vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in problemin baslangig

kosullar1 olan

u(,0) = fol)
v(@,0) = fi(2)

esitlikleri yerine x = z,,, ,m = 0,1,..., N igin

U(m,0) = 0oy +460 + 001 = folwm)

V(xma 0) = Uom—l + 40(7)n + 02n+1 = f1 ("Em)

olarak bilinen kiibik B-spline egitlikleri kullanilirsa (2N + 6) bilinmeyen ve (2N +
2) denklemden olusan bir sistem elde edilir. Bu sistemin ¢oziilebilir olmasi icin 4.
boliimde (4.11-4.12) ile verilen ilave 4 denklemin sisteme eklenmesi ile (2N + 6)
bilinmeyen ve (2N + 6) denklemden olusan bir denklem sisteme ulagilir. Bu sistem

coziilerek ¢ = 0 zamanindaki

50 == (5(117 687 e 75?\7+1)T

UO = (O-(lh 08> cee 70-(])V—|—1)T

baglangic vektorleri hesaplanabilir. Baglangic vektorleri 8° ve o hesaplandiktan

sonra, bilinmeyen vektorleri

" = (671,00, Oni1)T,

o" = (o",,00,... ,JR,H)T

olmak tizere n = 1,2,... ic¢in i¢ iterasyon yontemi kullanmlarak istenilen ¢

zamanindaki yaklagik ¢oziimler iteratif olarak hesaplanir.

5.2. Kuartik B-spline Kolokasyon Y o6ntemi

Bu kisimda KG denkleminin yaklagik c¢oziimiinii elde etmek igin konum
parcalanmasinda kuartik B-spline kolokasyon yontemi onerilecektir. Zaman
parcalanmasi igin Crank-Nicolson (Kuartikl) ve dordiincii mertebeden tek adiml
(Kuartik2) yontemleri kullamlacaktir. 3.  bolimde (3.22) ile ifade edilen

kuartik B-spline taban fonksiyonlar: segilerek problemin wu (z,t) ve v (x,t) analitik
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¢oziimlerine kargihk gelen sirasiyla U (x,t) ve V (x,t) sayisal ¢oziimleri kuartik
B-spline fonksiyonlari cinsinden verilen bolge tizerinde

N+1

Uz, t) = > 0n(t)®m(x), (5.5)

Viz,t) = Y om(t)®m(z) (5.6)

olarak ifade edilir. Burada m = —2,..., N+1icin d,,(¢) ve 0,,,(¢) katsayilar1 zamana
bagh bilinmeyen parametrelerdir. (5.5-5.6) yaklagimlar: (3.80-3.81) ile verilen zaman
pargalanmalarinda yerine yazilir ve 4. boliimde hesaplanan (4.15-4.20) ile verilen

kuartik B-spline esitlikleri kullanirsa sirasiyla,

AT, tn) = (1= 048 — 0,y(UNUE — Qg (Upe) + 05V
+04f(x, ") + O3 f(x, ")
e(Tm,tn) = (=028 — Oy (U ) )Up — Oz (Us ),
+(1 = 648 — Oy (U D2V — Ost (vga),
01 f (T, ") + O f (0, 17) + O3 fr (2, ") + Ou fu(@m, 1)
ile
ay =1+ 038 + O3y(UED L a3 = 0,8 + 01y(UF )L
as = O3, as = 01
olmak tizere 0 < m < N igin
A [al + i—gag] + o7 [11@1 — %ag] +

(Snmtrll [11&1 — %az] + 5%112 [al + %ag]

o [=0)] + o <1101 + o [-110)] o0
+onty [—01] = d(@m, t)
ve
s las + 2a4] + ot [11las — Fas) +
ot [1las — Bag)| + 05 [as + Bad] 58)

+o00 [ + 33a2] + o7t [11ay — fas] +

nt1 12 n+1 127 _
onth [Tay — 3as] + omy [ar + Fas] = e(@m, tn)
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lineer olmayan denklem sistemleri elde edilir. (5.7-5.8) denklem sistemleri birlikte

2N + 2 denklem ve

T

5 - (5717507---5N75N+175N+2) 5
T

g = (0—17007---’UN>UN+1,UN+2)

olmak tizere 2N +8 bilinmeyenden olusur. Elde edilen denklem sistemindeki denklem

ve bilinmeyen sayisini egitlemek igin

u(a,t) =go(t),  wu,t) =aqlt), =0,

v(a,t) =got),  w(bt) =gi(t), =0,

us(a,t) =ga(t), wvalat) =gs(t), t=0,
sinir kogullarini kullanarak ilave 6 denklem sisteme eklenirse 2N + 8 denklem ve
2N + 8 bilinmeyenden olugan lineer olmayan denklem sistemi elde edilir. Denklem

sisteminde iteratif olarak ¢oziime baglamak igin 6ncelikle ¢ = 0 zamanindaki

0o _ 0 0 0 0 \T
5 — (571760775N+175N+2)
0o _ 0 0 0 0 \T

o = (0—17007"'>0N+1?0N+2)

baslangig¢ vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in problemin baslangig

kosullar1 olan

uw(z,0) = fo(x)
v(x,0) = fi(z)
esitlikleri yerine x = z,,, ,;m = 0,1,..., N igin

U(rp,0) = 62n—1 + 11521 + 1159n+1 + 59n+2 = fo(om)
V(@m,0) = op_y+11op, + 110y, +0p . = fi(zm)

olarak bilinen kuartik B-spline esitlikleri kullanihirsa (2N + 8) bilinmeyen ve (2N +
2) denklemden olugan bir sistem elde edilir. Bu sistemin ¢oziilebilir olmasi icin 4.
boliimde (4.23-4.28) ile verilen ilave 6 denklemin sisteme eklenmesi ile (2/V + 8)
bilinmeyen ve (2N + 8) denklemden olusan bir denklem sisteme ulagilir. Bu sistem

coziilerek ¢ = 0 zamanindaki

8 = (5(117 587 s >59\7+1’ 59\7+2)T

0o _ 0 0 0 0 T
o - (0-—170-0>"'a0-N—|—1aO-N—|—2)
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baglangic vektorleri hesaplanabilir. Baglangic vektorleri 8° ve o hesaplandiktan

sonra, bilinmeyen vektorleri

n n n ) n T
0" = (6"1,60,. ., 0N 1:0Ns2)
n o __ n n n n T
o' = (01,00, ,0N1,0N42)
olmak tizere n = 1,2,... i¢in i¢ iterasyon yontemi kullanilarak istenilen ¢

zamanindaki yaklagik ¢oziimler iteratif olarak hesaplanir.

5.3. Kuintik B-spline Kolokasyon Yontemi

Bu kisimda KG denkleminin yaklagik c¢oziimiinii elde etmek igin konum
parcalanmasinda kuintik B-spline kolokasyon yontemi kullanilacaktir.  Zaman
pargalanmasi igin Crank-Nicolson (Kuintikl) ve dordiincii mertebeden tek adimh
(Kuintik2) yontemleri onerilecektir. 3. boliimde (3.29) ile ifade edilen
kuintik B-spline taban fonksiyonlar: segilerek problemin w (z,t) ve v (x,t) analitik
¢oziimlerine karsihik gelen sirasiyla U (z,t) ve V (z,t) sayisal ¢oziimleri kuintik

B-spline fonksiyonlari cinsinden verilen bolge iizerinde

N+2
Uz, t) = > 0n(t)®m(x), (5.9)

m=—2

N+2
V(z,t) = Y om(t)®m(x) (5.10)

m=—2
olarak ifade edilir. Burada m = —2,...,N + 2 icin §,,(t) ve 0,,(t) katsayilar

zamana bagll bilinmeyen parametrelerdir. (5.9-5.10) yaklagimlar1 (3.80-3.81) ile
verilen zaman parcalanmalarinda yerine yazilir ve 4. boliimde hesaplanan (4.31-4.36)

ile verilen kuintik B-spline egitlikleri kullanirsa sirasiyla,

A, tn) = (1= 048 = 0y (U )" U = Oacx (Usa)y, + 02V
+04f (z,t") + O f (z, ")

(T tn) = (=028 = Oy (UN 1)U = 020 (U ),
(1 = 048 — Ouy k(UL )" )V = Oacx (Vi ),

+91f($mvtn+1) + 92f(xmvtn) + 93ft(xm7tn+1) + 94ft(xm7tn)7



93

ar = 1408+ 03y(UL)",
ay = 03&,
a3 = 018+ 917(U£;1)n+17

a4 = 910[

olmak tizere 0 < m < N icin olmak tizere 0 < m < N igin

Oms [a1 + 33a2] + 07,7 [26a1 + 0] +
om [66a1 — 12ay] + 67ty [26a1 + 2a,] +
Oty [ar + Bas] + o0 [=61) + o7 [-260] + (5.11)
oL [—660] + ot [—260] +
Oy [=01] = d(m, t,)
ve
Oy [as + Faa] + 057, [26a + 79a4] +
ot [66a5 — 12ay] + 6ty [26a3 + ay] +
Omica las + F3aa] + o0 [an + 23a0] + (5.12)
o [26a; + 45as] + o™ [66a; — Zas] +
o [26a1 + 33as) + o7 [ar + Bas] = e, 1)
lineer olmayan denklem sistemleri elde edilir. (5.11) ve (5.12) denklem sistemleri

birlikte 2N + 2 denklem ve

6 = (67275717607'--5Na5N+la5N+2)T7

T
g = (0'_2,0'_1,0'0, .. .,O'N,O'N+17O'N+2>

olmak {izere 2N + 10 bilinmeyenden olugur. Elde edilen denklem sistemindeki

denklem ve bilinmeyen sayisin egitlemek igin

wa,t) =go(t),  ulbt) =gq(t), t=0,
ug(a,t) = ga(t),  ug(bt) =gs(t), t>0,
v(a,t) =got),  w(bt) =gq(t), t=0,
vela,t) = ga(t),  we(bt) =gs(t), t>0,

sinir kogullarimi kullanarak ilave 8 denklem sisteme eklenirse 2NV 4 10 denklem ve

2N + 10 bilinmeyenden olusan lineer olmayan denklem sistemi elde edilir. Denklem
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sisteminde iteratif olarak coziime baglamak i¢in ¢ncelikle ¢ = 0 zamanindaki

0o 0 <0 0 0 \T
6 - (6—2>5—1a"-75N+1>5N+2)
0o _ 0 0 0 0 T

o = (0—270-—17"'70-N+170-N+2>

baslangic vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in problemin baslangic

kosullar1 olan

w(,0) = fol)
v(@,0) = fi(2)

esitlikleri yerine z = z,, ,m = 0,1,..., N igin

U(Zm,0) = 0o+ 2600, 1 + 6600, + 2660, 1 + 0uyio = folTm)

V(zm,0) = o00_y+2600,_1 + 6600, +2600 1 + 0% 5= fi(Tm)

olarak bilinen kuintik B-spline esitlikleri kullanilirsa (2N + 10) bilinmeyen ve (2N +
2) denklemden olusan bir sistem elde edilir. Bu sistemin ¢oziilebilir olmasi icin 4.
boliimde (4.39-4.46) ile verilen ilave 8 denklemin sisteme eklenmesi ile (2N + 10)
bilinmeyen ve (2N + 10) denklemden olugan bir denklem sisteme ulagilir. Bu sistem

¢oziilerek ¢t = 0 zamanmindaki

0o 0 <0 0 0 \T
6 - (6—2>5—1a"-75N+1>5N+2)
0o _ 0 0 0 0 T

o = (0—270-—17"'70-N+170-N+2>

baslangic vektorleri hesaplanabilir. Baslangic vektorleri 6° ve o hesaplandiktan

sonra,
n__ n n n n n T n __ n n n n n T
0"=(0250"1,00, -, 0§11, 0n4a)” 0" =(029,0%1,00, -, ON41,ORy2)

bilinmeyen vektorleri olmak tizere n = 1,2, ... icin i¢ iterasyon yontemi kullanilarak

istenilen ¢ zamanindaki yaklagik ¢oziimler iteratif olarak hesaplanir.

5.4. Test Problemleri

Bu boliimde KG denkleminin sayisal ¢oziimii icin onerilen Kiibikl, Kiibik2,
Kuartikl, Kuartik2, Kuintikl ve Kuintik2 yontemlerinin dogrulugunu kontrol etmek

icin iki test problemi incelenecektir.
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3. boltimde tanitilan bu test problemi icin analitik ¢oziim ve basglangic sartlar:

sirasiyla,

u(z,t) = xcos(t) ve u(z,0) =z, w(z,0) =0

olarak verilmigti. Bu boliimde a = —1, 5 =0, v =1, k=2 ve

segilerek —1 < x < 1 konum araligl iizerinde programlar ¢

f(z,t) = —x cos(t) + 2% cos?(t)

= 1 zamanina

kadar cahgtirilacaktir. Kiibikl, Kiibik2, Kuartikl, Kuartik2, Kuintikl ile Kuintik2

programlar1 i = 0.01 sabit konum adim uzunlugu ve zaman adim uzunlugu icin

ise At =1/2',i=1,2,3,4,5 farkli segimleriyle ¢aligtirilmis ve elde edilen L., hata

normlari ile yakinsama oranlar1 Cizelge 5.1 de sunulmustur.

Cizelge 5.1: h = 0.01 ve farkli zaman adimlar: i¢in hata normlar1 ve yakinsaklik oranlar:

At Kiibik1 Y.O | Kiibik2 Y.O | Kuartikl Y.O | Kuartik2 Y.O
1/2 [481x107% | — |189x107° | — [460x1073| — ]2.00x107° | —
1/4 | 1.27x 1072 ] 1.92 | 1.26 x 1075 | 3.90 | 1.27 x 1073 | 1.86 | 1.37 x 107¢ | 3.86
1/8 |3.10x107* | 2.03 | 8.01 x 1078 | 3.98 | 3.09 x 107* | 2.03 | 8.04 x 1077 | 4.03
1/16 | 7.73 x 107° | 2.00 | 5.02 x 107 | 3.99 | 7.73 x 107° | 2.00 | 5.15 x 107° | 4.03
1/32 1 1.93 x 107° | 2.00 | 3.14 x 1071% | 4.00 | 1.93 x 107° | 2.00 | 3.18 x 10710 | 4.02

At Kuintik1 Y.O | Kuintik2 Y.O

1/2 478 x107% | — |210x107° | —

1/4 | 1.26x 1072 | 1.92 | 1.36 x 1075 | 3.95

1/8 |3.08x107*|2.03 | 8.34 x 1077 | 4.03

1/16 | 7.68 x 107° | 2.00 | 5.11 x 107 | 4.03

1/32 ] 1.92 x 107° | 2.00 | 3.16 x 10710 | 4.02

(izelge 5.1 deki sonuglara gore zaman parcalanmasinda Crank-Nicolson, konum

parcalanmasinda farkli dereceden B-spline kolokasyon yontemlerinin kullanildigr ilk

durumda elde edilen sonuglarin hemen hemen aym kaldigi goriilmiistiir.

Benzer

sekilde zaman parcalanmasinda doérdiincii mertebeden tek adimli yontem, konum
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parcalanmasinda farkli dereceden B-spline kolokasyon yontemlerinin kullanildig
ikinci durumda da hemen hemen ayni sonuglarin elde edildigini fakat Crank-Nicolson
zaman parcalanmasinin kullanildigi ilk duruma gore daha diisiik hatalarin bulundugu
gozlemlenmektedir. Ayrica Cizelge 5.1 deki sonuglar, h konum artim uzunlugu
icin At zaman artim uzunlugu kiiciildiikce Kiibikl, Kuartikl ve Kuintikl
metotlar1 kullanildiginda elde edilen yakinsama oranlarinin Crank-Nicolson zaman
parcalanmasinin teorik dogruluk degeri olan 2’ye ve Kiibik2, Kuartik2 ve Kuintik2
metotlar1 kullanildiginda elde edilen yakinsama oranlarimin ise o6nerilen zaman

parcalanmasinin teorik dogruluk degeri olan 4’e gittigini gostermektedir.

5 -10
o x10 10

A T
FARVARNIE =2

o/ \l[/ \

0.5 1 =l -0.5

05 1

a) Kiibik1l b) Kiibik2

c¢) Kuartikl d) Kuartik2

TN HAAS
\/ \ iy \[/ \

ool \l/ \

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -05 05 1

e) Kuintikl f) Kuintik2
Sekil 5.1: ¢ = 1 anindaki mutlak hata

Onerilen alt1 yontem i¢in zaman ve konum artim uzunlugu h = 0.01 ve At = 1/32
alinarak ¢ = 1 zamanina kadar galistirilan programlar icin mutlak hata grafikleri

Sekil 5.1 de gosterilmistir. Sekil 5.1 incelendiginde mutlak hatanin Cizelge 5.1 de
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verilen L., hatasiyla uyumlu oldugu ve konum araliginin orta noktalarinda geldigi
goriilmektedir. Maksimum hata konum araliginin ug noktalarinda olmadigi icin sinir

sartlarinin uygulanmasinda bir problem olmadigi da goriilebilir.

5.4.2. Ikinci test problemi

Ikinci test problemi icin analitik coziim ve baglangic sartlar sirasiyla,
u(z,t) = u(x,t) = Btan(K (z + ct))

ve

u(z,0) = Btan(Kz), u(z,0) = BeK sec*(Kx)

olarak 3. boliimde verilmigti. Bu test probleminde o = —2.5, 5 =1,v=1.5, k=3

ve f(x,t) = 0 segimleri yapilarak ve

y A el
0—0.5,3—\/;,[(— o+

parametreleri kullanilarak 0 < 2 < 1 konum araligl tizerinde programlar ¢ = 1

zamanina kadar caligtirilacaktir.

Kiibikl, Kiibik2, Kuartikl, Kuartik2, Kuintikl ile Kuintik2 programlar1 h =
0.0005 sabit konum adim uzunlugu ve zaman adim uzunlugu igin ise At = 1/2%,i =
1,2, 3, 4 farkli segimleriyle ¢aligtirilmis ve elde edilen L, hata normlar ile yakinsama
oranlar1 (Cizelge 5.2 de sunulmustur. Cizelge 5.2 deki sonuglar incelendiginde
zaman parcalanmasinda Crank-Nicolson yontemi, konum parcalanmasinda farkl
dereceden B-spline kolokasyon yontemlerinin kullanildigi ilk durumda elde edilen
sonuglarin hemen hemen ayni kaldigr gozlemlenmistir.  Benzer sekilde zaman
parcalanmasinda dordiincii mertebeden tek adimli yontem, konum parcalanmasinda
farkli dereceden B-spline kolokasyon yontemlerinin kullanildigi ikinci durumda
Kuartik2 ve Kuintik2 yontemleri tarafindan elde edilen hata normlarmin Kiibik2
yonteminde elde edilen hataya gore daha diigiik oldugu goriilmektedir. Zaman
parcalanmasi igin yiiksek dogruluklu yontem kullanildiginda elde edilen hatalarin ise
Crank-Nicolson zaman parcalanmasinin ¢nerildigi ilk durumda elde edilen hatalara

gore oldukca diisiik kaldigida goriilmektedir. Ayrica, Kiibikl, Kuartikl ve Kuintikl



o8

metotlar1 kullanildiginda elde edilen yakinsama oranlarinin Crank-Nicolson zaman
parcalanmasinin teorik dogruluk degeri olan 2 civarinda oldugu, Kuartik2 ile
Kuintik2 metotlar: kullanildiginda elde edilen yakinsama oranlarinin ise zaman artim
uzunlugu kiigiildiikce zaman parcalanmasinin teorik dogruluk degeri olan 4’e gittigi,

bu durumun Kiibik2 icin gézlemlenmedigi goriilmektedir.

Cizelge 5.2: h = 0.0005 ve farkli zaman adimlar i¢in hata normlar1 ve yakinsaklik oranlari
At Kiibik1 Y.O | Kiibik2 Y.O | Kuartikl Y.O | Kuartik2 Y.O
1/2 | 426x107° | — 3.80 x 1077 | — 422 x 1075 | — 1.55x 1077 | —
1/4 [1.94x107° | 1.13 | 214 x 1078 | 4.15 | 1.94 x 107° | 1.12 | 1.42 x 107® | 3.45
1/8 | 4.47x 1075|212 | 1.16 x 1079 | 4.21 | 4.47 x 1076 | 2.12 | 9.79 x 1071 | 3.86
1/16 | 1.34 x 1075 | 1.74 | 1.53 x 107° | 0.04 | 1.34 x 1076 | 1.74 | 6.34 x 10~ | 3.95

At Kuintik1 Y.O | Kuintik2 Y.O
1/2 |421x107° | — | 153x1077 | —

1/4 | 1.94 x 1075 | 1.11 | 1.41 x 107® | 3.43
1/8 | 4.47x 1076 | 2.12 | 9.92 x 1010 | 3.83
1/16 | 1.34 x 1076 | 1.74 | 6.46 x 10711 | 3.94

KG denkleminin yaklagik ¢oziimii i¢in 6nerilen 6 metot icin zaman ve konum
artim uzunlugu h = 0.0005 ve At = 1/16 almarak ¢ = 1 zamanma kadar
calhigtirilan programlar i¢in mutlak hata grafikleri Sekil 5.2 de gosterilmistir. Sekil 5.2
incelendiginde mutlak hatanin Cizelge 5.2 de verilen L, hatasiyla uyumlu oldugu ve
konum araliginin orta noktalarinda geldigi goriilmektedir. Maksimum hata konum
araliginin orta noktalarinda geldigi i¢in sinir sartlarinin uygulanmasinda bir problem

olmadigi da soylenebilir.
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Sekil 5.2 : ¢t = 1 anindaki mutlak hata
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6. TELEGRAPH DENKLEMININ YAKLASIK
COZUMU ICIN B-SPLINE GALERKIN
YONTEMI

3.  bolimde (3.43) ile tamtilan Telegraph denklemi yardimci fonksiyon
yardimiyla (3.47-3.48) lineer denklem sistemine indirgenmis ve denklem sisteminin
zaman pargalanmalar (3.58-3.59) egitliklerinde elde edilmisti.  Bu béliimde
kiibik, kuartik ve kuintik B-spline Galerkin yontemleri ile Telegraph denkleminin
sayisal ¢oziimlerinin bulunmasi hedeflenmektedir. Telegraph denkleminin sayisal
¢ozlimii i¢in zaman parcalanmasi olarak Crank-Nicolson yontemi ve Crank-Nicolson
yontemine gore daha yiiksek dogruluga sahip dordiincii mertebeden tek adimh
yontem kullanilacaktir. Konum pargalanmasi igin ise kiibik, kuartik ve kuintik
B-spline Galerkin yontemleri énerilmigtir. Yaklagik ¢oziimlerin dogrulunu test etmek
icin iki test problemi incelenecektir. W (x) agirlik fonksiyonu olmak iizere (3.58-3.59)
ile verilen zaman parcalanmalarina Galerkin yontemi uygulanirsa sirasiyla,

b

a; = /W(x) [(1 + 9352) untt — 93u;§"1] dx,

b
ag = (2&03—6’1)/W(x)v”+1dx,

a

b
as = /W(x) (1= 0,8%)u” + 04l ] dz,

b
ay = (—2a94+92)/W(m)v”da¢,

on = [ W) Bafa,") + 00 o) da,

a
b

b = /W@) [(B%6, — 2a3%05) u™™ + (=0, + 2083)ul] da,

xrx
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b
by = /m«@K1+mwru¢%—4ﬁ%wﬂ“—9w$ﬂda

a

b
bg = /W(l’) [(—5292 + 20[5294)Un + (92 - 205(94)’&230] dl‘,

a

b
by = / W (x) [(1 = 28, — 5204 + 4020,)0" + 00" da.

a
b

b ::t/LV@ﬂK—Qaﬁ4+9gf@;ﬂ)+9&ﬁ@;ﬁﬂda

+ / W (z) [((01 — 2a03) f(x,t") + 05 fy(x,t")] da

olmak tizere

CL1+CL2 :CL3+CL4—|—G,5 (6].)

ve

by + by = by + by + bs (6.2)

esitlikleri elde edilir.

6.1. Kiibik B-spline Galerkin Yoéntemi

Bu kisimda Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmek i¢in konum
parcalanmasinda kiibik B-spline Galerkin yontemi kullanilacaktir. Zaman
parcalanmasi igin Crank-Nicolson (Kiibikl) ve dordiincii mertebeden tek adimh
(Kiibik2) yontemleri 6nerilecektir. Galerkin yonteminde [a,b] konum araligi N esit
uzunluktaki alt araliga parcalanirsa [z,,, T,,+1] alt aralig) tizerinde (6.1-6.2) ile verilen
esitlikler

Tm+1

o = / W(z) [(1+6368%) u"t' — 3ult!] d,

Tm

Tm+1
o = (2005 —06y) / W (x)v"dx,

Tm

Tm-+1

3 = / W(z) [(1 = 048%)u" + 04l ] dx,



Cy

Cs

da

dy

ds

(6.3)-(6.4) yaklagimlarinda £ =

aralig [0, h] araligina doniigecektir.

fonksiyonlar1 ve tiirevleri i¢in (3.21) yaklagimi kullanmildiginda i =

Tm+1
(—2ab, + 65) / W(x)v"dz,

Tm

Tm+1

/ W(z) [03f (2, ") + 04 f (z,1")] dz

Tm

Tm+1

/ W(z) [(8°01 — 2a8%05) u"t' + (—0; + 2a05)ul'] dx,

Tm

/ W () [(1+ 206, + 56 — 40%65) 0" — f5074] d,

/ W(z) [(—2ab4 + 02) f(x, ") + Oy fi(z, t")] du,

Tm

+ / W (z) [((61 — 2a03) f(x, ") + O3 fo(x, "] do

olmak tizere m = 0,1,..., N — 1 igin sirasiyla,

61+CQ—<63+64+C5)

d1+d2—<d3+d4+d5)

m + 2 olmak {izere (6.3-6.4) yaklagimlar1 sirasiyla

m+2 h
e = Y /cbi [(1+056%) @; — 0397 d 3,
j=m—1 0

h
€y = 20(03 — 91 Z /Cbiq)]df s
0

62

(6.3)

(6.4)

T — T, doniigiimii yapilirsa [z,,, T,.1] alt
[0, h] aralig: iizerinde W (x) agirhk fonksiyonu
icin (3.17-3.20) ile verilen kiibik B-spline sekil fonksiyonlari, bilinmeyen u ve v
m—1,m, m+1,
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3
+
[\

&
I
M

h
{/(I)Z (1 —045%)®; —l—&,fb”}d&}
-1 10

m—+2 h
es = (—2005+02) Y /cbi@jdg ,

j=m—1

m+2 h
€5 = Z {/ [‘93.]0(57 thrl) + 94f(€7 tn)} dé} )
j=m-—1 0
m+2 h
i = Z {/CI)Z 59 —2ap 93)‘13 + (= 01+20493)(I);/]d§}7
j=m-—1 0
m+2 h
f2 = Z {/CI)Z ]_ + 20491 + 5293 4@293) (I)j - 93(139,} dg} s
j=m—1 0
m+2 h
f3 = Z {/(I)Z 6202 + 2&6 94) (02 F 20(04)@;/] df} s
j=m—1 0
m+2 h
f4 = Z {/(I)z 1 — 20(92 52(94 + 40[294)(131' + 94@3’} df} N
j=m—1 0
m-+2 h
f5 = Z {/(I)z 20594 + 92)f(£7 tn) + 94ft(€7 tn)] dﬁ} )
j=m—1 0
m—+2 h
+ { / ®; [(01 — 2003) (£, ") + O fo(&, 471 df}
j=m—1 0

olmak tizere

61(5?—'_1 + 620’?+1 — (635;‘ + e40] + 65) (6.5)

ve
f1<5§'”rl + f20?+1 - (f35? + fao + f5) (6.6)

olarak elde edilir. (6.5-6.6) ifadelerinde gerekli diizenlenmeler yapildiktan sonra

h
Ay = / &;D;de,

0
h

B = /cpicbj de,

v

[en]
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h
D: = / B, [0 (6, ") + 0uf (6, 1] de.

0
h

. / B, [(~200, + 0a) f(6,87) + Oufy(, 1] de
0

h
n / B, [(6 — 2005) (6, ") + s (€, 7)) d
0

56 — (5m—17 5m7 5m+1> 5m+2)T7

o - (O-m—l,a-ma Om+1, 0m+2)T

olmak iizere
[(L+60558%) A¢ — 05B°] (6°)" 1 + [(2a83 — 61) A°] (0°)"
— [(1 = 048%)A° + 0,8°] (5°)" — [(—2004 + 02) A°] (0°)" — D*

: (5261 — 205%65) A° + (6, + 2063)B] (5" +
[(1 + 2a6, + (%05 — 404203) A€ — 9335] (o.e)TH-l B s
[(—=5%02 4 208%04) A° + (02 — 2004) B°] (5°)" —

[(1 —2afy — %04 + 40%0,) A® + 9436] (0°)" — Fe

eleman matrisleri elde edilir. Burada elde edilen eleman matrislerinin m =

0,1,..., N — 1 i¢in uygun sekilde birbirine eklenmesi sonucunda
5 = (6_1,00,...,0n,06n41)7,
o = (0—17007'--7UN,UN+1)T

olmak tizere

[(14635%) A —6;B] 6" + [(2065 — 6,)] Ag"H! =

6.9
ve
[(8%01 — 203°03) A + (=01 + 2005)B] 6"+
[(1+ 200, + %05 — 40203) A — 0;B] o™ = (6.10)
[(—B%05 + 203%04)A + (05 — 200,)B] 6"+ '

(1 —2a0; — 5°04 + 40°04)A + 6,B] 6" + F
lineer denklem sistemleri elde edilir. (6.9) ve (6.10) denklem sistemleri birlikte 2.V 46

denklem ve 2N + 6 bilinmeyenden olusan bir sistemdir. Sinir sartlarini elde edilen
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sisteme uygulayabilmek icin denklem sistemindeki ilk 2 ve son 2 denklem silinerek
bolgenin u¢ noktalarindaki

gi(t), t>0,
gi\t),

siur sartlart kullanilarak 67", 35, o™, o'yt parametreleri sistemden yok edilirse
(2N + 2) denklem ve (2N + 2) bilinmeyenden olugan matris sistemine indirgenmis
olur. Denklem sisteminde iteratif olarak ¢oziime baslamak icin oncelikle ¢ = 0

zamanindaki

50 = (5917 587 s 75?V+1)T

o = (091,08, o ,U9v+1)T

baslangi¢ vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in problemin baslangig

kosullar:

u(z,0) = fo(z), a<z<b,
v(z,0) = fi(z), a<zxz<b
ve
ug(a,0) = (fo)a(a,0)  ua(b,0) = (fo)a(b,0)
vz(a,0) = (f1)(a,0)  vz(b,0) = (f1)«(b, 0)
ilave sartlar kullamlarak baslangic vektorleri hesaplanir. Baglangic vektorleri 6° ve

o hesaplandiktan sonra, bilinmeyen vektorleri

o = (5217 587 s 75nN+1>T7

n n n n T
o - (0—7170_07"'70—N+1)
olmak iizere n = 1,2,... i¢in istenilen ¢ zamanindaki yaklagik coziimler iteratif

olarak hesaplanir.

6.2. Kuartik B-spline Galerkin Yontemi

Bu kisimda Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmek icin konum

parcalanmasinda kuartik B-spline Galerkin yontemi kullanilacaktir. Zaman
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parcalanmasi igin Crank-Nicolson (Kuartikl) ve dordiincii mertebeden tek adimh
(Kuartik2) yontemleri onerilecektir.  Bu boliimde (6.3)-(6.4) ile ifade edilen
yaklagimlarda £ = x — x,, doniigiimii yapilirsa [x,,, Z,,,1] alt araligi [0, h] araligina
doniigecektir. [0, h] araligy tizerinde W (x) agirhik fonksiyonu igin (3.23-3.27) ile verilen
kuartik B-spline gekil fonksiyonlari, bilinmeyen u ve v fonksiyonlar: ve tiirevleri i¢in
(3.28) yaklagimi kullamldiginda i = m — 2,m — 1, m, m + 1, m + 2 olmak iizere

(6.3-6.4) yaklagimlar sirasiyla

m+2 h
e = Z /q)z [(1 + 6352) (Dj - 93@3,] dé. 5
j=m-—2 0
m—+2 h
e2 = (2005—061) Y /CIDiCIDjdé :
j=m—2 0
m—+2 h

e = S /q>i (1= 0,67); + 0,0"] de |

j=m—2 0
m—+2 h
es = (—2ab,+062) > /@icbjd,g :
Jj=m—2
m+2 K
€s — Z {/ [‘93.]0(57 tn_H) + ‘94f(£7 tnﬂ dg} )
j=m-—2 0
m+2

fi = Z{
f2§mj{
¥
fr = Z{

{

(I)z 1 — 20(‘92 — ﬁ 94 + 40[294)(I)j + 94(139/} df} s

CI)Z 2CVQ4 + 02)f(§7 tn) + ‘94ft(§7 tn)] dg} )

>

h
[
h
[
h
/ ®; [(— 5202 + 20502)®; + (02 — 206,) "] d€ o,
0
h
[t
h
/

h
/ ®; [(61 — 2a0s) f(E,471) + 03 £, (&, ") df}
0



olmak iizere

ve

olarak elde edilir.

icin
Ae.

%)

Be

)
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olmak iizere

[(1 026) A° = 0a57] (571 + (206 — ) A7) (o)

67

61(5?+1 + a0t — (e30) + 407 + e5) (6.11)

f15?+1 + f20'§l+1 — (fg(S;l + f40? + f5) (612)

(6.11-6.12) ifadelerinde gerekli diizenlenmeler yapildiktan sonra

1 = m—2m—1mm+1,m+2,

J = m=2m—-1mm+1m+2

D,D,dE,

O, d¢,

\..: O\:r O\:

= [ [0 (&™) + 0af(€,17)] d&,

0
h

— /fI)i (=200, + 02) f(&,17) 4+ 04 fe(E,t™)] dE

0
h
+ [ 0:[(01~ 2002)£(6."1) + Bl )] e
0

- (6m727 5m71> 6m7 6m+17 5m+2)T7

T
(0-771—27 Om—1,0m, Om+1, O-m+2)

(6.13)

— [(1 = 048%) A° + 04 B5,] (6°)" — [(—2ab4 + 02) A] (0°)" — D*

ile

501 = 2046263) A® + (=01 + 2005) B°] (09" +

(

(14200, + %05 — 46203) A — 05B°] (0°)" ' — -
(=502 +2080,) A° + (0 — 200,) B (5°)" — '

(

1 — 206, — 204 + 40%04) A° + 0,B°] (0°)" — F*

[
[
[
[
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eleman matrisleri elde edilir. Burada elde edilen eleman matrislerinin m =

0,1,..., N — 1 icin uygun sekilde birbirine eklenmesi sonucunda

0 = (5*275*17(507'"75N75n+1)T7

T
g = (07270—717007-"70—N70_N+1)

olmak iizere

[(14635%) A —6;B] 6" + [(2065 — 6,)] Ag"H! =

6.15
ile
[(8%0: — 2a8%05) A + (=0, + 2a03)B] 8"+
[(1+ 200, + 50; — 10%0;) A — 0,] 57*1 = 6.16)
[(=3%05 + 203%04) A + (0, — 2a0,)B] 8"+ '

[(1 =206, — 30, + 40%0,)A + 0,B] 6" + F
lineer denklem sistemleri elde edilir. (6.15) ve (6.16) denklem sistemleri birlikte
2N + 8 denklem ve 2N + 8 bilinmeyenden olusan bir sistemdir. Smir sartlarim
elde edilen sisteme uygulayabilmek i¢in denklem sistemindeki ilk 2 ve son 2 denklem

silinerek bolgenin uc¢ noktalarindaki

O(t> u(b7 t) -

) 1(t)
o(t),  w(bt) =

1(t)

t>0,

g gi(t), t=
g g:1(t), t=0,

siur sartlar: kullamlarak 6™5", 635, 0”3, o'xt!, parametreleri sistemden yok edilirse

(2N +4) x (2N +4) ¢oziilebilir matris sistemine indirgenmis olur. Denklem sisteminde

iteratif olarak ¢oziime baglamak igin 6ncelikle ¢ = 0 zamanindaki

60 = (5227 5(117 587 s 75?\7+1)T

0o _ 0 0 0 0 \T
o = (0—270—17007"'7UN+1)

baslangi¢ vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in problemin baslangig

kogullari

w(z,0) = fo(z), a<az<b,

v(z,0) = filz), a<zx<0b,
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ve
ue(a,0) = (fo)z(a,0),  va(a,0) = (f1)«(a,0),
Uz (@, 0) = (fo)zz(a,0), vazz(a,0) = (f1)zz(a, 0),
ug(b,0) = (fo)o(b,0),  va(b,0) = (f1)x(b,0)
ilave sartlar kullamlarak baslangic vektorleri hesaplanir. Baglangic vektorleri 6° ve

o hesaplandiktan sonra, bilinmeyen vektorleri

8" = (8"5,8",00, .. 0% )T

n o __ n n n n T
o = (0%9,0"1,00,...,0841)

olmak tizere n = 1,2,... icin istenilen ¢ zamanindaki yaklagik ¢oziimler iteratif

olarak hesaplanir.

6.3. Kuintik B-spline Galerkin Yontemi

Bu kisimda Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmek icin konum
parcalanmasinda kuintik B-spline Galerkin yontemi kullanilacaktir. Zaman
pargalanmasi igin Crank-Nicolson (Kuintikl) ve dordiincii mertebeden tek adimh
(Kuintik2) yontemleri onerilecektir. ~ Bu 6liimde (6.3)-(6.4) ile ifade edilen
yaklagimlarda { = z — x,, doniiglimii yapilirsa [2,,, Z,,.1] alt aralig [0, h] araligina
dontigecektir. [0, h] araligy tizerinde W () agirlik fonksiyonu igin (3.30-3.35) ile verilen
kuintik B-spline sekil fonksiyonlari, bilinmeyen u ve v fonksiyonlar: ve tiirevleri icin

(3.36) yaklagimi kullanildiginda
t=m-—2m—1mm+1lm+2,m+3

olmak tizere (6.3-6.4) yaklagimlar sirasiyla

m—+3 h

e = Y, /fI)i [(1+056%) @; — 0397 de
j=m-—2 0
m+3 h
€y = (20&93-91) Z /(I),LQ)de s
j=m—2 0
m+3

DY
=m

j=m—2

h
/ D; [(1 — 048%)D; + 0497] d€ 5,
0



olmak tizere

ve

€4

€5

S

f2

Js

Ja

J5
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m+3

> @1-%%—%@+@%)%@ﬂ&}
j=m-—2

m+3

Z (I)z 2@94 + 92)f(£7 tn) + 94ft(€7 tn)] dﬁ} )
j=m—2

m—+ 3 h
T / D, [(6: — 2065) (6, ") + Ba i€, )] d&}
Jj=m-—2 0

615?+1 + 620?+1 — (63,53-1 + 407 + es) (6.17)

FO 4 foom = (f307 + fao” + f) (6.18)

olarak elde edilir. (6.17-6.18) ifadelerinde gerekli diizenlenmeler yapildiktan sonra

icin

1t = m—2m—1mm+1lm+2,m+3
J = m=2m—-1mm+1lm+2,m+3
h
A = /(I%(I)jdf,
0
h
By = /Cbitbjdf,

o
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h
D: = / B, [0 (6, ") + 0uf (6, 1] de.

0
h

. / B, [(~200, + 0a) f(6,87) + Oufy(, 1] de
0

h
n / B, [(6 — 2005) (6, ") + s (€, 7)) d
0

56 = (5771—27 6m—1a 5m> 5m+17 6m+2a 5m+3>T7

T
o - (Um—Q,Um—l,Um7 Om+1) Om+2, Um+3)

olmak tizere

[(1468%) A° = 638 (5°)"*! + [(2063 — 61) A ()" (6.19)
— (1 = 0482 A° + 048] (5°)" — [(—200, + 02) A°] (0°)" — D

ve

(80, — 208°05) A° + (~0; +2a0,)B] (5" +
(14206, + 505 — 40°05) A° — 0357] (0)"*" - (6.20)
[(=520; + 20%0,) A° + (8, — 200,) B] (5°)" —
(1= 200, — B0, + 4020,) A° + 0, (o°)" — F*

eleman matrisleri elde edilir. Burada elde edilen eleman matrislerinin m =

0,1,..., N — 1 i¢in uygun sekilde birbirine eklenmesi sonucunda

60 = (6—27 5—17 607 SRR 5N> 5N+1> 5N+2>Ta

T
o = (0.2,0.1,00,-.-,0N,0N+1,0N12)

olmak tizere

[(1+658%) A —60;B] 6" + [(2a05 — 6,)] Ad™ " =

(6.21)
[(1 — 9452)A + 94B} 0" + [(—20[94 + HQ)A] o" + D

ile

(6201 — 205%03) A + (=01 + 2003)B] "'+

(1+ 200, + 5°0; — 40203) A — 0;3B] o™ = (6.22)

(=505 + 208°0.) A + (65 — 206,)B] 8"+ '

(

1-— 20(02 — 6294 + 4&204>A + €4B:| o" + F

[
[
[
[
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lineer denklem sistemleri elde edilir. (6.21) ve (6.22) denklem sistemleri birlikte
2N + 10 denklem ve 2N + 10 bilinmeyenden olusan bir sistemdir. Sinir gartlarin
elde edilen sisteme uygulayabilmek i¢in denklem sistemindeki ilk 2 ve son 2 denklem

silinerek bolgenin ug noktalarindaki

sinir gartlar: kullanmlarak

n+1 ¢n+1 n+1 n+1
015 ONLe, 015 N+2

parametreleri yok edilirse (2N +6) x (2N +6) boyutlu ¢oziilebilir denklem sistemine
indirgenmis olur. Denklem sisteminde iteratif olarak ¢oziime baslamak icin 6ncelikle

t = 0 zamanindaki

0o _ 0 0 <0 0 0 T
6 - (5727 5717 507 0o =5N+17 5N+2)

0o _ 0 0 0 0 0 T
o = (0—270—1a00a'"7UN+170N+2)

baslangi¢ vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in problemin baslangig

kosullar:

w(z,0) = fo(z), a<az<b,

v(@,0) = fl), a<z<b

ve
ue(a,0) = (fo)a(a,0)  va(a,0) = (f1)2(a,0)
Uar(a,0) = (fo)ex(a,0) vae(a,0) = (f1)ax(a,0)
Uuz(b,0) = (f0)=(0,0)  vs(b,0) = (f1)x(b,0)
Uz (b;0) = (f0)aa(b,0)  02a(b,0) = (f1)aa(b,0)
ilave sartlar kullanilarak baslangic vektorleri hesaplanir. Baslangic vektorleri 6° ve

o' hesaplandiktan sonra, bilinmeyen vektorleri

n __ n n n n n T
6 - (5—2a6—1>507"'7 N+1> N—|—2> )
a.n _ ( O_n O_n O_n O.n O.n )T
- —2Y-1Y0r Y N+1y Y N42
olmak iizere n = 1,2,... i¢in istenilen ¢ zamanindaki yaklagik coziimler iteratif

olarak hesaplanir.
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6.4. Test Problemleri

Bu boliimde Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimii igin onerilen 6 farkh

yontemin dogrulugunu test etmek icin iki test problemi ele alinacaktir.

6.4.1. Birinci test problemi

3. boliimde tanitilan birinci test problemi i¢in analitik ¢oziim ve baslangig
sartlar1 sirasiyla,

u(z,t) = (xz — 2°)t* exp(—t)

ve

u(z,0) = 0,
u(z,0) = 0

olarak verilmisti. a = %, £ =1ve
f(x,t) = (2 -2t +1*) (2 — 2?) exp(—t) + 2t* exp(—t)

secimleri yapilarak 0 < x < 1 konum aralig1 {izerinde programlar ¢ = 1 zamanina

kadar galigtirilacaktir.

Kiibikl, Kiibik2, Kuartikl, Kuartik2, Kuintikl ile Kuintik2 programlar1 h =
0.01 sabit konum adim uzunlugu ve zaman adim uzunlugu igin ise At = 1/2%,
1 = 1,2,3,4,5 farkh secimleriyle calistirilmis ve elde edilen L., hata normlar ile
yakinsama oranlari Cizelge 6.1 de verilmistir. Cizelge 6.1 deki sonuglara gore zaman
parcalanmasinda Crank-Nicolson yontemi, konum parcalanmasinda farkli dereceden
B-spline Galerkin yontemlerinin kullanildigi ilk durumda elde edilen sonuclarin
hemen hemen ayni kaldig1 gozlemlenmistir. Benzer sekilde zaman pargalanmasinda
dordiincii mertebeden tek adimlh yontem, konum pargalanmasinda farkli dereceden
B-spline Galerkin yontemlerinin kullanildigr ikinci durumda da sonuglarin hemen
hemen aym geldigi ancak Crank-Nicolson zaman pargalanmasimin onerildigi ilk
duruma gore daha iyi sonuglarin bulundugu goriilmektedir. Ayrica Cizelge 6.1
deki sonuglar, h konum artim uzunlugu i¢in At zaman artim uzunlugu kiigiildiikce

Kiibikl, Kuartikl ve Kuintikl metotlar1 kullanildiginda elde edilen yakinsama
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oranlarinin Crank-Nicolson zaman parcalanmasinin teorik dogruluk degeri olan 2’ye

ve Kiibik2, Kuartik2 ve Kuintik2 metotlar1 kullanildiginda elde edilen yakinsama

oranlarinin ise onerilen zaman parcalanmasinin teorik dogruluk degeri olan 4’e

gittigini gostermektedir.

Cizelge 6.1: h = 0.01 ve farkli zaman adimlar: i¢in hata normlar1 ve yakinsaklik oranlar:

At | Kiibikl Y.O | Kiibik2 Y.O | Kuartikl | Y.O | Kuartik2 | Y.O
1/2 |463x107% | — ]6.62x107° |~ [460x1073 |~ |646x107°| —
1/4 | 1.67x 1073 | 1.47 | 4.57 x 1076 | 3.86 | 1.65 x 1073 | 1.48 | 4.50 x 107¢ | 3.87
1/8 |4.63x107*|1.93|292x 1077 |3.97|432x107* | 1.93 | 2.87 x 1077 | 3.98
1/16 | 1.09 x 107* | 2.00 | 1.83 x 1078 | 3.99 | 1.08 x 10™* | 1.99 | 1.81 x 10~ | 3.99
1/32 ] 2.73 x 1072 | 2.00 | 1.15 x 107 | 4.00 | 2.72 x 10™® | 2.00 | 1.13 x 107° | 4.00

At Kuintik1 Y.O | Kuintik2 Y.O

1/2 [ 457x1073 | — |6.33x107° | —

1/4 [1.63x 1073 | 1.48 | 4.44 x 1076 | 3.83

1/8 [4.29%x107*[1.93|2.83x 1077 | 3.97

1/16 | 1.08 x 107* | 1.99 | 1.78 x 1078 | 3.99

1/32 | 2.70 x 1075 | 2.00 | 1.11 x 1079 | 4.00

Onerilen yontemler icin zaman ve konum artim uzunlugu h = 0.01 ve At = 1/32

alimarak ¢ = 1 zamanina kadar ¢aligtirilan programlar i¢in mutlak hata grafikleri Sekil

6.1 de verilmistir. Jekil 6.1 incelendiginde mutlak hatanin Cizelge 6.1 de verilen L,

hatasiyla uyumlu oldugu, konum araliginin orta noktalarinda geldigi ve dolayisiyla

da maksimum hatanin konum araliginin u¢ noktalarinda meydana gelmedigi icin sinir

sartlarinin uygulanmasinda bir problem olmadig sdylenebilir.
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Sekil 6.1: ¢ = 1 anindaki mutlak hata

6.4.2. Ikinci test problemi

Ikinci test problemi icin analitik ¢6ziim ve baslangic sartlar sirasiyla,
u(z,t) = exp(x — 2t)
ve

exp (),

u(z,0) = —2exp(x)
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olarak 3. boliimde verilmigti. Bu test probleminde @ = 1, 5 = 1 ve f(x,t) = 0
se¢imleri yapilarak 0 < x < 1 konum aralig) iizerinde programlar ¢ = 1 zamanina

kadar caligtirilacaktir.

Kiibik1, Kiibik2, Kuartikl, Kuartik2, Kuintikl ile Kuintik2 programlar1 h =
0.01 sabit konum adim uzunlugu ve zaman adim uzunlugu igin ise At = 1/2°, i =
1,2,3,4,5 farkh secimleriyle caligtirilmig ve elde edilen L, hata normlar1 yakinsama

oranlar ile birlikte Cizelge 6.2 de verilmigtir.

(izelge 6.2: h = 0.005 ve farkli zaman adimlar i¢in hata normlar1 ve yakinsaklik oranlar:
At Kiibik1 Y.O | Kiibik2 Y.O | Kuartikl Y.O | Kuartik2 Y.O
1/2 |3.02x1072 | — 5.82 x 1074 | — 3.02x 1072 | — 5.82x 1074 | —
1/4 | 9.53x 1073 | 1.66 | 3.45 x 107° | 4.08 | 9.53 x 1073 | 1.66 | 3.45 x 107> | 4.08
1/8 | 241 x1073|1.98 212 x 1075 | 4.03 | 2.41 x 1073 | 1.98 | 2.12 x 107¢ | 4.03
1/16 | 5.23 x 107 [ 2.21 | 1.32 x 1077 | 4.01 | 523 x 107* | 2.21 | 1.32 x 1077 | 4.01
1/32 | 1.27x 107* | 2.04 | 8.17 x 1079 | 4.01 | 1.27 x 107* | 2.04 | 8.17 x 1079 | 4.01

At Kuintik1 Y.O | Kuintik2 Y.O

1/2 13.02x1072 | — 5.82 x 1074 | —

1/4 1953 x 1073 | 1.66 | 3.45 x 1075 | 4.08

1/8 241 x1073|1.98|2.12 x 1075 | 4.03

1/16 | 523 x 1074 | 2.21 | 1.32 x 1077 | 4.01

1/32 | 1.27 x 1074 | 2.04 | 8.17 x 1072 | 4.01

(Jizelge 6.2 deki sonuglar incelendiginde, zaman parcalanmasinda Crank-Nicolson
yontemi, konum parcalanmasinda farkli dereceden B-spline Galerkin yontemlerinin
kullanildigr ilk durumda elde edilen sonuclarin ayni kaldigir goriilmiistiir. Benzer
sekilde zaman pargalanmasinda dordiincii mertebeden tek adimli yontem, konum
parcalanmasinda farkl dereceden B-spline Galerkin yéntemlerinin kullanildigi ikinci
durumda da sonuglarin ayni kaldigi ancak Crank-Nicolson zaman parcalanmasinin
onerildigi ilk duruma gore oldukca iyi sonuclarin bulundugu goézlemlenmektedir.
Ayrica, Kiibikl, Kuartikl ve Kuintikl metotlar1 kullanildiginda elde edilen

yakinsama oranlarinin Crank-Nicolson zaman pargalanmasinin teorik dogruluk
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degeri olan 2 civarinda ve Kiibik2, Kuartik2 ve Kuintik2 metotlar1 kullanmildiginda
elde edilen yakinsama oranlarinin ise 6nerilen zaman parcalanmasinin teorik dogruluk

degeri olan 4 civarinda oldugu goriilmektedir.

Onerilen Kiibikl, Kiibik2, Kuartikl, Kuartik2, Kuintikl ve Kuintik2 metotlar:
icin zaman ve konum artim uzunlugu A = 0.005 ve At = 1/32 alnarak
t = 1 zamanina kadar galigtirilan programlar i¢gin mutlak hata grafikleri Sekil
6.2 de gosterilmigtir. Sekil 6.2 incelendiginde mutlak hatanin Cizelge 6.2 de
verilen L., hatasiyla uyumlu oldugu ve konum araliginin orta noktalarinda geldigi
goriilmektedir. Ilk test probleminde oldugu gibi maksimum hata konum araliginin uc
noktalarinda meydana gelmedigi icin siir sartlarinin uygulanmasinda bir problem

olmadigr da goriiliir.

x10* %107

| 7 AN - N

0.8 / \ j /

0.6 / \ . / \
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o/ \ 't X
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W/ 7

) \ L/ \

04 / \

o/ \ 't \
| c¢) Kuartikl | | d) Kuartik2 |

1? / _'_\ j ~ \

N :

W/ 7

L/ \ £ A

04 / \

o/ \ 't \
| e) Kuintik1 | | f) Kuintik2 |

Sekil 6.2: t = 1 anindaki mutlak hata
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7. KLEIN-GORDON DENKLEMININ YAKLASIK
COZUMU ICIN B-SPLINE GALERKIN
YONTEMI

3. boliimde (3.68) ile ifade edilen KG denklemi yardimc: fonksiyon yardimiyla
(3.72-3.73) lineer olmayan denklem sistemine indirgenmis ve denklem sisteminin
zaman pargalanmalar ise (3.80-3.81) egitliklerinde elde edilmigti. Bu béliimde
kiibik, kuartik ve kuintik B-spline Galerkin yontemleri ile KG denkleminin sayisal
¢ozlimlerinin bulunmasi hedeflenmektedir. KG denkleminin sayisal ¢oziimii igin
zaman pargalanmasi olarak Crank-Nicolson yontemi ve Crank-Nicolson yontemine
gore daha yiiksek dogruluga sahip dordiincii mertebeden tek adimh yontem
kullanilacaktir. Konum parcalanmasi igin ise kiibik, kuartik ve kuintik B-spline
Galerkin yontemleri onerilmistir. Yaklagik ¢oztimlerin dogrulunu test etmek icin iki
test problemi incelenecektir. W (z) agirhk fonksiyonu olmak iizere (3.80-3.81) ile

verilen zaman pargalanmalarina Galerkin yontemi uygulanirsa sirasiyla,

0 = / W () [(L+ 058 + ()™ ) + O] do,
s = —01/W(x)vn+1d:):,

- / W () [(1 = 0.5 — 04y (a1 — Bscu?,] da,

ay = %/W(x)v”da:,

as = /W(x) [0af (z, ") + 05 f (z,6"")] da,

by / W (@) [(618 + 61y (") )™ + by aur ] de,
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b
by = /W(x) [(1+ 6058 + 057k (u" )" )™ + O5007 ] da,

a

b
by = /W(x) (=028 — 0oy (u* )" )u™ — Ol ] d,

a
b

by = /W(a:) [(1 — 040 — 94fyk(uk’1)”)v” - 940&1&} dx,

a
b

by — / W () [00f (2, ) + B f (2, %) + B fol, t7F) + 0 fi(a, 17)] de

olmak tizere

a1 + ay = az + a4 + as (7.1)
ve

by + by = bg + by + b5 (7.2)

esitlikleri elde edilir.

7.1. Kiibik B-spline Galerkin Yo6ntemi

Bu kisimda KG denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmek igin konum
parcalanmasinda kiibik B-spline Galerkin yontemi 6nerilecektir. Zaman
pargalanmasi i¢in Crank-Nicolson (Kiibikl) ve dordiincii mertebeden tek adimh
(Kiibik2) yontemleri kullamilacaktir. Galerkin yonteminde [a,b] konum araligt N

esit uzunluktaki alt araliga parcalanirsa [, ,,+1] alt araligy tizerinde (7.1)-(7.2) ile

verilen egitlikler m =0,1,..., N — 1 icin sirasiyla,
Tm+1
o = / W(z) [(1+ 058 + 05y(u" )" " + 05002 du,

m -
2 = —Ql/W(x)v"“d:c,

Tm

Tm+1

3 = / W(z) [(1 = 048 — 04y (u* )" )" — Ogodl), ] d,

Tm+41

4 = %/W(x)v”da;,
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Tm+1

s = / W (x) [04f (2, ") 4 Osf (x,t”“)] dz,

Tm41

dy = / W (z) [(018 + 01y (W) ) + 100l ] da,

ds = / W (z) [(—028 — 02y (u* ") )u" — braul, ] dz,

dy = / W(z) [(1 = 048 — Oayk(u"1)")0" — 04007, ] da,

Tm

Tm+1

ds = / W () [01f (2, t"FY) + 0o f (2,87) + O3 fo(a, t" ) + 04 fr(, 7)) da

Tm
olmak iizere

c1 + Cco — (Cg +Ccq4 + C5) (73)

ve

dy + dy — (ds + dy + ds) (7.4)

olur. (7.3)-(7.4) yaklagimlarinda ¢ = = —x,,, doniistimii yapilirsa [z,,, Z,,+1] alt aralig
0, h] araligina doniigiir. [0, h] araligy tizerinde W (x) agirlik fonksiyonu igin (3.17-3.20)
ile verilen kiibik B-spline gekil fonksiyonlari, bilinmeyen u ve v fonksiyonlari ve
tiirevleri igin (3.21) yaklagimi kullamldiginda ¢ = m — 1, m, m + 1, m + 2 olmak

tizere (7.3-7.4) yaklagimlar: sirasiyla,

m+2 h m+2 k-1
€ = /q)z 1 + 936 + 93’7 < Z q)r(S?_Fl) (IDj —+ 9304(133, dC s
j=m-—1 0 r=m—1
m+2 h
€y = —61 Z /CI)(DdC
j=m—1

m2 [N m+2 k-1
es = Y / ;[ [1-06,8- m( > <1>r5:}> ®; — 0,007 | d( ¢,
i=m—1

0 r=m—1
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m+2 h
€4 = 92 /(DZ(I) dC
j=m—1 0
m+2 h
es = Z /<I>Z Ouf (2,6") + 05 f (z,t"1)] dC o,
j=m—1 0
m+2 n [ m+2
fl = Z /(I)z 16+91fy< Z (I)T(S?Jrl (I) "‘910&@” dC :
j=m=1 {7 i r=m-—1
m+2 h [ m—+2
f2 - Z /(I)z 1 +¢935 + 93’7]{7 ( Z d 6n+1> CI) + 930{@“ ,
g=m—=1 {7} i r=m—1
m+2 h [ m+2 -
fa = > / O || —028 927( >, <I>r5?> ®; — 007 | d( 5,
J=m—1 | L r=m—1
m+2 B [ — k-1
Ja = Z /‘Pz 1—0458— 94%‘( Z @Tci;‘) O; — 000" | dC p
Jj=m—1 0 L r=m-—1
m—+2 h
fs = Z /(I>Z (2, ") 4 0o f (2,87) + Os fy(, ") + O fo(, )] dC
j=m—1 0

olmak {izere

615?+1 + 620’}“'_1 _

ve

f15?+1 + fQU;-H—l _

(635? + 640’? + 65) (75)

(fs0] + fao} + f5) (7.6)

olarak elde edilir. (7.5-7.6) ifadelerinde gerekli diizenlenmeler yapildiktan sonra

icin

€
A5

e (sn+l
B (0"*)

ce.

%)

m_]‘7m7m+17m+2

m_]‘7m’m+1’m+2

D, D,dC,

m+2 k—1
P ( > <I>r6:f“> ;.

r=m—1

B DdC.

Tt~ s T — s T —=
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ve
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D;(0af (¢, ") + 05 £ (¢, t"H))dC,

I
O\:

h
_ / 0L (G ™) + Ou (1) + O3 Fo(C 1Y) + 0afu(C £7)]dC.

- ( m— 1a6m75m+175m+2)T>
(

T
Om—10m; Om+1, Jm+2)

[(1 + 935) A¢ + 93736((56)714—1) + 93&06] (6e)n+1_
014%(0° ) = [(1 = 018)A° = 0y BE((6°)") — a0 C¥] (8= (T7)
QQAE(O'E)n — D

[0:184° + 617B((6°)™+) + G10C] (6)"+

(U 058)A° + 037k BE((6°)"*1) + 0500 (o)~
[~028A° — 927 B°((8°)") — 020C<] (6°)"—

[(1 = 048)A° — 0uvkBe((6°)") — 040C¢] (0°)" — E*

(7.8)

eleman matrisleri elde edilir. Burada elde edilen eleman matrislerinin m =

0,1,..., N — 1 i¢in uygun bir sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda

olmak iizere

ve

§ = (0_1,60,...,0n41)7,

g = (0'71,0'0,...,0'N+1)T

[(1 + 935) A + 93’)/B<(5n+1) + 930[0] 5n+1—
01Ac™ ™ = [(1 - 048)A — 0,7/B(8") — 0,aC] 8" (7.9)

[018A + 019B(6"*) + 6,aC] 6"+
[(1+638)A + 037kB(6"H) + 630C| o™t =
[—028A — 0,7B(8") — 050C) 8"+

[(1—6048)A — 0,7kB(6") — 0,aC) o™ + E

(7.10)

lineer olmayan denklem sistemleri elde edilir. (7.9-7.10) denklem sistemleri birlikte

2N + 6 denklem ve 2N 4 6 bilinmeyenden olusan lineer olmayan denklem sistemidir.
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Sinir sartlari elde edilen sisteme uygulayabilmek i¢in denklem sistemindeki ilk 2 ve
son 2 denklem silinerek bolgenin u¢ noktalarindaki
gi(t), t>0,
gi\t),

siur sartlart kullanilarak 67", 35, o™, o'yt parametreleri sistemden yok edilirse
(2N + 2) denklem ve (2N + 2) bilinmeyenden olugan matris sistemine indirgenmis
olur. Denklem sisteminde iteratif olarak ¢oziime baslamak icin oncelikle ¢ = 0

zamanindaki

50 = (5917 587 s 75?V+1)T

o = (091,08, o ,U9v+1)T

baslangi¢ vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in problemin baslangig

kosullar:

u(z,0) = fo(z), a<z<b,
v(z,0) = fi(z), a<zxz<b
ve
uz(a,0) = (fo)(a,0) vx(a,0) = (f1)z(a,0)
uz(b,0) = (fo)x(b,0)  vx(b,0) = (f1)x(b, 0)
ilave sartlar kullamlarak baslangic vektorleri hesaplamr. Baglangic vektorleri 6° ve

o hesaplandiktan sonra, bilinmeyen vektorleri

o = (5217 587 cee 75nN+1)T

olmak {izere n = 1,2,... icin i¢ iterasyon yontemi kullanmlarak istenilen ¢

zamanindaki yaklagik ¢oziimler iteratif olarak hesaplanir.

7.2. Kuartik B-spline Galerkin Yontemi

Bu kisimda KG denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmek igin konum

parcalanmasinda kuartik B-spline Galerkin yontemi kullanilacaktir. Zaman
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parcalanmasi igin Crank-Nicolson (Kuartikl) ve dordiincii mertebeden tek adimh
(Kuartik2) yontemleri onerilecektir.  Bu boliimde (7.3)-(7.4) ile ifade edilen
yaklagimlarda £ = x — x,, doniigiimii yapilirsa [x,,, Z,,,1] alt araligi [0, h] araligina
doniigecektir. [0, h] araligy tizerinde W (x) agirhik fonksiyonu igin (3.23-3.27) ile verilen
kuartik B-spline gekil fonksiyonlari, bilinmeyen u ve v fonksiyonlar: ve tiirevleri i¢in

(3.28) yaklagimi kullanmildiginda
t1=m—2,m—1,mm-+1m-+2

olmak tizere (7.3)-(7.4) yaklagimlar

h m+2 k=1
/cb,[ 1+036+937(Z @5”+1> D; + 05a®7 | d o,
210

J - r=m-—2
m—+2 h
€y = —91 Z /(I)Z(I)ij 9
j=m—2 0

; m+2 k=1
e3 = Z /(Di 1 — 048 —Osy ( Z CIDT(S:}) D, — (9404@9’ '\
=m—2 0

D; [01f (2, ") + O f (2, 1") + O3 fo(2, t"F) + O fi(, )] dC

i - r=m-—2
m-+2 h
es = b /(I)iq)jdc ’
j=m=2 (o
m-+2 h
o 5 s
j=m=2 (o
.2 h B m+2
L Z /(Di 91ﬁ+917< Z ¢T5;z+1 D, +01ac1>// ¢ ¢,
j=m—2 0 L r=m=2
m+2 h [ w2
f2 _ Z /(DZ 1_’_6’364—83’7]{3( Z b 5n+1> Q)j —|—630[q);, d< )
jem2 | 4 I r=m-—2
2 h B m+2 B
f = Z /‘bi 053 — Oy ( Z @,ﬁf) D, — 920@3’ ag¢ p,
2 9 i r=m-—2
— R m+2 kol
f4 _ Z /(I)z 1— 646 _ «94”}/]? ( Z @M)j}) (I)j — 94&@;’ dC )
J—— , r=m-—2
m-+2 {/h
0
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olmak tizere

18+ a0 T — (€307 + ea0 + e5) (7.11)
ve

AT+ fo0t T = (f30] + fao + f5) (7.12)
olarak elde edilir. (7.11)-(7.12) ifadelerinde gerekli diizenlenmeler yapildiktan sonra

t=jJ=m—2m—1mm+1,m+ 2 icin

h
A = [ ,0,dc,
O//h
ce = [ @0
2 m+2 k—1
Bg; (6™ / <Z d 5““) ®,d¢
X r=m-—2
Di = [@u(0uf(C. %)+ 07 (G 7))
Oh
B = [ @G 77) 4 02 (G #7) + 60 (G, 6751) + Ol )G
0

0 = (5m727 6m717 5m> 5m+17 5m+2)T7

e

_ T
g = (O-m727 Om—150m, Om+1, Um+2)

olmak iizere
[(1+038) A° + 057 B°((0°)" ) + 0300 (6°)" '~
01 A4¢(0°)"+ — [(1 — 048) A — 04y B((5°)") — 0,0C¢] (6°)"— (7.13)
92146(06)” _ De

ve

[018A° + 01yB((6°)" ) 4 O1aCe] (6°)"H

+[(1 + 038)A° + 037k B((6°)" ) + 030C°] (0°)" !~
[—028A° — O2yB((0°)") — 020C] (6°)"—

[(1 = 048)A° — 047k B((6°)") — 04C?] (0°)" — E°

eleman matrisleri elde edilir. Burada elde edilen eleman matrislerinin m =

(7.14)

0,1,..., N — 1 i¢in uygun bir sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda
6 = (5—27 6—17 507 s 75N+1)T

g = (0'_2,0'_1,0'0,...,O'N+1)T
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olmak iizere

[(1 + 935) A + 93’)/B<(5n+1) + 930[0] 5n+1—
01 AG"™ = [(1 — 0,5)A — 0.,7B(8") — 6,0C] 8" (7.15)

ve

1BA + 617B(6") + 6,0C] 6"+

(14 638)A + 037kB(6"H) + 630C] ot =
[—6028A — 0,9B(6") — 0,aC] 8"+
[(1—6048)A — 0,7kB(6") — 0,aC] o™ + E

6
I

(7.16)

lineer olmayan denklem sistemleri elde edilir. (7.15) ve (7.16) denklem sistemleri
birlikte 2N +8 denklem ve 2N +8 bilinmeyenden olusan bir sistemdir. Sinir sartlarini
elde edilen sisteme uygulayabilmek i¢in denklem sistemindeki ilk 2 ve son 2 denklem

silinerek bolgenin ug noktalarindaki

siur sartlarn kullamlarak 6”31, 0%, 03!, ot parametreleri sistemden yok edilirse

(2N +4) x (2N +4) ¢oziilebilir matris sistemine indirgenmis olur. Denklem sisteminde

iteratif olarak ¢oziime baglamak icin ¢ncelikle ¢ = 0 zamanindaki

& = (5(12’ (50—1> 58> s 759V+1)T

0 _ 0 0 0 0 T
o - (0-—270-—170-07"-aO-N+1)

baslangic vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in problemin baglangic

kosullar:

u(z,0) = fo(z), a<az<b,

o(2,0) = file), a<a<b,

ve

um(a7 0) = (fO)ac(a7 0) Um(aa O) = (fl)m(av O)
Uz (a,0) = (fo)zz(a,0) vzz(a,0) = (f1)zz(a, 0)
ux(b, O) = (fO)x(b> 0) Ux(ba O) = (fl)x(b’ O)
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ilave sartlar kullamlarak baslangic vektorleri hesaplanir. Baglangic vektorleri 6° ve

o hesaplandiktan sonra, bilinmeyen vektorleri

" = (57127 6217 587 ce 75nN+1>T

n T

_ n n n n
o' = (0%,0"1,00,...,081)

olmak {izere n = 1,2,... icin i¢ iterasyon yontemi kullanmilarak istenilen ¢

zamanindaki yaklagik ¢oziimler iteratif olarak hesaplanir.

7.3. Kuintik B-spline Galerkin Yontemi

Bu kisimda KG denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmek igin konum
parcalanmasinda kuintik B-spline Galerkin yontemi kullanilacaktir. Zaman
pargalanmasi igin Crank-Nicolson (Kuintikl) ve doérdiincii mertebeden tek adimh
(Kuintik2) yontemleri onerilecektir. ~ Bu boliimde (7.3)-(7.4) ile ifade edilen
yaklagimlarda £ = x — x,, doniisiimii yapilirsa [x,,, Z,,,1] alt araligi [0, h] araligina
doniigecektir. [0, h] araligy tizerinde W (x) agirlik fonksiyonu igin (3.30-3.35) ile verilen
kuintik B-spline gekil fonksiyonlari, bilinmeyen u ve v fonksiyonlar1 ve tiirevleri igin

(3.36) yaklagimi kullanmildiginda
t=m-—2m—1mm+1m+2m+3

olmak iizere (7.3)-(7.4) yaklagimlar

m+3 h m+3 k-1
e = Z /<I>i 1+935+937< Z @5:}“) <I>j+930z<1>;’ ac
j=m—2 0 r=m-—2
m—+3 h
o= -0 > 4 [,
Jj=m=2 |y
m+3 h m+3 k-1
es = Y {/CDZ» 1— 0,8 — m(z ¢5n> O; — 0,007 | d¢ 3,
j=m—2 0 r=m-—2
m+3 h
€4 = 92 /(I)zq)]dg s
j=m—2 | {
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m+3 h [ m+3
o= > / P, 916+9w< > <I>r5f+1 D; + 0,0®" | d¢
j=m—2 0 i r=m-—2
m—+3 h [ m—+3
fo = Z /‘Di 1+ 0508 + 037k ( Z o 5““) ®; + 0307 | dC o,
j=m—2 0 i r=m—2
m—+3 h [ m+3 -
3 = Z /‘I%' —023 — 0oy ( Z ‘I)rfS?) ;- 920@;/ dc o,
Jj=m=2 | | r=m—2
m+3 h T m+3 k-1
fi = ) / ;|| 1= 6048 — 047k ( > mg) O; — 0,007 | dC ¢,
Jj=m—2 0 L r=m—2
m+3 h
f5 = /(I)Z [01f<x7tn+1) + 02f<x7tn) + 03ft(x7tn+1> + 94ft(x7tn)} dC
j=m—2 0

olmak {izere

615?+1 - 620?+1 — (635? + €407 + 65) (7.17)

ve

f15}%Ll + fao 7T — (f30} + faol + f5) (7.18)

olarak elde edilir. (7.17-7.18) ifadelerinde gerekli diizenlenmeler yapildiktan sonra
t=jJ=m—2m—1mm+1,m+2,m+ 3 igin

Ay = [ 0@;dC,

Ciej — q)lq);/dg,

— L O O~

r=m-—2

m+3 k—1
Bi(s™h) = @(Z q>T5:+1> ®,dC,

o
>

D: = / B.(0af(C.17) + 03F(C,£7))dC,

<1>z'[91f(<f, ) 02 f(C,1") + O3 [ (C, ") + 0ufi(C, 7)),

I
o —_ . °

T
m 2> m— 176m75m+1>5m+276m+3) 5

_ T
o - (Um 2, Om— 170m10m+170m+270m+3)
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olmak iizere

[(1 4 03) A® + O3y B((0°)" ) + OzC°] (7)™ —
01 A°(0¢)™1 — [(1 — 048)A° — 04y B((5°)™) — 0,0C°] (5°)"— (7.19)
0,A4°(0€)" — D*

[018A¢ + 01y BE((5°)™*1) + 0,00¢] (5°)"

+[(1 4 038)A° + 037k B((0°)"+) + O30C°] (o)™~

[—028A° — O3yB((6°)™) — O2aC°] (0°)"—

(1= 048)A¢ — 0,7kBE((5°)") — 0,0C¢] (0°)" — E*

(7.20)

eleman matrisleri elde edilir. Burada elde edilen eleman matrislerinin m =

0,1,..., N —1 i¢in uygun bir sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda

6 == (5,2,(571,(50, « ,(SN+1,(5N+2)T

T
o = (0',2,071,0'0, e 7UN+170N+2)

olmak iizere

[(1 _y 036)A+ 93’7B<5n+1) + 93050] 6n+1_
01A0™ = [(1 - 048)A — 0,9B(6") — 0,aC] 6" (7.21)

b [018A + 019B(6"*) + 6,aC] 6"+
[(1+658)A + 037kB(6"") + 030C] o+ = (7.22)
[—035A — 0,7B(0") — 02aC| 6"+
[(1—6048)A — 0,7kB(6") — 0,aC] o™ + E

lineer olmayan denklem sistemleri elde edilir. (7.21) ve (7.22) denklem sistemleri

birlikte 2N + 10 denklem ve 2N + 10 bilinmeyenden olusan bir sistemdir. Sinir

sartlarini elde edilen sisteme uygulayabilmek icin denklem sistemindeki ilk 2 ve son

2 denklem silinerek bolgenin ug¢ noktalarindaki

u<avt) :gﬂ(t)a U(b,t) =01 (t)v t>0,
s(t), t=0,

—_—

siur sartlar kullamlarak 673, 0%, 03!, o't parametreleri sistemden yok edilirse

(2N +8) x (2N +8) ¢oziilebilir matris sistemine indirgenmis olur. Denklem sisteminde
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iteratif olarak coziime baglamak i¢in tncelikle ¢ = 0 zamanindaki

0o _ 0 0 0 0 0 T
o - (5—276—17507'">5N+175N+2)

0o _ 0 0 0 0 0 T
o - (U—Qaa—laaoa'"a0N+170N+2)

baslangic vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in problemin baglangic

kosullar:

u(z,0) = fo(z), a<az<b,

v(x,0) = fi(x), a<z<b,

ve
ua(a,0) = (fo)a(a,0)  va(a,0) = (f1)2(a,0)
Uaw(,0) = (fo)ex(a,0) vae(a,0) = (f1)ax(a,0)
Uz (b, 0) = (f0)a(b,0)  va(b,0) = (f1)2(b,0)
Uz (b, 0) = (f0)aa(0,0)  v22(b,0) = (f1)aa(b,0)
ilave sartlar kullanilarak baslangic vektorleri hesaplanir. Baslangic vektorleri 6° ve

o hesaplandiktan sonra, bilinmeyen vektorleri

n o __ n n n n n T
6 — (5_2,6_1,50,...7 N+17 N—|—2>
n n n n n n T
o = (07270717007-~-;0N+170N+2)
olmak {izere n = 1,2,... icin i¢ iterasyon yontemi kullanmilarak istenilen ¢

zamanindaki yaklasik ¢oziimler iteratif olarak hesaplanir.

7.4. Test Problemleri

Bu boliimde KG denkleminin sayisal ¢oziimii icin onerilen Kiibikl, Kiibik2,
Kuartikl, Kuartik2, Kuintikl ve Kuintik2 yontemlerinin dogrulugunu kontrol etmek

icin iki test problemi incelenecektir.

7.4.1. Birinci test problemi

3. boliimde tanitilan bu test problemi icin analitik ¢oziim ve baglangic sartlar:
sirasiyla,

u(z,t) = x cos(t)



ve

u(z,0) =z,

u(z,0) =0

olarak verilmisti. Bu boliimde a = —1, 5 =0, v=1, k=2 ve

f(z,t) = —x cos(t) + 2% cos?(t)
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secgilerek —1 < x < 1 konum aralig1 tizerinde programlar ¢ = 1 zamanina kadar

caligtirllacaktir.

Cizelge 7.1: h = 0.01 ve farkli zaman adimlar: i¢in hata normlar1 ve yakinsaklik oranlar:

At | Kibikl Y.O | Kiibik2 Y.O | Kuartikl Y.O | Kuartik2 Y.O
1/2 | 481 x1073 | — 1.89 x 1075 | — 4.81 x 1073 | — 1.89 x 1070 | —
1/4 [ 1.27x 1073 [ 1.92 | 1.26 x 107% | 3.91 | 1.27x 1073 | 1.92 | 1.26 x 107¢ | 3.91
1/8 |3.10x 107* | 2.04 | 8.01 x 107® | 3.98 | 3.10 x 107* | 2.04 | 8.01 x 107% | 3.98
1/16 | 7.74 x 1075 | 2.00 | 5.02 x 107 | 3.99 | 7.74 x 1075 | 2.00 | 5.02 x 1072 | 3.99
1/32 1 1.93 x 107° | 2.02 | 3.14 x 1071 | 4.00 | 1.93 x 107° | 2.02 | 3.14 x 107 | 4.00

At | Kuintikl Y.O | Kuintik2 Y.O

1/2 |481x1073 | — [1.89x1075 | —

1/4 | 1.27x 1073 | 1.92 | 1.26 x 10 | 3.91

1/8 |3.10x 107* | 2.04 | 8.01 x 107 | 3.98

1/16 | 7.74 x 1075 | 2.00 | 5.02 x 107 | 3.99

1/32 | 1.93 x 1075 | 2.02 | 3.14 x 1071° | 4.00

Kiibik1, Kiibik2, Kuartikl, Kuartik2, Kuintik1 ile Kuintik2 programlari A~ = 0.01
sabit konum adim uzunlugu ve zaman adim uzunlugu igin ise At = 1/2¢ i =
1,2, 3,4, 5 farkh secimleriyle caligtirilmig ve elde edilen L, hata normlar1 yakinsama
oranlar ile birlikte Cizelge 7.1 de verilmistir. Cizelge 7.1 deki sonuglara gore zaman
parcalanmasinda Crank-Nicolson yontemi, konum parcalanmasinda farkli dereceden
B-spline Galerkin yontemlerinin kullanildigi ilk durumda elde edilen sonuclarin
tim onerilen yontemler icin ayni sonuglarin bulundugu goriilmektedir. Benzer

sekilde zaman parcalanmasinda doérdiincii mertebeden tek adimli yontem, konum

parcalanmasinda farkl dereceden B-spline Galerkin yéntemlerinin kullanildig: ikinci
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durumda da ilk duruma benzer olarak tiim onerilen yontemler icin ayni sonuclarin

bulundugu goriilmektedir. Bununla birlikte Crank-Nicolson zaman parcalanmasinin

onerildigi ilk duruma gore daha diigiik hatalarin elde edildigi de soylenilebilir.

Ayrica Cizelge 7.1 deki sonuglar, sabit A konum artim uzunlugu icin At zaman

artim uzunlugu kiigiildiikce Kiibik1l, Kuartikl ve Kuintikl metotlar: kullanildiginda

elde edilen yakinsama oranlarinin Crank-Nicolson zaman pargalanmasimin teorik

dogruluk degeri olan 2 civarinda oldugunu ve Kiibik2, Kuartik2 ve Kuintik2 metotlar

kullanildiginda elde edilen yakinsama oranlarinin ise énerilen zaman parcalanmasinin

teorik dogruluk degeri olan 4 degerine gittigini de gostermektedir.

x10°°

/TN

VAR

/

A

\/

a) Kiibik1

0.5

/

\/

-1 -0.5

c¢) Kuartikl

0

0.5

/

\l/

-1 -0.5

e) Kuintik1l

Onerilen tiim metotlar i¢in zaman ve konum artim uzunlugu h

0

05

-0.5 0

b) Kiibik2

05

\ | /

\ [/

\[/

\l/

-0.5 0

d) Kuartik2

05

-0.5 0

f) Kuintik2

Sekil 7.1: t = 1 anindaki mutlak hata

0.5

0.01 ve

At = 1/32 almarak ¢ = 1 zamanima kadar ¢ahgtirilan programlar sonucunda elde

edilen mutlak hata grafikleri Sekil 7.1 de verilmigtir. Sekil 7.1 incelendiginde mutlak
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hatanin Cizelge 7.1 de verilen L., hatasiyla uyumlu oldugu ve konum araliginin
orta noktalarinda geldigi goriilmektedir. Maksimum hata konum araligimin ug
noktalarinda meydana gelmedigi icin siir sartlarinin uygulanmasinda bir problem

olmadigr da goriilmektedir.

7.4.2. Ikinci test problemi

Ikinci test problemi icin analitik ¢6ziim ve baslangic sartlar sirasiyla,
u(z,t) = u(x,t) = Btan(K (z + ct))
ve

u(z,0) = Btan(Kx),
uy(r,0) = BeK sec?(Kx)

olarak 3. boliimde verilmisti. Bu test probleminde o = —2.5, 5 =1,v=1.5, k=3

ve f(x,t) = 0 segimleri yapilarak ve

_ L e
0—0.5,3—\/;,K— o+ &)

parametreleri kullanilarak 0 < 2 < 1 konum araligi tizerinde programlar ¢ = 1

zamanina kadar cahigtirilacaktir.

Kiibikl, Kiibik2, Kuartikl, Kuartik2, Kuintikl ile Kuintik2 programlar1 h =
0.0005 sabit konum adim uzunlugu ve zaman adim uzunlugu icin ise At = 1/2°,
1 = 1,2,3,4 farkhh secimleriyle caligtirilmig ve elde edilen L. hata normlar
yakinsama oranlar1 ile birlikte Cizelge 7.2 de verilmistir.  Cizelge 7.2 deki
sonuglar incelendiginde, zaman parcalanmasinda Crank-Nicolson yontemi, konum
parcalanmasinda farkli dereceden B-spline Galerkin yontemlerinin kullanildig: ilk
durumda elde edilen sonuclarin hemen hemen ayni kaldigi gézlemlenmistir. Benzer
sekilde zaman parcalanmasinda doérdiincii mertebeden tek adimli yontem, konum
parcalanmasinda farkl dereceden B-spline Galerkin yéntemlerinin kullanildig: ikinci
durumda da sonuglarin hemen hemen ayni kaldigi ancak Crank-Nicolson zaman

parcalanmasinin oOnerildigi ilk durumda bulunan hatalara gore oldukca diigiik
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kaldigr goriilmiigtiic Ayrica, Kiibik1l, Kuartikl ve Kuintikl metotlar1 kullanildiginda
elde edilen yakinsama oranlarinin Crank-Nicolson zaman pargalanmasimin teorik
dogruluk degeri olan 2 civarinda bulundugu ve Kiibik2, Kuartik2, Kuintik2 metotlar
kullanildiginda elde edilen yakinsama oranlarinin ise énerilen zaman pargalanmasinin

teorik dogruluk degeri olan 4 civarinda bulundugu Cizelge 7.2 den goriilmektedir.

Cizelge 7.2: h = 0.0005 ve farkli zaman adimlari i¢in hata normlar1 ve yakinsaklik oranlari
At Kiibik1 Y.O | Kiibik2 Y.O | Kuartikl Y.O | Kuartik2 Y.O
1/2 | 422x107° | — 1.55 x 1077 | — 423 x107° | — 1.55 x 1077 | —

1/4 [1.94x107° [ 1.12 | 1.42 x 1078 | 345 | 1.94 x 1075 | 1.12 | 1.42 x 1078 | 3.45
1/8 | 447x 1075212 |9.79 x 10719 | 3.86 | 4.48 x 1076 | 2.12 | 9.79 x 10710 | 3.86
1/16 | 1.34 x 1076 | 1.74 | 6.34 x 1071 | 3.95 | 1.34 x 1079 | 1.74 | 6.34 x 107 | 3.95

At Kuintikl Y.O | Kuintik2 Y.O
1/2 |423x107° | — | 155x 1077 | —
1/4 194 x107° | 1.12 | 1.45 x 1078 | 3.41

1/8 | 4.48x107% | 212 [ 9.72 x 10710 | 3.87
1/16 | 1.34x 1076 | 1.74 | 5.42 x 107! | 4.16

Onerilen Kiibikl, Kiibik2, Kuartikl, Kuartik2, Kuintikl ve Kuintik2 metotlar:
icin zaman ve konum artim uzunlugu h = 0.0005 ve At = 1/16 alimarak ¢t = 1
zamanina kadar caligtirilan programlar i¢in mutlak hata grafikleri Sekil 7.2 de
gosterilmigtir. Sekil 7.2 deki hata grafikleri incelendiginde mutlak hatanin Cizelge
7.2 de verilen L., hatasiyla uyumlu oldugu ve konum araliginin orta noktalarinda
geldigi goriilmektedir. Maksimum hata konum araliginin orta noktalarinda geldigi
icin siir sartlarinin uygulanmasinda bir problem olmadigi da goriilmektedir. Bu

durum ilk test probleminde de goriilmiigtiir.



a) Kiibik1

/N

\

¢) Kuartikl

/N

\

e) Kiibik1
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o N N © IS o ) ~

0.2 0.4 0.6 0.8 1

o - N @ IS o ) ~

0.2 0.4 0.6 0.8 1

d) Kuartik2

1\

/ 1\

[ ]

~ \

W

0.2 0.4 0.6 0.8 1

f) Kiibik2

Sekil 7.2 : ¢t = 1 anindaki mutlak hata
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8. GOOD BOUSSINESQ DENKLEMININ
YAKLASIK COZUMU ICIN B-SPLINE
GALERKIN YONTEMI

3. boliimde (3.90) ile tamtilan GB denklemi yardimci fonksiyon yardimiyla
(3.95-3.96) lineer olmayan denklem sistemine indirgenmis ve bu denklem sisteminin
zaman parcgalanmalar1 (3.104-3.105) esitliklerinde elde edilmigti. Bu boliimde
kiibik, kuartik ve kuintik B-spline Galerkin yontemleri ile GB denkleminin
sayisal ¢oziimlerinin bulunmasi hedeflenmektedir. GB denkleminin sayisal ¢oziimii
aragtirihirken zaman parcalanmasi i¢in Crank-Nicolson yoéntemi ve Crank-Nicolson
yontemine gore daha yiiksek dogruluga sahip dordiincii mertebeden tek adimh
yontem kullanilacaktir. Konum pargalanmasi igin ise kiibik, kuartik ve kuintik
B-spline Galerkin yontemleri onerilmigtir.  Yaklagik ¢oziimlerin dogrulunu test
etmek icin iki test problemi ele alinacaktir. W(z) agirlik fonksiyonu olmak {izere
(3.104-3.105) ile verilen zaman pargalanmalarina Galerkin yontemi uygulanirsa

sirasiyla,

xT rr TTITIT

b

ap = /W (ZL‘) [un-‘rl _ 203un+1ug+1 _ (93 + 293un+1)un+1 _ len-‘rl + qun-‘rl ] dz
b

ay = /W (@) [u™ + 204ulul + (04 + 20,0 )ul, + 020" — O4ul,..] dx

b
az = —/W (7) [(2911@“ + 405" T (01 + 200" + 293U”+1)u;;1} dx
b

b
+«91/W(x)u§;;xdx + /W(x) [0" ! — (03 + 205u™ o] da

a a
b

—l—%/W(x)vﬁledx

a
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b
ay = /W(m) [(20ou? 4+ 40400 ) ul + u? (02 + 205u" + 20,0™)] dx

b b
—%/W(x)u?mxdx + /W(x) (V" + (04 + 20,u" )07, ] dx

a a

olmak tizere

a1 = Q9 (8].)

ve

3 = Oy (82)

esitlikleri elde edilir.

8.1. Kiibik B-spline Galerkin Yontemi

Bu kisimda GB denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmek icin konum
parcalanmasinda kiibik B-spline Galerkin yontemi 6nerilecektir. Zaman
pargalanmasi i¢in Crank-Nicolson (Kiibikl) ve dordiincii mertebeden tek adimh
(Kiibik2) yontemleri kullamlacaktir. Oncelikle, (8.1) ve (8.2) ile verilen edilen
esitliklerdeki

b
/W(:C)ummd:c
ve

b
/ W (2)Vpgzzdx

integralleri icin kismi integrasyon uygulanirsa sirasiyla;

b b
/W(:C)ummd:c = W(m)umz|z — /Wm(x)ummdx

ve
b

b
/W(x)vmmdx = W(x)vmxm — /Wx(x)vmxdx

a
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elde edilir. Yukarida elde edilen integrallere tekrardan kismi integrasyon uygulanirsa

sirasiyla;
b b
/ W (@) ttgraads = W () tamal’ — | W)’ — / W ()t (8.3)
ve ’ '
b b
/ W (@) vanadt = W ()vmasl’ — | Walw)vmal’ — / W () 0rad (8.4)

sonucuna ulagilir. Soliton dalga ¢oziimiinde, u ile v bilinmeyen fonksiyonu ile konuma
gore tiirevleri konum araligmin ug¢ noktalarinda sifira gideceginden (8.3)-(8.4)

esitlikleri
b b
/W(x)ummdx = /Wm(x)umd:v (8.5)
ve

b b
/W(x)vmmd:ﬂ — /Wm(:v)vmdx (8.6)

olarak elde edilir.  Dolayisiyla (8.1)-(8.2) denklemlerinde kismi integrasyon

kullanildiktan sonra sirasiyla,

b
a; = /W (z) [W ! = 205ul Tl — (03 4 205u™ T )ul T — 00" da
b
+93/sz (l’) uyzl;—ldxa
ag = /W () [u™ + 204ulul + (04 + 204u")ul, + O20"] dz,

b
—94/Wm (x) ul,d,

xrx

b
by = /W (l’) [(261U;L+1 + 4931}g+1)u:+1 _ (91 + 291un+1 + 2‘93vn+1)un+1] dx
b

b
+6, / W () uda + / W (z) [v"! = (63 + 203u" " )olt ] da

a a

b
—|~€3/VVm (x) v;‘;ﬂda:,

a
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b
by = / W (z) [— (20ou? + 40407) ul} + (0 + 20ou™ + 20,0™)ul,] d
b

b
_, / W ()l da + / W (2) [0 + (6 + 20,0 )] da

a a

b
—94/Wm (x) v}, dx

a
olmak tizere

a; = asy (8.7)

ve

by = by (8.8)

olur. [a,b] konum arahgi N esit uzunluktaki alt araliga parcalanirsa [x,,, T,,41] alt

aralig1 iizerinde (8.7)-(8.8) ile verilen esitlikler m = 0,1,..., N — 1 igin sirasiyla;

Tm+1
e W (z) [ = 205ul ™ ul ™ — (05 + 205u™ ulit — 010" dx

Im

Tm+1

n+1

+05 / Wew (z) up dx,

Tm
Tm+1

o = / W (z) [u" + 204ulul + (04 + 204u™)ul, + 020"] dx

Tm+1

—0, / W (x) ulr, de,

Tm+1

d = / — W (@) [(20ru ™ + 40307 Yl 4 (61 + 2000 + 26050™ Y] do

Tm+41 Tm+1

+6, / W () udz + / W (z) ["*" = (03 + 205u™ ol ] da
- :

+65 / W (z) v d

Tm
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Tm+1

dy = / W () [(202uy + 404v7) uy + (02 + 202u™ + 2040 Jug, | dz
Tm+1 Tm+1
—0, / Wew () ul dx + / W (x) [v" + (04 + 20,u™)v}, ] do
Tim41 "
—04 / W () vl dx
olmak tizere
C1 — Cy (89)
ve
dy — d, (8.10)

olarak yazilabilir. (8.9)-(8.10) yaklagimlarinda £ = x — z,, doniigiimii yapilirsa
[T, Tmy1] alt araligy [0, k] arahgina doniigiir. [0, h] arahigr tizerinde W (zx) agirhk
fonksiyonu igin (3.17-3.20) ile verilen kiibik B-spline sekil fonksiyonlari, bilinmeyen

u ve v fonksiyonlar: ve tiirevleri igin (3.21) yaklagimi kullamildiginda
i=m—1mm-+1m-+2

icin (8.9-8.10) yaklagimlar1 sirasiyla,

h

m—+2 m—+2 m—+2
T Z / P, [opj — 20, ( > c1>’5“+1> (03+293< > (Dr(;?“)) @3’] d¢
—1

r=m—1 r=m-—1

0
+2 h
e = —b6h Y /@icbjdg ,
m—1 0
m+2 h m+2 m+2
s = > / o, c1>j+294( > @’5“) (94+294< > qu)>q>g
et

r=m—1 r=m—1
m—+2 h
-0, Y { [ereact.
0

dg
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m+2 h
€4 = 92 Z /(I)Z(I)]dg s
Jj=m—1 0
m+2 h m—+2 m—+2
o= /—cbi <291 ( > <1>’5”+1) +493< > cb;a;}“)) @’ b d¢
Jj=m—1 | r=m—1 r=m—1

‘ m+2 m+2
+ /— ¥ (91 + 20, < Z (I)T(F;LJFI) + 2604 ( Z @TJZ}H>> @;’ d¢
' 0

r=m-—1 r=m—1
7 PYd¢ } )

[ m+2
o, |0 — (93+293 ( > c1>r5:}+1>> i

r=m—1

+
=
3
——
O\:

h
dC + 05 / @;@;’dg} |

0

m+2 m+2
f3 = Z D, | 20, ( _21@5?) + 40,4 ( Z_;I)Ld})) o 5 d¢

m+2 i m—+2 m—+2
+ /CI%‘ (92 + 20, < Z (IDT(SZ) + 20,4 ( Z CI%J?)) CID;' d¢
‘ 0

Jj=m—1 r=m-—1 r=m—1
m—+2 h
—0, /CIJ”CI)”dC ,
j=m—1 0
m-+2 h m-+2 h
fa = Z /(I)z (I) + (94 + 20,4 ( Z @T&})) (I);/] d¢ — 84/@;/@;/61(
J=m=1 9 r=m—1 0
olmak iizere
e107 ! 4 x0T — (e307 + es07) (8.11)
ve
f15;?+1 + f20?+1 _ (]”3(53Z + f4a?) (8.12)

olarak elde edilir. (8.11-8.12) ifadelerinde gerekli diizenlenmeler yapildiktan sonra

1 = m—1mm-+1m-+2

Jj = m—1mm+1m+2
icin

h
Ajj = /q’z@jdé,
0
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h
B = /@i@jdg,

v

o
>

m-+2
Ch(em™) = / <I>¢( > <I>r<5?’“> P,

0 r=m—1

h m—+2
e n+-1 . " en+1
Dij((S i ) = /(I)i ( Z (I)T(ST+ ) @;dC,
0 r=m-—1
h
B, = [8ed
0
= (6m717 6m7 5m+1> 6m+2)T7
g = (Um—17 Omy Om+1, 0m+2)T
olmak tiizere

[Ae — 03B — 205C° — 205D° + 93Ee] (5e)n+1 _ 01A6(0.6>n+1_

(8.13)
[A¢ + 0, B¢ + 20,C° + 20,D° — 0,F°] (6°)" — 0, A%(0)"
ve
—0, B¢ — 20,C° — 2050° — 403D° — 20, D° + 0, E¢] (6°)" 1+
(8.14)

02 B¢ + 20,C° + 20,C° + 20, D¢ + 40,D¢ — 02 E¢] (6°)"—

[
{Ae — 6336 — 26306 + 93E6] (O.e)n+1_
[
{Ae + 94Be + 29406 - 04Ee] (O.e)n

eleman matrisleri elde edilir. Burada elde edilen eleman matrislerinin m =

0,1,..., N — 1 i¢in uygun bir sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda
5 . ((5,1,50,...7(5N+1)T,
g = (07170_07"'70—N+1)T

olmak tizere

[A — 05B — 205C — 205D + 0;E] (§)"*! — 0, A(o)"+! =

(8.15)
[A + 94B + 2640 + 294D — 94E] (6)” —+ QQA(O')n
ve
—60,:B — (260,4205)C — (403 + 26,)D + 6, E] (6)" "'+
(8.16)

0B + (204 + 205)C + (202 + 40,)D — 0,E] (8)"+

[
[A — 93B — 293C + 93E] (O')n+1 =
[
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lineer olmayan denklem sistemleri elde edilir. (8.15) ve (8.16) denklem sistemleri
birlikte 2N + 6 denklem ve 2N + 6 bilinmeyenden olusan lineer olmayan denklem
sistemidir. ~ Siir gartlarini elde edilen sisteme uygulayabilmek icin denklem

sistemindeki ilk 2 ve son 2 denklem silinerek bolgenin u¢ noktalarindaki

siir sartlar: kullamlarak 6”1, 57](,111, o™, 071?;11 parametreleri sistemden yok edilirse

(2N + 2) ve denklem (2N + 2) bilinmeyenden olugan matris sistemine indirgenmis

olur.

Denklem sisteminde iteratif olarak c¢oziime baglamak igin oncelikle ¢ = 0

zamanindaki

8 = (5(117 58> S ’59V+1>T

N OO RO

baslangic vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in problemin baglangic

kosullar:

u(z,0) = f(z), a<az<b,

v(x,0) = g(z), a<z<b,

ve

uz(a,0) = fi(a,0) v.(a,0) = g.(a,0)
u:c(ba O) = fx<b7 0) U:c(bv 0) = g:c(bu O)
ilave sartlar kullanilarak baslangic vektorleri hesaplanir. Baslangic vektorleri 6° ve

o' hesaplandiktan sonra, bilinmeyen vektorleri

" = (671,00, Oni1)T,

o" = (o",00,... ,a’f\,H)T

olmak tizere n = 1,2, ... icin i¢ iterasyon yontemi yardmiyla istenilen ¢ zamanindaki

yaklagik coziimler iteratif olarak hesaplanir.
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8.2. Kuartik B-spline (Galerkin Yo6ntemi

Bu kisimda GB denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmek icin konum
parcalanmasinda kuartik B-spline Galerkin yontemi kullanilacaktir. Zaman
parcalanmasi igin Crank-Nicolson (Kuartikl) ve dordiincii mertebeden tek adiml

(Kuartik2) yontemleri onerilecektir. Oncelikle, (8.1) ve (8.2) ile verilen esitliklerdeki

b
/W(x)ummdx

ve
b
/W(x)vmmdx

integralleri icin kismi integrasyon uygulanirsa sirasiyla;

b b
/W(:C)ummd:c = W(x)umz|z — /Wm(a})ummdx

ve

b b
/W(:c)vmmd:c = W(x)vmm|z — /Wx(x)vmmd:c

elde edilir. Soliton dalga ¢oziimiinde, v ile v bilinmeyen fonksiyonu ile konuma gore

tiirevleri konum araliginin ug noktalarinda sifira gideceginden (8.3)-(8.4) esitlikleri

b b
/W(a:)ummda: = — / W (2)Uugppda (8.17)
ve
b b
/W(x)vmmdx = — / W (2)Vpgedx (8.18)

olarak elde edilir.  Dolayisiyla (8.1)-(8.2) denklemlerinde kismi integrasyon

kullanildiktan sonra sirasiyla,

b
a; = /W () [u"h = 205ul Tl — (05 4 205u™ ) ult — 010" do
b

62 [ W, (@) i,

a



a2

b

by

105
b
/W () [u™ + 204ulul + (04 + 204u")ul, + O20"] dz,

b

b
/W( ) [(201ul ™ + 40500 P ult — (61 4 20,6 4 2050 Tl da

b b
—91/Wx( ) Z;;ldx + /W (x) [U"H (03 + 293u”+1)vg;1} dx

a

33331)

b
—03/Wx (z) v dada

b
/W (x) [= (20qul} + 40407) ull + (05 + 205u™ + 2040™ )uly,| dx
b

b
+0, / W, () u?, dr + / W (z) [o" + (04 + 20,u™ )02, ] dx

a a

b
+94/Wx () vy, dx

a

olmak tizere

ve

a1 = Q9 (819)

by = by (8.20)

olur. [a,b] konum araligi N esit uzunluktaki alt araliga parcalanirsa [x,,, Z,,1] alt

aralig1 iizerinde (8.19)-(8.20) ile verilen esitlikler m = 0,1,..., N — 1 igin sirasiyla;

C1

Tm+1

x

= / W (z) [u" = 205ul T ul ™ — (05 + 205u™ ulit — 010" dx

Tm+1

—93/WI (z) ™ dw,

Z‘CL'$

Tm



106

Tm+1
o = / W (x) [u™ + 204ulul + (04 + 204u")ul, + 020" dz

Tm

Tm+1

+94/Wx () uy, d,

Trxr

Tm

Tm+1

dy = / W () [(207um + 4050" )+t — (0, + 20,0 + 2050™ )t dae

x Trxr

Tm+1 Tm+1
-0, / W, (z) uHdx + / W (x) [U”H — (03 + 293u”“)v£f] dx

Tm

Tm+1

—03 / W, (x) vt dz,

Tm+1
dy = / W (z) [ (20qu + 404vy) uy + (09 + 209u™ + 20,0" )uy, | dx
" Tm+1 Tm+1
+0, / W, (z) ul,.dx + / W (z) [v" + (04 + 20,u™)0],] dx
- "
+0, / W, (z)vl,.dz
olmak tizere
c1 — o (8.21)
ve
dy — ds (8.22)

olarak yazlabilir.  (8.21)-(8.22) ile ifade edilen yaklagimlarda ¢ = z — z,
doniigiimii yapihirsa [z,,, T,,+1] alt araligi [0, k] araligma doniigecektir. [0, h] aralig:
tizerinde W (x) agirhik fonksiyonu igin (3.23-3.27) ile verilen kuartik B-spline sekil
fonksiyonlar1, bilinmeyen u ve v fonksiyonlar1 ve tiirevleri i¢in (3.28) yaklagim
kullanildiginda

t=m—2m—1mm-+1m+42

ile



€y =

ho=

fs =
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m+2 ’ m+2 m+2
> / ®; l% — 20y ( 3 @;52“) P! — (93 + 205 ( 3 m:ﬂ)) @;!] dc
j=m-—2 0 =

r=m-—2

m+2 h
0y { / @;@;"dc} ,
Jj=m—=2 | |
m—+2 h
i {/@@@},
j=m=2 %

m+2 m-+2
| @+ 20, < > @ 5“) <94 + 26, ( > c1>T5;}>> @3’] dg}
r=m-—2 r=m-—2

j=m-—2
m—+2 h
b2 ) / ;P;dC 3
j=m-—2 0

m+2 B m+2 m+2
/ P, <291 ( > q>’5f+l) +4e3< > @ "+1>) d¢
Jj=m—=2 | r=m-—2 r=m-—2
m+2 h m+2 m+2
+ / — P, (91 + 26, < > q>r5:}+1> +293< > <I>T07’}+1>> o b dC
‘ / P

r=m-—2 r=m-—2

&
[
+
[\
—
o \ -
L
&
=
~
——

B m-+2 h
o | - (93 +20; ( > @&“)) @;f] d¢ — 03 / q>;<1>;”dg} :

r=m-—2 0

m+2 m—+2
®; | 20, ( > c1>;5:) + 46, ( > q>;a;}>) @3} ¢
r=m-—2 r=m-—2
m—+2 h m—+2 m—+2
+ / D, (92+292 ( > cmﬁ) + 26, ( > @Tﬂ)) o 3 d¢
j=m—2 0 r=m-—2 r=m-—2

m—+2 h
+0y ) { / cb”'dg}

J= 0
m+2
D, + (94+294 ( Z CI)T,(S:})) q);/

m—2
m +2 h
J= 2 0 r=m-—2

h
dc + 0, / <1>;q>;"dg}
0
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olmak tizere
61(5?+1 + 620’?+1 — (63(5? + 640?) (8.23)

ve

f15;l+1 + ng’?Jrl — (fgé? + f40’?) (824)

olarak elde edilir. (8.23-8.24) ifadelerinde gerekli diizenlenmeler yapildiktan sonra

1 = m—=—2m—-—1mm+1m+2

j = m-=2m—-1mm+1m+2

icin

h

AL = /(I)iCI)jd(j,
0
h

B, = /(I)iCDij,
0
h

m—+2
cg(emthy = [ ( > @T(s;b“) odC,

r=m-—2

\w O\

e n+1
Dz’j(5 +) =

m—+2
n—+1
(Z c1>5+>c1>;dg,

r=m-—2

h
Eg — /q) (bll/
0

5 =

T
( m— 27 m— 176m75m+1;5m+2) )
T
(Om 2, Om— 1>O_m70m+170—m+2)

olmak tizere

[Ae - 93Be — 29306 — 293De - 93E€] (6e)n+1 — 91146(0'6)”+1—

(8.25)
[A€ + 0,B° + 20,C¢ + 20,D° + 0, E¢] (6°)" — 05, 4°(0°)"
ve
0, B¢ — 20,C° — 2050¢ — 403D° — 20, D¢ + 6, E¢] (5°)"*+1+
(8.26)

02B° + 20,C° + 205C° + 20, D¢ + 40,D° — 05, E¢] (5°)"—

-

[Ae (9336 — 2(9306 + 93Ee] (0’6)”+1—
[

[ + 94Be + 29406 - 64E6)] (O.e)n
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eleman matrisleri elde edilir. Burada elde edilen eleman matrislerinin m =

0,1,..., N — 1 icin uygun bir gekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda
0 = (5—276—17507"'a6N+1)T7
o = (O',Q,O',l,O'(),...,O']\H,l)T

olmak tizere

[A — 03B — 205C — 205D — 03E] (§)"*! — 0, A(o)"*! =

(8.27)
[A +60,B +20,C +20,D + 0,E| ()" + 02A(o)"
ve
[—0,B — (20,+205)C — (403 + 20,)D + 0,E] (8)" "+
A — 03B — 205C + 63E =
A — 05 10708 (@) (8.28)
[

0B + (204 + 205)C + (205 + 404)D — 0,E] (8)"+

A +60,B +20,C — 0,E] (0)"
lineer olmayan denklem sistemleri elde edilir. (8.27) ve (8.28) denklem sistemleri
birlikte 2NV 48 denklem ve 2N 48 bilinmeyenden olusan lineer olmayan bir sistemdir.
Sinir sartlarin elde edilen sisteme uygulayabilmek i¢in denklem sistemindeki ilk 2 ve

son 2 denklem silinerek bolgenin u¢ noktalarindaki
u(a,t) =0, wu(bt) =0, t>0,
v(a,t) =0, w(bt) =0, t>0

siur sartlarn kullamlarak 6731, 0%, 03!, ot parametreleri sistemden yok edilirse

(2N 4 4) x (2N + 4) ¢oziilebilir matris sistemine indirgenmis olur.

Denklem sisteminde iteratif olarak ¢oziime basglamak icin oncelikle ¢ = 0

zamanindaki

60 = (5227 5(117 587 s 75?\7+1)T

0o _ 0 0 0 0 \T
o' = (025,02,,00,-..,0N511)

baglangic vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in problemin baglangic

kosullari

u(z,0) = f(z), a<z<b

v(xz,0) = g(z), a<z<b
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ve
uz(a,0) = fu(a,0)  ve(a,0) = gx(a,0)
Uoz (@, 0) = fr2(a,0)  Vza(a,0) = gza(a,0)
ug(b,0) = f2(b,0)  vz(b,0) = g2(b,0)

ilave sartlar kullamlarak baslangic vektorleri hesaplanir. Baglangic vektorleri 6° ve

o hesaplandiktan sonra, bilinmeyen vektorleri

8" = (675,800, 0% )T,

n __ n n n n T
o = (0%9,0"1,00,...,0841)

olmak tizeren = 1, 2, . .. i¢in i¢ iterasyon yontemi kullanilarak istenilen ¢ zamanindaki

yaklagik coziimler iteratif olarak hesaplanir.

8.3. Kuintik B-spline Galerkin Yontemi

Bu kisimda KG denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmek igin konum
parcalanmasinda kuintik B-spline Galerkin yontemi kullanilacaktir. Zaman
pargalanmasi igin Crank-Nicolson (Kuintikl) ve dordiincii mertebeden tek adimh
(Kuintik2) yontemleri onerilecektir. Onceki alt boliimlerden farkl olarak kuintik
B-spline fonksiyonlar1 boliinme noktalarinda dordiincii mertebeden siirekli kismi
tiireve sahip oldugundan bu alt boliimde kismi integrasyon yapilmasina gerek yoktur.

Galerkin yonteminde [a, b] konum araligi N egit uzunluktaki alt arahiga parcalanirsa

[T, Tmy1] alt araligy iizerinde (8.1)-(8.2) ile verilen egitlikler m = 0,1,..., N —1 igin
sirasiyla;
Tm+1
¢ = / W (z) [u™h — 205u™ "t — (05 4 200" ) Hlv"H} dx
Tm+1

+03/W(x Z;;mdx

Tm+1

o = / W (x) [u™ + 204ulul + (04 + 204u")ul, + 020" dz

Tm+1

—94/W() dx,

$$$$

Tm
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Tm+1
d = / W () [(200u " + 40507 )up ™ — (61 + 200" + 2050 ] da

Im

Tm+1 Tm+1

+6, / W (z)ut! do + / W (z) ["*" = (03 + 205u™ )l ] da

$$$$
Tm+1
1
+05 / W (z) vt d,

Tm+1

dy = / W (z) [— (202u} + 40,407 ) uly + (02 + 202u" + 200" )ul,] dz

Tm+41 Tm+1

0, / W, (x) ul, do + / W (z) [v" + (04 + 20,u™ )], ] dx

Tm+1
_64 / W( ) :ca:a:a:dx
€1 —Cp (8.29)
ve
dy — dy (8.30)

olarak yazilabilir. (8.29)-(8.30) ile ifade edilen yaklagimlarda ¢ = = — x,,, doniigiimii
yapilirsa [T, Tp41] alt araligy [0, k] araligina doniisecektir. [0, k] araligy iizerinde
W (z) agirhik fonksiyonu igin (3.30-3.35) ile verilen kuintik B-spline gekil fonksiyonlari,

bilinmeyen u ve v fonksiyonlar: ve tiirevleri i¢in (3.36) yaklagimi kullamldiginda

t=m—2m—1mm+1m+2,m+3

r=m-—2

m+3 h m+3 m+3
e = / o [@ — 20, ( > <1>’5“+1> (03+293< > o 5”“)) @3’] d¢
j r=m—2
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m—+3 m—+3
D, +294< > @’5“) <94+294< > <I>r5?>> @3’] dg}
r=m-—2 r=m—2

m+3 h m+3 m+3
fi = /—(I)z- <2el< > @’5”“) +403< > @ "“)) @’ 5 d¢
j=m-—2 0 r=m-—2 r=m-—2
m+3 h m-+3 m-+3
+ / — ®; (91+291 ( > <1>T5:}+1) +293< > @TafH)) o 5 d¢
‘ 0

j=m—2 r=m-—2 r=m-—2

h
d¢ + 0 / 0,0 dg}

i m+3
D |D; — (93+293 ( > <1>r52+1>> "
L r=m-—2 0

m—+3 m+3
®; | 20, < > q»;&f) + 46, ( > c1>;a:}>) @3} ¢
r=m—2 r=m—2
m+3 h m+3 m+3
+ / o (92+292 < > @réf) + 20, ( > @TU;}>) o 3 d¢
' 0

r=m-—2 r=m-—2

m—+3 h
@+ <e4+294 ( 3 cpﬁ;})) @"] ¢ — 6, / @zq)g“)dg}
r=m-—2 0

eﬁ?“ + 620;‘“ — (635? + 640?) (8.31)

olmak tizere

ve

AT+ foo T — (f367 + faoh) (8.32)
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olarak elde edilir. (8.31-8.32) ifadelerinde gerekli diizenlenmeler yapildiktan sonra

1t = m—2m—1mm+1lm+2,m+3

J = m=2m—-1mm+1lm+2,m+3

icin
h
A = /(IDiQ)ij,
0
h
By = /Cbitbjdg,

0

h m+3
oo™ = / q>i< > q>r5¢+1> @ dC,

0 r=m—2

h m+23
e ([ sn+1 ! en+1 !

r=m-—2

h
e _ (4)
E; ;= / D, (ID dc,

0 = (m 27 m— 175m76m+176m+275m+3)T7
‘ (

T
Om—2,0m—150m, Om+1, Om+2, O-m+3)

olmak iizere

[A° — 05B° — 2050° — 2053D° + G5 E°] (5°)"+ — 6, A°(0°) ™+ —

(8.33)
[Ae + 04B€ + 26406 + 294D6 - 94Ee] (66)11 — 02Ae(0.e)n
ve
0, B¢ — 20,C° — 20;0¢ — 403 D¢ — 20, D¢ + 6, E¢] (5°)"*++
(8.34)

02B° + 20,C° + 205C° + 20, D¢ + 40,D° — 05, E¢] (5°)"—

-
[Ae (9336 — 2(9306 + 93Ee] (0’6)”+1—
[
[ + 94Be + 29406 - 64E6] (O.e)n

eleman matrisleri elde edilir. Burada elde edilen eleman matrislerinin m =

0,1,..., N — 1 i¢in uygun bir sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda

0 = (5—276—17507"'76N+2)T

g = (0'_2,0'_1,0'0,...,O'N+2)T
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olmak iizere

[A — 05B — 205C — 205D + 0;E] (§)"! — 0, A(o)"+! =

(8.35)
[A + 94B + 2040 + 2(94D - 94E] (5)” + QQA(O')n
—60,:B — (260,4205)C — (403 + 26,)D + 6, E] (6)" "'+
(8.36)

[
[A — 0;B — 205C + 03E] ()" =
[02B + (204 + 205)C + (205 + 460,)D — 0:E] (6)"+
[A +0,B +20,C — 0,E] (0)"
lineer olmayan denklem sistemleri elde edilir. (8.35) ve (8.36) denklem sistemleri
birlikte 2N 4 10 denklem ve 2N + 10 bilinmeyenden olusan lineer olmayan

bir sistemdir. Sinir sartlarini elde edilen sisteme uygulayabilmek icin denklem

sistemindeki ilk 2 ve son 2 denklem silinerek bolgenin ug¢ noktalarindaki

siur sartlart kullamlarak 6™5", 63hh, 0”3, o'xtl, parametreleri sistemden yok edilirse

(2N +8) x (2N +-8) ¢oziilebilir matris sistemine indirgenmis olur. Denklem sisteminde

iteratif olarak ¢oziime baglamak i¢in 6éncelikle ¢ = 0 zamanindaki

0 _ (50 <0 <0 0 0 \T
0" = (025,01,00,--0n11,0n42)

0o _ 0 0 0 0 0 T
o = (0'72,(771;0'0;---7UN+170N+2)

baslangic vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in problemin baslangic

kosullari

w(z,0) = f(z), a<z<b,

v(z,0) = g(z), a<z<0b,

us(a,0) = fo(a,0)  vs(a,0) = g.(a,0)
Uzz (@, 0) = frz(a,0) vg(a,0) = gpe(a,0)
us(0,0) = fo(b,0)  v2(b,0) = gu(b, 0)
Uz (D, 0) = f22(0,0)  V20(b,0) = gua(b, 0)
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ilave sartlar kullamlarak baslangic vektorleri hesaplanir. Baglangic vektorleri 6° ve

o hesaplandiktan sonra, bilinmeyen vektorleri

n o __ n n n n n T
6 — (5_2,5_1,50,...7 N+17 N—|—2>

n

o n n n n n T
o - (0-72707170-07’"=0N+170N+2)

olmak tizere n = 1,2, ... icin i¢ iterasyon yontemi yardimiyla istenilen ¢ zamanindaki

yaklagik coziimler iteratif olarak hesaplanir.

8.4. Test Problemleri

Bu boliimde GB denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in 6nerilen Kiibikl, Kiibik2,
Kuartik1, Kuartik2, Kuintikl ve Kuintik2 yontemlerinin dogrulugunu kontrol etmek
icin soliton dalgasimin hareketi ve iki soliton dalgasinin ¢arpigsmasi problemleri

incelenecektir.

8.4.1. Soliton dalgasinin hareketi

3. boltimde tanitilan bu test problemi i¢in analitik ¢oziim ve baglangic sartlar

u(x,t) = —Asech? (\/%(x —ct — x0)> —(b+ %)

f(r) = wu(z,0) = —Asech? (\/%(x — xo)) —(b+ %)
g(r) = uy(x,0) = —2146\/%360 h? (\/%(x — xo)> tanh (\/%(x — xo))

olarak verilmisti. Bu boliimde

sirasiyla,

ve

1 1 AN\?
A_E,b——§,c—¢<—2(b+§)>

parametreleri segilerek —40 < z < 60 konum aralig1 tizerinde programlar ¢ = 10

zamanina kadar caligtirilacaktir.

Kiibik1, Kiibik2, Kuartikl, Kuartik2, Kuintikl ve Kuintik2 programlar1 A = 0.1

sabit konum adim uzunlugu ve At zaman adim uzunlugu i¢in ise At = 5 degerinden
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baglayarak At = 0.125 degerine kadar kiigiiltiilerek caligtirilmig ve elde edilen L
hata normlar1 ile yakinsama oranlari birlikte Cizelge 8.1 de verilmistir. Cizelge
8.1 deki sonuglar zaman artim uzunluklar: kiiciildiikge her iki 6nerilen yontem igin
de L., hatalarimin azalmakta oldugunu, onerilen zaman pargalanmasinin hatay:
oldukca diigiirdiigiinii gostermektedir. Ayrica hesaplanan yakinsama oranlarinin
teorik yakinsama oranlari ile hemen hemen uyumlu oldugu da Cizelge 8.1 den

goriilmektedir.

(izelge 8.1: h = 0.1 ve farkli zaman artimlar: i¢in hata normlar1 ve yakinsaklik oranlar:

At Kiibik1 Y.O | Kiibik2 Y.O | Kuartikl Y.O | Kuartik2 Y.O
5 1.77 x 1071 | — 5.27 x 1072 | — 1.78 x 1071 | — 527 x 1072 | —

2 5.86 x 1072 | 1.21 | 1.43 x 1073 | 3.94 | 5.87 x 1072 | 1.21 | 1.43 x 1073 | 3.46
1 1.71 x 1072 | 1.78 | 9.40 x 1075 | 3.93 | 1.70 x 1072 | 1.78 | 9.39 x 10~° | 3.89
0.5 4.07 x 1073 | 2.07 | 6.02 x 1076 | 3.96 | 4.07 x 1073 | 2.07 | 6.02 x 107% | 3.95
0.25 | 1.01 x1073|2.01|3.72x 1077 | 4.01 | 1.01 x 1073 | 2.01 | 3.80 x 10~7 | 3.98
0.125 | 2.52 x 107* | 2.00 | 1.59 x 1078 | 4.55 | 2.52 x 107 | 2.00 | 2.38 x 1078 | 3.99

At Kuintik1 Y.O | Kuintik2 Y.O

5 1.78 x 107! | — 3.33x 1072 | —
2 5.87x 1072 | 1.21 | 1.39 x 1073 | 3.46
1 1.70 x 1072 | 1.78 | 9.40 x 107° | 3.89

0.5 4.07 x 1073 | 2.07 | 6.05 x 107¢ | 3.96
0.25 | 1.01 x 1073 | 2.01 | 3.82 x 1077 | 3.99
0.125 | 2.52 x 107* | 2.00 | 2.38 x 1078 | 4.00

Sayisal ¢oziim igin onerilen 6 farkli Galerkin yontemi icin zaman ve konum
artim uzunlugu h = 0.1 ve At = 0.125 alinarak ¢ = 10 zamanina kadar ¢aligtirilan
programlar i¢in mutlak hata grafikleri Sekil 8.1 de verilmigtir. Sekil 8.1 deki hata
grafikleri incelendiginde mutlak hatanin Cizelge 8.1 de verilen L, hatasiyla uyumlu

oldugu ve konum araliginin orta noktalarinda geldigi goriilmektedir.
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|
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0 MO\

-40 -20 0

20

b) Kiibik2

40

60

-40 -20 0

d) Kuartik2

20

40

60

-40 -20 0

f) Kuintik2
Sekil 8.1 : ¢t = 10 anindaki mutlak hata

8.4.2. 1Iki soliton dalgasinin carpismasi

20

40

60

Iki soliton dalgasinin carpismasi probleminde basglangic sartlar: 4 = 1,2 icin

fi(®) = wu(z,0) = —A;sech? (\/%(QZ — x?)) :
A; 0 [A; 0
E(m—@)) tanh( E(x—a@))

gi(x) = v(x,0)= —2Aici\/% sec h? (
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924, \ 2
c; = F 1— 3

flz) = wup(x,0) 4+ uy(x,0)

olmak tizere

g(x) = v1(x,0)+ve(z,0)

formunda 3. boliimde verilmigtir. Bu test problemi i¢in

20 = —2) = 50, A; = A4y = 0.369,¢c; = —cy = /1 — %, h=0.1,At =0.01
parametreleri secilerek —100 < z < 100 konum araliginda Kuartik2 icin bilinmeyen
u fonksiyonunun farkl zamanlardaki mutlak degerinin grafigi sekil 8.2’de ¢izilmistir.
Sekil 8.2 incelendiginde, ¢ = 0 aninda tepe noktalar1 z = —50 ve x = 50 noktalarina
kargilik gelen 0.369 genlikli iki soliton dalgasinin hareketi gozlemlenmektedir. Soliton
dalgalar1 zamanla birbirlerine dogru hareket etmekte ve yaklagik ¢ = 60 aninda bir
carpisma gergeklesmektedir. Carpisma sonrasinda ise dalgalar baglangictaki sekil ve
biiyiikliiklerini koruyarak zit yonde hareketlerine devam etmektedir. Diger 6nerilen
metotlar icin gekil cizildiginde gorsel olarak herhangi bir fark olusmadig: i¢in sekil

tekrar ¢izilmemistir.

) = 100
80 / } 5 o 75
Sekil 8.2 Kuartik2 icin soliton dalgalarimin ¢arpismasi

Kiibik1, Kiibik2, Kuartikl, Kuartik2, Kuintikl ve Kuintik2 programlari / = 0.1,

At = 0.01 sabit konum ve zaman artim degerleri i¢in ¢ = 120 zamanina kadar
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caligtinlmigtir. 7" = 0, 20, 40, 60, 80, 100, 120 zamanlarindaki korunum sabitlerinin
sayisal degerleri Cizelge 8.2 de sunulmugtur. Cizelge 8.2 de verilen sonuclar
incelendiginde zaman parcalanmas: i¢in dordiincii mertebeden tek adimli yontem

kullanildiginda hesaplanan korunum sabiti degerlerinin Crank-Nicolson yéntemi

kullanildiginda hesaplanan korunum sabiti degerlerine gore gergek degere daha yakin

oldugu goriilmektedir.

Cizelge 8.2: h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in korunum sabitleri

Kiibik1 Kiibik2 Kuartik1 Kuartik2
t=0 —5.951806448 | —5.951806448 | —5.951806448 | —5.951806448
t =20 —5.951806452 | —5.951806449 | —5.951806452 | —5.951806448
t =40 —5.951806453 | —5.951806453 | —5.951806449 | —5.951806449
t =60 —5.951806841 | —5.951806453 | —5.951806837 | —5.951806449
t =80 —5.951806688 | —5.951806460 | —5.951806682 | —5.951806449
t =100 —5.951806085 | —5.951806468 | —5.951806058 | —5.951806450
t =120 —5.951806406 | —5.951806466 | —5.951806344 | —5.951806450
Tam Deger | —5.951806447 | —5.951806447 | —5.951806447 | —5.951806447
Kuintik1 Kuintik2

t=0 —5.951806448 | —5.951806448

t =20 —5.951806452 | —5.951806449

t =40 —5.951806452 | —5.951806452

t =60 —5.951806845 | —5.951806457

t =80 —5.951806695 | —5.951806462

t =100 —5.951806078 | —5.951806470

t =120 —5.951806370 | —5.951806476

Tam Deger | —5.951806447 | —5.951806447
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9. BULGULAR VE TARTISMA

Bu calismada zamana gore ikinci mertebeden lineer Telegraph ve lineer olmayan
KG ve GB kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri aragtirilmigtir.
Sayisal ¢oziimleri elde etmek icin iki farkli zaman parcalanmasi énerilmistir. Onerilen
ilk zaman parcalanmasi literatiirde yaygin bir sekilde kullanilan ikinci mertebeden
dogruluga sahip Crank-Nicolson yontemidir. Zaman pargalanmasi igin 6nerilen ikinci
yontem ise literatiirde bu zamana kadar calisilan denklemlerin sayisal c¢oziimleri
aragtirilirken kullanilmayan doérdiincii mertebeden dogruluga sahip tek adimli olan
yontemdir. Sayisal ¢oziimleri aranilan denklemlerin zaman pargalanmalar1 elde
edildikten sonra konum parcalanmalar1 yapilirken ise farkli dereceden B-spline

Galerkin ve kolokasyon yontemleri kullanilmigtir.

Bu boliimde ise lineer Telegraph ve lineer olmayan KG ve GB kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin sayisal c¢oziimleri arastirilirken farkli zaman ve konum

parcalanmalar: sonucunda bulunan c¢oziimler tartigilmigtir.

Telegraph denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in 6nerilen yontemleri dogrulugunu test

etmek adina iki farkl test problemi {izerinde galigilmigtir.

Birinci test probleminde homojen olmayan Telegraph denklemi ele alinmigtir.
Konum artim uzunlugu A = 0.01 ve zaman artim uzunlugu At = 1/32
secimleri yapildiginda 6nceki boliimlerde elde edilen sonuclar Cizelge 9.1 de tekrar
verilmigtir. Cizelge 9.1 deki sonuglara gore zaman pargalanmasinda Crank-Nicolson
yontemi, konum parcalanmasinda farkli dereceden B-spline kolokasyon ve Galerkin
yontemlerinin kullanildigt durumda elde edilen sonuclarin hemen hemen aym
oldugu goriilmiigtiir. Benzer sekilde zaman parcalanmasinda doérdiincii mertebeden
tek adiml yontem, konum pargalanmasinda farkli dereceden B-spline Galerkin
ve kolokasyon yontemlerinin kullanildigi ikinci durumda da hemen hemen aym
sonuglarin elde edildigini ancak Crank-Nicolson zaman parcalanmasinin énerildigi

ilk duruma gore sonuclarin daha diisiik oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 9.1: h = 0.01 ve At = 1/32 igin ¢t = 1 amindaki hata normlari

Kolokasyon Galerkin
Kiibik1 Kiibik2 Kiibik1 Kiibik2
273 x107° | 1.15 x 1072 | 2.73 x 1075 | 1.15 x 107°

Kuartikl Kuartik2 Kuartikl Kuartik2

2.73x 1075 | 1.15 x 1079 | 2.72 x 107 | 1.13 x 107*

Kuintik1 Kuintik2 Kuintik1 Kuintik2

2.73x107° | 1.15x 107° | 2.70 x 107 | 1.11 x 107°

Ikinci test probleminde ise homojen Telegraph denklemi ele alinmis ve konum
artim uzunlugu h = 0.005 ve zaman artim uzunlugu At = 1/32 degerleri i¢in
elde edilen sonuglar, énerilen yontemleri kiyaslayabilmek icin Cizelge 9.2 de tekrar
verilmigtir. Cizelge 9.2 deki sonuglar incelendiginde zaman parcalanmasi yapilirken
Crank-Nicolson yontemi, konum parcalanmasi yapilirken farkli dereceden B-spline
kolokasyon ve Galerkin yontemlerinin kullanildigr durumda elde edilen sonuglarin
ayni bulundugu goriilmiistiir. Benzer sekilde zaman pargalanmasinda doérdiincii
mertebeden tek adimli yontem, konum parcalanmasinda ise farkli dereceden
B-spline Galerkin ve kolokasyon yontemlerinin kullanildigi ikinci durumda elde
edilen sonuclara gore Galerkin Kiibik2, Kuartik2, Kuintik2 ve kolokasyon Kuartik2,
Kuintik2 yontemlerinin ayni sonuglar verdigi ve sonuglarin kolokasyon Kiibik2

yontemine gore daha diigiik oldugu goriilmiigtiir.

Cizelge 9.2: h = 0.005 ve At = 1/32 igin t = 1 amindaki hata normlar
Kolokasyon Galerkin

Kiibik1 Kiibik?2 Kiibik1 Kiibik2
1.27 x 1074 [ 2.08 x 1077 | 1.27 x 107* | 8.17 x 107°
Kuartik1 Kuartik?2 Kuartik1 Kuartik?2
1.27 x 1074 | 817 x 1072 | 1.27 x 107* | 8.17 x 107°
Kuintik1 Kuintik2 Kuintik1 Kuintik2
1.27 x 1074 [ 819 x 1072 | 1.27 x 107* | 8.17 x 107°
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Sonug olarak Telegraph denkleminin yaklagik ¢oziimii igin farkli dereceden
B-spline fonksiyonlarin kullanildigi kolokasyon ve Galerkin yontemlerinin hepsinde
zaman parcalanmasinin dogrulugunun 2 den 4 e yiikseltilmesi durumunda bulunan

hatalarin oldukca diistiigii sonucuna varilabilir.

KG denkleminin sayisal ¢oziimiinii bulmak i¢in 6nerilen yéntemlerin dogrulugunu

test etmek icin de iki farkli test problemi incelenmistir.

2 icin bulunan lineer

1/32 degerleri

Birinci test probleminde homojen olmayan ve k =
olmayan KG denklemi ele alinmigtir. h = 0.01 ve At =
icin elde edilen sonuglar, kolokasyon ve Galerkin yontemlerini kiyaslayabilmek
adina (izelge 9.3 de tekrar verilmigtir. Cizelge 9.3 deki sonuglara gore zaman
parcalanmasinda Crank-Nicolson yontemi, konum parcalanmasinda farkli dereceden
B-spline kolokasyon ve Galerkin yéntemlerinin kullanildigi ilk durumda elde edilen
sonuclarin aynmi oldugu goriilmiistiir. ~ Benzer sekilde zaman parcalanmasinda
dordiincii mertebeden tek adiml yontem, konum parcalanmasinda farkli dereceden
B-spline Galerkin ve kolokasyon yontemlerinin kullanildig: ikinci durumda da aym

sonuglarin elde edildigi goriilmiistiir.

Cizelge 9.3: h = 0.01 ve At = 1/32 igin ¢t = 1 anindaki hata normlari

Kolokasyon Galerkin

Kiibik1 Kiibik2 Kiibik1 Kiibik2

1.93x 1075 { 3.14 x 10710 | 1.93 x 1075 | 3.14 x 10710
Kuartik1 Kuartik2 Kuartik1 Kuartik?2

1.93x 1075 | 3.18 x 10710 | 1.93 x 1075 | 3.14 x 10710
Kuintik1 Kuintik2 Kuintik1 Kuintik2

1.93x 1075 | 3.16 x 10710 | 1.93 x 1075 | 3.14 x 10710

Ikinci test problemi olarak k¥ = 3 icin homojen KG denklemi ele alinmistir.

h = 0.0005 ve t = 1/16 degerleri i¢in elde edilen sonuglar, kolokasyon ve Galerkin
yontemlerini kiyaslayabilmek adina Cizelge 9.4 de tekrar verilmigtir. Cizelge 9.4 deki
sonuglar incelendiginde zaman pargalanmasinda Crank-Nicolson yontemi, konum

parcalanmasinda farkli dereceden B-spline kolokasyon ve Galerkin yontemlerinin
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kullanildigq ilk durumda elde edilen sonuclarin ayni oldugu goériilmiistiir. Zaman
parcalanmasinda dordiincii mertebeden tek adimlh yontem, konum parcalanmasinda
farkli dereceden B-spline Galerkin ve kolokasyon yontemlerinin kullanmildigi ikinci
durumda da kolokasyon Kiibik2 yontemi haricinde diger yontemlerin oldukca iyi

sonuglar verdigi goriilmektedir.

Cizelge 9.4: h = 0.0005 ve At = 1/16 igin t = 1 anindaki hata normlar
Kolokasyon Galerkin

Kiibik1 Kiibik2 Kiibik1 Kiibik2

1.34x107% | 1.10 x 107 | 1.34 x 1076 | 6.34 x 10~ 11

Kuartikl Kuartik2 Kuartikl Kuartik2

1.34 x 1076 | 6.34 x 1071 | 1.34 x 107% | 6.34 x 1071

Kuintik1 Kuintik2 Kuintik1 Kuintik2

1.34 x 1075 | 6.46 x 107 | 1.34 x 1076 | 5.42 x 10~

Sonug olarak KG denkleminin yaklagik ¢oziimii i¢in farkli dereceden B-spline
fonksiyonlarin kullanildig1 kolokasyon ve Galerkin yontemlerinin hepsinde zaman
par¢alanmasinin dogrulugunun 2 den 4 e yiikseltilmesi durumunda bulunan hatalarin

oldukca diistiigii sonucuna varilabilir.

GB denkleminin sayisal ¢oziimii igin 6nerilen yontemlerin dogrulugunu test etmek
icin de iki farkli test problemi ile caligilmigtir. Birinci test probleminde soliton
dalgasinin hareketi ele alimmistir. A = 0.1 sabit konum adim uzunlugu ve At zaman
adim uzunlugu icin ise At = 5 degerinden baglayarak At = 1/8 degerine kadar
kiigiiltiilerek caligtirilmis ve elde edilen L., hata normlar1 yakinsama oranlari ile
birlikte Cizelge 8.1 de verilmisti. Elde edilen sonuclar dogrultusunda GB denkleminin
yaklagik coziimii i¢in farkli dereceden B-spline fonksiyonlarin kullanildigr Galerkin
yontemlerinin hepsinde zaman par¢alanmasinin dogrulugunun 2 den 4 e yiikseltilmesi
durumunda bulunan hatalarin oldukca diistiigii sonucuna varilabilir. Tkinci test
probleminde ise iki soliton dalgasinin ¢arpismasi hareketi incelenmisgtir. Bu test
probleminde analitik ¢oziim bulunmadigindan, onerilen yontemlerin dogrulugunun
kontrol edilmesi i¢in korunum sabiti hesaplanmigtir. A = 0.1 ve At = 0.01 degerleri

icin hesaplanan korunum sabitleri ise Cizelge 8.2 de verilmisti. Cizelge 8.2 deki
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sonuglara gore zaman parcalanmasinda dordiincii mertebeden tek adimli yontem
kullanildiginda hesaplanan yaklagik korunum sabiti degerlerinin Crank-Nicolson
yontemi kullanildiginda hesaplanan yaklagik korunum sabiti degerlerine gore gergek

degere daha yakin oldugu goriilmektedir.
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10. SONUC VE ONERILER

Bu tez galigmasi kapsaminda Telegraph, KG ve GB denklemlerinin sayisal
cozlimleri aragtirilmigtir.  Sayisal c¢oziimler aragtirilirken galigilan denklemlerin
zaman parcalanmalar1 igin literatiirde sikhikla kullamilan tek adimh ikinci
mertebeden dogruluga sahip Crank-Nicolson yontemi ve galigilan denklemlerin zaman
parcalanmasi icin bu zamana kadar onerilmemis dordiincii mertebeden dogruluga
sahip tek adimh yontem kullanilmistir. Konum parcalanmalarinda ise Telegraph
ve KG denklemi icin kiibik, kuartik ve kuintik B-spline Galerkin ve kolokasyon
yontemleri, GB denklemi icin ise kiibik, kuartik ve kuintik B-spline Galerkin
yontemleri kullanilmigtir.  Sayisal ¢oziimlerin dogrulugu kontrol edilirken her bir
denklem igin 2 test problemi kullamilmigtir. Telegraph ve KG denklemleri igin
homojen ve homojen olmayan olmak tizere iki farkl test problemi, GB denklemi i¢in
ise soliton dalgasinin hareketi ve iki soliton dalgasinin carpismasi test problemleri

kullanilmigtr.

Telegraph ve KG denklemlerinin sayisal ¢oziimleri aragtirilirken kullanilan
iki test probleminde de konum artim uzunlugu sabit tutularak zaman artim
uzunlugu azaltilmig ve bunun sonucunda da elde mutlak hatalarin da azaldig
goriilmiistiir. Bununla birlikte zaman parcalanmasinin 6énerilen yontemler tizerindeki
etkisi incelendiginde dordiincii mertebeden dogruluga sahip zaman parcalanmasi
kullanildiginda elde edilen mutlak hatalarin Crank-Nicolson zaman parcalanmasi
kullanildiginda elde edilen mutlak hatalara gore oldukca diisiik oldugu gozlenmistir.
GB denkleminin sayisal ¢oziimii igin 6nerilen yontemlerin dogrulugunu test etmek
icin soliton dalgasinin hareketi ve iki soliton dalgasinin carpigsmasi olmak iizere
iki farkl test problemi kullanilmigti. Soliton dalgasi hareketi probleminde konum
artim uzunlugu sabit tutularak zaman artim uzunlugu azaltilmig buna bagh
olarak da hata normlar1 ozellikle dordiincii mertebeden dogruluga sahip zaman
parcalanmasi kullanildiginda olduk¢a azalmigtir. Bu durum Telegraph ve KG
denklemlerinin sayisal ¢oziimleri aragtirilirken de gozlenmistir. Ayrica Telegraph ve
KG denklemlerinde oldugu gibi hesaplanan yakinsama oranlarinin 6nerilen zaman

parcalanmalarinin teorik yakinsama oranlari ile hemen hemen ayni oldugu ve
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hatta baz1 durumlarda ayni kaldigi goriilmiistiir. Iki soliton dalgasmin carpismasi
test probleminde soliton dalgalarinin zamanla birbirlerine dogru hareket ettigi,
bir miiddet sonra carpismanin gerceklestigi, carpisma bittikten sonra ise soliton
dalgalarinin hareketlerine zit yonde ve sekillerinde herhangi bir bozulma olmadan
devam ettikleri goriilmiigtiir. Bu test probleminde analitik ¢oziim olmadigi igin
onerilen yontemlerin dogrulugunu kontrol ederken korunum sabiti yaklagik olarak
hesaplanmigtir.  Teorik olarak korunum sabitinin ¢ = 0 anindaki degerinin
sabit kalmasi ve carpigma sonrasinda da degigsmemesi beklenmektedir. Zaman
parcalanmasinda dordiincii mertebeden tek adimh metot kullanildiginda hesaplanan
korunum sabit degerlerinin Crank-Nicolson yontemi kullanildiginda hesaplanan
korunum sabiti degerlerinden gercek degere daha yakin kaldigi hesaplamalar

sonucunda goriilmiigtiir.

Sonug olarak, Telegraph, KG ve GB denklemlerinin sayisal c¢oziimleri igin
zaman parcgalanmasinda Crank-Nicolson yontemi yerine dordiincii mertebeden tek
adimh yontem, konum parcalanmasinda ise ozellikle kuartik ve kuintik B-spline
B-spline Galerkin ve kolokasyon yontemleri kullanildiginda oldukga iyi sonuclar
elde edilmistir. Zaman parcalanmasinda Crank-Nicolson yontemi yerine yiiksek
dogruluklu yontem ve konum parcalanmasinda ise kiibik B-spline Galerkin ve
kolokasyon yontemlerinin kullanildigi bazi test problemlerinde ise nispeten iyi
sonugclar elde edilmistir. Dolayisiyla caligilan denklemlere benzer formda olan kismi
tiirevli diferansiyel denklemlerin sayisal coziimleri arastirilirken Onerilen yiiksek
dogruluklu zaman parcalanmasi ve farkli dereceden B-spline ozellikle kuartik ve

kuintik B-spline Galerkin ve kolokasyon yontemleri kullanilabilir.
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