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OZET

GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRALLER YARDIMIYLA iKi
DEGISKENLI FONKSIYONLAR ICIN YENI ESITSIZLIKLER

Kubilay OZCELIK
Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Doktora Tezi
Danigsman: Dog. Dr. Hiiseyin BUDAK
Subat 2023, 81 sayfa

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Ik boliim tezle ilgili literatiirdeki calismalar:
icermektedir. Ikinci boliimde, bu tezde kullanilacak bazi temel tanim ve teoremler,
bazi temel esitsizlikler ve kesirli integral tanimlar1 sunulmustur. L., ve L, uzaylarina
ait fonksiyonlar kullanilarak, iki degiskenli fonksiyonlar i¢in genellestirilmis kesirli
integralleri igeren bazi Trapezoid ve Ostrowski tipli esitsizler sirasiyla {igiincii ve dordiincii
boliimde ispatlanmigtir. Besinci boliimde, sinirli kismi tiirevli fonksiyonlar yardimiyla
genellestirilmis kesirli integraller i¢in yeni Trapezoid ve Ostrowski tipli esitsizlikler elde
edilmistir. Son olarak altinc1 béliimde, tezde yapilan ¢aligsmalar 6zetlenmis ve sonraki
caligmalar i¢in baz1 Oneriler verilmisgtir.

Anahtar sozciikler: Kesirli integraller, Ostrowski tipli esitsizlik, Trapezoid tipli esitsizlik.
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ABSTRACT

NEW INEQUALITIES FOR TWO VARIABLES FUNCTIONS VIA
GENERALIZED FRACTIONAL INTEGRALS

Kubilay OZCELIK
Diizce University
Graduate School, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Dog¢. Dr. Hiiseyin BUDAK
February 2023, 81 pages

This thesis consists of six chapters. The first part includes the studies in the literature
related to the thesis. In the second chapter, some basic definitions and theorems to be used
in this thesis, some basic inequalities and definitions of fractional integral are presented.
Using functions of the spaces L., and L,, some Trapezoid and Ostrowski type inequalities
including generalized fractional integrals for functions of two variables are proved in the
third and fourth sections, respectively. In the fifth chapter, new Trapezoid and Ostrowski
type inequalities are obtained for generalized fractional integrals with the help of bounded
partially derivative functions. Finally, in the sixth chapter, the studies carried out in the
thesis are summarized and some suggestions for further studies are given.

Keywords: Fractional integrals, Ostrowski type inequality, Trapezoid type inequality.
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EXTENDED ABSTRACT

NEW INEQUALITIES FOR TWO VARIABLES FUNCTIONS VIA
GENERALIZED FRACTIONAL INTEGRALS

Kubilay OZCELIK
Diizce University
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Doctoral Thesis
Supervisor: Dog¢. Dr. Hiiseyin BUDAK
February 2023, 81 pages

1. INTRODUCTION

The fractional calculations started when the question "the derivative meaning of the n—
order integer could also be when 7 is not an integer" was raised. This question was
asked by L’Hopital in 1695. In his letter one day, Leibniz asked the question of what the
outcome would be when L’Hopital n = 1/2, and Leibniz replied, "a day like a paradox
will come as a useful result." The n derivative of the f (5¢) = s function is expressed by
Leibniz as d"»/ds". This is about Euler, Laplace, Fourier, Lacroix, Abel, Riemann and
Liouville, many of the leading mathematicians have noticed. Several mathematicians, such
as Riemann, Grunwald, Weyl [1], have identified fractional derivative operators using

various approaches.

Later in the years, an article by Liouville laid the foundations of fractional derivative
and fractional integral concepts. The main source of this idea is the concept of fractional
derivative and fractional integral, "Are derivatives and internal products for integer only?"

question [2].

In light of the latest developments in mathematics, the fractional calculation is in
mathematical modeling of mechanical and electrical properties of objects, fluid theory,
control theory, electrical circuits, electro-analytical chemistry, it is very popular in many

areas, such as heat conduction, computational analysis and engineering.

The first detailed study of the theory of inequality began to enter literature in early 1900.
Today, the theory of inequality is systematically studied, and the work on this topic is



increasing every day. The presence of integrated inequalities that help to determine the

limits for unknown functions is very important for the differential theory.

One of the basic mathematical inequalities is found in the literature as "Ostrowski
inequality". Ostrowski inequality has statistical, probability and optimization theory,
stochastic, knowledge and integrated operator theory applications. S. In 2001, on the

Dragomir side, Ostrowski contributed by expanding its inequality.

Since the last 20 years, the field of inequality has been a remarkable development. Many
research articles have been published on inequalities called Cebysev, Gruss, Trapezoid,
Ostrowski, Hadamard and Jensen in particular. Some of the research and monographies
published over the last few years have been an important part of the progress in the field of

inequality.

The purpose of this thesis is to obtain Trapezoid and Ostrowski type inequalities for two
variable functions with the help of fractional integrals and to obtain some generalized
fractional Trapezoid and Ostrowski type inequalities for bounded partially derivative

functions.

2. MATERIAL AND METHODS

First, the definition of convexity and characteristics of the convex function that ensure
Hermite-Hadamard inequality are given. Some important inequalities such as Holder
inequality and Minkowski inequality are also presented. Later, we recall the definitions
Riemann-Liouville fractional integrals, Hadamard fractional integrals, and generalized
fractional integrals for functions of both single and two variables. Moreover, we give some

Ostrowski and trapezoid type inequalities including these fractional integrals.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS

The main results of this thesis are given in sections 3, 4 and 5. In the Sections 3 and 4,
Trapezoid and Ostrowski type inequalities are obtained for functions of two variable with
the help of generalized fractional integrals. The results to be presented in both sections

have been in the form of generalizations of previously existing studies in the literature.

Section 5 is presented under the three titles. In the first part, some Trapezoid-type
inequalities are created for generalized fractional integrals by using an equality obtained
for twice partial derivative functions. The second part presents some Ostrowski type

inequalities for bounded partially derivative functions. In the third part, some new

xi



trapezoid-type inequalities are established for generalized fractional integrals using the

results in the previous section.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK

In this thesis, we present several trapezoid and Ostrowski type inequalities including
generalized fractional integrals for functions of two variables. In the future studies,
the inequalities obtained in this thesis can also be proved for different types fractional
integrals.In addition, by using the technique used in this thesis, one can obtain some

important inequalities such as Simpson, Bullen, Newton etc.
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1. GIRIS

n

1695 yilinda I’Hospital tarafindan Leibniz’e notasyonunun n = 3 i¢in ne anlama

n
geldigi sorusuyla ilk kez kesirli tiirev ve integral kavrami ortaya ¢cikmuistir. Kesirli
tiirev ve integral alisilmig tamsay1 yontemlerine gore keyfi mertebeli tiirev ve integraller
uygulamalarda ¢cok daha dogru sonuglar vermektedir. Giiniimiizde kesirli tiirev ve
integralleri iceren problemler i¢in biiyiik capta yaklasim yontemleri gelistirilmigtir. Hizli

degisimi tam mertebeli tiirev ve integral yerine kesirli tiirev ve integraller ile ifade ve temsil

etmek daha uygun olmaktadir.

Leibniz ve L'Hospital den sonra Euler 1730 da, J.L. Lagrange ise 1772 yilinda, 1812
yilinda P.S. Laplace, 1819 yilinda S.F. Lacroix, J.B.J. Fourier 1822 de kesirli analiz
izerinde ¢aligsmalar yapmusglardir. 1823 yilinda N.H. Abel kesirli operatorleri kullanmaisgtir.
J. Liouville 1832 yilinda kesirli analiz tanimlarimi teorik problemlere uygulayarak ilk
onemli calismay1 yapmistir. 1867 yilinda A.K. Griinwald, G.F.B. Riemann 1892 de, A.V.
Letnikov, 1868 ile 1872 yillar1 arasinda kesirli analize katkida bulunmuslardir. 1900
ve 1970 yillart arasinda H.H. Hardy, S. Sambo, H. Weyl [1], M. Riezs, S. Blair gibi
matematik¢iler konuya katkilarini sunmuslardir. 1970 den sonra J. Spanier, K.B. Oldham,
B. Ross, K. Nishimoto, R. Bagley, K.S. Miller, M. Caputo, S.G. Samko, A.A. Kilbas,
O.1. Marichev ¢alismalar ortaya koymuslardir [2], [3]. Kesirli analiz, kuantum mekanigi,

difiizyon, elektrik devreleri, s1v1 analizi, akigslar teorisi gibi bir cok konuda kullanilmaktadir

[41-[7].

Esitsizlik ile ilgili caligmalar uygulamali matematigin gelismesinde ©Onemli yer
tutmaktadir. Bu kavram 1900 lii yillardan beri neredeyse tiim alanlarda kullanilmistir.
Miihendislikte optimizasyon, mukavemet, haritalarda bir yerin tahmin edilmesinde,
niimerik integrasyonda hata hesaplarinda kullanilmaktadir. Konveks fonksiyon es zamanl
olarak bulunup, tanimi ve esitsizlik olarak goriilmiistiir. Cogu esitsizlikler konveks
fonksiyon ile elde edilmigtir. 1883’te Hermite’nin olusturdugu esitsizlik daha sonra

Hadamard tarafindan ele alinarak agsagidaki Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilmistir.



F :I C R — R fonksiyonu konveks ise a,b € I olmak iizere a < b i¢in,

K

F(K1+K2> < [P G LIOT L) (L.1)

T K — Kl
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2 2 ’
esitsizligi elde edilir.

Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi olan,

K2

L)L,

2 K> — Kj
K

farki icin Dragomir ve Agarwal [8], Yamuk tipli (Trapezoid),

Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi olan,

K2
1 Ki+ K
d —
Kz—KlK/F(%)% F( 2 )7
1

farki icin Kirmaci [9], Orta-Nokta tipli (midpoint) icin iist sinirlar elde etmiglerdir. Sarikaya

ve ark. [10] tarafindan kesirli integraller i¢in (1.1) esitsizliklerini genellestirdi ve yazarlar
ayrica bazi karsilik gelen trapezoid tipli esitsizlikleri kamtlanistir. Igbal ve ark. [11]° de

konveks fonksiyonlar icin bazi kesirli orta nokta tipli esitsizlikler sunmuslardir.

Diger bir esitsizlik ise adin1 A.M. Ostrowski den alan 1938 yilinda literatiire girmis olan

Ostrowski esitsizligidir. Bu esitsizlik asagidaki sekilde ifade edilir.

F :[x1, %] — R, (x1, k) lizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. (k, k») araliginda

F':(x1, %) — R de sinurh bagka bir ifade ile || F /||, = sup |F'(¢)| < 4o, Viz € [K1, k2]
IG(K‘],KQ)
olmak {izere,

K1 +K>

1 1 (%—T)2 /
[ (5)— /m)dt <+ 2L o—x)|F|.

4 (oK)




esitsizligi elde edilir [12]. Burada % sabiti miimkiin olan en iyi sabittir. Ostrowski esitsizligi

fonksiyonun herhangi bir > € [k}, k»| noktasinin goriintiisii ile

1
K2 — Kj

K
[ yan,
Ki

integral ortalama arasindaki fark icin bir iist sinir vermistir.

Ostrowski tipli esitsizliklerin bir¢ok varyasyonu, konveks fonksiyonlar, sinirli fonksiyonlar,
stnirl varyasyonlu fonksiyonlar (teorik) gibi ¢esitli fonksiyon siniflart i¢in incelenmistir.
Ozellikle, konvekslik teorisi, saf ve uygulamali matematigin farkli dallarindan cok sayida
problemi ¢dzmenin etkili ve giiclii bir yolu oldugundan, bir¢ok bilim adami konveks
fonksiyonlar icin Ostrowski esitsizligine yonelmistir. Ornegin, Alomari ve ark. [13]
tarafindan &-konveks fonksiyonlar i¢in bazi Ostrowski tipli esitsizlikler kanitlamiglardir.
Ayrica, diger konvekslik tiirleri icin Ostrowski tipli esitsizlikler bircok farkli alanda
incelenmistir [14]-[17]. [18] de ilk olarak &-konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski
esitsizliginin Riemann-Liouville kesirli versiyonunu elde etmistir. Buna ek olarak, bircok
arastirmaci k-Riemann-Liouville kesirli integraller, local kesirli integraller, Raina kesirli
integraller gibi belirli kesirli integral operatorleri i¢in Ostrowski tipli esitsizlikler elde

etmiglerdir. Bu alanda bir ¢cok ¢alisma yapilmistir [19]-[32].

Diger bir konuda cok degiskenli fonksiyonlarin uygulama alanlar1 tek degiskenli
fonksiyonlara gore daha fazladir. Giincel hayat problemleri birden fazla degisken icerir.
Basincin hesaplanmasi, cisimlerin hacimleri gibi, bagimsiz degisken sayis1 birden cok ise
tek degiskenli fonksiyonlar kullanilmaz. Cok degiskenli fonksiyonlar1 sorunsuz bir sekilde

hesaplamak i¢in cok katli integrallere ihtiya¢ duyulmustur.

Cok katl integralleri ilk olarak Newton kullanmugtir. 18. ylizyi1lda Leonhard Euler siirli
bolgede incelemeler yapmustir. Joseph Lous Lagrange 1775 yilinda ¢ok kath integralleri
kullanmustir. 19. yiizyilda ise ¢ok kath integraller yaygin olarak kullanilmistir. Bu konuda
en temel esitsizlikler Ostrowski ve Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerin iki degiskenli
versiyonlaridir. Bu iki degiskenli konveks fonksiyonlar i¢in c¢ift katli Riemann integralleri
ve cift katli Riemann Liouville kesirli integralleri iceren Ostrowski esitsizlikleri sirasiyla

[33] ve [34] makalelerinde sunulmustur. Ote yandan Dragomir, [35]" de iki degiskenli



konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizliklerini kanitlamistir. Iki degiskenli
konveks fonksiyonlar i¢in orta nokta ve trapezoid tipli esitsizlikler sirasiyla [36] ve [37]
makalelerinde kanitlamiglardir. Ayrica Sarikaya, [38] de iki de8iskenli fonksiyonlar i¢in
kesirli Hermite-Hadamard ve kesirli trapezoid tipli esitsizlikleri elde etmistir. Tung ve ark.
[39]°de iki degiskenli konveks fonksiyonlar i¢in bazi kesirli orta nokta tipli esitsizlikleri

sunmuglardir. Diger benzer esitsizlikler [40]-[45] referanslardan goriilebilir.

Bu tezde asil amag, genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla iki degiskenli fonksiyonlar
icin Trapezoid ve Ostrowski tipli esitsizlerin elde edilmesi ve smirli kismi tiirevli
fonksiyonlar i¢in bazi genellestirilmis kesirli Trapezoid ve Ostrowski tipli esitsizliklerin

elde edilmesidir.
Bu tezin geri kalan kismi asagidaki gibi diizenlenmistir.

Kesirli tiirev ve integral kavraminin ortaya cikisi, beraberinde getirdikleri, kavramlarin

tarihsel gelisimleri tezin giris kismini olusturmaktadir.

Tezin ikimci boliimiinde, temel tanim ve teoremler, bazi temel esitsizlikler ve kesirli

integrallere yer verilmisgtir.

Tezin iiclincii ve dordiincii boliimiinde, kesirli integraller yardimiyla iki degiskenli

fonksiyonlar icin Trapezoid ve Ostrowski tipli esitsizler elde edilmistir.

Tezin besinci boliimiinde ise sinirl kismi tiirevli fonksiyonlar i¢in bazi genellestirilmis

kesirli Trapezoid ve Ostrowski tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Tezin altinci boliimiinde tezden elde edilen sonuclar ve Oneriler ifade edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.
2.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanmm 2.1. 3¢ > 0 olmak iizere,

o)

TG0 = [ 1= an,
0

seklinde tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir.

Tanm 2.2. f (5) fonksiyonu [kj, k] araliginda tanimli olsun. Her » € [k, k| i¢in
|F (»2)| < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa, F () fonksiyonu [k, kz| araliginda

sinirlidir denir.

Tamim 2.3. A CR, F : A — R bir fonksiyon ve k; € A olsun. Ve > 0 sayistigin > — k| < 0
oldugunda |F (») — F (k)| < € olacak sekilde 6yle bir § > 0 sayisi varsa f fonksiyonuna

K1 € A noktasinda siireklidir denir.

Tanmm 2.4. A C R, F : A — R bir fonksiyon olsun. Ve > 0 sayisi i¢in | — k1| < 0
esitsizligini saglayan V¢, k) € A igin |F (») — F (k)| < € olacak sekilde dyle bir § > 0

sayis1 varsa [ fonksiyonu A iizerinde diizgiin siireklidir denir.

Tamim 2.5. F : 1 — R, [ igerisindeki 6rtiismeyen araliklarin sonlu ailesi {[[;,m;];1 <i<n}

olmak {iizere, bu araliklarin uzunluklari toplama,

n

Y Imi—li| <6 ise Y |F(mi)—F ()| <e, (2.1
i=1 i=1

olacak sekilde & > 0 varsa F fonksiyonu I iizerinde mutlak siireklidir.

(i) (2.1) ifadesinde n = 1 olarak alindiginda,

]ml —l]‘ <0 ise ]F(ml)—F(ll)| < €,



olacak sekilde 6 > 0 varsa f fonksiyonu [ tizerinde diizgiin siireklidir. Boylece

mutlak siirekli her fonksiyon diizgiin stireklidir. Ayrica, f ve g mutlak siirekli

fonksiyonlar ise |F |, F +g, F — g ve F .g ifadelerindeki fonksiyonlarda mutlak
stireklidir.

(i) (2.1) ifadesinde n = 1 ve [; ler sabit olarak secilirse,

lmy—x| <& ise |F(mp)—F(x1)] <€,

olacak sekilde 6 > 0 varsa f fonksiyonu [ iizerinde siireklidir. Boylece diizgiin
stirekli her fonksiyon siireklidir.
(iii) |F (ko) —F (x1)| < k.|x» — k1| olacak sekilde k € R varsa F fonksiyonunda k sabitine

bagh Lipschitz siireklidir denir.

F mutlak siirekli bir fonksiyon ise bu fonksiyon sinirli varyasyonlu fonksiyondur. F in

tiirev fonksiyonu hemen hemen her yerde vardir.

Tamim 2.6. F () fonksiyonu / araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. 3¢ < 3¢ sartini

saglayan Vry, 20 € [ igin,

(i) F (521) < F (50) ise F fonksiyonu I iizerinde artandir.

(ii) F (5c1) < F (5n) ise F fonksiyonu I tizerinde azalmayandir.
(iii) F (321) > F (32) ise F fonksiyonu [ iizerinde azalandir.
(iv) F (5c1) > F (3rp) ise F fonksiyonu [/ iizerinde artmayandir.

Teorem 2.7. I, R de bir aralik olmak tizere F, I iizerinde siirekli ve I° iizerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun, bu durumda Vi< € I° i¢in,

(i) F'(5)>0ise F fonksiyonu I iizerinde artandr.

(ii) F'(5¢) > 0ise F fonksiyonu [ iizerinde azalmayandir.
(iii) F'(5¢) <0Oise F fonksiyonu [ iizerinde azalandir.
(%)

(iv) F'(>) <0)ise F fonksiyonu [ iizerinde artmayandr.

Teorem 2.8. fonksiyonu (kj, k») aralifinda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu
durumda £ fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f ' nin

artan (kesin artan) olmasidir.



Teorem 2.9. [ fonksiyonunun / agik araliginda ikinci tiirevi mevcutsa, f fonksiyonunun

bu aralik tizerinde konveks olmasi icin gerek ve yeter sart V¢ € I i¢in,
FH(%) Z O,

olmasidir.

Tamim 2.10. / : [ — R fonksiyonu 3¢,y € I ve ) € [0, 1] igin,

F(Moe+(1=n)y) <nF (3¢)+(1=n)F (),

esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyona konveks fonksiyon denir. Esitsizlik yon degistirirse

F fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.

2.1.1. Konveks Fonksiyonlarin ozellikleri

(ap) Kapalr aralikta tanimli konveks fonksiyon sinirlidir.

(az) F : 1 — R konveks fonksiyon ise I° de herhangi bir [k, k»] araliginda Lipschitz
sartin1 saglar. Bu nedenle f fonksiyonu [k, k»] araliginda mutlak siirekli ve /° de
stireklidir.

(a3) F :1— R konveks fonksiyon ise I° de ' () ve F' (3¢) vardir ve artandir.

(aq) F :1— Rfonksiyonu I agik araliginda konveks ise, sayilabilir bir E kiimesi haricinde
£’ var ve siireklidir.

(as) Fj:R"—=R, j=1,2,3,...,k fonksiyonlar: konveks olsun. Bu durumda e; > 0 olmak

uzere,

k
F ()= ;eij(k),

fonksiyonu da konvekstir.
(ag) g:R — R azalmayan ve konveks fonksiyon ayrica # : R” — R konveks olsun. Bu
durumda F : R" — R, F (5¢) = (goh)(s¢) olarak tanimlanan f bileske fonksiyonuda

konvekstir.



(a7) g:R™— Rkonveks ve h: R" — R fonksiyonu ise 4(s) = A»+ B formunda konveks

olmak iizere F (5) = g(h(s¢)) fonksiyonuda konvekstir.

Tamm 2.11. F (3¢,y) fonksiyonu 7 = {(3z,7); —o0 < K] < Ky < 00, —o0 < K3 < Ky < o0}

bolgesinde siirekli bir fonksiyon olmak iizere,

K V4 K K
/ /F(%,Y)dy d%z/ /F(%,y)d% dy,
K1 K1 K1 Y

esitligine Dirichlet Formiilii denir.[2]

Tanmm 2.12. 7 = {(5¢,7); K1 < » < Kk, ks <Y< K4} ve f : T — R fonksiyonu siirekli

olsun. Bu durumda,

K2 K4 K4 K2
/ / F (>, 7)dyd> = / / F (5, 7)ddy,
K| K3 K3 K1

seklindeki esitlige Fubini Teoremi denir.
Tanm 2.13. k;, k> € R olmak iizere, L;(k7, k») uzayi
K2
IF = [ 1FGeldse < e
K1
normu ile verilen fonksiyonlarin uzayidir.

Tamm 2.14. 1 < p < o olmak iizere R iizerinde,

1/p

L=L,®) = FlFlp=| [IFGar| <ot
seklinde verilen f fonksiyonlarin uzayina Lyuzay1 denir.
Tamim 2.15. 5,y € R olmak iizere,
|2 +7] < [ + [,

seklinde esitsizlige Uggen EsitsizIgi denir.



Tanmm 2.16. F fonksiyonu [k, k»] araliginda siirekli ve reel degerli bir fonksiyon olsun.

Bu durumda,

7F(%)d% S/KZIF(%W%

esitsizligine integraller icin Ucgen Esitsizligi denir.

Teorem 2.17. ¢ = (@1, ¢2,...,9,) ve p = (p1,P2,--., Pn) reel veya kompleks sayilarin iki

n-lisi olsun. Bu takdirde,

olmak {iizere,

(@) p>1ise,

n n 1/p n 1/q
Y looi] < <Z !rpk|”> (Z \pk!q) :
k=1 k=1 n=1

(b) p<0Oveyag<Oise,

" n p 1/q
Y lowpi| > <Z Imklp) (Z ka|q> ,
k=1 k=1 n=1

esitsizliklerine Ayrik Holder Esitsizligi denir [46].

Teorem 2.18. p > 1 ve %—ké =1 olsun. f ve g [k, k»] araliginda tanimli reel fonksiyonlar

|[F|P ve |g|?, [k, kp] arahiginda integrallenebilir fonksiyonlar ise,

1/q

p /x
/ F (g()ldse < / rearax| | [lsearax|
K1

esitsizligine integraller i¢cin Holder Esitsizligi denir.



Teorem 2.19. 1 < p < ve §; = [K], k2], & = [K], k»] olmak tizere &; ve &, kiimeleri

tizerinde Olgiilebilir F (¢,7y) fonksiyonu igin,

p 1/p 1/p

/ /F(%,Y)d% dy g/ /IF(%,}/)V’dy dx.
s \&

& \J
seklindeki esitsizlige integraller icin Minkowski Esitsizligi denir.
2.2. KESIRLI INTEGRALLER

Tammm 2.20. / € L[k, k»] olsun. ¢ > 0 olmak iizere JKl F ve J,(fz, [ Riemann - Liouville

kesirli integralleri sirasiyla,

17 p
I F (00 = gy [ Ge=® 7 F i, >,
Ki
ve K
2
1 _
J%—F(%):W/(n—%)q) IF(n)dna n < Ky,

seklinde tanimlanir. Burada I'(¢) Gamma fonksiyonu ve Jg, | F (30) =J, _F (30) = F ()
dir [2].

Tamm 2.21. F € Ly ([j,k2]) olsun. ¢ > 0 ile x; > 0 olmak iizere J;q+F ve J%_F

Hadamard kesirli integralleri sirasiyla,

ve

o—1
I ( =(—/ a n)dn, %< K,

seklinde tanimlanir [2, 3].

Tanim 2.22. g, (K, k»| lizerinde integrallenebilen fonksiyon, g : [k}, k»] — R monoton

artan bir fonksiyon olsun. g’(3) de (ki, k») lizerinde siirekli bir fonksiyon ¢ > 0 ile k] >0

10



olmak iizere (j,g? 4ol (5)) ve (\7,:2,; oI (50)) kesirli integralleri sirastyla,

¢ w) = A .
T gl () F(rp)/[g(%)_g(n)]lwd"’ > K, (2.2)

Ve

jk('g—;gF(%) =

—dn, » <K, (2.3)

seklinde ifade edilir. Bu integrallere sirasiyla sag ve sol genellestirilmis kesirli integralleri

denir [2].

Tanim 2.22 ii kullanilarak, baz1 6zel secimlerle iyi bilinen kesirli integraller elde edilebilir.

Ornegin;

1. g(n) = n olarak alindidinda (2.2) ve (2.3) operatorleri sirasiyla J,(fl F (5) ve
J,ZDZ_F (5¢) Riemann-Liouville kesirli integrallerine indirgenir.
2. g(n) =1nn alindiginda (2.2) ve (2.3) operatorleri sirasiyla J ﬁl LF(%),] (1€sz (5)

Hadamard kesirli integrallerine indirgenir.

Iki degiskenli bir fonksiyonun Riemann - Liouville kesirli integralleri su sekilde verilebilir.

Tamim 2.23. [ € L; (A= [Kk1, k2] X [K3,K4]) olsun. ¢@,p > 0 olmak lizere Jz’ﬁ,xﬁﬁ

JER L JoP x b oved oP k,—F Riemann-Liouville kesirli integralleri sirasiyla,

K1+,K4— K — K—
1 7
, -1 -1
A e el A A A AR MR R
K| K3
77
o,p _ o qD—l o pfl
12 )= iy | [ T E P i gagan, e w <
K1 Y
1 K Y
o,p _ _ (P—l _ pfl
JKQ,K3+F(%a7)—r(¢)l—~(p>//(n %) (y 5) F("?,é)dﬁd”a %<K27 Y> K3a
x K3

11



ve
K) K4

JEP ok (35,7) = // n—x)" N (y=&P ' F(n,E)dEdn, »<iKy, Y<K,
x Y

seklinde tanimlanir.

Iki degiskenli bir fonksiyonun Hadamart kesirli integralleri su sekilde verilebilir.

Tamm 2.24. f € L (A =[xy, k] X [k3,K4]) olsun. @,p > 0 ile ky, k3 > 0 olmak iizere
Jor K+ i+ Joe ki toig—F o JoP it ved (,5211 x,— I Hadamard kesirli integralleri sirasiyla,

> > K1, ¥ > K3 igin

-1 A
I8 it it = i | () (nF) " L dean

K1 K3

2% > K1, ¥ < Ky 1¢In

(mf) o <1n§)p_1 FM:8) e .

n Ky
¢.p By 4
Tt b (20 7) F(fp)F(mJY/ n Y né

»x < K2, ¥ > K3 igin

_ p-1
122 it G = s [ ()" () g

” K3

» < Ky Y < Ky i¢in

K Ky B p—1
I o F(21) = s / y/ ()" ()" g

seklinde tanimlanir.

Genellestirilmis kesirli integral operatorleri asagidaki gibi verilebilir.

Tanmm 2.25. g : [k], k2] — R fonksiyonu (ki, k»] iizerinde monoton artan fonksiyon,
g’ () de (k1, k») lizerinde siirekli bir fonksiyon ve w : [k3, k4] — R fonksiyonu (3, k4]

iizerinde monoton artan fonksiyon, w'(y) de (k3, k4) iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun.

12



©,p > 0igin f € L(A) ise iki degiskenli fonksiyonlar i¢in genellestirilmis kesirli integral
operatorleri,

» > K1, Y > K3 i¢in

7 o ¢(n) w(e)
TRt 0= 1 | | G s - wig M
(2.4)
7> K1, Y < K4 i¢in
7 Ky
, o ¢(n) 3
sl 0= ”"’m”)! y/ ) — M7 (&) w7 (N
(2.5)
» < Kz, Y > K3 icin
K Y
, 1 ¢(m) w(E)
PR el 0~ a1 | | Gty o= oy M
(2.6)
7 < Kz, Y < Kg icin
K> Ky
, 1 ¢(m) W)
At 0~ iz | y/ 5 —sCAT P @) w7
2.7)

olarak tanimlanir.

Tanim 2.25 kullanilarak, baz1 6zel secimlerle iyi bilinen kesirli integraller elde edilebilir.

Ornegin;

1. g(n) =n ve w(&) = & olarak alindiginda (2.4), (2.5), (2.6) ve (2.7) operatorleri

sirasiyla J,(fl’ﬁ,,q +F, J,(fl’f_ﬂq_ r, ],(fz’f b Ve J,‘QE x,— I Riemann-Liouville kesirli
integrallerine indirgenir.

2. g(n) =Inn ve w(§) =In& alindiginda (2.4), (2.5), (2.6) ve (2.7) operatorleri
sirastyla J%ﬂ,xﬁﬁ J‘,’gﬁm,F, J%’i’KﬁF ve J(,’()z”i,m,F Hadamard kesirli

integrallerine indirgenir.

13



2.3. TEK DEGISKENLI FONKSIYONLAR iCiN BAZI TEOREMLER
2.3.1. Hermite-Hadamard Esitsizligi

Teorem 2.26. / : I C R — R konveks bir fonksiyon olmak iizere, her k1, k> € I° i¢in,

K>

F(K1+Kz>< 1 /F(%)dng(K1)+F(K2)

2 T K — K] 2 ’
K1

seklindeki cift tarafl1 esitsizlik Hermite-Hadamard esitsizligidir [47].

Teorem 2.27. f : [k, k»] — R pozitif bir fonksiyon ve 0 < k] < k», F (») € L[ky, K]
olsun. Ayrica f fonksiyonu [k, k] araliginda konveks bir fonksiyon olmak iizere ¢ > 0
icin

F(x)+F (k)
2 )

r (K‘] +K2> < 2F(K'1 +1)

2 (1, — K19 [J(ig,+F(K2)+J(,€2,F(K1)} <

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik literatiirde iyi bilinen Kesirli Hermite-Hadamard
esitsizligidir [10].

Tanim 2.28. F : [k}, kz] — R fonksiyonu 0 < kj < k» < oo olsun. F € Lo (Kk],k») icin

j,ng;gF(%) ve j,g_;g,f(%) tanimli olsun. Asagidaki,

F)=F(a+r—2x) ve F(x)=F(0)+F (),

esitlikleri tanimlansin.
Teorem 2.29. ¢ > 0 olsun. F, ki, k»| araliginda konveks bir fonksiyon ise,

F(x1)+F (k)
2 )

[jing;gF(Kz)—i_jigf;gF(Kl)} <

K1+ K> F(K‘l—i—l)
: ( 2 )§4[8(K2)—8(K1)](p

seklindeki esitsizlik saglanir [48].

14



2.3.2. Midpoint Esitsizligi

Teorem 2.30. F : [k, k»] C R — R fonksiyonu (ki, k») aralifinda diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve |F'|, [ki, k»] arahiginda konveks olmak iizere,

/F(%)d%—f_ (KI;K2> < (KZQKI) (’F/(K1)|+|F/(K2)|)7

K2 — K]
Ki

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik literatiirde orta nokta esitsizligi olarak bilinir [9].

Teorem 2.31. [ : [k],k»] — R fonksiyonu k; < k» ig¢in (kj,k») iizerinde
diferansiyellenebilir olsun. |F’|, [k, k»] araliginda konveks ise asagidaki kesirli integral

esitsizligi saglanir[49],

o (25)

2
(k2 — K1) 1 / /
<le-n) (¢—1+W) (IF(50) ).

2.3.3. Trapezoid Esitsizligi

Teorem 2.32. F : [k}, k»] C R — R fonksiyonu (kj, k») arahiginda diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve |F’|, [k1, k»] araliginda konveks olmak iizere,

F(Kl)—;F(Kz) B KziKl /F(T‘I)dn < (IQ%(‘F/(KIH‘HF/(KZ)D’

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik literatiirde trapezoid esitsizligi olarak bilinir [50].

Teorem 2.33. F : [k}, k] — R fonksiyonu (ki k») tizerinde diferansiyellenebilir olsun.

|F’|, [x1, k] araliginda konveks ise

'F(K1)+F(K2)_ LD g2 () 498 F (1)

2 2(ky — K1)?
('Zol"b) (1_2% [ (k) + 1 (R2)],

kesirli integral esitsizligi saglanir [10].

15



Teorem 2.34. F : [k, k] — R fonksiyonu (k, k») tizerinde diferansiyellenebilir olsun.

Ayrica s,y € Ky, K] igin,

K1 +K

L2Gey) = [ e—ullg(r) —glPdu— [ |~ ullg(r) - g(u)|du

K| +K
2

ve
TS (k1,K0) = L (K2, K2) + L (K1, K2) — L (Ko, k1) — LY (K1, K1),

|F’|, [K1, k»] araliginda konveks olsun.
F(k)+F (k)  I(xki+1)
2 4lg(x2) — g(x1)]

jg(P(KlyKZ) / I
= 4[g(12) — g(,1)]? (k2 — K1) (F )+ ()

¢ [jigﬂgF(Kz)_'—jlg*;gF(K])]

esitsizligi saglanir [48].

2.3.4. Ostrowski Esitsizligi

Teorem 2.35. F : [k}, k2] CR — R, (k1, k») lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

ve [/ € LKy, k] olsun. Her s € [ky, k] igin |F'(32)] < M ise,

K

F(50) — 1 /F(n)dns

K2 — Kj
K]

M {(%— Ki)” + (Kz—%)z]

K> — K 2
1

s — K1t
:M(Kz—Kl) [%_((7{2——;1)2)] ,

esitsizligi saglanir. Buradaki }1 katsayis1 bu sartlar altindaki en iyi katsayidir. Bu esitsizlik

Ostrowski Esitsizligi olarak bilinir [12].

Teorem 2.36. f : [k, k] — R fonksiyonu (ki, k») aralifinda tiirevlenebilir ve f' €
L[k, x»] olsun. Her s € [k, k] igin |[F'(5)| <M ve ¢ >0, |F'|, [k, k»] araliginda

konveks ise,

e L R e LA IR A )
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M (%—K1)¢+1+(Kz—%>¢+]
T K — K] o+1

Y

kesirli integral esitsizligi saglanir[18] .

Teorem 2.37. [ : [k, k] C R — R, (ki, k») iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve
» € [K1, k2] icin |F/(5¢)| < M, g monoton artan bir fonksiyon ve g’(5¢) > 1 olsun. ¢,p >0

olmak iizere,

|((8(12) = 8(5¢)) + (8(5¢) = g(k1))*) F (3) = (T(p + )T _oF (32) + D(@ + )T 4o F (50))]

<M (0 ) 0P B (e - sl

esitsizligi saglanir [19].
2.4. IKi DEGISKENLI FONKSIYONLAR iCiN BAZI TEOREMLER
Simdi, R? de Ky < k» ve k3 < Ky olan bir A = [k, k3] X [k3, k4], aralig1 verilsin.

F:A—R,V(s,u),(y,w) € Aven €]0,1] igin,

FMme+ (1 =n)y,nu+(1—n)w) <nF (5e,u) + (1 =n)F (y,w)),

esitsizligi saglaniyorsa [ ’ye A iizerinde bir konveks fonksiyon denir.

Tanmmm 2.38. A = [k, k2] X [K3,k4] ve F : A — R fonksiyonu verilsin. 1,& € [0,1] ve
(%7 u), (% W) €A igin,

F(Me+(1=n)y,8u+(1=8)w) <néF (se,u) + &1 —=n)F (v,u) +n(1=E)F (5,w)
+(1=n)(1=8E)F (v,w),

esitsizligi saglaniyor ise f ’ye A iizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon denir [35].

FY:[KI;KZ]_)[R7 FY(”):F<MJY),

ve

Folx, k] =R, Fu(v)=F (),
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ifadeleri Vs« € [k, k| ve ¥ € [K3, k4] i¢in konvekstir [35].
2.4.1. Hermite-Hadamard Esitsizligi
Teorem 2.39. [ : A — R, A lizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon olmak iizere,
Ki+1 K3+ Kg 1 1 ' K3 + K4 1 Y K] + K
F( 2 2 )SE Kz—Kl/F(%7 2 )d%+;<4—x3/F( 2 ’7'>d7
Ki K3

K2 K4

F (5¢,7)dyd
(Kz—Kl K4 — K3 // }/%

K1 K3

1
< - /F 2, K3)dx+ /F 2, Ky)d s
4|1 K—K1 K> — K1

Ky
1 1
+ /F K2,Y)d
T, ey (k2,7) Y]
3

— [ F (K, 7)dy+

K3

< F(K17K3)+F(K1al<4)+F(K27K3)+F(K2a]<4)
> 4 )

esitsizligi saglanir [35].

Teorem 2.40. f : A — R, A iizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon ve F € Lj(A)

olmak tlizere,

K1+ K3+ T'lo+1 K3+ K3+
F(l 2 23 K4)< (¢ ) [J,‘Q+F(Kz, S K4)+J%_F<K1> s m)}

2 72 T A(—K)? 2 2
I'(p+1) 0 K1+ K> 0 K1+ K
— = |J J
+4(K4—1<3)”["3+F Y R ST

Lo+ Dl(p+1)  10p
J T
= 4(ko — K1) (k4 — K3)P 5 b (2 k) + T ;Q_F(Kz,lq)

TP i F (k) + TP F (K, K3)]

(
(,52 — ))(p [J,(fl+F(Kz, K3) +JK1+F(K'2,K4)—|—J;52_F(KI’ K3)
Cp+1)
J? W
+ KZ_F(Kl,m)]+4(K4_K3)p
+ TR, F (K1, K3) + T, _F (K2, K3)]

- F(x1,%3) 4+ F (K1, k) + F (52, K3) + F (K2, Ka)
- 4

[J£3+F(K1,1<4)+J,€ +F (K2, %)

b

saglanir [38].
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[ :A— Rolsun. (s2,7) € [k, k2] X [K3, k4] i¢in,

F1(57) = F (K1 + k2 — 2,7),
Fa(oe,7) =F (e, 3+ 64— ),
F3(,y)=F (ki +K—xK3+K—7),
G(5e,y) = F (5,7) + F2(5,7),
H(5e,y) = F (50,7) + F1(5,7),

K(s2,7) = F1(56,7) + F3(5,7),

L(5¢,7) = F2(3,7) + F 3(5,7),

F(32,7) = F1036,7) + F2(36,7) + F3(3¢,7) + F (3,7)

_ GO 7)+H (7)) +K(,7) + L(>,7)
5 :

olsun.

Teorem 2.41. g : [k}, k»] — R fonksiyonu (ki, k»] iizerinde monoton artan fonksiyon,
g’ () de (k1, k») lizerinde siirekli bir fonksiyon ve w : [k3, k4] — R fonksiyonu (3, k4]
lizerinde monoton artan fonksiyon, w'(y) de (3, ky) iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun.

F : A — R, A iizerinde bir konveks fonksiyon ve @, p > 0 icin,

e mER)_ TOE) e (o maa) e (s
< _ .
P < Sl stwe [t (7 )+t (05

Sty [Pl (M) o (M)

L(e+DI(p+1) op
< P e
< T6Ta(ka) — g () P [wicy) —w(rP  m msigand (2, 1)

jx1+K4 ng(K27K3) ,gf,(ﬁ;g?WF(Kl, Ky) + ‘7’(2*1(4 ng(Kl,K3)]
< C(p+1)

16[( ) (Kl)

+\71:‘P—7K3+§g,wH<K27K4)+jK2_;gH(K17K3)+j’g_;gH(Kl,K4>]
L(p+1)

16 [w(ky) —w(ks)]?

+ T G2, K4) + Ty G(K1,K3) + Ty, G (12, 13)]

< F(K17K3)+F(K1al<4)+F(K27K3)+F(K2a]<4)
> 4 )

](p[jk'l-i-g (K27K3)+'~7(Pp F(K27K3)

[jK3+ w (Kl? K4)

19



seklindeki Hermite-Hadamard tipli esitsizlik elde edilir [S1].

2.4.2. Midpoint Esitsizligi

Teorem 2.42. F : A — R fonksiyonu k; < k2, K3 < k4 olmak iizere A iizerinde kismi

diferansiyellenebilir olsun. ‘ 3 528

K2
1
B= /F(%,K3+K4)d%+
K> — Kj 2

Ki

K4
1 K1+ K>
—_— d
M_Q/F( . m) Y
K3

olmak {iizere,

1 Y + K K3+ K4
at+ K K3
dydx+ F , —B
(Kz—Kl)(K4—K3)// 4 < 2 2 )
K| K3
< (R — K1) (1 — 3)

- 16

+

+

2 2 P
8(95¢9FnF(K17K3> 3%571F(K17K4) a%gnF(sz@) -+

2
aaéaFn F(K27 K4)‘

4 ’

esitsizligi saglanir [36].

Teorem 2.43. F : A — R fonksiyonu k; < k2, K3 < k4 olmak iizere A iizerinde kismi

diferansiyellenebilir olsun. ‘ 3 528 ise,
(p+1)

Ki+K K3+ Kgq K3+ Ky 0 K3+ K4
— J J
'F( ) ) D) > 4(1(2— ) 1+F( ) )+ KZ_F (Klv 2 )

P+1 K1+ K o K1+ K
p [ (25200) s (2520

(<p+1) (p+1)
4(1r—11)? (14 — 13)P

[J’(flg‘Kg,-i-F(K K4)+JK1+ K4_F(K27K3)
HIDP e F (k1K) H I8P F (1, K3)]

(k—x1)(ka—x3) (1 129 1-2°
< >+
- 4 2 20(e+l) J \ 2p(p+1)

aZF 02 aZF
«(I7zam ] ¢ s om|  gyto

0%F
+ W(Kz,m)b,
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esitsizligi saglanir [39].

2.4.3. Trapezoid Esitsizligi

Teorem 2.44. [ : A — R fonksiyonu k| < k>, k3 < k4 olmak {iizere A iizerinde kismi

diferansiyellenebilir olsun. ‘ 3 528

K>

ks
J1F G - el [1F () 41 (2l |

K1 K3

1 1
2 | K — K]

C =

olmak tizere,

F(KlaK3)+F(K17K4)+F(K27K3)+F(K27K4)

4

1 Ky Ky
+ //F 2, Y)dyd»x —C

TR (52, 7)dy
K1 K3
< (=K (K —K3)
- 16
2 2 2 2

X 2 ,

esitsizligi saglanir [37].

Teorem 2.45. F : A — R fonksiyonu k; < k2, K3 < k4 olmak iizere A iizerinde kismi

diferansiyellenebilir olsun. ‘ IEIn ise,

C(p+1
D:%wﬁﬁm,mw+F<r<z,r<4>+J£4_F<x1,r<3>+J,€4_F<Kz,x3>1
(p+1)
4(K2—K1)(p[ 1+F(K27K3)+J;(51+F(K27K4)+JI((I')2—F(K17K3)+J1(£2—F(K17K4)]7

olmak {izere,

F(K17K3)+F(KlaK4)+F(K27K3)+F(K27K4)
4

4(£2((p+1)) ((751—’_113)1)[ K+, K3+F(K K4)+J,<]+ xi—t (%2, 55)
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+J1(f25 K2+F(K]7K4) +J;(£25 M_F(K];KS)] —D

< (e —K)(ks — K3)
4o+1)(p+1)

9*F
esitsizligi saglanir [38].

0%F

A 0’F

agon "> |* [agan

9&an <)

2.4.4. Ostrowski Esitsizligi

Teorem 2.46. f : A — R fonksiyonu k7 < K3, k3 < k4 olmak iizere A iizerinde kismi

(52,7) € Aigin

diferansiyellenebilir olsun. ‘ IEIT a

‘aéanF(% y)’ < M olsun. V(¢ ,}’) € Aigin,

E =

Ky 1 K>
F (5¢,v)dv+ /F u,y)du
oy =
3 1

olmak {iizere,

‘ K> K4

1
F(o2,7)+ (KZ_Kl)(K4—K3)JZF(u7V)dVdu_E

<mt

%—K1>2+<Kz—%>2} [w— r<3>2+<1<4—y>2] |

2(k — k1) 2(xy — K3)
esitsizligi saglanir [33].

Teorem 2.47. f : A — R fonksiyonu k] < K2, k3 < k4 olmak iizere A iizerinde kismi

diferansiyellenebilir olsun. ‘ 98an

(52,7) €A

icin ’aagzgn'f(”’ y)‘ < M varsa ‘v’(%, Y) € Ave ¢,p > 0icin,

Lo+ DD 1) 10,

N= R m)}f%thmﬂdﬁygwm¢m+ﬁf%pw%@)

(e —%1)? + (10— 5)?|T(p + 1)
(0 — K1) (K3 — K3)
r=mPrla-—yrIte+n o,

(10— K1) (K4 — K3) *

)
JﬁfHF(’Q Ky)] — [quf'r(%v K3)+J$+F(%v Ky)]

—F(K17Y) +‘]ft+F(K27 Y)] )

22



olmak tizere,

(10— 50)? 4+ (3 — k1) ?] [(Ks — 7)P + (Y — 13)P ]
(k2 — K1) (K4 — K3)
<Aﬁ¢p+2¢+2p+4H@z—%W“+%%—K0Wﬂ[@a—w”“+%%—mw+ﬂ

B (ko — 1) (ks —13) (@ + 1) (@ +2)(p+1)(p +2)

F(5,7)+N

Y

esitsizligi saglanir [52].
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3. GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRALLER YARDIMIYLA
IKi DEGISKENLI FONKSiYONLAR iCiN TRAPEZOID TiPLi
ESITSIZLIKLER

Bu boliimde genellestirilmis kesirli integralleri iceren iki degiskenli fonksiyonlar icin
Trapezoid tipli integral esitsizlikleri olusturulacaktir. Bu boliimde sunulacak sonuglar daha

once literatiirde var olan ¢alismalarin genellemeleri olacaktir.

Not 3.1. Bu tez ¢alismasi boyunca F ¢ ile aanz—a'fé kismi tiirevi gosterilecektir. A da k1 < K
ve K3 < Ky olan bir A = [k, K»] X [K3, k4] olarak ifade edilecektir. Ayrica, g : [k], k2] — R
fonksiyonu (7, k] iizerinde monoton artan fonksiyon, g’() de (kj, k) iizerinde siirekli
bir fonksiyon ve w : [k3, k4] — R fonksiyonu (3, k4] tizerinde monoton bir fonksiyon,

w'(7) de (K3, Ky) iizerinde siirekli bir fonksiyon olarak alinacaktir.

IIk olarak siklikla kullanilacak olan asagidaki fonksiyonlar tanimlansin

(52,7) € Aligin,

Ve o 0 y » )

Ek olarak g(n) =1nn, n € [«1, k2] ve w(&) =1né&, & € [k3, k4] olmak iizere segilirse,

¢ P
In = In-t
o o _maE] o [wd]
Mln(Kh%)_ F((P+1>7 N]n(K37Y)_F(p+1)7
veE |: i|p
K1 h’lﬂ
¢ _ [In 2] p _ Y
Mln(K27%) F((P—Fl)’ Nln(K47’}/)_ F(p+1)7
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esitsizlikleri elde edilir. Ayrica, (5,y) € A igin,
A(gw) =M (k1,5 )NG (103, V) F (11, 563) + M (i1, 50N (i, ) F (1K)
+M§p(K27%>vaV(K37Y)F(K27K3)+M§p(K27%)N£(K47’Y)F(K2; K4)7

olsun.

Simdi, daha sonra siklikla kullanilacak olan asagidaki 6zdeslik ispatlanacaktir.

Yardimci Teorem 3.2. / : A — R fonksiyonu A° iizerinde iki kez kismi tiirevlenebilir

olsun. @,p > 0 igin f ;¢ € L(A) ise

x ¥
h= [ [ (86— gm)?0w(1) = w(E))PF ne(n.&)dEdn.

(8(3) — (M) (W(&) =w()PF ne(n,8)dSdn,

S
Il
5\§
%\5

(8(n) —8(2))? (W(¥) =w(8))P F ne (1, 6)dEdn,

ey

|
N —
F—

Iy

I

Ky
/(g(n) —8(3))?(W(&) —w(1))PF ye(n,8)dEdn,
Y

olmak tlizere,

A(g,w) — N (163, 7) [T 1 oF (56,53) + T & o F (3¢,53)]
—NB (K, 7) [T 1 oF (56, 84) + T & oF (32, %4)]
_Mé?(’(17%) [j;f3+;wF(K1»?’) +~7é—;wF(K177)}

~ME(K2,5) [TE 4ol (B,Y)+ T _oF (k2,7)]
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T g e+ T ok (2,7)

+j’gka3+7g7WF(%7 ’)/) + j’gf7K4—,g,WF(%7 /}/)

1

~ Flprr(pen T BTAL
elde edilir.
Ispat. Kismi integrasyon yardimiyla,
z Y
h= [ [(g0) =8P (w(1) = (&) F e (m.E)dEan
K1 K3

b4

= [ (660~ sm)? [(w) - w(&)P (m )L
K1 )

+p / (w(y) = w(E)P W (E)F ne(n,&)dE | dn

:‘/ (8(3) = g(M)? (w(¥) — w(x3))P F (1, K3)dn

z v
+p [ [ (802 = g(m)?w(1) = w(E)P W (E)F n(n.E)dEan

Ki K3

= —(w(y) = w(Ks))P
<[ (8(0) —gm)?F ()

+<p/(g(%) —g(m)? g (n)F (n, K3)d77]

+p [0 = w(&) W)
< | (g(56) —g(m)*F (.8

»

+<p/(g(%) g(n))‘“g’(n%(méﬂn] dé&

K1

= (w(y) —w(K3))P(8(>) —g(x1))?F (x1, K3)

26
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~T(@+1)(w(¥) —w(K3))P T o (52,%3)

- F(p + 1)(8(%) _g(Kl))q)jig—i-;wF(Klv’Y)

+T(@+ DI(p+ 1) TP 1ol (52,7),

elde edilir. Benzer sekilde,

L = —(g(>) — g(k1))? (w(Ka) —w(¥)PF (K1, Ka)

+T(Q+1)(W(ks) —w(Y))P T 1 .o F (3¢, K4)

+L(p +1)(g(5) —g(x1))* ¢ _o (1,7)

—T(@+1)(p+ 1) TP o WF (2,7),

Iy = —(g(i2) — g(>2))?(W(y) = w(3))P F (K2, K3)

+D(Q+ 1) (w(y) = w(K3))P T o F (52, 53)

+L(p +1)(8(12) = 8(3))* T, o (k2,7)

- F((P + 1)F(p + l)jk(gfk3+;g.,w’f<%7 Y)7

ve

Iy = (8(12) —g())? (w(Ka) =w(1))PF (x2, Ka)
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—T(@+ 1) (w(ks) —w(Y)P T o F (52, K4)
—T(p+1)(g(kn) — 8(3)°TE .. F (K2, 7)

+T(@+DE(p + 1) TG o (55:7),

esitlikleri vardir. (3.1)—(3.4) esitliklerinden,

A(gw) = NE (13, 7) [T 1F (52, 53) + T F (52,53)]
~NR (ks 7) [T igF (e k) + TG F (52,K4)]
—MQ (k1,5) [TE b (K1,7)+ T8k (K1,7)]
—MQ (K3, 5) [T b (K2, 7) + Tf, o F (K2,7)]

1
— I —bh—L+1
F((p+1)F(p+1)[1 2 =I5+ 1),

elde edilir ve ispat tamamlanir. [

Teorem 3.3. Lemma 3.2 sartlar altmda ”5 € L(A) ise genellestirilmig kesirli integraller

icin agsagidaki Trapezoid tipli esitsizlik elde edilir.

‘A(&W) Nb (K37 )[jk‘l—i-g (%7K3)+jrg—;gF(%7K3)]

—NE (K4, V) [T 4 oF (50, K4) + T F (3¢, K4)]

—Mgp(a,%) [j:f3+;wF(’<1>?’) +~712—;WF(K17Y)}
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—MQP(KZ,%) [jig—b—;wF(KZ”Y)+~7K€;—;WF(K27’}/)}

+‘-7K1+K‘3+gw (%a7)+jxl+,1<4 ng<%7 )

\71(2—1('3+ng( ) \71('2—1(4 g,w (%7’]/)‘

< [Mf*l(xl,%)+M§P+1(K2,%)}

XW$%mw+N“%mwMF%
g'w
Burada,
HE o [Fe8)
W e me)eal 8 (MW (E) ]
dir.

Ispat. Lemma 3.2 kullanilarak

‘A(ng) _vav(K37 Y) [jlgi—i-;gF(%a K3> +~71<(g—;gf(%» K3)]

_Nve(K‘hY) [\Z{ﬁ—g ( )+jK2 38 (%71(‘4)}

~MY (k1,50) [TE ool (k1,7) + TE o (k1,7)]

~ME(K2,50) [TE 4ol (K2, 7) + Tl (2,7)]

+jK1+ K3+ng(%7Y)+jK1+K4 ng(%>7)

\71(2— K'3+;g,WF( Y)+ ‘71('2—1(4 8w <%77)‘

1
T(o+ )I(p+1)

1]+ [ + 1] + 1],

29
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elde edilir. Teorem 3.3 varsayimlartyla,

x v
[ |66 = g)?(0) ~w&)P Fpe(n.E)dan

L =

K1 K3

z Y
< [ [(60) ~ em)?n) =€) |F pe(n.8)|dEn

K1 K3

x Y
= [ [ (s~ s(m) s - w(&)y

Fn§ (Thé)
g'(mw'(S)
e

gw

g'(mw'(§)dédn

[K1,5¢] X [K3,7],00

x v
< [ [(860) = gm)? (wln) ~ w(E))P s/ (m)w/(€)d&an

K1 K3

_ Fne
8'W | iy 5] < [x3.7],00

. (&) —g(x1)) T (w(y) —w(xs))PH!
(+1)(p+1)

I

esitsizligi bulunur. Benzer sekilde,

n K4
Bl=| [ (st —w(N)PF e (. E)dEdn
K1Y
< Fné
la,e]x [V, Ka] o0
X(g<%>_g< ) (1) —w(7))P !
(9+1)(p+1) ’
K Y
1= | [ [ (s2) = g0))P(w(8) —w(k2))PF e(m. )G
e
W e,k e o0

(8(12) — 8(5)) " (w(y) — w(xs))P™!

. @+ 1) (p+1)

Y

30
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veE

K) K4

1l = | [ [ (g(02) — (m)? Ow(e) = w(E)P I e (n. £l
%y

F e
W | ko) x 1ok o0

| (8(02) —g(66)** (wls) ~w(x)? "1

(p+1)(p+1)

<

esitsizlikleri vardir. (3.6)-(3.9) esitsizliklerini (3.5) de kullanarak,

|A(gw) = NE (53, 7) [T 1k (52, K3) + T F (52, 53)]
—N (4, V) [T 4o F (32 K8) + TE_ o F (50, 54)]

—MQ (K1, 5) [T b (K1,Y) + TbF (K1,7)]

—M2 (162, 3¢) [TE oo F (K2, 7) + TE o F (10,7)]

+ TR gl G5V + TEL gk (,7)

+‘7K2 K‘3+ng(%7 ’}/)—’—jk(gf,ﬂf;g,WF(%? Y)‘

<p+1>1 L(p+1)
HFné

<

[Kl [K3 Y]7

—g(x1)) P (w(y) —w(is))PH!
(e+1)(p+1)

HFné

[K1,5¢] [, Ka] 00

—g(x1))?H (w(iy) —w(y))P ™!
(@+1)(p+1)

HFné

[% KZ] K3 'J/Loo
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HFné

F
x [N (103,7) + NO T (s, 7)) H—"é

(&) —&( )P (w(y) —w(is))PH!
(p+1)(p+1)

(3¢, 12] % [, Ka] 0 ]

i) —g( ))"’*‘( (r4) —w(y))P !
(p+1)(p+1)

< [ME (1, 5¢) + MPT (13, )]

g/ W/

istenilen sonug elde edilir. Boylece kanit tamamlanir.

Ozellik 3.4. Theorem 3.3 de g(n) =

[K‘] ,K2]><

N, N €[k, k] vew(§) =

)

O]

&, & € [k3, Ky) seklinde

secilirse Riemann-Liouville kesirli integralleri icin asagidaki Trapezoid tipli esitsizlik elde

edilir;

A, &) — (=) (I8 F (e, 13) + T2 _F (5¢,k3)] (3.10)

L(p+1)

(ks — )P

— oy Wk (k) 08 F (o, 5)]

I(p+1)

_(%— K'])(P
I'(p+1)

(o —50)°
I'p+1)

+J1<1+ K'3+F(% ’}/)+JK1+K4 F(5,7)

+J1(£26 K3+F(%77) JI((I')QB M_F(%,Y)‘

! o= 1)+ (1 = 3¢

I(e+2)I'(p+2)

< (=P (k= 0P [ el

32

[To, o F (1, y) + %, _F (Kk1,7)]
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Not 3.5. Sonug 3.4 de ¢ = p = 1 alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir,

[(3e—x1) (Y= K3) F (K1, %3) + (3¢ — k1) (Ka — ) F (K1, Ka)

+ (K —2) (Y= K3) F (K2, K3) + (I2 — 5¢) (Ka — V) F (K2, Ka)

~(r=w) [ F(n.)dn = (e =) [ F(n.x0)dn

K1K4 Kl’<4
~ (o) [ F(k1,E)E = (k2= ) [ F (k2. E)dE
Ky K4 | |
+ [ [ (n.8)dna
, [(%—K1)2+(Kz—%)2}4[(y— )+ (ke = 7)°] ol

Ozellik 3.6. Theorem 3.3 de a,c > 0 olmak iizere g(n) =1Inn, N € [k1, ko] ve w(E) =Iné,
& € [x3, k4] seklinde segilirse Hadamard kesirli integralleri i¢in asagidaki Trapezoid tipli

esitsizlik elde edilir,

|A(lnaln)_Nllr)1(K37Y) [J(lgquF(%?K3)+J(£27F(%7K3):|

—NE (k4,7) [To 4 F (52, ka) + T, F (3¢, %4)]

_Ml(fl(Kb%) [Jﬁ3+F(K17’}/)+Jﬁ47F(Kla’Y>}

_M1(f1(7<27%) [JﬁﬁF(Kz,Y)—f—me_F(Kz,}’ﬂ

+J£|7g>,K3+F(%7Y)+J(1€]7{|)>,K4*F(%7’}/)

HIOP i F e y)+I0P o F (52,7)]

33



< (M (1,50 + MO (10, 0)|

— In

Fng
g/W/

X (NS (s, )+ NE T (1, '

(1, k0] X [163,K4] 00

Teorem 3.7. Lemma 3.2 sartlar1 altinda L&l €L,(A), % + 511 =1ve
(g'w)4
Ky K4 p p
F né F né (n, 5
/ / e o) | gean | < e,
( K1 K3 q

olsun. Bu durumda genellestirilmis kismi integral yardimiyla asagidaki trapezoid tipli

esitsizlik elde edilir.

|A(g,w) = NE(K3,7) [T 1 .oF (32,53) + T F (52, K3)]
—ND (K4, Y) [T gF (55 80) + T o F (56, 54)]
—M (x1,30) [TE ooF (k1,7 + TE o F (x1,7))]
—M? (162, 3¢) [TE 4 oo F (K2, V) + TE o F (102,7)]
+ T8 gl (4 1) T TEE eyl (57

—|—j K — K318, (%,y)+\7x—1<4 A (%7’]/)‘

1
<
(9g+1)4 (pg+1)aT(¢+ I(p +1)
y F e
- 1
(gw')e (K1, 10] % [K3, k4], p

1

< (800~ 80 + (3(0) — 50
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1

x [(w(v) — (k)P (W) — w(y))f’ﬂ .

Ispat. Holder esitsizligi ve mutlak degerin 6zellikleri kullanilarak,

n Y
1< [ (80~ gm)®(w(n) wl€))P | F g (1.8)| dEn

K| K3

x Y
= [ [ (a6 —gn))? (w0~ w(®))?

IN

g mw'(E)

(/]

K1 K3

Fae.2) (w(&))7* 1dEdn

T

()t

1

p

Faem8) ",
sl e (é‘)dédn)

¥
| [ (69— g(m)#w(0) — w(&)P¢ (v (E)d&am

K1 K3
F g
(g'w)a

[KI’%]X[K%YLP

[ g(t))“’"g’(n)dn)

@q+1
(w(y) —w(i3))PI '\ 7] Fg
pg+1 ’ é
(g w ) [K],%}X[Kj;f)/],p

1
(g'w')4

[Kl 7%] X [K3,’YLP

| (802) —g(k1) 1 (w(y) —w(r)) s

(pg+1)7 (pg+ 1)
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esitsizligi bulunur. Benzer sekilde,

F
| < —ngl (3.12)
(g'w') [Kc1,2¢] < [V, k4], p
I 1
. (&) —g(x1)) " (W) —w(y))P T
1 I !
(pg+1)7(pg+1)e
F
| < _ngl (3.13)
(g W) [2,10] % [K3,7],p
i 1
| (8(12) —g(0) "4 (w(y) —w(i3))P o
1 1 ’
(pg+1)e(pg+1)4
ve
< Fn . (3.14)
(g'w') [, k] X [V, K4],p

| (8(02) —g(36)) " 1 (wlics) — w(y))P "
(pg+1)a(pg+1)e

oldugu aciktir. (3.11)—(3.14) esitsizliklerini (3.5) de kullanarak,

‘A(ng) _vav(K37 }/) [jlgi—i-;gf_(%a K3) +~7K(g—;gF(%a K3)]

_vav(K47Y) [\Z(H—g (%7K4)+\7K(gf,gF(%aK4):|

M (Kla )[jk3+w (Kl?Y)"i_jig—;wF(Klv’)/)}

~MP(12,5) [T o F (K2, 7) + TP F (k2,7)]

jlq—|—l<3+gw (% ’}/)+\71+K4 ng<%77)

+‘7K(§’£7K3+;g,wF(%a’}/)+t71<(§7£,1<4—;g7wF(%a )‘
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(k1,2 % [K3,7],p
k1))? Q(W(Y)—W(Ks))p+a
(qu+ 1)7 (pg+ 1)

e
(W) Wl .1 p

 (8) — 8(8) " o) — ()"
(g+1)7 (pg+1)7

_|_

Lne

(W)l e o) x 31,

 (8052) — 860" o () ~ i)
(pg+1)7(pg+1)4

fne

(&) e sy e

(8(12) — ()7 (w(ks) — w(1))*

(q+1)7 (pg+1)a
1

(pqg+1)7 (pg+1)1T(9+ 1)T(p +1)

Fne
1

(g'w)e [K1,K2] % [K3, k4], p

X [(g(%) —g(k1))?" 7 + (g(k2) — g(%))‘f’ﬂ

_|_

+

X

<

X

< [0 () = w())P 7+ (i) —w())P ]

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. [

Ozellik 3.8. Theorem 3.7 de g(n) = 1. N € [k1, k2] ve w(§) = &, & € [K3, k4] seklinde

secilirse Riemann—Liouville kesirli integralleri i¢cin asagidaki Trapezoid tipli esitsizlik elde

A1)~ LS8 ) +92 ()
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— L [ F (e k) + TP F (52, 54)]

1)@
_% [J,€3+F(K1,y)+Jg_F(K1,Y)]

_5)?
_% V2 F (k2 7) + I8 F (12,7)]

+J1(27—7-,K3+F(%7’}/)+J1(£1’—7—7K4—F(%7}/)

HIPP i F () IR o F (52,7))]

[(%— K1) + (ko — %)(ﬁﬂ

S T T+ )T+ 1)

[(r— )P4 + (s = 1) 1]

(@g+1)7(pg+1)s

HFT@ ||[K1,K2]X[K3,K4],p'

Q=

Not 3.9. Sonug 3.8 de ¢ = p = 1 alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir,
(e —11) (Y —13) F (x1, K3) + (e — K1) (ks — 7)) F (K1, Ka)
+ (k2 = 2) (Y= 13) F (K2, K3) 4 (K2 — 5¢) (ka — ¥) F (K2, Ka)
K> K2
~(r—x3) [ F(n.s)dn — (s =) [ F(n.ka)dn
K

1 Ki

K4 K4
~(e=x) [ F(01,E)E— (2= 52) [ F (10, E)dE

K2 K4
+ [ [F(n.&anae
[(”_M)H%Jr(m—%)%] [(7— i) 7+ (i — )
: : el
(g+1)4
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Ozellik 3.10. Theorem 3.7 de ki, k3 > 0 olmak iizere g(n) =Inn, N € [x1, k] ve w(&) =
In&, & € [K3, k4] seklinde secilirse Hadamard kesirli integralleri i¢in agagidaki Trapezoid

tipli esitsizlik elde edilir;

|A(In,In) — NP (ic3,7) [JE L F (50, 13) + 0 _F (3¢, 13)]

—Ni (ka, 1) [ F ey ia) + 08, F (5, 4)]

_Ml(ﬁ(Kl,%) |:J£3+F(K17Y)+JIIZ’4—F(K17Y)]

—M (103, 5) (Yo o F (12, 7) + i, _F (12,7)]

IR i F G ) +I0E o F (50,7)

HITP i F e ) +I0P o F (52,7)]

IN

(1n2)*%0+ (10 2)*%0] [(1n £)° 4 4 (1n )7 *7]
1 1
(pg+1)a(pg+1)eT(@+1)y(p+1)
F e
(g’W’)é

(1, 10] X [K3,%4],p

Not 3.11. Theorem 3.3 ve Theorem 3.7 de » = X% ve y = B8 olarak secilirse
genellestirilmis kesirli integraller i¢in baz1 yeni Midpoint tipli esitsizlikler elde edilebilir

[53].
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4. GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRALLER YARDIMIYLA
IKi DEGISKENLI FONKSIYONLAR iCiN OSTROWSKI TiPLi
ESITSIZLIKLER

Bu boliimde genellestirilmis kesirli integralleri iceren iki degiskenli fonksiyonlar icin
Ostrowski tipli integral esitsizlikleri olusturulacaktir. Bu boliimde sunulacak sonuclar daha

once literatiirde var olan ¢alismalarin genellemeleri olacaktir.

IIk olarak siklikla kullanilacak olan asagidaki fonksiyonlar tanimlansin.

(5,7) € Aigin,

Ve

Nypv (K37 K4’y) =
olsun. Ayrica, ve N (13, k4),

[g(Kz)—g(Kl)](p
C(p+1)

MQ (K1, Kk2) = MJ (K1, 123 %1) = MY (K1, ka3 Kp) =

[w(ia) —w(is)]”
Llp+1)

NE (13, 54) = NE (163, 55 63) = NJ) (K3, Kas Ky) =

olarak tanimlansin. Burada g(n) =1Inn, n € [k}, k] ve w(&) = In§, £ € [Kk3, k4] olarak

secilirse,
, nz| + 2] ]+ %]
Mk 1020 = 5ppny o M) = ey
ve o] ? Ky p
MOk k) — [lnﬁ] ( - 1117}
R T g 4)r 3 CT(p+1)

40



elde edilir.
Yardimci Teorem 4.1. / : A — R fonksiyonu A° iizerinde iki kez kismi tiirevlenebilir

olsun. @,p > O igin f ¢ € L(A) ise

x v
h= [ [ (8 = g(x0)?(w(8) = w(k2))PF ye(n.&)dEdn,

(8(n) —g(x1))? (w(ky) —w(8))PF ye(n,§)dEdn,

S
Il
5\N
Q\E

L= [ [ (s06) = g(m)P(6(E) = w())PF ye(n.E)dEdn.

veE

(8(k2) —g())?(w(ks) —=w(E))PF ne(n,&)dEdn,

=~
Il
&\5
ﬁ\@-

olmak tlizere,

1 0 0
F(3,7) - MO (1, 101 [jﬂf;gF(Kl’Y) +~7%+;gF(Kz,Y)}

1 P P
T T (T (e3) + TE ()|

1
+
Mg (K1, Ka: 30)Nb (K3, K437)
|:\7(Pp (K17K3)+j ﬁgWF(Kla )+j%

F (ko 3) + T 00 (K2, Ka)

WY TigW Ty oigw
1
= L —hL—L+14,
o+ DI(p + DME k1, kN (o) 2 B
esitligi vardir.
Ispat. Kismi integral yardimiyla,
/ / (4(E) = w(k3))PF e (0, )G @)
= (g(n)—g(lq))"’
< | (&) = w(k)PF g (n,8)[L, —p / 0P/ () n(n.E)dE | dn
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= [ (a(m) — (k1)) (w(5) ~ w(ks))P 4 (1, i

z Y
=p [ [ (em) = (k)P (w(&) ~ w(xk))" "W (E)F g (n,E)dEdn

K1 K3

= (w() —w(K3))P

X !(g(n) —g(x1))?F(n,7) —w/(g(n) g(Kl))"’lg’(n)F(n,V)dn]

Ki

Y
—p [ (4(8) = w(x))P "W ()

x [(g(n)g(Kl))"’F(TI,?E)TS1 —(P/(g(n)—g(ifl))"’lg’(n)F(m&)dn d&

= (w(¥) —w(13))P (g(3) —g(x1))?F (5,7) =T(@ + 1) (w(¥) —w(k3))P TJ- F (K1,7)
—D(p+1)(8(5) —8(k1))? T, F (32 %3) +T(@+ DE(p+ ) ITIE . F (x1,K3),

7Y 8w

elde edilir. Benzer sekilde,

b= —(8(3) —g(k1))?(w(ks) —w(¥))PF (52,7) (4.2)
+0(@+ 1) (w(ka) =w(N)P TS F (k1,7)

+L(p+1)(8(5) —g(k1)) T, F (3¢, Ka)

~T(o+DD(p+ )T, F (ki k),

I =—(g(k2) —g(50))?(w(y) —w(k3))PF (5,7) (4.3)
+L(@+1)(w(y) —w(i3))P T2 F (2,7)

+L(p+1)(g(k2) —8(5))° T F (3¢, K3)
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_F((P+ 1)F(p + l)j%+r W (K'z, Kg),
veE
Iy = (g(K2) = 8(5)) P (w(Ka) —w(¥)PF (32,7) (4.4)

~D(@+ 1) (w(ka) =w(N)P T F (k2,7)
~T(p+1)(g(k2) — 8(2) P TP (2, 52)

+T(e+1)I(p + 1)j%+y+ W F (%2, K4),

esitlikleri vardir. (4.1)—(4.4) esitlikleri yardimiyla,
I —h—B+ 1L =T(@+1)T(p+ 1)M (i1, K23 5)NE (i3, Ka3 V) F (2, 7)
~T(9+ V(P + DN (k3. 4:7) | T2 I (11,7) + TF. T (2.7)]
~T(@+1I(p + 1M (ki Ky ) [Jp F(5¢,%3) +~7£+;WF(K2,Y)}
+(e+1DI(p+1)
XN\TE b (K1 ia) + T F (k1K)

xTY T8 W

j%ﬂfgw (K27K3)+j stytigw F (K2, K4) |,

elde edilir. n
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Teorem 4.2. Lemma 4.1 in sartlar: altinda - ”‘5 € Lo (A) olsun. Bu durumda,

olmak iizere genellestirilmis kesirli integraller i¢in asagidaki Ostrowski tipli esitsizlik

F e
g/wl

Fné (7775)
g'(mw'(§)

= sup
Ao (1.8)eAl8

Y

saglanir.
et g [T )+ T ()
D M) ! (0D Tl e
TP Ga k) + TP (e | +
Ni (K3, K4:7) [jr’w Cosa) Tk M)} M (1, 1633 ¢)ND (3, K43 Y)
[j}(f‘;ﬁgw (K17K3)+j }’*gw (Kla )+\7 +f)ﬁgw (K27K3)+\7 +’)/+gWF(K2’K4):H
_ MY (k1 kNG (s, a3 7) || F e
M (K1, k23 2)NE (K3, ka3 7) || &/w
Ispat. Lemma 4.1 kullanilarak,
1 ¢ ¢
V)~ —o, < . K1, . K2, 4.5
‘F(% ) MY (k1,705 5¢) [‘7” o KN+ T b (10 Y)} “.5)
| TP e ks) + TP F (e |+
Ni (K3, K4:7) [jr’w o)t Tk M)} M (1, 1623 ¢)NE (3, K43 Y)

[Jf‘;ﬁgw (ki,13) + T 00, (k) + T8 F (oK) + T2 F (Kz,m)H
1

(o + DC(p + )M (51, k23 50)Nb (K3, Ka5 )

(1] + ||+ || +|14]],

elde edilir. Burada,

Y
il = | [ [ (e~ g(61)?00(8) = w(k))PF e (n.E)dEn “6)

z Y

< [ (el = g(x0)?(0(&) = w(k2))P |F ye(n. &) d&n
Tl Fre(m,8)

B n ) / /

- / Z(g(n)—g(rq))"’(w(é) ()P | s ey € (MW (€)agan
F i
|2 o / / (1) = 8(x1)) (w(&) = w(:)) &/ (M) (€)dEdm
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(g(5) — g(x1))? T (w(y) — w(xs))P ™!
(+1)(p+1)

Fng
g/wl

(k1,52 % [K3, 7] 00

Ve

7 Ky
Bl = | [ (e = gla)?(w) —w(E)PF e (n.E)dEdn

(8() —g(x1))? (w(ia) —w(&)P |F e (n.€)|dEdn

IN
\N

Fné (nag)
g'(mw'(§)

(8(n) —g(a))? (w(ra) —w(5))P

Y
Ky
/
» Ky
— [ [ (e = g(x0)?(w) = w(E)P | F pe(n,8)] dEan
j
Y

_ (80 —8(k1))* (w(rg) —w()PH || F e

7
gw

)

(11, 5] < [1,Ka] o0

K Y
Bl = | [ [ (8e)=sm)P(w(E) —w()PF g (n.£)dEdn
< (800) =(e) P (w(p) —w(ks)P || F e
= (@+1)(p+1) 8W e ol s 10
Ky K4
Ll = | [ [(sle) —e(m)POwls) =w(E)PF ge(n,E)dEdn
x Y
< (80k) =806 ?" (wlky) = w(1)P* || F e
= (@+1)(p+1) W e malxly sl o

oldugu aciktir. (4.6)-(4.9) esitsizlikleri (4.5) de yazilirsa,

1

B AT ° F(
e LR AL

'F(%,Y)—
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g'(mw'(§)d&dn

Y

Y

“.7)

n Ky
[ [ (e (k)2 i) — ()P (w'(E e
Y

(4.8)

4.9)



1 o 0
- NB (K3, 417) TP k) T F )+

1
M (K1, K25 50)NG (K3, K437)

[j;?l;ﬁ 8 W (Klu K3) +\7}(fjf)y+;g7wF(K17 ) \7%+T 8w (K27 K3) j%ﬂ/’*gw <K27K4)] ‘

1
r <p+1 p+1)M“’(K1,Kz #)Nb (K3, K43 )
D) w(y) —w(rs))PH || ne
<p+1)(p+1) 8W iy s 7 oo
(k1)) (w(ig) =w(¥)PH || F e
(<p+1)(p+1) AT ([P
+(g(Kz)—g(%))"’“(W(Y)—W(K3))p+1 Fng
(p+1)(p+1) gw [2,10] X [K3,7],00
(g(x2) —8(59)) ™ (w(ka) —w(¥)P*" || F ne
(§D+1)(p+1) g/wl [5¢,%0] X [V, Kq] 00
1
< ) —g(x) P+ (g(Kko) — g(50))? !
L(@+2)0(p +2)M (K1, K3 2¢)NE (K3, K43 Y) ((6() &) (gle) =£()"™)
F
X () = w(x))P 1+ (w(ia) —w(p)P 1) | S22 ,
8W iy i) x K3, K] 0
elde edilir ve ispat tamamlanir. [

Ozellik 4.3. Theorem 4.2 de g(n) =1, N € [k, %] ve w(&) = &, & € [k3, k4] seklinde
secilirse Riemann—Liouville kesirli integralleri i¢in asagidaki Ostrowski tipli esitsizlik elde
edilir;

I'(p+1)

‘F(”’ D )+ (k=)

I'(p+1)
R [JfFF(%, ks) + 0. (5, m)}

N Fep+1)T(p+1)
[Ge— k)P + (=39 °] [(v— 13)P + (k4 — )]

X [J00F (1, k3) +I2P L (1) +I28, F (2, k3) 4+ T2 (1) |

(Ge=x)?" + (=29 | |(r= 1) + (e =P
T (e+1)(p+1) [(r—x1)? + (kr — )] [(v—x3)P + (ks — 1)°] 1Fnells.

IO r (k) +I0F (k2,7)] (4.10)

Not 4.4. Sonu¢ 4.3 de ¢ = p =1 alinirsa (4.10) esitsizligi, [54, Theorem 2.1] de olusturulan

esitsizlige indirgenir.
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Ozellik 4.5. Ky, %3 > 0 olmak iizere g(n) =Inn, N € [k1, k2] ve w(E) =&, & € [K3, Ky

olarak secilirse Theorem 4.2 de Hadamard kesirli integralleri i¢in asagidaki Ostrowski tipli

esitsizligi,
1
(#,7) MO (x1, 102 ) [ gk (KLY F X0 F (2 Y)]
1 1
s | F (e k3) H P F (5, k) |
Ni (K3, K43 ) [ T " ] M (K1, K3 20) N (i3, K43 7)

AT B LERVA TSN AR LA

Ty W
MO (ke ks NP (3, ks y) || F e
glwl

M (i1, K23 3)NP (K3, ka3 7)

F(KZ;K?&) J%*)/*ng(KLK“)H

)

elde edilir.

Teorem 4.6. Lemma 4.1 in sartlar1 altinda % € L, (A) olsun. % + cl] = 1 i¢in,

1

Ky K4

1Flsp = [ [IFM.E)dEan | < e,

K1 K3
olmak iizere genellestirilmis kesirli integraller i¢in,

1
14 .

[jﬁ;wF(%7K3)+jf+;wF(%7K4)} +

e - (98 (0D + T2 (k2]

1
- VB, kis)
) [T b (93 TN (k) + TR (k) + T (2s)]|
[(800) — 8(x1) "0+ (g(k2) — 8(:)) 74| [(w(y) —w(x3))P ¥ + (w(ie) = w(1)? 1]
(@q+1)7 (pg+1)iT(@+ 1)[(p + 1)M{ (K1, Ko 52)Niy (K3, K43 Y)

1
Mq’(lq, 12; 2)Nb (3, K43 7)

F e

X 1
(g'w')e

(K1, K] % [K3, k4],
Ostrowski tipli esitsizligi saglanir.

Ispat. Holder esitsizligi ve mutlak degerin 6zellikleri yardimiyla,

x Y
1< [ [ en) = gk0)? (&) = w())P |F g (.6 | dEdn @1

K1 K3
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Fné(nag)
g'(mw'(S)

z Y
< [ [(stm)~ gk (w(&) ~ w(r))? (g'(m)? 4w/ ()7 1dEdn

x Y
(/]
» v L
<\ [ [ em =gt rone) W(Ks))”"g’(n)W’(é)dédn)
( [em) g(m))"’qg’m)dn)
[x1,5x[x3,7],p \Ki

/ ;
x| i) w<x3>>P4w’<&>d5>

1
p

Fne(,8)
g'mw'(§)

p
g’(n)w’(é)dédn)

1
q
F e
(g’W’)é

IN

K3
1 1
_ <(8(%)—8(K1))‘P"+1)q ((W(Y)—W(Ks))pq“)q Fne
o og+1 pg+1 ;i
(&"W) 7 iy s x 3.7,
1 1L
(80e) —g(x0)) T a (w(y) —w(3))P e || F e
= T T T
(pg+1)7 (pg+1)4 (@W) N (i) o] ¢ 1371,

bulunur. Benzer sekilde agagidaki esitsizlikler yazilabilir;

Q=

|12| < (g(%) - g(Kl))(P+? (W(K4) _IW(Y))p+ FTV: 1 ’ (412)
(pg+1)7(pg+1)4 (&W) i s x 7, a]
1y < 8052) ~ g0 0 lwlr) —wlo)) e || L Cun
(pg+1) (pg+1)a (&) o ) x s, 7
ve
1] < (8(%2) —8G) " e(wli) —w(p)™e || F g : (4.14)
(pg+1)4(pg+1)9 (gw')q [3¢,K0] % [7,%4],p

(4.11)—(4.14) esitsizlikleri (4.5) de yazilirsa,

1

- 0] 0
ME(KUK%%) |:j%7§gF(K17’}/)+‘7%+;gF(K27}/)]

-

1
M (k1, %25 3¢)Nb (K3, Ka3Y)

1
N (K3, K43 7)

(T2 o3 +- T2 F (2,7)] +
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[J(pp Fria) +T00 (k) +T00 P () +T00 (K27K4)”

HTYTEW 1
= T(@+ DTp+ DM (1, 521N (15, K7 )
(s(>9) —8(K1))" §<w<> w(ics))P Fog
(@g+1)7 (pg+1) (&) |l i 3% [5.91,p
802) — (k)" o owl00) w0 || Foe
(@g+1)1 (pg+1)7 (&'W) 7 Ml iy s x 70l p
L {8002) 82" o)~ )P || F e
(@g+ 1)1 (pg+1)7 (&W) 9 e o) x [0,
 (e() —69) " ow() w3 || Fne ]
(pg+1)7(pg+1)4 (&W) e o) x k0l p
< 1 1 1 anl
(9g+1)7 (pg+ 1) T(@+ DI(p + 1)M (i1, K23 3)NG (3, ka3 1) || (€/w) 7

[K1,K2] % [%3,K4],p

[ (80) 060)) "+ (g(02) = g(66)) | [O0(0) = wl3))P 0 4 (o) = w4

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

]

Ozellik 4.7. Theorem 4.6 de g(n) =1, N € [k, k] ve w(§) = &, & € [Kk3, k4] seklinde

secilirse Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in asagidaki Ostrowski tipli esitsizlik elde

edilir;
T'(p+1
o) = o g U () + 72 (k)] @15
I'(p+1)
(1= K)P + (ke —7)P [JPTF(”’K?’” T (s "4)]
n (<p+1)F(p+1)
(e —x1)? + (2 =29 %] [(v— 13)" + (s — 1)°]
[J"”’ F (ki 13) + 00 L (k1K) +I 08 F (K, k) + 07 WF(’QJQ)”
[Ge= 1) ™50+ (1= 50) 4] [(r = 10)P 40 + (1 — )P ¥
< p HanHAJJ'

(Pq-+1)7 (pg-+1)3 [(s¢— k1)? + (k2 — )°] [(v— )P + (k1 — )]
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Not 4.8. Sonug¢ 4.7 de ¢ = p = 1 seklinde alinirsa,

K “
Fen= Kz—xl/F<”’V>d"— K4_K3/F(%,§)d§
1 K K4 \

+(K2—K1)(;<4_K3)!ZF(77,§)d§dn

R G | R

= 2
q

F Y
(2 — K1) (ks — Kk3) (g + 1) | "gHAP

bulunur.

Ozellik 4.9. Theorem 4.6 de K, k3 > 0 olmak iizere g(n) =Inn, N € [k, k2] ve w(§) =
Iné, £ € [k3, k4] seklinde segilirse,

h<n7§) B %

olmak tizere,

1 9 9
) _JF(Kx1,Y)+ SF (K,
o) = e ol (KD HIL ()]
1 1
I F (e k3) + T F (oK) |+
Nb (K3, K43 7) [ v vt } My (K1, K23 52)Np (K3, Ka3Y)

X (TP ) 0P (k) 00D, (k) 4008 ()|

|§

(10 )7+ 2)7] [(n )73+ (i

(@g+1)7 (pg+ 1)1 T(@+ 1)T(p + )M (k1 ker: 3

)]
N (K3, K43 7)

Fng
1
(h)

<

\./“{

[K1,K] % [K53, k4], p

Hadamard kesirli integralleri i¢in Ostrowski tipli esitsizlik elde edilir.

Not 4.10. Theorem 4.2 ve Theorem 4.6 de 5 = 5172 ve y = B2 olarak segilirse

genellestirilmis kesirli integraller i¢in bazi yeni Midpoint tipli esitsizlikler elde edilebilir.
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5. SINIRLI KISMi TUREVLI FONKSIYONLAR ICIN BAZI
GENELLESTIRILMIS KESIRLI TRAPEZOID VE OSTROWSKI
TiPLi ESITSIZLIKLER

Bu béliim ii¢ basglik altinda sunulacaktir. Birinci boliimde, elde edilen bir 6zdesligi iki
kez kismi tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in kullanarak, genellestirilmis kesirli integraller
icin baz1 Trapezoid tipli esitsizlikler olusturulacaktir. ikinci boliimde, iki kez kismi
tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in bir esitlik ve sinirli kismi tiirevli fonksiyonlar icin bazi
Ostrowski tipli esitsizlikler sunulacaktir. Ayrica ana sonuc¢larimizin 6zel durumlarini da
verilecektir. Uciincii boliimde ise 6nceki boliimdeki sonuglar kullamlarak genellestirilmis

kesirli integraller i¢in bazi yeni trapezoid tipli esitsizlikler olusturulacaktir.
5.1. TRAPEZOID TiPLI ESITSIZLIKLER

Teorem 5.1. [ € L;(A) siirekli fonksiyon ve mj(s¢,y), Mi(s¢,7), my(s¢,7), Ma(¢,7),

m3(s2,7), M3(5¢,7), ma(32,7), Ma(5¢,7) reel sayilar olmak iizere,

ml(%77)éFnﬁ(nag)SMl(%a’}/)v (nag)e('q?%)x(’(fﬁ'a’}/)v (5.1)

mz(%ﬂ) < Fné(nag) SMZ(%/}/)? (7175) S (Kh%) X (%K4>7

m3(%7Y) < Fn&(nag) §M3(%a’}/)7 (nag) € (%7 K2) X (K‘3,’}/>,

ma(7,7) < Fpe(n,8) <Ma(3e,7), (n,8) € (5e,5a) x (v, %),
olsun. Bu durumda, Lemma 3.2 g6z Oniine alinarak,

1
T(¢+ )(p+1

x v
| mien [ [ lso)—m]® be(n (&) dan

K1 K3
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[8(5) — g(m)]? W(&) —w(y)] akdn

/

Y

Y

[ 180 = g(9)? () = wlE))” d&a
'

[ 18m) = GNP (&) ~w()” dan
Y

SA(g7W)_Nv€(K37Y> [\71((":+;gF(%7K3)+\71£—;gF(%7 K3>}
—NB (s, ¥) [T o F (0 Ka) + T8 o F (52, K4)]
_Mgp(Klv%) [\Zﬂ-;wF(Kluw+~71<’;—;WF(K1>'}/)]
_M(g(’p(K%%) |:‘~7Kl')3+;WF(K27Y)+‘-7K€1*;WF(K27’}/)i|

+‘7’$£7K3+;g7WF(%’ }/) + jgf,lq—;g,wF(%a Y)

+j’((§f,K3+;g,WF(%’y)+*7K(g7£,1<47;g,wF(%7Y)

x v
1 p
< o TT LT M) / / [80) = ¢())® bo(1) —w(s)] dEan

—ma(6,7) [ | [8(0) — g(M]® W(E) —w(y)] d&dn

Z—x
Q\E

—m3(6,7) [ [ lg() — () w(y) —w(&)] dédn

X\.\,ﬁ
F—

K>

K4
+Ma(o<,7) [ [ lo(n) = gGo)1® bw(&) ~ w(n)] dEan | |
%y

esitsizligi gerceklenir.
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Ispat. (5.1) sartlar1 kullanilarak,

ve

x Y

mi) [ [ (8) =8 () - w(€)Pd&an

K1 K3

n Y
< [ (6l =) w0 = w(&)P F pg(n.E)dzan

3 Ly
<MiGey) [ (806~ gm)Pow() — w(&))P dEn,
» K4
ma(e7) [ [(9) = g(m)?(w(&) ~ w(x))PdEdn
Ki ¥
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esitsizlikleri yazilabilir. Bu esitsizlikler sonucunda,

x Y

mi) [ [ lg() =g bw(y) ~ wiE))" d&an

K1 K3

n Ky

~Ma(,7) [ [ l8(0) = () (&) —w() ddn
K Y
K v

M) [ [ le(m) =gl bw(y) —w(@) dEan

7 K3
Ky Ky
p

tmyey) [ [ le(n) =g (&) —w(n) d&an
%y

<h-L-L+1L
x v
<miGey) [ [ leGo) =) bo(r) — w&)) d&an

p

»x K4
—ma(oe,7) [ [ ls(0) = g(m)® w(&) —w()]

d&dn
K Y
K v
—ms(o6,7) [ [ la(n) = g(4)® bw(1) ~ &))" d&an

1 Ky
p

#Mi(o2,7) [ [ o) =g bw(8) —wn) dEan.
x ¥

olup, istenilen sonug elde edilir. [

Ozellik 5.2. Theorem 5.1 iin sartlarim saglasin. m, M birer sabit olmak iizere m < M igin,
mSFrlééMu v(nvé)eAa

olsun. Bu takdirde,

x Y
oD | [ e —sm ntn) — (&) agan
»n Ky
M [ [ lg0) =g (&) —w(y) dEan
K1Y
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M [ [ o)~ g(4))® () - wl&))" d&an

4 [ [ ls(m) = g(2)? (&) —w() déan

< A(g.w) = NO(k3,1) [TE gl (.K) + T8y (52,15)]
—NB (K4, 7) [T 1 oF (6, 0a) + T & F (52, 54)]

—MP (K1, 5) [TE o F (k1Y) +TE ol (K1,7)]

—M (Kp, 5) [TE 1o F (K2, V) + Tf o (K2,7)]

+TEL gl 61 + TEL g wF (5,7)

+j’$f,K3+;g,WF(%’y)+*7Kq;f,lc47;g,wF(%7Y)

1 p
< F TG [M | [1s69) = gm1? bw(r) - w(&) a&an

—m [ [ 1e2) = s(m))® bw(&) —w(n)] d&an
KLY
K Y
—m [ [ le(m)=g(4)® bo() — (&))" d&an
Ky K4
M [ [1g(m) = g()1° (@) wmr’d&dn} ,
x ¥

esitsizligi gerceklenir.
Ozellik 5.3. Theorem 5.1 iin sartlarin1 saglasin. m, M birer sabit olmak iizere m < M igin,

m<Fpe <M, Y(n,E)eA,
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olsun. Bu durumda,

Yo (K1, K25 20) =

Ve

Y (K3, K437) = <

[B55 + |3e — 552 ] [(g(50) — g(k1))? + (8(12) — g(50))?]

<=
—~
oQ
—~
N
~—
I
oQ
—~
i
~—
~—
S
S
_|_
—~~
oQ
—~
2
~—
I
oQ
—~
N
~—
~—
S
S
Q=
STE
_|_
=
I
[S—

(3 = K1)? + (k2 — )"

olmak {iizere,

(K4 — K3) [W(iﬂt)z—w(@ + ‘W(’}’) . W(K4)-2FW(K3)

]P

‘A(g7w)_Nv€(K3;’}/) [jigiJr;gF(%? K3>+‘-7Kq;f;gF(%7 K3)}

—NB (K4, ) [T o F (52, 84) + T o F (52, 54)]

~M (Ki1,5) [Th 4ol (K1, Y) +TE ol (K1,7)]

—MQP(KL%) [j;g—b—;wF(KZa’Y)+jig—;wF(K27’Y)}

+"7’:'€£,K3+;g,WF(%”y)+j1§:£,1<47;g,wF(%7Y)

+j’$£7K3+§g7WF(%7 ?) +‘7,g’f_‘,<4_;g’wF(%, Y)

_ M+m
2l(e+1)I'(p+1)
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x Y
8 //[g(%)—g(n)]"’[W(V)—W(é)]pdidn
7 Ky
~ [ [1s60) = g(m))® (&) ~ win))” dan
K1 Y
K Y
_//[8(17) — g(5)1? [w(y) —w(&)) d&dn
K> K4
+ [ [lem =G () w(y)]"dédn]
n Y
M—m

< ) '
T 2l(e+1)I(p + 1)%('{1’ K2; 2¢) Vo (3, K43 7)),

esitsizligi saglanir.

Ispat. Sonug 5.2 den

|A(g,w) = NB(163,7) [T +:oF (32, K3) + Tto o F (52,K3)]
N (K4, ) [T gl (2 K0) + T F (56, K2)]

—MQ (K1, 5) [TE b (K1,7)+ TE b (K1,7)]

—MQ (163, 5) [T b (K2,7) + Tf_F (K2,7)]

T8 wyvigal oD+ TEE gl (52,7)

+‘7’££7K3+;g,wF(%» V) + J,gf7,<4_;g7wF(%, Y)

x Y
_2F<<pf Sr”Zp+1> [ [ let) = g(m)® wi(n) (&))" dan

K] K3




K Y

[ [ stm) - e b9 - wi&)

7 K3

p

Ky Ky

oo [0 - b (@) dan

K1 K3

M—m v s ,
T (p+)I(p+1) (/g(%)g(n)"’dn) (/W(Y)W(é) d€>,

elde edilir. g fonksiyonu (k, k») iizerinde artan bir fonksiyon oldugundan ayrik Holder

esitsizligi yardimyla,

< (e —x1) (g(50) — g(K1))? + (K2 — 5¢) (g(2) — 8(2))?

[ [5554 se— 542 [] [(g0) - g(x1)° + (8(02) — 8())"]

IN

(e=10)" (2 = 2] [(8(5¢) — 8(k1))* + (g(02) ~ () *] 7 . L+ L =1

t

| (22— x1) [—(KZ) + ‘g ) — slelreta)

.= "Pg(lq, Kz;%),

oldugu kolayca goriilebilir. Benzer sekilde w fonksiyonu (k3,k4) iizerinde artan bir

fonksiyon olmak iizere,

/|w ] )| dE < Y(x3,K457),
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elde edilir ve ispat tamamlanir. [

Not 5.4. Sonu¢ 5.3 te g(n) =1, N € [k, k], w(&) =&, & €[5, 5] , 2= 52 ve

K3+K4

Y= alinirsa,

)F(K1»K3)+F(K171<4)+F(K2,K3)+F(K2,K4)
4

2(‘)721_‘(([) + 1) K1+ K K1+ K>
o [J,‘QJ( 5 ,K3)+J,‘£2_F( 5 ,;c3>

K|+ K2 K|+ K
+JK]+F( 5 ,1<4>+J,‘£’2F< 5 ,m)]

2P2T(p +1) K3+ Ky K3+ Ky
e ST JP o T ha Jp
g ot (=5 ) s (w50

K3+ K3 +
o () 259

20°P 2 (@ + NI(p + 1)
(1 = 1) (k4 — K3)P

Ki+K K3+ Kyq K1+ K K3+ Kq
Dt (558 s (5250

2 2 2 2

o.p K| +K K3+Ky4 0.p Ki+K K+ Ky
+JK2_7K3+F< T 5 +Js o F > 3

M—m

<
- 8

(k2 — k1) (K4 — K3),,

elde edilir.

5.2. OSTROWSKI TiPLI ESITSIZLIKLER

Yardimci Teorem 5.5. / : A — R fonksiyonu A° iizerinde iki kez kismi tiirevlenebilir

olsun. @,p >0, f pe € L(A) igin,

z Y
= [ [ (s(m) =gk} (4(8) =w(k))PF g (n,E)dEan,

K| K3
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£
I
B\X

K4
[ () = g(x0))P(w(0c0) = w(E))P e (n, &),
Y

(8(k2) — (M) (W(&) —w(k3))P F ne(n,§)dGdn

5

I
N — =
F—_

(8(k2) — (M) (w(ky) —w(8))PF ne(n,§)dEdn.

&
Il
N\s
ﬁ\ﬁ

olmak tizere,

Mg (K1, 123 52) N (3, ka3 V) F (52, 7)

—NE (13, K83 7) [ T2 o F (51,7) + T 21 F (K2,7)]
—M (K1, k23 ) [Jy”_;wF (3¢, K3) + TP (52, m)}
(TP (K1, K3) + TP F (K1, k)

+ T el (12, 53) + T2E o o (2, )

1
= Is—1Ig— 17 +1

esitligi elde edilir.
Ispat. Kismi integral yardimiyla

x Y
15=//(g(n)—g(Kl))‘P(w(é)—w(xg))PFM(n,é)dédn (5.2)

— [ (etm) ~g(x))*
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X [(g(n)g(iﬁ))“’F(n@?ﬁ1 <P/(g(n)g(K1))¢1g'(n)F(n,§)dn] dé

= (w(y) —w(13))P (g(5) —g(k1))*F (52,7) = T(@ + 1) (w(y) = w(13))P TL_, F (11,7)

—T(p+1)(8(5) —g(x1))? Ty F (6, %3) + (@ + V(0 + )T, L F (K1, K3),
bulunur. Benzer sekilde,

Is = —(8(5) —g(x1))? (w(Ka) =w(1))PF (3,7) (5.3)
+ (9 + 1) (w(ia) = w(1)P T F (k1,7)
+L(p +1)(8(30) — 8(x1)) Ty ok (50, K4)
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—T(@+ DT(p+ DT oo (K1, K4),

I = —(g(k2) —g(>))?(W(y) = w(K3))P F (3¢,7) (5.4)

+F((p + 1)(W(Y) - W(K3))pj}(f+;gF(K27 Y)

+L(p +1)(g(k2) = 8(3)) Ty ok (54,%3)

—F((P+1)F(p+ 1)‘-7%+Y A (K27K3);

ve
Iy = (8(K2) — 8(30))? (w(ka) —w(¥))PF (3,7) (5.5)
— (@ +1)(w(Kg) =w())P T2y o (k2,7)
—T(p +1)(g(k2) — &(5))* Tyl (3¢, 5a)
+T(@+ D0 + VT2 gl (K2, Ka),
oldugu aciktir. (5.2)-(5.5) esitlikleriyle istenen sonug elde edilir. O

Ozellik 5.6. » = % vey= % alinirsa Lemma 5.5,

a+b K3+ Kz K+ K3+ K4
M? ;—— | NP ;
g <K17K2’ 2 ) w (K37K4’ ) )F( D) y D) )

K3+ Ky K3+ K4 K3+ Ky
~NE (s, Kk o) | T8 F (s, AT L
238 VR

2 2 2

K| + K K| + K K3 + K4
—M? . P AR p
Mg (Kl,Kz, > > [JK3;K4;WF( > ,K3) +JK3;K4+;WF (KZ, > )}
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®.p o,p
+ F(Ki,K3) +
jkl;’cz . K342rr<4 —ew ( 1 3) j}q;xz _ K3<2H<4 Figw

F(Kh K4)

o.p o.p
+\7K142rlc2 1 K3;»K4 _;g’WF(KZ; K3) + \71(14;(2 1 K3;»K4 +;g7wF(K2; K4)

K1 +Ky K3+Ky
2 2

= [ ] (a0 ()2 00(E) ~ (k)P e (n, €

— [ [ (slk) ~g(m)P(4(&) = w(k:))P Fpe(n, E)dEdn

Ktk K3
K2 K4

+ / / (2(k2) — g(m))® (w(ks) —w(E))PF e (m, E)dEdn |

K| +Ky K3+Ky
2 2
esitligine doniisiir.

Teorem 5.7. Theorem 5.1 sartlar1 saglandigin1 varsayalim. Bu durumda,

x ¥
ot | e [ [ tem et @ - wixpazan
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_Nvﬁv)(K37K4,7) [j;fpf;gF(Klv’}/) +\7)ftp+;gF(K27’y):|
—MQ (K1, Ka; ) [jf_;wF(%, K3) +jf+;wF(K2,7)]
+j}‘f;’fy7;g’wF(K1, K3) +J;ff,,+;g,wF(K1, K4)

+~7;(f47rp,9/—;g,wF(K2’ K3) + jgﬁ?/ﬂ&WF(Kz’ )

x Y
1

S T+ T+ 1)

K1 K3

7 Ky

—ma(oe,7) [ [ (a(m) = g(x)? w(y) — w(E))PdEdn
Y

K1

K Y

—m3(52,7) | [ (slk2) = (m)(w(8) —w(r)PdEn
K2 K4

#My(27) | [ (sl2) = g(m)* (i) — wiE))Pdan |
P

esitsizligi saglanir.

Ispat. (5.1) sartlar1 yardimuyla,

z Y
i) [ [ () = g(0))? (w(&) ~ wlrs))PdEdn

K1 K3

n
< [ [ (a(m) = (k)2 00(&) = w(2))PF e (n.E)dEdn

K1 K3

xz v
<Mi(7) [ [ (e - g(0)70w(8) i) PdEan,

K1 K3

x Ky
mae) [ [ (o)~ glx))?(wis) —w(E))PdEdn
1Y

K
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i) [ [ (8(m) = (k)P (w(E) — w(xs))PdEn

(5.6)
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ms(e7) [ [ (g2) = g(m)?(0(&) —w(x))PdEdn 58)
K Y
< [ [(el2) = gn)?(w(&) ~ w())PF ye(m. E)dEan
K v
< M3(7) [ [ (gl2) — g(m))P (w(8) = wis) PdEen
K> K4
male) [ [ (g2) = g(m)? (w(x) = w(E))PdEdn (59)
Y

Ky K4

< [ [ (s2) — gm)? (i) ~w(E))PF ye(m.E)dEdn
P

< Ma(oe7) [ [ (806~ g(m)? w(ir) — wi(&))PdEan,

elitsizlikleri yazilabilir. (5.6)-(5.9) esitsizlikleri yardimiyla istenen sonug elde edilir. [

Ozellik 5.8. Theorem 5.7 un sartlari altinda m, M birer sabit olmak iizere m < M icin,

m<Fpe <M,
olsun. Bu durumda,
T // (&) —wixs)]” dan
n Ky
M [ [ le(m) = g(x)]? () —w(©)] dEan
K Y
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< ME (i1, K23 2)NE (3, ks D (34,7)

—NB (K3, K4:Y) [TY_oF (K1,Y) + T oF (K2,7)]
—MQ (K1, K25 ) [Jf_;wF(%, K3) +\77f)+;WF(%71<4)}
+‘7}(rpip,77;g,wF(K1’ K3) + jﬂffﬁ;g,wF(Kl’ k)

+~7;({p4£7—;g,wF(K27 K3) + j}(fjr’?H;g,WF(Kz’ k)

x Y
1 p
ST+ DT(p+ 1) [M//[g(n)g(m)]"’[w(g)w(xg)] d&dn

K1 K3

x Ky
—m [ [ lg(n) = ()] bwle) ~ w(&))” dan

K1Y

—m [ [lg(k) ~ g(m))® w(&) ~ wix)]” dan

x K3

Ky Ky

+M/ / (1k2) — g(m)]° () - <5>]”dédn],

esitsizlikleri elde edilir.

Ozellik 5.9. Theorem 5.7 sartlar1 altinda m, M birer sabit olmak lizere m < M icin,
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olsun. Bu durumda,

MY (k1,123 30)NE (163, Kas V) (3¢,7) (5.10)
=N (3, k43 7) [T o F (K1,7) + T 24 o (12,7)]

M (K1, K23 2) | T (52,5) + Tl (4,51)|

+\7;pf,,_;g7wF(K1, K3) +k7;pr7y+;g7wF(K1,K4)

+J, +Y—ng(KZ’K3)+*7;rp£7+;g7WF<K2’K4)

2r(¢f1+mp+1 [// IP(E) ~wir)]" dgn
n K4
= [ [ letm) = g0 bw(ica) = w(&)]” dEan
K Y
K Y
= [ [ let) = gm)® bw(&) ~ wis)]” dEan

Ky Ky
+ [ [ lete) ~ gm)? i) w(é)]pdédn]

< v ;220)1, , K4,7),
= 2F((p+1 T P+1) g(K17K2’%> (KB K4 7)

esitsizligi vardir. Burada ¥ ve Y, degerleri Sonug 5.3 de oldugu gibi tanimlanur.

Ispat. (5.10) esitsizligi, Sonug 5.3 e benzer sekilde kolayca ispatlanir. [

Not 5.10. Sonug 5.9 de g(1) =1, N € [k1, k2], w(&) =&, & € [k, Ky, 2 = BE2 ve

K3+K4 alinirsa,

’}/_

F Ki+K K3+Kg4 _2¢_]F((p+1)
2 ’ 2 (Kz—Kl)q)
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¢ K3+ Ky K3+ Ky

27Ir(p+1) [ K|+ 15 5 K| + K
- (K'4—K3)p |:‘]K342>K4_F ( 2 7K3) +]K3~§K4+F ( 2 7’<4):|

290P 2 (@ + )I'(p + 1)
(12 — k1) ? (ks — 13)°

o.p
|:JK'1+K'2 K3tk F(Kl, K3) +J1c1+1<2 K3+K4+F(Kl7 K4)
2 2 2 2

+‘I(Tfl’£l(2+ K'3+K'4_F(K27K3) +‘]K1+K'2+ K'3+K4+F(K271C4):| ‘

2 2 2 2

M—m

<
- 8

(k2 — k1) (K4 — K3),,

esitsizligi elde edilir.

5.3. TRAPEZOID TiPLI YENI ESITSIZLIKLER

Bu boliimde, onceki boliimdeki sonuglari kullanarak genellestirilmis kesirli integraller i¢in

bazi yeni trapezoid tipli esitsizlikler olusturulacaktir.

Yardimci Teorem S5.11. f : A — R fonksiyonu A° iizerinde iki kez kismi tiirevlenebilir

olsun. @,p > 0igin f ¢ € L(A) ise,

F (K2, K4) + F (Ko, 3) 4 F (%1, %4) + F (K1, K3)

M (i1, k)NE (K3, ) i G-AD
NP (i3,

_—W(j k) [jK _ (Kl,K4)+\7,;P_;gF(K17K3)+jigi+;gF(K27K4)+‘7g:+;gF(Kz’K3)}
M2 (ki Kk

- g(41 2 (T (K2, K3) + T o F (K2, Ka) + Ty (K1, K3) + T b (K1, K4)]

[\71(2— m—;g,wF(Kly K3) sz_ K3+;g7WF(K1, K‘4)

TG g (82,03) + TEE gl (12, 54)]
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K K

1
- 4F(<p+1)r(p+1)//[(g(@)—g(n))"’—g(n)—g(rq))"’]

K K3

x [(w(ig) =w(8))P = (w(§) —w(K3))P] F ne (11,§)dEdn,

esitligi saglanir.

Ispat. (5.2) de » = K, ve ¥ = Ky alinirsa,

o= [ [ (e(n) = g(k))? (4(E) = w(k0))PF ye(n.E)dEdn

= (w(ia) —w(i3))P (g(k2) — g(x1)) P F (12, a)
(5.12)
—T(@+1)(w(ks) —w(K3))P T . F (K1, Ks)

—T(p +1)(g(k2) — g (k1)) 0 Tk, o F (K2, K3)

+T(Q+ DIT(p + TP ok (K1, K3),

(5.3) de »» = K» ve Y = K3 yazilirsa,

ho= [ [ (8(m) = g(x0)* (wli) = w(€))PF ye(n.E)d&dn

= —(g(k2) —g(x1))? (w(ka) —w(K3))P F (12, K3)

(5.13)
+ (@ + 1) (w(ia) —w(is))P TG o F (1,53)

+T(p+1)(g(12) — g(,k1)) P TE 1o F (12, Ka)

—T(@+ DT(p+ DTS ook (K1, Ka),
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(5.4) de » = k1 ve Y = K4 alinirsa,

K> K4

hi = [ [ (8(0k) = g(m)*(w(&) = w(ks))PF ye(n.E)d&dn

= —(g(r2) — g(11)) P (w(Ky) —w(,3))P F (K1,%2)
+T(@+ 1) (w(ks) —w(K3))P T o F (K2, K4)
+T(p+1)(g(K2) — g(k1)PTE .\ F (K1, K3)

— F(q) + I)F(p + 1)j££7x4—;g7wF(K27 K3)7

ve son olarak (5.5) de » = k7 ve ¥ = k3 yazilirsa,

K2 K4

o= [ [ (g(02) = g(m)? (w(1y) = w(€))PF e(n.E)dEan

K1 K3

= (g(12) — g(k1))* (w(ia) —w(ks))PF (1, K3)
— T+ 1) (w(is) —w(Ks3))P T 1 F (2,55)
—T(p+1)(g(k2) — 8 (1)) T, F (1, 53)

+T(@+ DT(p+ 1) TP o (K2, Ka),

elde edilir. (5.12)-(5.15) yardimuyla,

lIo—Iip—1 I
(o + (o~ 1) [lo—I10— 111 + 112]

F (K2, K4) + F (K2, K3) + F (K1, K4) + F (K1, K3)

= MY (%1, 12)N (163, k) 1
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(5.15)



NN (K3, K4)

1 [Tt (K1) + T F (K1,K3) 4+ T s (12, K) + Tl (12, 3)]

_Mg’p(Kl? K2)
4

|:L7K2 K4 — gWF(K]?KS)_'_jK'f K'3+;g,WF(K17K.4)

+j;q+1q gWF(K27K3)+'-7K1+ K’3+ng(K27K4)}7

elde edilir. L]

Teorem 5.12. Theorem 5.1 iin sartlarini saglasin. m, M birer sabit olmak iizere m < M
i¢in,

olsun. Bu durumda,

ME<K1’K2)N£(K37K4)F(K27K4)+F(K2,K3)+F(K1,K4)+F(K1,K3>

4
NP (163, %4

N W(: )[sz 8 (K17K4)+~7K2 8 (KlaK3)+j1$+;gF(K2>K4)+*7g+;gF(K2’K3)}
M (K1, 1

B (4 VL8 o (K2, 5) o Tl (20K + T (K1, K3) Tl (k1)

|:"7K2 ,K4— gWF(K17K3)+L7K' _ K‘;+;g,wF(K17K.4)

+J K+, K38, WF(KZ’ K3) +‘~7K1+ K348, WF(K27 K4)}

Ky Ky

oo [ et —sm)? = (e(m) —g(k)*)

K1 K3

< [w(reg) = w(&))" = (w(&) = w(x))" | dan|
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Ky K4

rRa p+1//| (2) (2(n) —(x2))°|

esitsizligi gerceklenir.
Ispat. (5.11) esitsizliginden,

Ky K4

4r(<p+1l)r(p+1)//[(g(Kz)—g(n))"’—(g(n)—g(m))“’] (5.17)

K| K3

< [0t =8 = &) i)' ] (Fgen. &)= "2 ) agam

2
1 K Ky
= Frorir T / J [(600) —2m)® = (s(m) —s(x)*)

x [ (i) = (&) = (w(&) —w(ks))" | F e (n, E)dEdn

K Ky
TR / / (e(m) - ¢(x1))?)

x| (w(e) = w(€))” = (w(&) —w(Ks))’ | d&an

F (K2, K4) + F (K2, 83) + F (%1, K4) + F (K1, K3)

= MY (%1, 12N (163, k) )

N (K3, %4
: 4 )[jrc(g—;g’r(’(hm)+*7Kq;—;gF(K1’K3)+~712+;gF(K27K4)+\7£+;gF(K2’K3)}

M2 (k1 &
_¥ [jyg_;wF(Ké,K3)+j1g+;wF(K2,1(4)—|—j’g_;WF(K1,K3)+j,g+;wF<K],K4)}

!
3 (T8 gl (K1 5) + T8 gl (K1 50)

+j’gi£"<47;g’WF(K2’ K3) + j’ﬁﬁ,Kzﬂg,wF(K% 7(4)}
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Ky K4

[ [ a2 = gm)® = (s(m) — g(x1))?)

K1 K3

_ m+M
8+ 1)I'(p+1)

x [ w(ies) =w(€))’ = (w(&) —w(xs))"| d&an,
yazilabilir. (5.17) esitsizliginin modiilii alinirsa,

F (K2, K4) + F (Ko, ,3) + F (1, K4) + F (K1, K3)
4

M (K1, 12)NB (K3, Ka)

NP K3, K4
_—W(43 ) [j;g_;gF(Kla K1) +j,2’;_;gF(1q, K3)+j,g+;gF(K2»K4) +~712?+;gF(K27 K3)]

M? (k)%
_ M <41 2) [Tl (K2,K3) + TR ol (Koy k) + T b (K1, K3) + Tl (K1, Ka)]

I
7 (T8 gl (K1,88) + TE gl (K1, 7)

Ky K4

S arrai: e WACIEY (e(m) —¢(x1))”

< [(wi) = w(€))’ = (w(&) — w(x))" | déan]

Ky K4

1
o Tt /] /10 —sm)? — (sm) ~g(s2))"

K1 K3

IN

x| (w(ree) = w(&)) = (w(&) — wlxs))'|

Fas(n.8) ="M agan

Ky K4

Sraan e WAL (1) - 5(x1))®

K1 K3

IN

x| (w(ka) =w(§))" = (w(§) —w(Ks))"| d&an,
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bulunur ve ispat tamamlanr. [
Not 5.13. Theorem 5.12de g(n) =1, n € [k1, k] ve w(&) =&, & € [k3, k4] segilirse,

F (Ko, ke) +F (K2, &3) + F (K1, k) + F (K1, K3)
4

Tle+1)
i x)° T8 (k1) + I8 F (K1, K3) + T8 L F (Ko, k) + T8 F (Ko, K3)]

I(p+1
_ T+l [Te,_F (K, K3) + J%

4(ks— 13)P L F (Ko, Ka) + T, _F (K1, K3) + T, F (K1, Ks)]

e+ 1)I(p+1)
4(ky—K1)? (k4 — K3)P

VB (53,1 I (61,00) 4 T80 1 (52,05) 4788 T (12,0

<A (1) 1),

elde edilir.

74



6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢aligsmada ilk olarak genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla L., ve L, uzaylarina
ait fonksiyonlar i¢in Trapezoid ve Ostrowski tipli esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica
kismi tiirevleri sinirli olan fonksiyonlar i¢in bazi1 Trapezoid ve Ostrowski tipli esitsizlikler
ispatlanmistir. Diger yandan, elde edilen Ostrowski esitsizliklerin 6zel durumlar olarak
baz1 Midpoint tipli esitsizlikler verilmistir. Daha sonra, genellestirilmis kesirli integralin
ozel secimleri yardimiyla, Riemann-Liouville kesirli integralleri ve Hadamard kesirli

integralleri i¢in trapezoid ve Ostrowski tipili esitsizlikler sunulmustur.

Sonraki ¢alismalarda, bu tezde elde edilen esitsizlikler farkli kesirli integraller i¢in de
ispatlanabilir. Ayrica bu tezde kullanilan ispat yontemleri kullanilarak Simpson, Bullen,

Newton vb. gibi onemli esitsizlikler de elde edilebilir.
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