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FiZiKTE BAZI OZEL PROBLEMLERIN ELIiPTiK BIKUATERNiYONLAR
ILE TEMSILI

OZET

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; ilk alt baglikta literatiir 6zetine yer verilerek kompleks sayilar, p—

kompleks sayilar, kuaterniyonlar gibi matematikte ¢ok 6nemli say1 sistemleri, fizikteki
Lorentz doniisiimleri, agisal momentum ve Dirac denklemi, rolativistik
elektromanyetizma ve Maxwell denklemleri, Proca-Maxwell denklemleri gibi bazi
onemli ¢aligmalarin genel bir degerlendirmesi yapilmistir ve ikinci alt baslikta bu tezin
amaci verilmistir.

Ikinci béliimde, eliptik bikuaterniyonlar cebri tanitilarak eliptik bikuaterniyonlar ile
ilgili temel kavramlar verilmistir.

Uciincii bolumde, 6zel gérelilik ile uyum igerisinde olan Lorentz déniisiimleri ilk defa
eliptik bikuaterniyonlar ile incelenmistir. Eliptik bikuaterniyonlar agisindan 6zel
matrisler tanimlanarak bu 6zel matrisler yardimiyla 4x4 tipinde eliptik ve 8x8
tipinde reel matrisler verilmistir. Ayrica sol Hamilton operatériine karsilik gelen matris
temsilleri sayesinde eliptik bikuaterniyonlarin cebirsel yapisinda olmayan degisme
0zelligi sorunu ortadan kalkmistir. Daha sonra uzay-zamani iliskilendiren eliptik
bikuaterniyon ifade edilmistir. Ayrica bu ifadenin eliptik matris temsili verilmistir. Bu
sayede rolativistik donlisim bagintisinin - sonucunda elde edilen eliptik
bikuaterniyonun uzay ve zaman bilesenleri kolaylikla goriilebilmektedir. Eliptik
bikuaternionlarin cebirsel yapisinin bir 6zelligi olarak 1> = p <0 oldugundan p =-1

alarak eliptik bikuaterniyonlarin kompleks yapiyr kapsadigi da gosterilmistir. Daha
sonra rOlativistik dOniisim bagintisinin  yardimiyla elde edilen Lorentz
dontisiimlerinin, eliptik bikuaterniyonlar ile de ifade edilebilecegi goriilmiistiir. Ayrica
elde edilen bu matematiksel denklemlerin matris temsilleri verilmistir. Daha sonra
elektrik ve manyetik alanlarin rélativistik doniisiim bagintisi, eliptik bikuaterniyonlar
vasitastyla incelenmistir ve rdlativistik elektromanyetizma bagintilari elde edilmistir.
Bu bagintilar1 elde etmek i¢in iki farkli yontem kullanilmistir. Burada ilk yontem
eliptik Lorentz doniisimleri altinda elde edilen elektrik alan ve manyetik alandir. Diger
yontem, eliptik bikuaterniyonik rolativistik doniisiim bagintis1 yardimiyla elde edilen
elektrik ve manyetik alanin rolativistik bicimleridir. Elde edilen bu sonuclar
karsilastirilarak hangi yontemin kullanigh oldugu arastirilmistir.

Dordincu boélimde ise eliptik bikuaterniyonlar ile agisal momentum ve Dirac
denklemi ve ¢oziimleri aragtirilmistir. Bu diisiinceyle eliptik bikuaterniyonlarin eliptik
Pauli matrisleri ve eliptik taban matrisleri verilmistir. Daha sonra eliptik
bikuaterniyonik agisal momentum ifade edilmistir. Ayrica serbest parcacik i¢in Dirac
denkleminin eliptik bikuaterniyonik yeni formulasyonu ifade edilerek bu denklemin
coziimleri ele alinmistir. Daha sonra rotasyonel parcgacik icin eliptik bikuaterniyonik
Dirac denklemi ifade edilmistir.
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Besinci boliimde ise eliptik bikuaterniyonik rdlativistik esnek ¢arpisma problemi ele
almmistir. ilk olarak bir pargacigin eliptik bikuaterniyonik momentumu, hizi gibi
nicelikleri tanimlanmistir. Bu ifadelerin eliptik bikuaterniyonlar agisindan matris
temsilleri verilmistir. Daha sonra Lorentz doniisiimleri i¢in rolativistik doniisiim
bagintis1 verilmistir. Ayrica rolativistik donilisiim denklemi ile eliptik bikuaterniyonik
rOlativistik esnek carpigsma problemi ¢oziilerek gerekli sonuglar verilmistir.

Altinct bolimde ise tezin sonuglarinin bir degerlendirmesi yapilarak bundan sonra
yapilacak olan arastirmalara yonelik onerilerde bulunulmustur.
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REPRESENTATION IN TERMS OF ELLIPTIC BIQUATERNIONS OF
SOME SPECIAL PROBLEMS IN PHYSICS

SUMMARY

This thesis consists of six chapters.

In the first subsection of the first chapter, a summary of the literature has been given,
and a general evaluation of some important studies such as complex numbers, p-

complex numbers, quaternions in mathematics, Lorentz transformations in physics,
angular momentum, and Dirac equation, relativistic electromagnetism and Maxwell
equations, Proca-Maxwell equations has been made. In the second subsection, the aim
of this thesis has been given.

In the second chapter, the algebra of elliptic biquaternions has been introduced.,
definition of the elliptic biquaternions sentence related to this algebraic structure,
quaternionic product, quaternionic inner product, conjugate definitions of quaternion,
norm of an elliptic biquaternion, modulus of an elliptic biquaternion, modulus of
elliptic biquaternion, inverse of an elliptic biquaternion expressions such as theorem
that elliptic biquaternion can also be expressed with the help of hyperbolic functions
are given. Given the concepts in this chapter form the basic for other chapters.

In the third chapter, Lorentz transformations, which are in accordance with special
relativity, have been investigated for the first time with elliptic biquaternions. As it is
known, Lorentz transformation relations form the basic of the theory of relativity.
Lorentz transforms are important in that they explain how to observe the speed of light
independent of the reference frame, how the measurements of space and time
measured by two observers are related and are in harmony with special relativity. In
addition, it is important to give matrix representations in order to make mathematical
expressions more descriptive. In this respect, elliptic Pauli spin matrices were first
defined. Then, 4x4 type matrix representations and right and left Hamiltonian matrix
representations are expressed. In addition, elliptic biquaternionic special matrices are
defined and the elliptic 4x4 and type real matrix 8x8 have been given with the help
of these special matrices. In addition, thanks to the matrix representations
corresponding to the left Hamilton operator, the problem of the nonexistence of the
commutative property in the algebraic structure of elliptic biquaternions has been
eliminated. Then, the elliptic biquaternion R =ct + Ir, which relates space-time, has
been expressed. The elliptic number “1 > plays an important role in expressing
physical quantities more clearly and in easily distinguishing quantities with different
physical structures from each other. In addition, the elliptic matrix representation of
this expression has been given. Many physical quantities can be expressed in up to
eight dimensions with elliptic biquaternions. In this way, the space and time
components of the elliptic biquaternion obtained as a result of the relativistic
transformation relation can be easily seen. It has also been shown that elliptic

biquaternions include complex structure by taking p=-1, since 1°=p<0 is a

feature of the algebraic structure of elliptic biquaternions. Thus, it has been seen that
the Lorentz transformations obtained with the help of the relativistic transformation
equation can also be expressed with elliptic biquaternions. It was possible to describe
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the electric field E and the magnetic field H with a single elliptic biquaternion. Here,
the real component represents the magnetic field and the elliptic component represents
the electric field. In addition, matrix representations of these mathematical equations
have been given. Then, the relativistic transformation relation of electric and magnetic
fields has been investigated by means of elliptic biquaternions, and relativistic
electromagnetism relations have been obtained. Two different methods have been used
to obtain these relations. Here, the first method, is the electric field and magnetic field
obtained under elliptic Lorentz transformations. The other method is the relativistic
forms of the electric and magnetic fields obtained with the help of the elliptic
biquaternionic relativistic transformation relation. As a result of the relativistic
transformation relation, the magnetic and electric field components are simply
distinguishable. These results have been compared, and it has been investigated which
method is more useful. Moreover, the elliptic biquaternionic differential operator D
has been defined. Thanks to the effect of the conjugate of this operator on the elliptic
biquaternion P, which combines the electric and magnetic fields in the elliptic
biquaternionic sense, it has been possible to combine all of Maxwell's equations into
a single equation. From the point of view of special relativity in electrodynamics, it
has been possible to summarize Maxwell's equations and write them in a relativistic
way with elliptic biquaternions. Thanks to elliptic biquaternions, it is possible to obtain
an elegant electrodynamic formulation in which Maxwell's equations are reduced to a
single elliptic biquaternion equation. Then, generalized gravity, which includes the
terms Proca-type and gravitomagnetic monopole, has been investigated through
elliptic biquaternions, a new algebraic structure. In addition, the Proca-Maxwell
equations, a more compact and useful formulation of the most general form of the
Klein Gordon equation for the gravitational mass-bearing particle, have been discussed
in terms of elliptic biquaternions. For the first time, elliptic biquaternions and Proca-
Maxwell equations have been investigated and the results have been discussed.
Compared to others, the mathematical structure of elliptic biquaternions provides more
interesting, useful and elegant formulations for realizing many alternative
representations in physics, such as gravity and electromagnetism. Moreover, it has
been proposed to write the electromagnetic energy conservation by means of elliptic
biquaternions together with the magnetic monopole. All field equations of gravity have
been expressed as an elliptic biquaternionic equation. In addition, thanks to elliptic
biquaternions, it has a different perspective and importance in terms of being an
additional term to Maxwell-like equations. Proca-type generalized gravitational wave
equation has been obtained in an elegant and compact manner. Moreover, the Klein-
Gordon equation for the graviton has been developed with the help of elliptic
biquaternions. An alternative formulation in terms of elliptic biquaternions has been
proposed for gravitoelectromagnetic energy conservation. The imaginary part of the
conservation of electromagnetic energy by means of elliptic biquaternions represents
Poynting's theorem. The Poynting vector for the energy density together with the
graviton mass is directly dependent on the scalar and vector potentials. On the other
hand, physical interpretations have been made for the vector and elliptic vector parts
of the Proca-Maxwell equations for the scalar part, and it was seen that the vector part
has been related to the energy-momentum.

In the fourth chapter, elliptic biquaternions, angular momentum and Dirac equation
and their solutions have been investigated. In these regards, elliptic Pauli matrices and
elliptic base matrices of elliptic biquaternions have been given. We have defined new
elliptic Dirac matrices with these matrices that we have defined for elliptic
biguaternions. We have associated elliptic Dirac matrices with elliptic biquaternionic
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bases. We have obtained the solutions of the Dirac equation with these matrices. Then,
the elliptic biquaternionic new formula of the known Dirac equation for the free
particle, which gives the energy-momentum relations depending on the motion of the
electron in space-time, has been described. In addition, an elliptic biquaternionic mass
has been defined. Here, the scalar part corresponding to the unit bases of the elliptic
biquaternion has been associated with the rest mass and the vector part as the moving
mass. Moreover, the Dirac equation for the rotational particle has been written in a
simpler and compact form that includes the elliptic biquaternionic rotational energy
and angular momentum. Later, the elliptic biquaternionic spinor has been defined.
Thanks to the elliptic biquaternionic definition of this wave function, elliptic
biquaternionic energy and angular momentum solutions have been expressed. With
these solutions, the elliptic behavior of the quantum wave spinor function associated
with the interaction between elliptic biquaternionic spin and orbital angular
momentum has been expressed. The obtained these expressions represent the positive
and negative energy solution of the rotational particles. These expressions are very
useful for fields such as quantum mechanics, general and special relativity.

In the fifth chapter, elliptic biquaternionic relativistic elastic collision problem has
been discussed. First, quantities such as elliptic biquaternionic momentum and
velocity of a particle have been defined. Matrix representations of these expressions
in terms of elliptic biquaternions have been given. Then, the relativistic transformation
relation has been given for Lorentz transformations. The main problem here is to find
the total elliptic biquaternionic momentum in two different reference frames before
and after the collision: First, it is to find the rest reference frame of the target S and
then the rest reference frame of the bullet S’. Maintaining the relative velocity and
then using a Lorentz transform then reduces the problem to solving a linear equation.
As a result, the elliptic biquaternionic relativistic elastic collision problem has been
solved by the relativistic transformation equation and the necessary results have been
given. Afterwards, found expressions in a table have been analyzed and this table has
been given in the results section.

Finally, in the sixth chapter, we have present some results of our study, to which the
interested reader has been sincerely invited. We have given a table from which
inferences have been made about the velocity v, obtained as a result of the relativistic

elastic collision problem. Here, obtained results about the velocity v, for different real

values of the real number 1° = p <0 such as -4, —1 ve —0,25, respectively have

been given. An assesment of these results has been made. Moreover, an evaluation of
the results of the thesis was made and suggestions has been advised for future research.
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1. GIRIS
1.1. Literatir Ozeti

R reel sayilar climlesini gostermek iizere, her X ve y reel sayisiigin z = (X, y) ifadesi
bir sirali ikili olarak adlandirilmaktadir. Elemanlar1 (X, y) bi¢iminde siralanmis olan

reel say1 ciftine kompleks sayilar denir. Kompleks sayilar ciimlesi
(C:{z:x+iy:x,yeR, i2 :—1}

biciminde ifade edilir [1]. Kompleks sayilardan yararlanan ilk kisiler G. Carden ve R.
Bombelli adli italyan matematikgilerdir. Diger taraftan Yaglom genellestirilmis
kompleks sayilar1 dogal (ordinary), dual ve double sayilar olarak ifade etmistir. Dogal
kompleks sayilar i* =—1 olmas1 durumudur. Ingiliz geometrici W. Clifford, i* =1
oldugu “double” kompleks sayilar1 gelistirmistir. Alman geometrici E. Study daha

sonra kinematik ve ¢izgi geometrisi Uzerinde ¢alismalar yaparak farkli teoremler

ortaya koymus ve i* =0 olan durumda dual sayilar ortaya ¢ikmistir. Yaglom, ordinary,
dual ve double sayilar1 kompleks say1 sisteminin iki parametreli ailesinin dzel Uyeleri

olarak ifade etmis ve genellestirilmis kompleks sayilari
z=x+iy (x,yeR) ,i’=iq+p (q. peR)

bigiminde tanimlamistir [1]. Harkin ve arkadaslar1 i =iq+ p ifadesinde q=0 igin

i = p durumunu alarak genellestirilmis kompleks say1larin

diger say1 sistemlerine izomorf oldugunu gostermis ve p —kompleks sayilar sistemini

CCp ile temsil ederek,
Cp :{x+iy: x,yeR, i’ = p}

seklinde tanimlamigtir. Ayrica p —trigonometrik fonksiyonlari



cos (Hp\/H) , p<0 ise
cos, 6, =4 1 , p=0 ise (1.1)

cosh(d,4/p) , p>0 ise

ve

ﬁsin (ep\/@ , p<0 ise
P
sin,@,=4 1 ,  p=0 se (1.2)
%sin(ep\/a) , p>0 ise
p

seklinde tanimlamistir [2].

Son zamanlarda p-kompleks sayilar ile ilgili, p-—kompleks duzlemde

genellestirilmis Steiner formiilii ve Holditch teoremi adli c¢alisma [3] kaynagi
tarafindan verilmistir. Kuaterniyonlar 1843 yilinda W. R. Hamilton tarafindan

kesfedilmis olup reel kuaterniyonlar cimlesi;
H ={q =0, + 0, +0,&, +0:€; : 0y, 0, 0, s € R}
bi¢iminde ifade edilmistir. Burada e, €,, €, birimlerinin ¢arpim

e, ®e =e,®¢,=¢,0e,=-1 e ®e, =—¢, Q¢ =¢,
e,®e, =—¢,Qe, =6, e, Qe =-¢ ®e, =¢,
seklinde tanimlanir [4].

1853 yilinda W.R. Hamilton bikuaterniyonlar (kompleks kuaterniyonlar) ctimlesini

tanimlamistir  [5].  Diger taraftan e,e,,e, Kuaterniyon birimleri, reel

kuaterniyonlardaki birimlerle tamamen ayni olmak {izere bu climle,

He :{Q:Q0+Qle1+Qzez+Qgeg 1Q,,Q,,Q,,Q, EC}



biciminde ifade edilir ki burada e, e,,e, (¢ boyutlu uzaydaki birim baz vektorleridir

[6]. Dolayisiyla Q kuaterniyonu skaler ve uzaysal vektdrin lineer birlesimi olarak

yazilir [7].

Popiiler bir matematiksel yapi olan kuaterniyonlar fizikte, rélativistik mekanik,
elektromanyetizma, Ozel gorelilik, kuantum mekanigi gibi pek ¢ok alanda
kullanilmaktadir. P. A. M. Dirac, E. Schrdodinger, M. Born, W. Heisenberg gibi nlu
fizikgiler tarafindan kuantum mekaniginin 1927-1932 yillarinda, bulunusundan ve
gelisiminden sonra birgok aragtirmaci tarafindan kuaterniyonlar kullanilmis ve yaygin
bir hale gelmistir. Rolativistik incelemelerde kuaterniyonlar kullanilarak Lorentz
dontigimlerine  iliskin  ¢aligmalar  [8]-[11] kaynaklarindan  goriilebilir.
Elektromagnetizm ile ilgili [12] tarafindan yapilan ¢alisma kuaterniyonlar agisindan
Oonem arz etmektedir. Kuaterniyonlar vektorlerin kullanildig: birgok fiziksel nicelikleri
temsil etmede 6nemli bir yere sahiptir. K. Ozdas tarafindan 1989 yilinda yapilan [13]
calismasinda skaler ve vektorel biyukluklerin bir kuaterniyon olarak temsil
edilebilecegi gosterilmistir. Fiziksel nicelikleri ifade etmek amaciyla [14] tarafindan
yapilan ¢aligma oldukga dikkat cekmektedir. Bu ¢aligmalar sayesinde is ve tork gibi
blyukliklerin ifadesi, acisal yer degistirme, hiz, ivme ve momentum gibi klasik
mekanige iliskin vektorel biylklukler kuaterniyonlarla ifade edilebilmektedir. Son
zamanlarda, fizikte kuantum mekanigi alaninda [15] tarafindan yapilan ¢alisma Dirac
denkleminin kuaterniyonlar ile ifade edilmesi agisindan dikkat g¢ekmektedir.
Kuaterniyonlarin bilgisayar bilimleri, diferensiyel geometri, kinematik ve analiz gibi

cesitli aragtirma alanlarinda da birgok uygulamasi vardir [16]-[18].

Kuaterniyonlar teorisinin zaman iginde reel kuaterniyonlar, kompleks kuaterniyonlar,
dual kuaterniyonlar gibi gesitleri ortaya ¢ikmistir. Son zamanlarda, fiziksel sistemleri
alternatif bir sekilde temsil etmek i¢in kompleks say1 sistemlerinin 4, 8 ve 16 boyutlu
yapilara genisletildigi oktonyon ve sedeniyon gibi matematiksel yapilar ortaya
cikmistir.  Kompleks kuaterniyonlar veya bikuaterniyonlar, kuaterniyonlar1 da
kapsayan cebirsel bir yapidir. Bikuaterniyonlar matematik ve fizikte pek cok uygulama
alanlarma sahiptir. Bikuaterniyonlarin fizikte daha cok genel ve ozel rélativite,
rolativistik mekanik ve elektromanyetizma ile kuantum mekanigi alaninda
uygulamalar1 olmustur [19]-[25]. A.W. Conway rolativistik kuantum mekaniginin
dalga denklemi olan Dirac denklemini incelemis ve kompleks kuaterniyonlari

kullanmistir [26]. Dirac denklemi, kuantum alan teorisinin baglamasini saglamistir.
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Dirac denkleminde goriilen negatif enerjili pargaciklarin gergekte negatif olmadiklari
aslinda bunlarin pozitif enerjili anti pargaciklar oldugu kuantum alan kurami ile

belirtilmistir.

Bagska bir 6nemli ¢alisma, par¢acik mekanik denklemlerinin, 4 — momentum korunum
formiillerinin ve elektromanyetizma denklemlerinin kompleks kuaterniyonlar araciligi
ile ifadesidir [27]. ROlativistik elektromanyetizmada kompleks kuaterniyon
formiilasyonu kullanilarak Maxwell denklemlerinin Lorentz doniisiimleri altindaki
yeni formlar1 [28]-[31] kaynaklarinda ele alinmistir. Daha sonra kompleks kuaterniyon

cebri ile tum 2x2 kompleks matris cebri M, (C) birbirine izomorf oldugu

gosterilmigtir. Bu izomorfizma

y:He —> Mz((c) ) V/(Qo +Qe, +Q,8, +Q393) = QO Q8 Q _Q381:|

Qz - Q3e1 Qo 4 Qlel

bi¢iminde tanimlanmistir [32]-[37]. Bu izomorfizma sayesinde bir¢ok arastirmaci
caligmalar yapmustir. Bunlardan biri de Lorentz doniisiimlerinin kompleks
kuaterniyonlar ile matrisel ifadeleridir [38]. Bir baska ¢alisma ise Negi ve arkadaslari
tarafindan kompleks kuateriyonlarin matris temsilleri verilerek kompleks
kuaterniyonlar ile verilen Maxwell denklemlerinin kapal1 ve agik formlaridir [39]. Ote
yandan, homojen olmayan ortamlarda Maxwell denklemlerinin yaklasik ¢oziimlerini
elde etmek igin yeni bir yaklagim [40] kaynaginda incelenmistir. Benzer olarak bagka
bir calismada ise bikuaterniyonlar araciligi ile elektrodinamik denklemlerinin

analizindeki son gelismelere genel bir bakis sunulmustur [41].

Dirac [42] kaynaginda ele alinan c¢aligsmasinda, elektrik yikiiniin Hamiltonian’1
kullanarak gelistirdigi bir kuantizasyonu igin, tek bir manyetik kutup olmasi
gerekliligini ifade etmistir. Varligi hakkinda hala tartigmalar olsa bile Dirac’in
manyetik monopol teorisi [43], klasik Maxwell denklemlerinin [44] uzantilarindan
biridir. Elektromanyetik alanlar ve kiitlegekim alanlar arasinda simetrik bir bigimin
elde edilmesi manyetik monopol terimlerinin ifadesiyledir [45]. Dirac’in manyetik
monopol teorisinin bir sonucu ile yergekimi i¢in manyetik kiitlenin varligi,
elektromanyetizmadaki manyetik yiik ile benzerlik gosterir. Bagka bir ¢caligmada ise
Heavisidian monopoller ile lineer gravitasyonel (kutlecekimsel) alan denklemlerinin
kuaterniyonik formu ifade edilmistir [46]. O. P. S. Negi ve arkadaslar1 da bunun ile

ilgili benzer ¢aligmalar igin bikuaterniyonlari kullanmistir [47]-[48]. Bikuaterniyonlar
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ve kuaterniyonlar kullanilarak Maxwell denklemlerinin temsillerini gergeklestirme
girisimlerini agiklayan bir¢ok makale vardir [49]-[50]. Majernik, bikuaterniyonik
Maxwell denklemlerinin genisletilmis bi¢imini kullanarak Maxwell-like gravitasyonel
alan denklemlerini genellestirmistir [51]. Ayrica Rajput, gravitomanyetik kiitle ile
manyetik monopol ifadeleri ile iliskili olarak genellestirilmis kiitlecekim alan1 ve
genellestirilmis elektromanyetik alan arasindaki simetrik yapiyr gostermistir [52].
Fotonun kiitlesinin sifirdan farkli oldugu g6z Oniine alindiginda Maxwell
denklemlerinin elektrodinamigi genellestirilmis Proca denklemlerine genisletilebilir
[53]. Benzer sekilde gravitonun kiitlesinin sifirdan farkli oldugu goz 6niine alindiginda
Proca denklemleri elde edilebilir. Argyris ve Ciubotariu elektromanyetizma igin,
gravitonlarin sonlu kiitlesini varsayarak buradan kaynaklanan terimlerin eklenmesi ile
Proca-tip kiitlegekim alan denklemlerini elde etmislerdir [54]. Ayrica son zamanlarda
Clifford cebri kullanilarak kitlegekim ve elektromanyetik alanlar igin lineer alan
denklemleri incelenmistir [55].

Enerji ve akig nesnelerin bir dzelligidir ger¢ek veya maddi bir sey degildir. Poynting
vektorii enerji akismin yogunlugu olarak yorumlanabilir. Icerisinde elektrik ve
manyetik alanin oldugu bir korunum denklemi olarak poynting teoremi elde edilmistir.

Poynting teoremi literatlirde is-enerji teoremi olarak da bilinmektedir [56].

Ote yandan diger kuaterniyon gesitleri i¢in fizikte pek cok caligmalar yapilmistir [57]-
[60]. Diger taraftan eliptik bikuaterniyonlarin 2x2 eliptik matris gosterimi icin

izomorfizma [61] kaynaginda

o HC, - M,(C,),

1 1
A+——IA -A-—IA
A=A+Ae +Ae, +Ae, >o(A)= |1p| \/lm (1.3)
A-——IA A-—IA
e el

seklinde tamimlanmustir. Burada o fonksiyonu, 1-1, orten lineer izomorfizmadir.
HC, ve M,(C ) sirastyla eliptik bikuaterniyonlar kiimesini ve 2x 2 tipinde eliptik
matrislerin kiimesini gostermektedir. Eliptik bikuaterniyonlar hakkinda daha ¢ok

bilgiye [62]-[63] kaynaklarindan ulasilabilir. Eliptik bikuaterniyonlar agisindan fizikte
bazi galismalar [64]-[67] tarafindan yapilmistir.



1.2. Tezin Amaci

Bu calismada, farkli ozellikteki bir¢ok fiziksel niceligin eliptik bikuaterniyon
araciligiyla birlikte ifade edebilmeyi ve hem matematiksel hem de fiziksel ¢alismalar
icin farkli bir bakis agis1 kazandirilarak eliptik bikuaterniyonlarin kullanim alaninin
genisletilebilmesi amaglanmaktadir. Lorentz doniisiimleri fizikte, birbirine gore sabit
hizlarda hareket eden iki koordinat g¢ercevesi altindaki koordinat doniigiimleridir.
Einstein tarafindan one siiriilen 6zel rolativite teorisinin temelinde Lorentz doniisiim
bagintilar1 yatar. Bu doniistimler adin1 Hollandali fizik¢i Hendrik Lorentz’den almustir.
Lorentz dontigiimleri 6zel gorelilik ile uyum igerisindedir. Maxwell denklemleri
Lorentz doniisiimlerini saglar ve ozel rolativite teorisi ile uyum igindedir. Maxwell
denklemleri elektrik alanin ve manyetik alanin davranislarini agiklamasi agisindan
onemli fizik yasalaridir. Bu bakimdan bu tiir fiziksel denklemleri her agidan ele almak

literatiirdeki boslugu doldurmak acisindan da 6nem arz etmektedir.

Tezde giris kismi, temel kavramlar ve eliptik bikuaterniyonlarin cebirsel yapisi ile
birtakim O6zellikleri verildikten sonra eliptik bikuaterniyonlar agisindan ele alinan
fizikte baz1 6zel denklemler ve problemler iiglincii, dordiincii ve besinci boliimlerde

yer alip bu boliimler tezin orijinal kismini olugturmaktadir.

Tezin orijinal kisminin ilk adiminda eliptik bikuaterniyonlar ile Lorentz denklemleri
ve rolativistik notasyonda elektromanyetizma konusu ele alinmistir. Bu kisim tezin
orijinal kismmin 3. Boliimiinde yer almaktadir. Bu baglamda elektrik ve manyetik
alanlarin eliptik Lorentz doniisiimleri, elektrik ve manyetik alanlarin eliptik
bikuaterniyonik doniisiimleri ifade edilmistir. Daha sonra, Proca-Maxwell denklemleri
ve Proca-tip genellestirilmis kitle ¢ekimi ilk defa eliptik bikuaterniyonlar agisindan
arastirilarak 6nemli sonuclari elde edilmistir. Ayrica elektromanyetik enerji korunumu

ifade edilmistir.

Ikinci adimda ise tezin orijinal boliimii olan 4. Bolimde eliptik bikuaterniyonlar ile
acisal momentum ve Dirac denklemi eliptik bikuaterniyonlar acisindan ilk defa ele

alinmustir.

Son adimda ise tezin orijinal bolumu olan 5. Bolimde rolativistik esnek ¢arpisma

problemi incelenerek kapsamli ve genel bir ¢6ziim elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde verilen bazi temel kavramlar diger bolimler icin temel olusturmaktadir.

Diger boliimlerde bu kavramlardan yararlanilacaktir.

2.1. Eliptik Bikuaterniyonlar Cebri ve Temel Ozellikleri

Tamim 2.1.1. Bir eliptik bikuaterniyonlar kiimesi
HC, ={A=a+la'=Ag, +Ae + Ae, + Ag, 1 A, A, A, A eC, | (2.1)

olarak tanimlanmir. Burada 1> =p <0 reel saytyt ve A =a +la’,a €R, 0<i<3,

sayilar1 eliptik sayilar1 gosterir [62]. Dolayisiyla (2.1) denklemindeki tanimdan

yararlanarak bir A eliptik bikuaterniyonu
A=(a,+lay)e, +(a,+la))e +(a, +1a;)e, +(a, + la;)e; =a+1a’ (2.2)

seklinde yazilabilir.

Kuaterniyon taban elemanlari ¢,,e,,e,,e, Tablo 2.1°de verilen ¢arpim kuralina uyarlar
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Tablo 2.1. Kuaterniyon taban elemanlari ¢arpim tablosu.

® €, e e, e,
e0 e0 el e2 e3
e e -8, € =€
e, e, —€; —€ €
€, €, €, —€ €

Tamim 2.1.2. Herhangi bir A € HC | eliptik bikuaterniyonunun skaler kismi sifir ise
A ’ya piir eliptik bikuaterniyon denir [62].
Tamm 2.1.3 Bir A=Ag,+Ae +Ag, +Ag, cHC_ verilsin. Burada (A,) eliptik

sayisina A ’'nin skaler kismi, (Ae + Ae, + Ag,) ifadesine ise A ’nin vektdrel kismi

denir. Buna gore A eliptik bikuaterniyonunun skaler ve vektorel kisimlari sirasiyla
S(A) = Ag,, V(A)= Ae + Ag, + Ag, biciminde yazilabilir. Bu durumda A eliptik

bikuaterniyonu skaler ve vektorel kisminin toplami cinsinden

A=S(A)+V(A)= A +A (2.3)

seklinde ifade edilebilir [62]. Gosterimin basitligi agisindan tez boyunca V (A)= A
ile gosterilmistir.
Tanm 2.1.4. A=Ag,+Ag +Ag, +Ag, ve B=Bye,+Be +B,e,+Be, gibi iki

eliptik bikuaterniyonun toplami ve kuaterniyonik ¢arpimi sirasiyla

A+B= (Ag +Ae +Ag, +Ag;)+(Bye, +Be +Be, +B.e,)
A+B = (A +B))+(A+B)e +(A +B,)e, +(A +B,)e,



A®B=(Ag, +Ae +Ag, + Ae,) ®(Bye, + Be +B.e, +B.g;)

A®B :(AbBo _AlBl_AZBZ _A3Ba)+(AoBl+AiBo +AzBa _A3Bz)e1
+(A\)Bz _A183+AzBo +AsBl)ez +(AOB3+A182_A281+A380)93

seklinde tanimlanir [62]. Burada “®” sembolii kuaterniyonik ¢arpimi gdsterir.
Tamm 2.1.5. Herhangi A= Ag,+Ag, +Ae, +Ag, ve B=Byg,+Bg, +B,e, +B,g,
eliptik bikuaterniyonunun  karsilikli  bilesenleri esit yani, A, =B,,A =B,
A, =B,, A, =B, ise A ve B eliptik bikuaterniyonlar esittir denir.

Ayrica herhangi iki eliptik bikuaterniyonunun kuaterniyonik carpimi diger bir
ifadeyle,

A®B= (A, + A)®(B,+B)= AB, + AB, + BA —(A,B)+ ArB (2.4)

biciminde verilir [78]. Burada “(,) ve “ A sembolleri ii¢ boyutlu uzaydaki i¢ ¢arpim

ve vektorel carpimi gostermektedir.

Tamm 2.1.6. Bir A=Ag,+Ae, +Ae, + Ae, =S(A)+V (A) eliptik bikuaterniyonu
icin kuaterniyonik eslenik, kompleks eslenik ve total eslenik olmak iizere ii¢ ayri

eslenik sirasiyla;

A=A~ Ag — A, — Ag, =S(A)-V (A) (2.5)

A =(A)e+(A)e+(A)e+(A)e=(S(A) +V(A) (2.6)

AT =(A) =(A)=(A) e -(A)e —(A)e,~(A)e,=(S(A) -(V(A))  @7)

seklinde tanimlanir [63].

Tamm 2.1.7. Herhangi iki A ve B eliptik bikuaterniyonlarinin i¢ ¢arpimi



(AB), = (A®B+|§®A)=1(A®|§+B®A) (2.8)

N
N |

seklinde tanimlanir. Burada “ <,> o ” sembolii kuaterniyonik i¢ carpimi temsil eder [63].
Tamim 2.1.8. Herhangi bir A eliptik bikuaterniyonunun normu

NA:<A,A>Q:A®A:A®A:A)2+A12+A22+Af (2.9)

seklinde tanimlanir. Ayrica yukaridaki = esitlikte A =g, +1g/eC_ ,0<i<3
oldugundan N,’ nin A=0 iken de sifira esit olabilecegi yukardaki esitlikten

goriilmektedir. Dolayisiyla HC  eliptik bikuaterniyonlar cebirinde A=0 iken

AQRA=AQA esitligini saglayan A eliptik bikuaterniyonlart mevcuttur ve HC 0

eliptik bikuaterniyonlar cebiri sifir bélenler icerir. Bundan dolayi, genel literatiire

uygunluk agisindan HC | eliptik bikuaterniyonlar uzayinda norm terimi yerine semi-

norm terimi kullanilir [78].

Semi-normu sifirdan farkli olmak sart1 ile bir A eliptik bikuaterniyonunun tersi ise,

A‘lzNA seklinde wverilir. Bir A eliptik bikuaterniyonunun modull ise
A

N,=A®A=A®A=|A]" dir ve |A| ile gosterilir. Ayrica bir A eliptik

bikuaterniyonunun normu 1’ e esit yani
Na=(AA), =ABA=A®A=A’+A’+AZ+A’=1 (2.10)
ise A’ ya birim eliptik bikuaterniyon denir [61].

2.2. Eliptik Bikuaterniyonlarin p -Trigonometrik Formu

Diger 6nemli bir konu ise eliptik bikuaterniyonlarin p —trigonometrik formudur. Tum

birim eliptik bikuaterniyonlarin olusturdugu kiime 7 = {A cHC,: N(A)= 1} ve
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semi-normu p ’nin mutlak degerine esit olan eliptik bikuaterniyonlarin olusturdugu

klime:
C={w=Ag+Ag+Ag, N, =A’+A’+A”=|p|, w =-w, w’ = p} (2.11)

biciminde gosterilsin. Burada w? = p ifadesi w®w = p olarak diisiiniilmelidir.
Boylece A=A+ Age + Ae, + Ag, eliptik bikuaterniyonu ile onun vektorel kisminin

modiilii sifirdan farkli olan herhangi bir eliptik bikuaterniyon goz 6niine alindiginda

No= (VAT + A7+ AT+ A?) |

Cp

2.12)
cosp49p:i ., singg, = e
N 1PN,

bagintilar1 gecerlidir [63]. Dolayisiyla asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.1. Herhangi bir w e £ pur eliptik bikuaterniyonu ve 8, € C eliptik
kompleks agis1 verilsin. Bu durumda

cosp ‘9p +wsin p Hp

eliptik bikuaterniyonu bir birim eliptik bikuaterniyondur [63].

Teorem 2.2.2. A=A +Ae +Ag, +Ae, vektorel kismmin modiilii sifirdan farkli

olan herhangi bir eliptik bikuaterniyon olsun. Bu durumda, A ’nin vektorel kismindan

tiretilen

WA:\/M( At + A, + Ag;

pur eliptik bikuaterniyonu ¢ kiimesinin bir elemanidir. Yani, (WA )2 = p dir [63].
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Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.2°ye bagh olarak A=A, +Ae +Ae, + Age, eliptik

bikuaterniyonu p— trigonometrik formda
A:«/NA(cosp9p+wAsinp9p) (2.13)

seklinde yazilabilir. Burada 6, € C,, agis1 6, = x+ ly formunda bir eliptik kompleks
acidir [63].

Teorem 2.2.3. Eger bir A eliptik bikuaterniyonu, (WA)2=p olmak (zere

0 0
A= cosh(%) + % W, sinh(%) biciminde tanimlanirsa bu durumda A birim eliptik

bikuaterniyondur [64].

Ispat. Lorentz doniisiimleri, X—ekseni yoniinde iki farkli koordinat sisteminin

goreceli hareketine dayanir. Genelde ayn1 yonde olmayan bir v =v,e, +Vv,e, +V,e, hiz

V€ +V,€, +V,E,
<V, V>

eliptik bikuaterniyonu yazilabilir. Diger taraftan eger A=A +A eliptik

vektorinden bahsedilir. Bu v hiz1 dikkate alinarak, w, :\/m piir

7
bikuaterniyonu igin d :?p olarak secilirse, A:cosh(pd)+|1wAsinh(pd) eliptik
bikuaterniyonu yazilabilir. Buradan A eliptik bikuaterniyonunun kuaterniyonik

eslenigi, A = cosh(pd) —%WA sinh(pd) seklindedir. Bu durumda
_ 0 0
A®A= N(A):coshz(%)—sinhz(%) =1 elde edilir. Boylece

pg,. 1 . po, . . : 3
A= COSh(T)+TWA Slnh(T) ifadesinin bir birim eliptik bikuaterniyon oldugu

goralur.
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3. ELIPTIK BIKUATERNIYONLAR  ARACILIGIYLA LORENTZ
DONUSUMLERI VE ROLATIVISTIK NOTASYONDA
ELEKTROMANYETIZMA

3.1. Eliptik Biquaterniyonlarin Matris Temsilleri

Matematiksel ifadelerin daha aciklayici olmasi acisindan matris temsillerinin
verilmesi tercih edilen bir yontemdir. Bu boliimde matrisler ile galisilacaktir. Eliptik
bikuaterniyonlarin 2x2 matris temsili i¢in (1.3) denklemindeki izomorfizma g6z

onunde bulundurarak eliptik Pauli spin matrislerini asagidaki gibi tanimliyoruz [65]:

A
Jpl
0

o

_ . _%_
0 —I |p|
G(ez):%:{l O] o(e)=0,= p .
Iy

burada 1” = p <0 olup yukarida tanimlanan matrisler yardimiyla elde edilen eliptik

bikuaterniyonunun birim tabanlari



0

el

o

0 -1 Jol
=1 o %7 |

—— 0

seklinde tanimhdir. Bir A=A +Ae +Ae, + Ag, eliptik bikuaterniyonu 2x2
tipinde

A+T=A  -A-—A
el el

A=A A=A
el el

olarak temsil edilebilir. Burada verilen A eliptik bikuaterniyonunun determinanti

>
I

A+—A -A-—=A
det A = \/m \/m =(A) +(A) +(A) +(A)

|
A-——h A=A
vl el

olup buradan det A =N, bulunur [78].
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3.1.1. Eliptik Bikuaterniyonlarin 4 x4 Tipinde Matris Temsilleri

Reel kuaterniyonlardaki e,, e, e,,e, taban elemanlarina karsilik gelen matrisler,

1 00O
r 0100 31
10010 3.3)
0 001
0 -1 0 O]
r.d 1 0 0 O 39
‘1o 0 0 1 (3.2
0 0 -1 0]
0 0 -1 0]
r - 0 0 0 -1 33
2110 0 O 33)
01 0 O]
[0 0 0 -1
I - 0 0 1 0 34
1o -1 0 0 34
1 0 0 0]
biciminde tanimlanir. Bu matrisler kuaterniyon baz elemanlarinin,
1“02 :FO = |41 rlz =F22 =r32 :_|4’ Fjrk :5jkro _gjklrl (3-5)

carpim bagmtilarini saglarlar. Burada j,k,l =1,2,3 olmak lzere & x Ve &y ifadeleri

sirastyla Kronecker delta ve Levi-civita sembollerini gostermektedir. Literaturde reel
kuaternionlar icin ¢ok sayida matris esitligi verilmistir [14], [38]. BOylece bir

A= AT, +Al +ATL, + AT, eliptik bikuaterniyonu igin (3.5) denkleminde verilen

baz elemanlar1 kullanilarak bilinen sol Hamilton matrisi
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A A A A
_ A A A A
H™ (A) =
P ca A A 39
AA CAA
seklinde verilir. Diger taraftan bilinen sag Hamilton matrisi ise,
A A A A
. A A A HA
H"(A) =
(A) A A A A (3.7)
A A A A

dir.  Buradaki A eliptik  bikuaterniyon  sayisim1  aynt  zamanda;
A=[A,A] =[A, A A A] seklinde 4x1 matris ile de temsil etmek

mUmkiandr.

Hamilton matrisleri i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.1. A=AI,+AIl'+Al',+Al', ve B=B]I,+BI',+B,I,+B,l};,
HC , uzaymda iki eliptik bikuaterniyon olsun. Herhangi bir eliptik say1 4 olmak
Uzere,

(1) A=BeH'(A)=H"(B) < H (A)=H (B),

(2 H'(A+B)=H"(A)+H"(B), H (A+B)=H (A)+H (B)

(3) H*(1A) = AH'(A), H (1A)=AH (A)

(4) H"(AB)=H"(A)H"(B), H (AB)=H (B)H (A)

(5) H'(A)=(H"(A)) , H (A)=(H (A))

(6) H'(A")=H'(A), H (A)=H (A)
(7) H'(A)=(H"(A)) . H (A)=(H (A))

yukaridaki 6zellikler saglanir [78].
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Diger taraftan yukaridaki ozelliklerden yararlanarak (2.4) esitliginde tanimlanan

A®B eliptik bikuaterniyon ¢arpiminin matrisel formunu

A -A -A -A B

o

- A1 Ab Aa _Az Bl
H (A)B=
R PN [ &9
A A A A B
seklinde tanimlamak miimkiindiir. Burada
o A A
A=|-A, 0 A (3.9)
A A O
ve
0 B, -B,
B=|-B, 0 B, (3.10)
B, -B, O

ters simetrik matrisleri tanimlanirsa, (3.9) denkleminde tanimlanan matris yardimiyla
(3.8) ifadesi

et A |
S H -

seklinde verilebilir.

Benzer sekilde, A®B carpiminin matris temsili, B eliptik bikuaterniyonunun sag

Hamilton matrisini g6z 6niinde bulundurulursa

o
o

_Bl _Bz _Bs

0
o
o
|
o
w
o
N

H"(B)A= (3.12)

W
w N
| o
W S
W W
wl
P @
& & > F

17



seklindedir. Diger taraftan (3.10) denklemindeki matrisi g6z 6nline alarak iki eliptik

bikuaterniyonik ¢arpim matrisini

H+ B)A =~ BO -B A\)
onls ot

seklinde 2x2 boyutunda eliptik matris olarak ifade edebiliriz.

Bilindigi gibi iki eliptik bikuaterniyon ¢arpimi degisme 6zelligine sahip degildir. Fakat
(3.8) ve (3.12) esitlikleri igin

S
AT AL +A

ve

B" B,l,-B

matrisleri tanimladigimiz taktirde iki eliptik bikuaterniyonun ¢arpimu,
H (A)B=AB (3.14)
ve
H*(B)A = BA (3.15)
biciminde ifade edilebildiginden (3.14) ve (3.15) esitliklerinden
AB = BA (3.16)

yazabiliriz. Boylece eliptik bikuaterniyonlar i¢in tanimli olmayan de8isme 6zelligi
matrisler yardimiyla kolaylikla elde edilebilir. Bu esitlik rdlativistik doniisiim bagintisi

matris temsillerinde kolaylik saglayacaktir.
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Bir eliptik bikuaterniyonunun taban elemanlari ve “1 > p —kompleks sayis1 asagidaki

gibi 4x4 matris formunda

1
o - 0
“lo
0
0
o - -1
|0
0
0
[ 0
I
0
yazilabilir.

- O O O

o O - O

o O O -

o O o —

o O O

O O O

o o — O

D
Il

bikuaterniyonunu 4 x4 matris tipinde

= 0 0
|p|
o L 0 0
Jol
o o L o
|p|
0 0 o
Jol
- T
0 — 0 0
|p|
4 0 0 0
|p|
o o o L
|p|
0 0 il 0
|p| |

Bu matrisler yardimiyla (2.2) denkleminde verilen

19

A

(3.17)

eliptik



p p
| |
(a a) I(aj-——a))
Jp) NE
I(a2+La3) I(a(’)+La1’)
|p| |p|

seklinde ifade ederiz [65].

3.1.2. Eliptik Bikuaterniyonlarin 8 x8 Matris Temsilleri

A sekiz reel bilesenden olusan bir eliptik bikuaterniyon olmak tizere reel

kuaterniyonlarin

taban elemanlar1 i¢in tanimladigimiz

(3.1)-(3.4) denklem

numaralariyla verilen matrislerden yararlanarak, bu eliptik bikuaterniyonu 8x8 reel

matris ile de ifade etmek mumkindir. Bunun i¢in asagidaki toerem verilebilir.

Teorem 3.1.2.1. A bir eliptik bikuaterniyon olmak tzere,

H(A) = (8, +Tag )5 +(a +Ta)s + (8, +T8;) &, +(8; +Tag) &,

ifadesi agikca

H (A) =

—a —a, —&
8 8, 4,
—a 8 a
8, —a a

|pla, \/Haz' \/Has'
~Jplas” el fpla:
el ~lplas” ol
~Iple el ~fpley

20

Joly ol Pl ~lpla, |
Jrla’ el
Jpla —plas
Jeia Ik,

2 -4
a 8
a, 8,
8 a,

lpla;

' \/mao'

_\/mai'
-a

2

(3.18)

_\/maz'
Jpla;
Jplay

—a




bi¢iminde yazilir. Bu matrisin 2x 2 eliptik matris gosterimi

o E(A) (e (a)
(A)= i i
el (A)  ET(A)

H

dir.

Ispat. A eliptik bikuaterniyonunun (3.18) denklemindeki matrisi temsili icin ilk

olarak bir T matrisi T :,uxFO biciminde olmak Uzere 2x2 tipinde agik¢a

T=uxl'y = y FO\/M
p —Tolpl 0

seklindedir. Bu matrisin 8x8 tipindeki matris temsili

|p| 0 0
lp| O

o O o o
o O O o o

0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

dir. Kuaterniyon taban elemanlar1 gibi agsagidaki ¢arpim kurallarina uyan

502 = _Stjz =lg =4, 51(:2 = _531 8263 =Gy, &6 =&,
$261 =G5, fs'fz = 6511 6163 =6,

(fj , matrislerini j=0,1,2,3 icin,
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Fj 0

seklinde ve g, eliptik matrisini ise

0 |p
—Jlp| 0

biciminde tanimlayalim. Burada “x” kronecker g¢arpimi gostermektedir. Simdi
yukaridaki tanimlardan sonra teoremde verilen 8x8 reel matris temsilini hesaplamak

icin ilk terim

gl 0 |
%= " ar |7

O 0O o0 oo o o®
O 0o 0o o o odf o
O 0o ood® oo
O oo o oo o
oo of oo o o
o od® o oo o o

o o oo oo o
LS o o o o o o o

I
L

olup yukaridaki matris ve T matrisi g6z énunde bulundurulursa

0 T2l
Foz\/MaO' 0

dir. Yani son matris 8x8 tipinde acikga,

(Tao,)égo =
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0 0 0 0 a, | p| 0 0 0
0 0 0 0 0 a\p] © 0
0 0 0 0 0 0 a\p] ©
- 0 0 0 0 0 0 0 afpl
—a,/Jlp] 0 0 0 0 0 0 0
0 -3 p| 0 0 0 0 0 0
0 0 -a\p o 0 0 0 0
0 0 0 -alp 0 0 0 0 |

seklinde yazilabilir. Buradan (3.18) denklemindeki ilk iki terimin matris toplam1

%o 0 0 0 lpla, 0 0 0
0 dy 0 0 0 lpla, 0 0
0 0 G 0 0 0 lpla, 0
ot + (To ) = 0 0 0 (o 0 0 0 | plag
—J|play’ 0 0 0 9o 0 0 0
0 —pla, 0 0 0 9o 0 0
0 0 —ylpfa, 0 0 0 do 0
0 0 0 -Jpla, 0 0 0 eh

dir. Benzer sekilde diger baz elemanlarina gore toplam matrisleri hesaplanabilir. Bu

durumda (3.18) esitliginin 8x8 matris temsili
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a, -a  -a,  -a, .l el ek el
a, 3, a,  -a, ol (el lpls —lpl;
a,  -a 4 a ol el el plal
a, a, -a a Aol ol —ypla
~Jels (el lelas  leles &, e, -
~Jela —Jlelas —yplas  Jipl & a, a,  -a,
—\/|? a, \/Hag' —\/Hag —\/Ma{ a, -a, a, a
el el (el —lple & &, A a

olarak elde edilir. Bu matris 2x2 boyutunda

H (A)=

H (A)  pH (A)

H (A)x
4 ~JpE(A)  H(A)

seklinde yazilabilir. Agikga goriilmektedir ki yukaridaki matris 2x2 boyutunda ters

simetrik bir matristir.

3.2. Eliptik Lorentz Doniisiim Denklemleri

Fizikte Lorentz doniistimleri Hollandali bir fizikci olan Hendrik Lorentz tarafindan
bulunmustur. Doniisiimler, 151k hizinin referans g¢ergcevesinden bagimsiz bir sekilde
nasil gozlemlenecegini, iki gdzlemci tarafindan olciilen uzay ve zaman degerlerinin
nasil iligkili oldugunu agiklar. Lorentz doniisiimleri bir lineer doniistimdiir ve 6zel

gorelilik ile uyum icindedir.

Dort boyutlu uzayda ¢ 1sik hizi, r pir reel kuaterniyon olmak Uzere t zamani ile

r=re+re,+re, kartezyen konum vektoriini birlestiren her R eliptik

bikuaterniyonu
R=ct+Ir=cte, +1(re +re, +1e)=Re, +Re +R,e, +Re, (3.19)
seklinde yazilabilir.
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R=ct+Ir eliptik bikuaterniyonu ic¢in sol Hamilton matrisi ve Teorem 3.1.2.1 g6z

ontine alindiginda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.1. Dort boyutlu uzayda ¢ 1sik hizi, konum ve zamani birlestiren eliptik

bikuaterniyon R =ct+ Ir olmak tizere H (R) eliptik bikuaterniyonik matris temsili

pwRe Mo PR
=P R) ot

dir.

Ispat. R piir eliptik bikuaterniyonunun taban elemanlarina karsilik gelen matrisler,

r _|o 01 1HZO—O'O’ 1_:00'2
Y10 o, 1o, O *lo, 0

g6z oniine alinirsa R = e, +r,e, +r,e, eliptik bikuaterniyonunun matris temsili

0 - 0 0 0 0 -r, O 0 0 0 -n
0O 0 0 -r 0 O 0
H-(R) = r 0 0 O N 2|, 3
0O 0 O r, r, 0 O 0 0O -b 0 O
0 O -, o] |0 r, O 0 r, 0 0 O
0 - —h —I’3_
_ I 0 fy -1
n, -n 0 n
', - 0

seklinde elde edilir. Ayrica Teorem 3.1.2.1 g6z o6nunde bulundurulursa
H (R) = ct&, +(Tr)& +(Tr, )&, +(Tr)&, eliptik bikuaterniyonunun 8x8  tipindeki

matris temsili
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ct 0 0 0 0 o] —nylol —nyol]
0 ct 0 o rfll 0 nypl nypl
0 0 ct 0 rz\/m —r3\/m 0 rl\/m
(R 0 0 0 SN N T A T
0 rl\/m rz\/m rs\/m ct 0 0 r3\/m
A L N A T ot -ryp 0
_rz\/m r3\/m 0 —rl\/m 0 r3\/m ct

_—%Jm —rzm rl\/m 0 —gm 0 0 ct

dir ve 2x2 eliptik matris temsili

h v T, JIPH (R)
lE R r,

seklindedir.

3.2.1. Rolativistik Doniisiim Bagintisi ile Eliptik Lorentz Doniisiimleri

Teorem 3.2.1.1. R=ct+Ir eliptik bikuaterniyonun rdlativistik doniisiim bagintisi;

R'=A®R®A" olmak iizere bu doniisiim sonucunda X ekseni boyunca negatif
yonde bir vV hiziyla giden gbzlem cergevesi icin elde edilen eliptik anlamdaki Lorentz

doniisiim denklemleri

bi¢imindedir. Burada A birim eliptik bikuaterniyondur [64].
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Ispat. A birim eliptik bikuaterniyonu
A=a,+la'=Ag,+Ae +Ae, +Ae,=A +A (3.20)

bi¢giminde tanimlansin. Buna gore Teorem 2.1.3 geregince A birim eliptik

bikuaterniyonunu,

|p)

v
I J<v,v>

0
A = cosh(P2 )+1w smh(p Y = cosh(p Y4 sinh(pzp) (3.21)

olarak ifade ediyoruz. Burada, zit yonde olan bir v =V,e, +V,€, +V,€, hiz1 ele alacagiz.

Boylece (3.20), (3.21) denklemleri ve Lorentz koordinat doniistimlerinden

0
%='%=C05h(%), \/7\/ i p p)—1W smh( )
p
A= |p| smh( )
I «/<v V>
(3.22)
cosh(pep)— =8,
—v? . |\/ \/1 |p|v
: v] v B
sinh(pd,) = | | = =F=V
- |c|\/1 |p|v? c\/l pv’ c
yazilabilir [64]. Burada| p| =Ci2 dir. Ayrica (3.20) ve R =ct+Ir esitliginden,
a,=A,, A=la, A=la, A =la,, A = la;, 303
e, +ae +ae, +ae =a, R,=ct, R=1Ir (3:23)

dir. R eliptik bikuaterniyonun rolativistik dontisiim bagintis1 sonucunda elde edilen
eliptik bikuaterniyon (3.19) denkleminden R’ =ct+ Ir’ seklinde yazilabilir. R eliptik
bikuaterniyonunun rolativistik doniistim bagintisi [27], [38] kaynaklarindan bilindigi
gibi
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R =AQRQA" (3.24)

seklinde ifade edilir. Bu esitlik Teorem 3.2.1 ve (3.18) denklemi kullanilarak

H(R')=H (A)H™ (R)H ™ (A)
Hf(R'):(ao‘fo+(Ta1)§1+(Taz)§2+(Tas)§3)(t§o+(-rr1)§1
+(Tr2)§2+(Tr3)§3)(a050+(Ta1)§1+(Ta2)§2+(Ta3)§3)

biciminde ya da bir diger ifadeyle,

H (A \fpE (A
P (A)  HO(A)

H (A)  \fpE (A
~JoE(A)  H(A)

of, 4[pR

—\/m R ctl,

seklinde temsil edilir. Ayrica (3.24) bagintisi,

H (R

112

R =(A+A)®(AR, +RyA+ AR—(R,A)+(RAA))
seklinde yazilabilir ve daha agik olarak

R'= AR, + ARA+AR-A <R, A>, +A (RAA)+ ARA-R <A A>,

~A(AR)+A (AAR)-A(R A (A RAA)+AA(RAA)
dir. Burada <A, RA A> 0= 0 oldugundan ve vektdrel ¢arpimin 6zelligi geregi
AA(RAA) =R(A A)-A(AR)=A’R-A(AR) (3.25)

seklinde yazilabileceginden R’ igin
R' = A°R, +2AR,A+ A’R-2A, <A, R) ~R,A* - 2A<A, R>+ A’R

denklemi elde edilir. Bu esitlikte (3.23) bagintilarin1 yazarak
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R’ =(A02 - p(a’)z)ct—ZAbp<r,a’>+ Ir(A)2 + p(a’)2)+2lct,%a'
—2lpa’(a’,r)

ifadesine ulasiriz. Bu ifadede esitligin her iki tarafinin birbirine esit olabilmesi igin |
(12 = p <0) igeren ve igermeyen terimler eslestirilmelidir. Bdylece uzay ve zamanin

rolativistik dontistimleri igin, R"=ct’+ Ir’ seklinde yazilabileceginden,
ot =(A’ - p@)*)ct—2A,p(r,a’)
dir. Yani t' zamani i¢in
t'=(A- p(a')z)t—ZA)§<r,a’> (3.26)

elde edilir. Benzer olarak

Ir' = Ir(Ab2 + p(a')2)+2|ctAba’—2Ipa’<a', r
olup

r'=r(A?+p(@@)’)+2ctAa —2pa’(a’,r) (3.27)

bagintilarim1 elde ederiz. O halde A eliptik bikuaterniyonu i¢in (3.20)-(3.23)

ifadesinde verilen tanimlar1 (3.26) denkleminde yerine yazarak

0 0 0 0
t' :[coshz(p?"}rsinhz(p?"nt—mosh( p%}%% <(r,w,) >sinh( p?"j (3.28)

ifadesini elde ederiz. Burada
\Y
Wp = M W (3.29)

dir. Ayrica (3.22) denkleminden ve bilinen hiperbolik trigonometrik fonksiyon

esitliklerinden yararlanarak, (3.28) ifadesini
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t'=tcosh(p9p)—@sinh(p0p) (r.v) (3.30)

biciminde elde ederiz. Boylece (3.22), (3.29) ve (3.30) denklemleri g6z Oniinde

bulundurularak, R" eliptik bikuaterniyonunun reel bileseni

. ﬂ—ﬂ%@%ﬂ{t—%@@]

dir. Son denklemde eger ciz =|p| alinirsa bu durumda yukaridaki denklem

v:w—ﬂ@%#(t-mm ()

seklinde ifade edilebilir.

Diger taraftan, (3.27) denkleminde verilen R’ eliptik bikuaterniyonik déniistimiin

imajiner bileseni i¢in,

0 0 0 0
r'= V(COShZ[p?pj+£<WA,WA>Sinh2[p?pD+ 2ct£cosh(p?}sinh[ p?p]wA
P P (3.31)
1 . 0,) . %
_Zstmh(p?"Jsmh[p 2"]<wA,r>WA

elde edilir. Son esitlikte (3.22), (3.29) ifadeleri yazilarak

|p| ( 9} ( 9] L 2( Gj {v.r)
r'=r+ctX———=2cosh sinh 2-sinh ML PR W R —
p 1/<v V> P P 2 P P 2 ) (v, v)(v,v)

|p) 1

—2sinh? %
2% P J<V,V><v,v>

V<V, Ir>

bulunur ve trigonometrik hiperbolik fonksiyon 6zdeslikleri yardimiyla

30



|I0| 1 1 V<V,IF> V<V,I>

r'=r+ vt — +
p \/1— pv° \/l— pv? v? v?

(3.32)

elde edilir. Boylece +X ekseni yoniinde bir hareket diisiiniiliirse (3.32) denklemi

r':x+\/m 1 Y E— :Lx:\/m 1 X

+ vt
p \/l— pv? \/1— pv? p \/1— pv? " \/1— pv?

seklinde yazilabilir. Buradan konumun eliptik anlamdaki Lorentz doniisiim denklemi

e (L)L

p o iopi el o] o

bi¢iminde elde edilir [64]. Burada r=+X,v=-X, <V,Vv>=Fv’ ve |p| = iz dir.
C

Boylece t' ve r' i¢in buldugumuz bu denklemler, [69] kaynaginda alisilagelen Lorentz

dontisiim denklemleriyle ile uyum igerisindedir.

3.2.2. Eliptik Lorentz Doniisiimlerinin Matris Temsilleri

Rolativistik doniisiimii tanimlayan (3.24) denkleminin matris esitligini 4-boyutlu
matris ifadeleri ile de gerceklestirmek miimkiindiir. Bu amagla (3.24) denkleminde
verilen donlislimiin matris temsilini, (3.8) ve (3.12) matris ¢arpim bagintilarini

kullanarak asagidaki teorem ile verecegiz.
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Teorem 3.2.2.1. R’ eliptik bikuaterniyonunun eliptik bikuaterniyonlar agisindan

matris temsili

ﬂCti\/mévlrli\/mévzrzi\/mﬁvsrs
+,th+[1 (s- 1) j\/_r.g_( (B-1) 12j\/_l’+( (B- 1) j\/ﬂ

H(R') =
+ﬂvt+( (f-1 12)fr+(1 (B-1) %2 J\/_r +( (f— 1)VVJ\/_r
ﬂvgt{—(ﬁ—l %Nﬂrﬁ(—(ﬂ—l %}Jﬂe +(1—(ﬂ—1)\£%j\/mr3

dir.

Ispat. A=A +A=a,+l1a' (3 =a,=a,=a,=0) birim eliptik bikuaterniyon ve

I? = p <0 olmak iizere,

H-(R) = H (A) RH (A") = H (A)H (A) R (3.33)

wlls alale wfx

seklinde yazmak miimkiindiir. Bu ifade 4x4 tipinde daha agik bir bigimde yazilirsa,

Rl |A A -A -AllA -A -A -AJR,

RI_IA A A AlA A A AR

RI A A A A|A A A -A|R

R LA A -A AJA -A A AR
Ri| [ A=A -A = A —2AA —2AA, —2AA, Ro
R 2AA A=A +AT+AS —2AA, —2AA, R
R, 2AA, —2AA, A +A A+ A —2AA R,
Ry 2AA, —2AA, —2AA A +A A=A | (R,

ifadesine ulasilir. Kabulden A eliptik bikuaterniyonu birim eliptik bikuaterniyon

oldugundan yukaridaki matris bagintisi,
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Ri] [2A7-1 2AA —2AA 2AA]MR,
RO|_| 2AA 1-2A7 -2mA 2AA | I .
Ro| | 2AA  2AA, 1-2A7 2AA TN |

R | 2AA  -2AA -2AA 1-2A% ]I

seklinde daha basit bir formda yazilabilir. Bu esitlikte

2A7 -1 -2AA -2AA, -2AA
2AA 1-2A*  2AA -2AA
2AA, —2AA, 122”7 -2AA
2AA —2AA,  2AA, 1-2A7

doniigiim matrisi tanimlandiginda (3.22) tanimlar1 kullanilarak bu doniistim matrisi

A s, A, Aelg, |

L
P c I ¢ | ¢
2y, 1-(p-m P gyl ~(p- 1)f”
U- c | Fv | Fv
2, _(p-pdPlvy (1- (- W% —(ﬁ—l)ﬂ%
c | +v I Fv | Fv
2, _(p-pPlw gy Pl - (p-m P
| C | +v I F | Fv
seklinde elde edilir. Boylece (3.33) esitligini
H (R)=UR

seklinde temsil etmek miimkiindiir. Dolayisiyla son esitlikten ispat tamamlanir.

Ayrica (3.33)’de tanimlanan esitligi sekiz boyutlu reel matrisler ile de ifade etmek

mumkuindiir.

Teorem 3.2.2.2. R’ eliptik bikuaterniyonunun U doéniisiim matrisinin 8x8 tipinde

temsili
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c
112

dir.

[(B+D(p-1)+2
2p

o

NS
<

0

2
(B+D(p+D)+ 2B Ly -2
TV

2p

B —l)vlv2
Fpv2

B —1)v1v3
Fpv2

1p

=Ly
T

(ﬁ—l)vlv2
pv2
V.2
(B+D(p+D+2(B-) 252
Fv

2p

(ﬂ—l)+v2v3
Fpv?

_1p
e’

—(B —1)vlv3
Fp?

(ﬁ—l)vzv3
Fpv2
V.2
(B+D(p+D+2(B-1) -3, -2
Fv

2p

By
c

1
T3
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o

(p-1(B+1)+2

2p

H
=l

o

0

2
(B+(p+D+ 2B Ly -2
Fv

2p

H
=l

B —1)v1v2
Fpv2

V.
(B+)(p+D+2B-D) 22
|4

H
=l

o

B —1)v1v3
Fpv2
2
0 —1)v2v3

2p

7pv2

V.
(B+D(p+D+2(p-1) =352
Fv

2

2p




0) birim eliptik bikuaterniyon ve

2= =

=g, +la (3, =2, =

=A+A

Ispat A

H (A)H (A*) R olmak iizere bu ifadeyi agikca

H(A) R H (A")

H-(R')

]

-~ [s2}

< + =

I =9 &
<
<o -

S g © ©

S

o _

o = T ™

S © =

seklinde yazabiliriz. Son denklem 8x8 tipinde

0 a || K

0

yazilabilir. Buradan oncelikle ilk iki matris ¢arpimindan,
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[a,2 + adbasiiials 0 0 0 0 ~2a,a, ~2a,a, —2a,a;
0 8, +a —a;" —ay 2aa, 2aja, 2a,3 0 0 0
0 2aa; a,’ —-a’+a’-af 2aa; 2a,a, 0 0 0
~ e 0 2 [N Zav ’ 2_ v2_a12+ 2 2a ’ 0 0 0
H(AJH(A) = i e TR T, S, (3.35)
0 28,3, 2a,a, 28,3, a,"+a; +a, +a, 0 0 0
-2a/a, 0 0 0 0 a, +a—a’—ay 2a/a) 2aa,
—2a5a, 0 0 0 0 2a/a; a,’ —a’ +ay’ —ay 2aja,
—2a;8, 0 0 0 0 2aja, 2a,3, a8’ —a’ —a; +ay |
dir.
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Boylece kabulden A=a,+1a" eliptik bikuaterniyonu birim eliptik bikuaterniyon ve
a=a,=3=2a,=0 oldugundan &+ p(a’+a;’+a;’)=1 yazlabilir. Buradan

a, (p-1)+1

a +a’+af+al = .

olur. Benzer olarak,

2 ”2
, , , p+1)+2a°p-1
o +ar—ar a0 )Io a’p-1

2 72 12 aS!Z_aOZ(p+1)+2a£2p_1
p )

2 a2 2 aéz_aoz(p+1)+28.§2p—l
p

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler (3.35) denklem numarasi ile verilen matriste yerine

yazilirsa,
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[(p-Da, +1

—283;
—28.3,

—23,2,

0

a2 (p+1)+2paj~1

p

0 0 0 —2a,a, —2a,a, —2a,a,

2aja, 2aja, 2a,a, 0 0 0
2 12 _
3 (p+1) ; 2pa; -1 28,2, 2a,2, 0 0 0
2 12 _
282, % (p+1);2pa3 L oaa 0 0 0
_ 2
22,2, 228, (2 2 0 0 0
2 72_
0 0 0 % (P +1); 2pa, -1 2aa, 2aa,
2 r2 _
0 0 0 2a1/a/ a() (p+1):)_2pa2 1 2a;aé
2 12 _
0 0 0 28, 2.2, % (p+1);2 i
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elde edilir. Ayrica son matris ifadesini gergeklestiren doniisiim matrisi, (3.20)-(3.22)

denklemlerinden goriilebilecegi gibi A eliptik bikuaterniyonun reel bilesenleri igin;

po Y ] VA, 17 , \lpl v, po
= cosh(—+= =X 1 _gsinh(—~ = —2___sinh(—*%
a, = cosh( 5 ) a 2 TV’V>sm ( 5 ) a, 2 <V,V>sm ( 5 ),
|P| v, . po
I: h p
N & «/<v,v>3In ( 2 )

esitlikleri ile birlikte (3.23) denklem numarasi ile verilen ifadeler kullanilarak
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(peip-0+2
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o

0

0 0 0 iﬂﬁv1 tﬁﬁvz irﬁﬁv3
p e pC pe
(ﬁ _1)\21\/2 _(ﬂ _1)2V1V3 ;@ ﬁ Y, 0 0 0
T v pe
v
(ﬂ+1)(p+1)-2(ﬁ—1)¥ 2 (B, —Mﬁ : : :
2 S
2 P pe
v .
(B-Duy, (ﬁ+1)(P+1)-2(ﬂ—1)$ 2 _ﬁﬁ
: AL 0 0 0
T 2 pe
s, s, 0 0 0 0
I ¢ pe 2p
v
0 0 0 (‘B+l)(p+l)_2(ﬂ_l)§_2 (ﬂ_]')vlvz _ (ﬂ_l)vl\/S
2 S v
v )
0 0 0 (ﬂ —].)V1V2 (ﬁ+l)(p+l)_2(ﬂ_l)7 ; (ﬂ_l)VZVS
4TS 2p 4
v
0 0 0 _ (B-Duy, (B-Dw, Plio+-28 _1);_2
I ’ 2
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seklindeki doniisiim matrisi elde edilir. Dolayisiyla Lorentz doniisiimlerinin cebirsel

ifadesinin istenilen matris temsili elde edilir ve ispat tamamlanir.

Ayrica yukarida elde ettigimiz U déniisiim matrisinde p =17 =-1 igin;
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0 0 0
(ﬁ _1)V12 (,B _1)V1V2 (ﬂ _1)V1V3
1 a0 ——
Fv v Fv
(,B _1)V1V2 (ﬂ _1)\/22 (IB _1)V2V3
2 2 + 1 2
Fv Fv Fpv
B-Dvv;  (B-Dvy, (B-DV
_ 2 —. 2 —. 2 + 1
Fv Fv Fv
=y A7 PV, v,
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 FBv A, EYAS
*pVv, 0 0 0
v, 0 0 0
=y AATA 0 0 0

Vi 0 0 0

0 (B _1)V12 +1 (B-Dv, (B-Dvv,

2 2 Fv?
— — 2 —
o BDwn B (B-Duv,
Fv Fv v
0 (B-Dvv, (B-Dvy,  (B-Dv,° +1
_ 2 —_ 2 —. 2
Fv Fv Fv
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elde ederiz. Eliptik anlamda buldugumuz bu 6zel matris eliptik bikuaterniyonlarin 6zel

durumu olan [38] kaynagindaki kompleks kuaterniyonlar ile benzerlik gosterir.

3.3. Maxwell Denklemleri ve Eliptik Bikuaterniyonlar

Bu boliimde vektorlerden yararlanarak eliptik bikuaterniyonlar yardimi ile elde edilen
eliptik Lorentz doniistimleri altindaki elektromagnetik denklemler ve Maxwell
denklemleri incelenecektir. Ayrica eliptik bikuaterniyonlar aracilifiyla elektrik ve
manyetik alanin bir uygulamasi verilecektir. Eliptik bikuaterniyonlar araciligi ile

rolativistik elektromanyetizmadaki uygulamalar incelenecektir.

Eylemsiz gbzlem ¢erceveleri arasinda goreceli doniisiimii ifade eden eliptik Lorentz

doniistimleri Teorem 3.2.1.1 de verildigi gibidir.

Diger taraftan V, X-ekseni yoniindeki hiz vektorii bir baska deyisle piir eliptik

bikuaterniyon olmak Uzere, r konum vektori (pir eliptik bikuaterniyon), Vv hiz

vektorune dik diger bilesen ile V yo6niindeki bilesenin toplami olarak yazilabilir. Bu

(rv)v (r,vjv
+

) )

tanimlanan bir Lorentz doniisiimiinde V yoniindeki bilesen doniisiimden etkilenir ve

takdirde, r=r— seklinde ifade edilir. Dolayisiyla r den r’ ne

diger bilesen degismez [25],[68]. Bu durumda,

- NI (3.38)

ve

t’=y(t—|p|\/m<r,v>) (3.39)

seklinde eliptik formdaki denklemler elde edilir. Dolayisiyla elektromanyetik

denklemler eliptik anlamdaki Lorentz dontistimleri ile ifade edilebilir.

Eger A birim eliptik bikuaterniyonu,
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o o % o
A= cosh(p?") —%WA sinh(p?") = cosh(p?") —@Lsinh(p?”) (3.40)

I J<v,v>

biciminde tanimlanirsa

o 0
= A =cosh(p—2), & =_Ilz\/\/Asinr1(p‘9—2") - —@ﬁsinh(p?"),
(3.41)
AZ—MLsinh(p%)

I J<v,v>

esitlikleri yazilabilir. O halde uzay-zamani tanimlayan R=ct+Ir eliptik
bikuaterniyonunun Lorentz doniisiimii olan R'=ct'+ Ir" eliptik bikuaterniyonunu,

(3.38)-(3.41) denklemlerini g6z 6niinde bulundurarak

R':fﬁ(tIplﬁ<r,V>)+'{r+(r1)<<rv’,vv>>v Mvt] (3.42)

|p|

1 1
seklinde ifade ederiz. Burada C—2:|p| olup c = |p| alinmistir. Ayrica ters yonde

sabit bir hiz diisiiniiliirse, eliptik bikuaterniyonik diferensiyel operator,

10 o 9 _ 0 10
D=——+I| —g+—e,+—¢&, |=——+IV 3.43
c ot (axl oy ° 3} (3.43)

biciminde ifade edilir. D eliptik bikuaterniyonik diferensiyel operatdriinin Lorentz

doniistimii altindaki ifadesi

D'= liﬂr 174 (3.44)
c ot

seklindedir. D' eliptik bikuaterniyonik diferensiyel operatorinin skaler ve vektorel
bilesenleri, (3.38) ve (3.39) denklemlerinden
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, 0 0
SC{D}%EW(WWIPIMWWJ (3.45)

ve

V,v)v p|

VeC{D'} =V'=V+(7/—l)<<V'V> -y |p|

vt (3.46)

olur. Bu durumda (3.45) ve (3.46) denklemlerinden, (3.42) denklemine benzer olarak
D’ eliptik bikuaterniyonik diferensiyel operatori

D=y |p|[§+¥(V,V>J+I[V+(7—1)<‘<7V’V>V—y\/mvt (3.47)

biciminde ifade edilir.

Ozel durum 1. Eger yukaridaki denklemde 6zel olarak 1% = p = —1 aliirsa, bu durum

kompleks sayilardaki i* = —1 olmasi durumunu belirtir. Béylece (3.47) denkleminde

verilen D' eliptik bikuaterniyonik diferensiyel operatori

D':ﬂ(g+ <Vév>j+i£l7+(ﬁ—1) ¥.v)v _/m]

ot (v,v)

seklinde elde edilir. Burada g =

= dir [38]. Dolayisiyla (3.47) denkleminde
1-v

buldugumuz eliptik bikuaterniyonik denklem, yukarida bahsettigimiz 1°=p=-1
0zel durumunda kompleks kuaterniyonlar ile yapilmis olan ¢alismalari da igeren daha

genel bir ifadedir.

D eliptik bikuaterniyonik diferensiyel operatorii elektromanyetik alanlari
tanimlamada kullanilir. Klasik elektromanyetizmada bilinen Maxwell denklemlerine
bakalim. E elektrik alan1 ve H manyetik alanin 6zelliklerini tanimlayan, bilinen

Maxwell denklemleri
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o
(V,H)=0
V/\E=—ﬁ
ot

oE
VAH :50;1054-#0\]

seklinde verilir [69]. Burada ilk denklem, elektrikte Gauss yasasini, ikinci denklem
manyetizmada Gauss yasasini, U¢Uncl denklem Faraday indiiksiyon yasasini ve son
denklem ise ampere yasasini ifade eder. Bir sonraki (3.4) alt bolume kadar bu kisimdan

sonra p, =&, =C =1 almacaktir.

E pur eliptik bikuaterniyonik elektrik alan1 ve H plr eliptik bikuaterniyonik

manyetik alaninini birlestiren, P eliptik bikuaterniyonu
P=H+IE (3.48)

seklinde tanimlanir. Benzer olarak yiik yogunlugu ve akim yogunlugunu birlestiren J

eliptik bikuaterniyonu,
J=p,+1
seklinde tanimlanir. Ote yandan skaler potansiyel ve vektor potansiyeli

A=A+IA (3.49)

ile tamimlanan A eliptik bikuaterniyonu ile birlestirmek miimkiindiir.

D eliptik bikuaterniyonik diferensiyel operatdriiniin esleniginin (3.48) denklemindeki

P eliptik bikuaterniyonu zerine etKkisi;
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D*®P:[§—|Vj®(H+|E)

oH oE

D*®IP’:E+IE—I(—<V,H>+VAH)—(—I2<V,E>+I2(l7/\E))

dir. Son denklemde Maxwell denklemleri kullanilarak

per=H. 1%p, + M (—J —§+EJ
ot ot ot ot
(3.50)
oH

D*®]P>=E(1+I2)+I2pv—l\]

elde edilir.

Ozel durum 2. Eger &zel olarak 1°=p=-1 almrsa bu durumda kompleks

kuaterniyonlar ile ele alinan [70] kaynagindaki
D'®P=—(p,+13)

denklem elde edilir. Bu denklem ile Maxwell denklemlerinin timu bir tek denklem ile
birlestirilmistir. Eliptik bikuaterniyonlar kullanarak buldugumuz (3.50) denklemi

yukaridaki 6zel durumu da kapsamaktadir.

Diger taraftan D operatori, (3.49) denkleminde ifade edilen eliptik bikuaterniyonik

potansiyel ilizerine uygulanirsa,

D®A=(§+IV]®(A+ IA) (3.51)
oA . OA

DOA= 41 =+ IVA-12(V,A)+12(V A A)
ot ot

D®A:(l+lz)%+I2H—IE (3.52)
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elde edilir. (3.52) denklemi sayesinde, skaler ve vektor potansiyel verildiginde eliptik
bikuaterniyonlar yardimiyla elektrik alan ve manyetik alanin bulunabilecegini

sOylemek miimkiindiir. Asagida verilen 6rnek ile bu sonug¢ daha iyi anlasilabilir.
Ornek 1: &,=u,=1 bolgesinde o=0 ve vektor potansiyel A:102ycos(4.105t)cos ze,

Whb/m ve skaler potansiyel A=4.10"ysin(4.10°t)sinzvolt ve 1?=p=-0,5 olmak
uzere, E elektrik alanin1 ve H manyetik alanin1 bulmaya c¢alisalim.

Ilk olarak (3.52) denkleminden yararlanarak

D®A—(1+I2)%: pH — IE

elektrik alan ve manyetik alan cinsinden yukaridaki denklem yazilabilir. Burada (3.43)
ve (3.49) denklemleri g6z oniine alindiginda son denklemden

D®A:(§+IVJ®(A+IA)

= (g-i- [ [%el Jra—aye2 +§e3D®((4.107ysin (4.10°t)sin z)+| (102 y cos(4.10°t)cos zes))

=16.10" ycos(4.10°t)sin z+ 1 (4.10" sin (4.10°t )sin ze, )

+17(10% cos(4.10°t)cos 2 &, ) + 1 (10° y cos (4.10° )sin z)
. oA 12 5¢ ) ai =
elde edilir. Ayrica Y =16.10 yCOS(4.10 t)SIn Z oldugundan,
DO®A-(1+ |2)5—A= 1(4.10"sin(4.10°t )sin ze, ) + 1* (10” cos(4.10°t )cos ze
6’[ 2 1

+10? ycos(4.105t)sin 2-16.10" y cos(4.10°t sin z)

bulunur. Diger taraftan son denklem ve yukarida bahsedilen elektrik alan ve manyetik

alan cinsinden elde edilen denklem karsilastirilirsa H manyetik alan,
H =107 cos(4.10°t ) cos z ¢, +10% y cos(4.10°t )sin z~16.10 y cos (4.10°t )sin z

ve E elektrik alan,
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E =-4.10"sin(4.10°t)sin ze,

biciminde bulunur. Boylelikle eliptik bikuaterniyonlar yardimiyla verilen eliptik
bikuaterniyonik potansiyel ve eliptik diferensiyel operatorii kullanilarak E elektrik

alan ve H manyetik alanin kolaylikla elde edilebilecegi gosterilmis olur.

3.3.1. Elektrik ve Manyetik Alanlarin Eliptik Lorentz Doniisiimleri

E elektrik alan ve H manyetik alanin eliptik Lorentz doniisiimleri altindaki

degisimini inceleyecegiz. Genel olarak bilinen E elektrik alani bilindigi gibi; skaler

ve vektor potansiyel cinsinden

E-_vv-A (3.53)
ot

seklinde ifade edilir ve H manyetik alan1 ise A vektor potansiyeli cinsinden

H=VAA

biciminde ifade edilir [69].

E eliptik bikuaterniyonik elektrik alani, (3.53) denkleminden E ’nin bilesenleri

cinsinden

(2

oV aAzj
+—= |e,
ox ot oy ot

o ot
E=E,e +Epeg,+E.z¢,

seklinde yazilabilir. H eliptik bikuaterniyonik manyetik alan1 ise benzer olarak

H :[%—%jel +(%—%jez+{%—%je3 =H,e,+He, +H.¢g,
oy oz oz oX oXx oy

seklinde bilesenlerine ayrilabilir. Ayrica hiz vektorii V=Ve, reel vektor kuaterniyonu

ile tanimlanirsa A ve V ’ nin eliptik Lorentz doniisiimleri,
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seklinde olup (3.44) denklemindeki D' diferensiyel operatoriiniin bilesenleri de,

o (o 5
g _,1 2 12
ot 7(6t+ L 8xj

o _a
oy’ oy
0o _0
oz oz

bi¢cimindedir. Bu tanimlari kullanarak E elektrik alaninin Lorentz doniisiimii olan E’

icin agagidaki ifadeler elde edilir:

el G - (e [

E,/ =—7*(1-2 )(2—\;—%] E,

i3 e )

Ey'=—7[%v+%]—y\/m @AXY a&} 7(E, - pl2H,)
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ve

E;__[ZZ,;@;’J__%Q( - Joba) o SR 2 |

' oV OA A, OA
E, =—y| —+— |+ E, +|p|AH
: y(az atj\/my(az axj (B \oiaH, )
bi¢imindeki ifadelere doniisiir. Boylece

E'= Exel+y(Ey—\/m/le)ez+g/(Ez +\/m/lHy)e3

elde edilir. Benzer sekilde H manyetik alan eliptik Lorentz doniisiimlerine tabi

tutuldugunda

HX’ Lﬂﬂ][%%j H,
oy’ oz oy oz

Hy’ :a;"‘x’_a;"‘zlzyg[p& +@,1v]_7[ﬁ_ﬂﬁg}o‘z ZV[Hy+M/1EzJ

oz"  ox ox p ot

Gt S RN R

ox oy p ot oy ||

denklemleri elde edilir. Béylelikle, H'=H,'e,+ H e, + H,'e; oldugundan

Pl e [P
2 z
H’ He+;{H+|| . & +y| H, — ||ftE

elde edilir. Eger v hizinin X eksenine paralel olmadig1 g6z oniine alinirsa,
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E'=}/E+(l—7)V<VE'V>+\/m7/(V/\H) (3.54)

ve

H = yH +(1-y)~ |p|\/77/ EAV) (3.55)

biciminde ifade edilir.

3.3.2. Elektrik ve Manyetik Alanlarin Eliptik Bikuaterniyonik Doniisiimleri

Eliptik Lorentz dontisiimleri ile elde edilen elektrik ve manyetik alan denklemleri

eliptik bikuaterniyonik doniisiim formiilleri ile de elde edilebilir.

(3.48) denkleminde tanimlanan P eliptik bikuaterniyonunu g6z Oniine alalim.
Rolativistik dontisim bagintis1 sonucunda P'=H'+IE" olmasit beklenir. Diger
taraftan Teorem 2.1.3 ifadesinde verilen A birim eliptik bikuaterniyonu ile birlikte

eliptik bikuaterniyonik doniisiim bagintist
—A®P®A" (3.56)

seklinde tanimlanir. Bu ifade agikga (2.2), (2.4) ve (3.48) denklemleri gbz 6niine

alindiginda,
P'=(a,+1a")®(H+IE)®(a,—1a’)
=(a,+1a')(Ha, + 1 (H,a')— 1 (H ra')+1Ea, + 17 (E,a’) - I’ (E ra"))

olup buradan P’ eliptik bikuaterniyonu agikca
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P'= (Ha,+1(H,a")a,— I (H ra')a, + 1Ea,* + 17 (E,a")a, — 1%a, (E ~a')
—la,(H,a’)+la,(a’ AH)+1%'(H,a")+1°(a',(H ra’)) - 1?(a' A(H AQ'))
~1%(a",E)a,+1%(a' AE)a,+1%'(a, E) + 1°(a’,(E rd')) - I°(a' A(E n2))

bi¢iminde yazilabilir. Vektorel islemin 6zelliklerinden,

P'=Ha,”-2pa,(E ra')+2pa’(H,a’)- pH (a',a’)- p(a’,E)
+1(2a,(a'AH) +Ea;’+a,(E ra')+2pa’'(a’,E)- pE(a’,a’)

olur. P"’=H'+IE’ oldugundan,

H’:(aoz— p<a’,a'>)H —2pa,(E Aa’)+2pa’(H,a’)
ve

E'=(a’—p(a’a’))E+2a,(a’ AH)+2pa’(E,a)

bulunur. Dolayisiyla son iki denklemden

EAv V(H,v
H' =yH +}/u+(l—y)¥
c v
ve
E'=)/E——|IOIDI }/<VA |_|>+(1—7)V<\IIEZ’V>

elde edilir, burada ‘<vv>‘ =v? alinmistir. Béylece manyetik alan ve elektrik alanin

doniistim bagintis1 sonucundaki son iki denklem elde edilmistir.
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3.4. Eliptik Bikuaterniyonlar ile Proca-Maxwell Denklemleri

Bu bolimde manyetik monopol ve manyetik akim temsillerinin varliginda bilinen
Maxwell denklemleri verilmistir. Daha sonra bu denklemlerin eliptik bikuaterniyonlar

acisindan ifadeleri elde edilmistir.

3.4.1. Manyetik monopoller ile genellestirilmis Proca-Maxwell denklemlerinin

eliptik bikuaterniyonik temsili
Manyetik monopol ve manyetik akim temsillerinin varliginda, Dirac tarafindan 6ne
strtilen manyetik yik p, ve manyetik akim yogunlugu J . dahil edilerek elde edilen

simetrik Maxwell denklemleri ([55],[68]) Gauss biriminde, vektér cebri

formilasyonunda

(V,E)=4np,,
<V,E>:47zpm,
vaE=-Laga, L
ot
VAH=— mJe+l8—E
ot

seklindedir. Burada p, ve p, elektrik ve manyetik kiitle yogunlugu, J, ve J
elektrik ve manyetik aki yogunlugudur. Skaler potansiyel ¢, ve vektor potansiyel A,

ile birlikte manyetik kaynaklar ¢, ve A, dahil edilerek elektrik alan

10A,
E=-Vg-="2_VA
* ¢ ot An

seklinde ifade edilir. Benzer olarak manyetik alan ise

He vg 1A
c ot

VAA

dir. Ayrica yiik korunumu yasasina gére Maxwell denklemleri icin bilinen siireklilik

denklemleri;
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1<V,Je>'|' 6pe :O,
C ot
Lv,3,)+%n g
c ot

dir. Ayrica simetrik Maxwell denklemleri igin Lorentz gauge kosullart bilindigi gibi

104, B
oo FVAI=0
194, _
- +(V,A,)=0

bicimindedir. Fotonun kiitlesinin sifirdan farkli olmasi durumunda ise daha genel

Proca-Maxwell denklemleri

(V, E> =4np, - m72¢e

(V,H)=4zp,
YnE=liny, 1

c c ot

1 16E _,
VAH=-Z473 -==—m

C * c ot A

biciminde ifade edilir [55].

3.4.2. Yercekiminin genellestirilmis Proca-Maxwell denklemlerinin eliptik

biquaterniyonik temsilleri

Gravitoelektromanyetizm (kutlegekimsel elektromanyetizma) terimi Newton’un
yercekimi kanunu ve Coulomb’un elektrik yasasi arasindaki analojiden kaynaklanir.
Gravitoelektrik (kiitlecekimsel elektrik) alan E ve gravitomanyetik (kiitlegekimsel
manyetik) alan H ile birlikte kaynaklar, graviton terimleri dahil edilerek gravitonun

katlesi sifirdan farkli yani m =0 iken gravitoelektromanyetizm icin monopol

varligindaki Maxwell-benzeri denklemler bilindigi gibi
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V,I:I>:—47rpm
VA I§=147rjm—lﬁ
c c ot
1 10E _ , =
VAH=-Z47] +==-m
c ° cot o Ao

dir [54]. Burada p,, J, ve J, smasiyla gravitoelektrik kiitle yogunlugu,

e m

gravitoelektrik kiitle akim yogunlugu ve gravitomanyetik kiitle akim yogunlugudur.
m.C
Ayrica, m, =79 terimi gravitonun Coulomb dalga boyunun tersidir. Bu ifadeler

gravitoelektromanyetizm icin Maxwell-benzeri denklemlerinin en genellestirilmis

formiilasyonlaridir.

Eliptik bikuaterniyonik Proca-tip gravitoelektromanyetizm denklemleri icin ilk olarak

eliptik bikuaterniyonik diferensiyel operator

D:(lé+l7]
c ot

seklinde tamimlanir. Simdi de gravitoelektromagnetizm icin eliptik bikuaterniyonik
anlamda gravitoelektrik ve gravitomanyetik alanlarin birlesimi tek bir eliptik

bikuaterniyon olarak

P=H+IE =(H,+1E)e +(H, +IE,)e, +(H, + IE,)e,

biciminde tanimlanir. Bu tanimlar ile birlikte D’nin A {zerine denkleminde verilen

kuaterniyonik ¢arpim islemi ile;

C
:l@+££—<v,ﬂ>+tﬁﬂ IV, E)+ IV AE
co ¢ ot
ZEE—<V,|:|>+VA|:| +|[l@—<v, E>+V/\Ej
c ot c ot
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denklemi elde edilir. Manyetik monopoliin varligi goz Oniine alinarak, skaler

potansiyeller ¢,, ¢, ve vektor potansiyeller A,, A, olmak iizere genellestirilmis

gravitasyonel kaynak yogunlugunun eliptik bikuaterniyonik ifadesi ise

N | OE
-J +1J —(1 — 3.57
- m)+c( +p) (3.57)

J=p+

O |l

J=dz(p,+1p,)6 +—

bigiminde tanimlanir. Burada son terim incelendiginde 1° = p =—1 olmas1 durumunda
bu son terimin yok olacagi agikardir. Ancak genellestirilmis gravitasyonel kaynak
o
ot

bicimindeki ek terim ifadesinin yok oldugu yani sifira esit oldugu goriilmektedir. Fakat

1(1+ p)

yogunlugunun kompleks yapilardaki denklemleri incelendiginde -
C

genellestirilmis gravitasyonel kaynak yogunlugu denklemi eliptik bikuaterniyonlar ile
incelendiginde yukarida bahsedilen ek terimin kaybolmadigi, bunun sebebinin ise
eliptik bikuaterniyonlarin daha genis bir yapi olmasindan yani kompleks yapiy1 da
kapsayan bir cebirsel yapiya sahip olmasindan kaynaklandigi ortaya c¢ikmaktadir.

Diger taraftan eliptik bikuaterniyonik genellestirilmis gravitasyonel potansiyel,
Ag =pt A: _(¢m + I¢e)+(Ae - IAm)
bigiminde tanimlanir. Burada gravitasyonel potansiyel ise;
Ae =1 e + A‘e

bigiminde tanimlanir. Gravitoelektromanyetizm igin eliptik bikuaterniyonik Maxwell-

like denklemleri tek bir denklem ile

A =] (3.58)

seklinde verilebilir. Burada D@Ag, Ae ve J eliptik bikuaterniyon anlamindadir.

Boylece genellestirilmis gravitasyonel potansiyel tanimi ve (3.57) denklemi goz

oniinde bulundurulursa, (3.58) denklemi agikga
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ggg_@nﬂ+vAﬁ+{g%§4véwwmé)ﬂm&=¢wm

seklinde yazilabilir. Burada son terim Maxwell -benzeri denklemlere ilave ek terim
olmasi ag¢isindan bir farkli bakis agisi ve dnem arz etmektedir. Ayrica son denklemde,

skaler ve vektorel kisimlar tekrar esitlendiginde

—1(V, E) = l4zp, + Mg,

—<V, |:|>=47rpm,
wag=-tH 145 ' (3:59)
c ot C

~ £§+(1+p)aE 4z s

VAH=- — 1
c ot c o ¢ J. gAe

bi¢giminde eliptik bikuaterniyonik genellestirilmis gravitasyonel Maxwell-benzeri
denklemler elde edilir. (2.8) denkleminde verilen eliptik bikuaterniyonik i¢ ¢arpim

yardimiyla (3.59) denkleminin son iki denklemleri dikkate alinarak

_10(v.H)

C +|472pm<V,jm>

bagintilar1 yazilabilir. Ayrica (3.59) denklemindeki esitliklerden yararlanarak,

Az op,, 4
Amp,+Mip,) 10E 4 - L~
—— )za"fﬁfﬂ;ﬁ&=

biciminde eliptik anlamda streklilik denklemleri elde edilir.

58



Vektor potansiyel ve skaler potansiyeller sirasiyla Am ve ¢, olmak uzere gravity g6z

onunde bulundurularak Maxwell-benzeri denklemleri simetrik hale getirmek igin

eklenir. Sonug olarak E ve H alanlar

seklinde bir yaklagim ile ifade edilmelidir. Ayrica yeni potansiyeller ile iligkili olarak

eliptik anlamda Lorentz kosullar

(3.60)

dir. Gravitasyonel genellestirilmis eliptik bikuaterniyonik potansiyel {izerine eliptik

bikuaterniyonik diferensiyel operatorinin etkisi

5 @A, =[-L 27 e, 10+ A-IA)

C

| 0p, pop, |10A, poA, - -
= ZTm  FZ % PN gy Vo —(V, ANV
co co cot ¢ ot P Pe < Ae> ~A

+1(V,A, )=V AA,

bicimindedir. Bu durumda (3.60) denkleminden hemen 6nce verilen gravitoelektrik
alan ve gravitomanyetik alan denklemleri kullanilarak,

D' ®A, =H+IE
elde edilir. Eliptik bikuaterniyonik diferensiyel operatériniin son denklem uzerine

tekrar uygulanmasi ile;

O
®
O
®
p3
1
O
®
p2

yazilabilir. D ® D" operatoril
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Ozelligini saglar. Buradan O, d” Alembertian operator ile

L
ORA, =J-m2A, (3.61)

denklemi elde edilir. Burada A, J ve Ae nicelikleri eliptik sayilardir. Daha sonra

(3.61) denkleminden
O®A, +MmA, =] (3.62)

seklindeki gravitasyonel dalga denklemine ulasilir. Bu dalga denklemi genellestirilmis

eliptik Proca-tip denklemdir. (3.62) denkleminin sol tarafi daha agik olarak;
p| &° X i Y X
[L_Jy_ 2]@((—¢m—I(/)e)+(Ae—|An))+mg(—|(pe+A?)

seklindedir. Son ifade (3.62) denkleminde yerine yazilirsa

o oA, A
|p| ¢e+g e |CFZ| —" — R+ Vi, +1Vip, — VA

515 ). At P)OE
C ot

denklemi elde edilir. Buradan ayni cinsten skaler ve vektorel ifadeler eslestirildiginde;

|p| &0,

|
c® ot?

+1V? O — In~1§¢e =4np,,




denklemleri elde edilir. Eger p,, @,, jm, An terimleri yoksa (monopol tek kutup

olmadiginda) bu durumda J, gravitoelektrik yogunlugu,

je =l 47np, —4—7[\]~e +
C
olur. O halde (3.62) denklemi
O®A+mA, =J
seklinde ifade edilir. Kaynak yok ise J, =0 olacagindan, yukaridaki denklem
O®A+m;A, =0

olup eliptik anlamda Klein-Gordon denklemini ifade eder. Boylece bu denklem alan

degiskenleri igin

— |p|+a@t2 +1Vip, —IM2p, =0
Iy 4 ) (3.63)
|2 _v2A 1A =0

seklinde ifade edilir. Sonug olarak elde edilen bu denklemler graviton icin eliptik
bikuaterniyonik Klein-Gordon denkleminin eliptik ifadeleridir. Dolayisiyla burada
eliptik bikuaterniyonlar aracilifiyla gravitoelektromanyetizmin genellestirilmis tiim
denklemleri ifade edilmistir. Bu sayede bikuaterniyonlar ile yapilan ¢aligmalari da

kapsayan basarili sonuclar elde edilmistir.

Sonug: Ozel olarak, 1° = p=—1 olmas1 durumunda ise;

o,
Cat?

+ Vzgoe - rﬁgzgoe =0
(3.64)

5
8@?" —VZA +m;A =0.
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seklindeki graviton i¢in bikuaterniyonik Klein-Gordon denklemlerine indirgenir [55].
Eliptik bikuaterniyonlar ile 6nerilen bu formilasyon daha genel eliptik ¢6zim sunar

ve (3.64) denklemini de kapsayan kullanigl bir yontemdir.

3.5. Eliptik Bikuaterniyonlar ile Gravitoelektromanyetik Alanda Enerji

Korunumu

Elektromanyetik alanlar, uzayda enerji ve bilgiyi tasiyan kompleks olaylardir. Onlar
maddeden ve uzaydan enerji aktarirlar. Enerji manyetik bir alanda depolanir.
Elektromanyetik dalgalar su amaclarla kullanilabilir: bilgi iletmek, bir ortamdan bilgi
edinme veya enerji iletir. Enerjinin uzun mesafelerde bilgileri tasimak igin
elektromanyetik alanlar ile ifade edilmesi gerekir. Herhangi bir ortamin yoklugunda
da bu gerceklesebilir [71]. Proca-tip gravitoelektromanyetik denklemler vasitasiyla
hareket eden elektromanyetik dalga ile iligkili elektrik ve manyetik alan yogunluklari

arasinda P" = H — IE seklinde tanimlanmak iizere asagidaki denklem onerilir:
P ®(0®P + M A )= -P'®] (3.65)

Bu denklem daha acik olarak yazilirsa esitligin sol tarafi

(-H+ IE)@(%§—<V, H)+V AH +1 [%%—<V, E)+V A E]+m§'&e}

seklindedir. Buradan yukaridaki denklemi agik¢a
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c\ ot/ ¢ ot
+'E<ﬁ,§>_%m@+m<v,5>+|<ﬁ (7 AE)) -1 A(7 A E)
A7 AE) i (1 Ae>—m§(HAA)—§<E,§ Lk (3:66)

seklindedir. (3.65) denkleminin sag tarafi ise,

PP®i= (—I:I + IE)®(47[(pe + I,om)+4%[(—je 4 Ijm)+ (L+p) aéj (3.67)

bi¢iminde oldugundan (3.67) denkleminin sag tarafi kuaterniyonik ¢arpim yapilarak

daha acik bir bi¢imde

< Amg~ oo\ Amis o=y mg~ o< lAm s o= (1+p)/ 5 OE
0 AR ) 1) 50 )

g a8 60 i
c ot c c ¢

1+ p)<é,§>+|(“_p)a§

L

TEA, (369)

i)

c c
seklinde yazilabilir. Skaler ve vektorel kisimlar kendi arasinda skaler ve imajiner
bilesenlerine ayrilir ve gerekli eslestirmeler yapilarak (3.66) ve (3.67)

denklemlerinden



ifadeleri yazilabilir. Benzer sekilde (3.66) denkleminin vektorel kismi igin;

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 2 ~
c) ——H AE+H<17,H>—H AV AR)-mE(H /\Ae)+|?E/\%

~I’E(V,E)+I’EA(V A E)

) AN (7, E) - A AP AE)+ PEAT - E (7, 1)

C ot ot

+ IE/\(V/\ I—~|)7L Im (E

yazilabilir. Diger taraftan (3.68) denklemi i¢in skaler ve vektorel bilesenler imajiner

bilesenlerine ayrilarak,

- - . - ~ - (1+ ~ OE
h) —|47zpmH—|4—7zH/\Jm+|472'peE—|47[E/\Je+( p)|E/\%E
C

denklemleri yazilabilir. Dolayisiyla (3.66) ve (3.68) denklemlerinin ilgili kisimlari
eslestirilirse a) ve e) den;

o
I_<.q£>+
c ot
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elde edilir. Yani;

) e e

C
(3.69)
L5P) p)<ﬁ,§>_|24_”<é,Jm>
c ot c
dir. Yine b) ve f) denklemlerinin esitliginden;
|/~ oH ~ . W= - -
E<H E>+I<H (VAE)>—pE<EE>—I<E(V/\H)>
/e ® Az | ~ = A |~ = (1+p)/ - 6E
~Im? (E Ae>_IT<H,Jm> IT<E J, -1 - <E,E>
elde edilir. Son denklem
%[<H @> <|§ E>]+<ﬁ,(wé)>_<é 7 AR))-m (EA)=27(A3,)
(3.70)
4 ) ~ =
—(E&J.)
ifadesine esittir. Benzer olarak c) ve g) denklemlerinin esitliginden;
—1? OE S L P =
—HAZ-+H (V. H)=HA(V AH)-m?(H /\AE)-I-?(E/\EJ
~IPE(V,E)+ PEA(V AE)=—4ap,H + -1 /\je—(1+ P) i A E (3.71)
c ot
+|24—”(EA5m)+|24ﬂme
C

ve d) ile h) denklemlerinin esitliginden;

65



—1 ~ H e ay e - 1= 0E =~/ ~
TH/\E+IH<V,E>—IH/\(V/\E)+pEE/\E—IE<V,H>
+I|§/\(V/\I-I)+Irﬁ§(~/\~)=—I47zpm|-|—|4Tﬂl-l/\J~m+I47rpeI§
4me g WP B

C C ot

bigiminde yazilabilir. Burada esitligin her iki tarafi ;—C ile ¢arpilirsa;
7w

SEE) < (e nri) SrileA)—{Ed) (R}

denklemi elde edilir. Ayrica ;—C ile ¢arpilirsa;
7T

(3.72)



esitligi yazilabilir. O halde son denklemde <(l7 A An) , Ae> ifadesi sifira esit ve ayrica

(3.60) denkleminden;

(7o, A)=(V.0A)-0. (7. A)=(7.0.A)- Lo, 22

esitligi yazilabildiginden,

op, 1 oA
ot 2c ot

(E,M:—(V,%A&%g%

denklemi elde edilir. Bu durumda yukaridaki ifade (3.70) denkleminde yerine yazilirsa

2LHE) o (gam))s S (EA)-—(E)-(RI,)

4
A7

denklemi elde edilir. Boylece son denklem diizenlenerek

_|_~|2_E2_|~2"2 =2 2 _ "y B o
%( 829& + pmg(ﬁe)_%oz(EAH +rﬁ§(peAe)>=—<E,Je>
SCES

—H? - B> - IM2A? + pi’e?

elde edilir. Bu son denklemi u=

enerji yogunlugu ve
8

—C(E/\ H +rﬁ2(pe/5\e)

g

A

S = ise Poynting vektor olmak Uizere

X w.s)=-(EJ.)-(RJ,)

bi¢iminde ifade edebiliriz. Ayrica [72]-[74] kaynaklarindan bilindigi gibi Poynting
vektor ve enerji yogunlugu (graviton kiitlesi ile birlikte) skaler ve vektor potansiyeller
ile dogrudan iliskilidir.

Diger taraftan (3.59) denklemindeki son iki denklemler sirasiyla —IE ve H ile ig

carpim yapilirsa
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olur. Gorulur ki bu toplam (3.69) denklemine esittir. (3.71) denklemindeki vektorel

kisminin esitligi i¢in,

denklemi yazilabilir. Yani bu denklem diizenlenirse,
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c ot ¢
EFE) 41T (EE) E E)=am A+ A A5, P g
+1?(EAJ,, )+ 1%47p,E

olup esitligin her iki tarafi 47 ile bolunerek,

—12 E(EAH)+LV(|2E2_|:|2)+IL,€|:|_%I:I AJ,

47c ot 4r

1+p) ~ O6E 1% ,- - = Mg~ 2
*%HAE‘E(EA%)—'%E an(HrA)
5 L (v, %H(vﬂ))

(e E)rE(ER)-SR(TA)-;

elde edilir. Bu ifade graviton ve manyetik monopol icin elektromanyetik alanlarda

enerji-momentum iligkisini temsil eder. Diger taraftan (3.72) denkleminden

1~ H = 0B </ =\ v (o &\ &0 d\ & (o
—EH/\E+pE/\E+H<V,E>—H/\(V/\E)—E<V,H>+E/\(‘7/\H)
+rﬁ§(I§/\Ae)=—47rpml-l—l—~l/\jm+47rpeI§—4T”(I§/\je)+(l+Cp)EA%

dir. Boylece vektorel ¢arpim 6zdeslikleri yardimiyla

N B -~ - AT~ = 4 s
EE(H%EZ)JFmg(EAAE):—MpmH+47rpeE—TEAJe—HAJm

denklemi elde edilir.
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4. ELIiPTIK BIKUATERNiIYONLAR ARACILIGIYLA DIiRAC DENKLEMIi
VE ALAN DENKLEMLERI

Hem kuantum mekanigi hem de 6zel rlativite teorisinin ilkeleriyle uyumlu olan Dirac

denklemi, kutleli % spinli pargaciklarin hareketini ifade etmek igin kullanilir. Bu

bolimde agisal momentum, Dirac denklemi ve Dirac benzeri yeni denklemin
cozumleri eliptik bikuaterniyonlar agisindan ele alinmistir. Daha sonra eliptik
bikuaterniyonik uzay-zamanda rotasyonel pargacik i¢in eliptik bikuaterniyonik Dirac
denklemi ifade edilmistir.

4.1. Acisal Momentumun Eliptik Bikuaterniyonik Temsili

Agisal momentum fizikte dnemli bir yere sahiptir. A¢isal momentum hem klasik hem
de kuantum mekaniginde gozlenebilir énemli bir merkezi rol oynayan unsurdur.
Cinkii korunmus bir niceliktir. Kapali bir sistemin agisal momentumu sabittir.
Pargaciklar orbital agisal momentumu ve igsel agisal momentumu igerebilir.
Gezegenlerin yoriingelerinin hesaplanmasi, kat1 cisimlerin doniisii ve daha pek ¢ok sey

icin gerekli bir niceliktir.

Agisal momentum bilindigi gibi vektdrel bir nicelik olup

L=FAP 4.1)

seklinde ifade edilir. Burada I ve P sirasiyla konum ve momentum vektorleridir.
Eger [ ve P vektorleri sirasiyla, eliptik bikuaterniyonik notasyonda yazilirsa

asagidaki denklemler elde edilir:



R=re,+1Ire +1re, +1ne, =r, +1r,

(4.2)
P=Pe,+IPe +IPe,+IPe, =P, +IP
Diger taraftan M ; rolativistik eliptik bikuaterniyonik kdtle olup
P P P
M = %eo +1|2e +1 V—2 e, +1|—2e, =mye, + Ime, + Im,e, + Ime, (4.3)
1 2 3

biciminde ifade edilir. Burada m, :g_g durgun kutleyi, ¢ 151k hizin1 ve m;, m, ve m,
c

ise hareketli par¢acigin kiitlesini temsil eder. Ayrica v;,v, ve v, hizina sahip eliptik

bikuaterniyonunun birim tabanlar1 €, e, ve e, tdr.

Bir bagka 6nemli kavram olan eylemsizlik momenti | ile gosterilmek Uzere eliptik

bikuaterniyonik anlamda
=l e +1 (I +1pe,+158,) (4.4)
biciminde ifade edilir. Ayrica
=M N =M(R®R) =M(R?+R’+R’+R’)=MR’ (4.5)

denklemi saglanir. Son iki denklem ve (4.3) denklemi goz Oniinde bulundurularak

eliptik bikuaterniyonik eylemsizlik momentinin eliptik bilesenleri I, = m,R?,
Iy = m,R?, Iy, = m,R? ve Iy, = m,R* seklinde yazilabilir.

Diger taraftan (4.1) ve (4.2) denklemlerini kullanarak eliptik bikuaterniyonik agisal

momentumu;

L=R®P, L=2(R®P-P®R) (4.6)
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seklinde ifade ederiz. Burada “ R ” konumun eliptik bikuaterniyonik gosterimini temsil
ederken, “P” momentumun eliptik bikuaterniyonik temsilidir. Boylece (4.6)

denkleminden,
L=[ R+ 1* (LR +5,P,+1,P) |& +1[-1,R+Rh—Ir,P + IR ]e,
+1[-,P,+PRr,— IR + 1R, Je, + I [-,P, + Pr, — ILP, + IR ]e,
elde edilir. Burada (4.2) tanim1 ve (4.6) denklemi g6z Oniinde bulundurularak
momentum degerleri yerine yazilirsa,
L =[ MG+ 17 (M, +1,m,V, +6myvs) Jeg + 1 [—rymyy, +mqer, — Ipmyv, —rm,v, Je,

+ 1[—r,m,v, +mycr, — Imy, + Irmyy, Je, + 1 [-r,myv, +mcr, — Irmyy, + Ir,myy, |e,

elde edilir. Son denklemi yalin bir sekilde ifade etmek gerekirse eliptik

bikuaterniyonik agisal momentum

L =1Ly +ILe+ILe, +ILe =L, +IL 4.7)

seklinde ifade edilebilir. Ayrica Ly ~E; eliptik bikuaterniyonik enerji olmak tizere

(4.7) denkleminin skaler kismi1

E, ~ L, =1,P,+12(r,P) (4.8)

olup burada t,P, bir pargacigin durgun kiitle enerjisini gosterir ve 1° (r, P) hareket

eden izdiistimsel enerjiyi temsil eder. Diger taraftan L pir eliptik bikuaterniyonik

acisal momentum;
L=(,P+Rr)-I1(r,P) (4.9)
seklinde yazilabilir. Burada ilk terim boylamsal bilesen, ikinci terim ise eliptik

bikuaterniyonik momentumun enine bilesenidir. O halde eliptik bikuaterniyonik acisal

momentum su sekilde yazilabilir:
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L=E,e,+IL (4.10)

Matematiksel ve fiziksel olarak birka¢ yorum yapmak gerekirse;

Eger r)P, =0 ise L, =1? <r, P> olup enerjinin ii¢ boyutlu durumu ele alinir. Eger (4.8)
denklemindeki r =P =0 alinirsa, E; = r,P, ve L, = 0 olacagindan bu durumda sadece
durgun kutle enerjisine sahip, rotasyon hareketine sahip olmayan bir par¢aciktan s6z

edilebilir. Ayrica eger r AP =0 ise bu durum pur enerji olarak ifade edilebilir. Fakat

eger <I’, P> =0 ise o halde piir agisal momentum ifadesi gecerlidir.

Eliptik bikuaterniyonik ac¢isal momentum; skaler kismi eliptik bikuaterniyonik enerjiyi
ve vektorel kismi piir agisal momentumu ifade ettiginden yukaridaki durumlara baglh
olarak verilen ifadelerin sifira esit olmamasi durumunda rotasyonel enerjiye ve agisal
momentuma sahip eliptik davranig gosteren bir pargacik veya anti-pargaciktan soz

etmek mUmkidnddir.

4.2, Eliptik Bikuaterniyonik Dirac Denklemi

Dalga mekaniginin klasik mekanige gore fazla olay1 agiklayabildigi dngoriilmiistiir.
Fakat dalga denklemi Schrodinger’in verdigi elektron spinini kapsamaz. Ayrica dalga
denklemi Lorentz donlsiimlerine gore invaryant (degismez) degildir. Bunun bir
sonucu olarak Schrodinger denklemi hizi, 151k hizina gore ¢ok kiiciik olan yani diisiik

enerjili sistemler igin gecerlidir.
Dalga mekaniginin igerisine spini dahil etmek ve Schrodinger denklemi vasitasiyla
taneciklere spin atfedebilmek icin ilk kez W. Pauli ¥, dalga fonksiyonunu skaler bir

fonksiyon gibi degil, onu her bir bileseni spinin miimkiin yénelmelerinden birine
tekabiil eden iki bilesenli bir vektor olarak diisiinmiistiir. Bu yeni dalga fonksiyonu
kavrami1 her ne kadar ilerleme teskil etse de yeni dalga denklemi ic¢in Lorentz

doniisiimiine gore invaryant degildir yani rolativist degildir.

1928 yilinda P.M.A. Dirac, Schrodinger dalga denklemini hem spini kapsayacak hem

de Lorentz doniisiimlerine gore invaryant kalacak sekilde genellestirmistir.
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Dirac’in bu kuramindan elektronun anti parcacigi olan pozitronun varligini ortaya
koymus olmasi kavramsal fizik i¢in en biiyiik bagarilardan biri oldugu bilinmektedir.

Enerjinin rolativitedeki ifadesi;
B =mc’+pc (4.11)

olarak bilinir. Buradan hareketle serbest bir pargacik i¢in Dirac denklemini yazmak
miimkiin olmustur. Bu durumda Hamiltoniyen, I ve { den bagimsiz, enerji ve

momentumun lineer bir ifadesi olarak bilindigi gibi

H =ca.P + pmc?

seklinde yazilabilir. Burada karsilig1 bulunma ilkesine gore P = —ih% dir. Ayrica B

ve d=(ay,a,,;); F,1,P ve E den bagimsizdir. Bilinen Dirac denklemi
(E—c(a,P)—pmc* )y =0 (4.12)

yada E=H = ih% oldugundan kuantum operatorler cinsinden
- a - 2
lhaHhC(a,V)—,Bmc w=0 (4.13)

biciminde ifade edilir. Burada «,,c,,a, ve B, 4x4 matris bicimindedir ve v,
parcacigin spin dalga fonksiyonudur. E, P ve m sirasiyla enerji, momentum ve

kiitleyi temsil eder. Simdi Dirac denkleminin yeni eliptik bikuaterniyonik tanimi
serbest elektron igin arastirilacaktir. Ilk olarak enerjinin rolativitedeki eliptik
anlamdaki ifadesini elde etmek amaciyla e ve P pdr eliptik bikuaterniyonlari

1 1
a=—o +—a,t,+—a,.e,,
I R (4.14)

P=IP+IP,+IP,

75



seklinde tanimlanir. Bu ifadeler ile birlikte enerjinin rolativitedeki eliptik ifadesi
(E*~Ip|c® (P2 +P +P?)—m’c* )y =0 (4.15)

elde edilir. Burada asagidaki 6zellikler gegerlidir:

aa, +a,a, =0
a0, + o0, =0 (4.16)

oo+ oo, =0

ve
a,f+Pa, =0
a,B+ pa, =0 (4.17)
s+ Pa; =0

dir. Burada a = (o, @,, ;) ve g, 4x4 eliptik Dirac matrisleridir ve bu matrisler

76



o o -2~ o
Jol

|p| 00 I 0

%= %0 1o o
P 9o 0o o0

Jpl 1 0 0 0
o 2 o o
el |
o o o P
Jol

0 o —P o 100 O (4.18)

, Iy s_01 00

3 ’ - )

. A& 00 -1 0

Jel 00 0 -1
P 9o 0o o0
el |

o — O O
- O O O
o O o —
o o — O

dir. Ayrica bu matrisler i¢in,

2 2 2
a =, =05 :_p:|p|’ po=1, 1,°=pl,

oOzellikleri saglanir. Ayrica @ matrisleri eliptik bikuaterniyonik taban elemanlari ile

o, =-1,8,
a, =-1,6,, (4.19)
o, =1,6,

biciminde tanimlanabilir. Burada serbest pargacik icin eliptik Dirac matrisleri
kuaterniyonik taban ile iliskilendirilmistir. Serbest pargacik igin Yyeni eliptik

bikuaterniyonik Dirac benzeri denklem
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(E-c(P,a)—bmc*)®e, ®y =0 (4.20)

dir. Burada (P,a)=PRa, +Pa, + Pa,, W=y +lye +lye, +lye ve b==+1

olup elektron ve pozitron arasindaki ¢oziimii ifade eder. Ayrica P ile « ifadeleri
(4.14) denklemindeki gibi eliptik ifadeler olmak Gzere bu ifadeler (4.20) denkleminde

yerine yazilirsa;

(E—cRa, —CPa, —CPya, —mc*h) ®e, ®y =0 (4.21)
dir. Eger a,,@,, a, eliptik bikuaterniyonun birim taban elemanlar1 olarak tanimlanirsa

((E —bmc?)e, + IcPe, + IcPye, - IcP3e3)®e0 ®y=0

olarak yazilabilir. Daha sonra (4.21), (4.14) ve y eliptik bikuaterniyonik spindr

ifadeleri g6z 6nunde bulundurularak son denklemin matris temsili

mc’ 0 LcPl ~IcP, —LCP3 2
[ Jel
v, 0 mc? Pepricr,  Pep ly,
il T T
s LcPl —IcP, —Lc% —mc? 0 v
ly, I I
|
IcP, —Lc% —LCF’l 0 —mc? Va
Jvl o IL

dir. Boylece son ifadede verilen matris yardimiyla
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(E—mcz)x//l—ﬁ IcPlz//3+{lcP2 +ﬁc&} ly, =0,
(E-me?) 1y, —[_—pcg+ |cP2Jy/3+icP1Iy/4 =0,
R T
(E+me?) st—ﬁcﬂyfﬁ{lc% +ﬁcps] ly, =0,
(E+mc?)ly, +ﬁcaw2 {mpz ﬁcaj% -0

seklindeki eliptik Dirac benzeri yeni denklemlerin ¢6zimuni elde ederiz.

Serbest parcacik i¢in (4.20) denklemindeki bilinen Dirac denkleminin uzay-zamandaki
elektronun hareketine bagli olarak enerji momentum iliskilerini veren -eliptik

bikuaterniyonik yeni formulu;
E®\|;=(a®L+,BIV2)®\|J (4.23)
seklinde genisletilebilir. Buradaki «, L, #, I ve wy eliptik bikuaterniyonik

/M
degiskenlerdir. Ayrica rotasyonel parcaciklar i¢in v =C T hizi, C 151k hizina yakin

olarak maksimum hiz disiindlebilir [75].

Diger taraftan o eliptik Dirac matrisleri 2x 2 tipinde
o, O of 0 .

— , - f V :1,2,3

% [O O'J % {0 GJ-:| (v )

1, 0 Jon] Ll
S R S

bigiminde tanimlanir. Simdi (4.23) ifadesindeki ilk terim olan o ®L , kuaterniyonik
carpim kullanilarak (4.7) ve (4.14)’deki denklemler ile birlikte

(4.24)

1
a®L = (aoeo +Ta1e1+%aze2 +|£a3e3j®(|-oeo + |L1e1+ ILzez + I%eS)
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a®L:(aoL0—alL1—a2L2—asl_3)eo+(la0L1+%Loal+li2a2L3
—Iiz“sl-zjel"‘(laol—z“L%l—oaz+|i20‘3|—1—|i2051|-3jez
+(I0¢0L3 +%Loozs+Iizocle—lizatzLije3
seklinde ifade edilebilir. Bu ifade Vj =1,2,3 i¢in daha yalin halde;
a®L = {aOEO —%(a, L>}eO +{I0¢0Lj +|£L005j +Ii2(aj AL, )}ej (4.25)

seklinde yazilabilir. Diger taraftan (4.23) ifadesindeki BIv? terimi

PV =pIve,+1p1ve + 181, v, +181, V%, (4.26)

olarak ifade edilebilir. Bu durumda (4.25) ve (4.26) esitlikleri (4.23) denklemindeki

rotasyonel eliptik bikuaterniyonik denkleminde yerine yazilirsa, her j=1,2,3 igin

1 1 1
(%EO —I—2<a, L>je0 +(|050|_j +TLa, +|—2(o¢j AL )jej +B1,v%,

2 2 24 —
+1pIve+1p51,ve, +151,v°e,=0

(4.27)

denklemi elde edilir. Bu durumda (4.27) denklemi hem bikuaterniyonik enerjiyi hem
de elektronlarin agisal momentumunu veren hem skaler hem de vektorel bilesenler

igerir. Ayrica e, a karsilik gelen reel kisim eliptik Dirac rotasyonel enerjiyi ve €;’ye

karsilik gelen kisim eliptik rotasyonel momentumu verir. Eliptik bikuaterniyonik

spinor
V=8, + lye +lye, +lye, = (v, + lye))+(ly, +lye e, =y, +lye, (4.28)

bigiminde tanimlanir. Bu spin dalga fonksiyonu iki bilesenli ve dort bilesenli olarak

sirasiyla,
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¥V,

l//a Il//l

\'j: ,\Ij:
Ly, ly,
ly,

biciminde yazilabilir. Bu matrisleri eliptik bikuaterniyonik enerji ve agisal momentum
cozlimlerini tanimlamak i¢in kullanabiliriz. Eliptik bikuaterniyonik rotasyonel Dirac

denkleminin enerji ¢bztimleri igin (4.27) denklemindeki skaler kismini

(aOEO—IiZ<a, L>+ﬁ’ Ipovzeo)=0 (4.29)

biciminde ifade edebiliriz ve (4.24) denklemindeki matrisler yardimiyla matrisel

bicimde
E,+1,v? (e,L)
(10 oV’ [I‘”a}:o 430
TEL  (E-Ly) Vo
seklinde yazabiliriz. Burada,
- —le;, , i=1 and !=2 (4.31)
' le, i=3

ve a=(-e,-€,8), & (Vi=123), €=(e,e,,—€;) biciminde tammhdir. Bu

durumda (4.26) esitligi

(E0+IPOV2)‘//a+<éivL>Wb =0 (4.32)

I(EO—IPOvz)l//b+|1<éi,L>y/a:0 (4.33)

bi¢iminde yazilabilir. Elde edilen (4.32) ve (4.33) denklemleri, pargaciklarin pozitif ve

negatif enerji ¢cozumlerini ifade eder. Bu denklemlerde y, ve y, degerleri enerji ve

momentumun bir fonksiyonu olarak alinirsa;
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(Eo +T5v* )wy (Eo, L)+ (8, L)ws (g, L) =0,

(B +15 v )y, (Eg, L)+ (&, L)y, (Ep, L) =0,
(4.34)

(B, I v )y (Eo, |_)+|1<éi, L)y, (Ey, L)=0,

(B, —Iv? Jw, (B, L)+ (6, L)y, (E, L) =0

ifadeleri elde edilir. Elde edilen bu ifadeler donen pargaciklarin pozitif ve negatif enerji
¢cozumunl temsil eder. Burada elde edilen eliptik ¢ozumler tim pozitif ve negatif
enerji spinorleri pargacik ve anti parcaciga karsilik gelen eliptik bikuaterniyonik
tabanlar ile iligkilendirilmistir. Bu ¢éziimler eliptik bikuaterniyonik spin ve orbital
acisal momentum arasindaki etkilesim ile iliskilendirilmis eliptik bikuaterniyonik

kuantum dalga spinor fonksiyonunun eliptik davranisini gosterir.
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5. ELIPTIK BIKUATERNIYONIK ROLATIiVISTIK ESNEK CARPISMA
PROBLEMI

Fiziksel bir olayin nerede gergeklestigini ii¢c boyutlu uzayda konum ile ifade ederiz.
Ancak bu fiziksel olayin ne zaman gergeklestigini agiklamak i¢in bir zaman koordinati
eklenerek dort boyutlu uzay ele alinir. Dort boyutlu uzayda eliptik bikuaterniyonik

konum vektori (3.24) denklemindeki gibi tanimlidir. Bu durumda R ’nin sol Hamilton

matris temsili
R, -R, -R, -R,
_ R, R, R -R
H (R)=R,+RI,+RI,+RI,= R R R R (5.1)
R, R, -R R

seklinde verilir. R eliptik bikuaterniyonunun semi-normu
Ny =R®R =(ct+Ir)®(ct—Ir)
=ct’ 12 (XP+y* + %)

dir. Ayrica, 1, , 4x4 tipinde birim matris olmak tUzere R eliptik bikuaterniyonunun

semi-normu matrisel olarak
H (R)H (R)=H (R)H (R)=(ct)’ ~[p|(x* +y* +2°)1,
=77 —|p|(x* +y* +2°)1,

seklindedir. Parcacigin eliptik bikuaterniyonik hizi, 7 0zel-zamanina gore

_§:8(0t+lr) ot or (5.2)
or or or or

\Y

seklinde tanimlanir ki burada a@_t =y ve Vv pir eliptik bikuaterniyonik hiz olmak
T

uzere (5.2) denklemindeki eliptik bikuaterniyonik hiz



V= C8§+ I 2_r =y(C+1Iv) =V, +V,8 +V,€, +V,e (5.3)
T T

dir. Ayrica V eliptik bikuaterniyonik hizi, matrisel formda ifade etmek gerekirse (3.6)

denkleminden

V, -V, -V, -V

i V, VoV,
H™(V)=V, [, +V, [ +V,[, +V,[; = VEREVARRVARRY

y X

V, V, -V, V,

z y

z

yazilabilir. Bir pargacigin eliptik bikuaterniyonik momentumu ise skaler ve vektorel
kisimlar1 agisindan seklinde tanimlanir. Ayrica (4.2) denkleminde ifade edilen P
eliptik  bikuaterniyonik momentumunun sol Hamilton matrisi (3.5)-(3.8)

denklemindeki 6zel gama matrisleri goz 6niinde bulundurularak

P, - -P, -P,

i P P P -P
H (P)=RI[,+PI,+PI,+Pl,= P P P Py (5.4)

y z X

P, P -P P

biciminde yazilabilir. Diger taraftan, bilindigi gibi parcacigin momentumunu
hesaplamak igin hizi ile kiitlesi ¢arpilir. Bu diisiinceden hareketle (5.3) denklemindeki

V eliptik bikuaterniyonik hiz ile parcacigin m, durgun kiitlesini ¢arpariz. Bu durumda

eliptik bikuaterniyonik momentum
P=m,V=myy(c+Iv) (5.5)

biciminde ifade edilir. Diger taraftan (4.2) ifadesinde verilen P momentumunun

taniminda verilen v pir eliptik bikuaterniyonunun matris temsili

o
|
<
|
<
|
<

X y z
v, 0 v, -v
H™(v)=v,I,+v,,+v,[,=| * : /
v, =v, 0 v,
v, v, -V,
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dir. Bu durumda (5.4) ifadesi g6z 6nlinde bulundurularak (5.5) denkleminin matris

temsili

myc -V, -V, -V

X y z
- - Vx m]/C VZ -
Ho(P)=marly(el+ M- ()= © 5 )
y z 0 "

v, vV, -V, myyC

seklinde yazilabilir. Diger taraftan, (5.5) denkleminde verilen P momentumundaki

. . 1 N m L
m,y ifadesi y = = olmak tizere m,y =m= - = biciminde tanimlayarak

Vv
1-=
c

(5.5) denklemini

P=m(c+Iv)=mc+Imv (5.6)

seklinde ifade edebiliriz. Bu durumda, (4.2) ve (5.6) denklemini g6z 6ninde

bulundurarak
P=mc+Imv=PR +IPe +IPe,+IPe, =R, +IP (5.7)

ifadesini yazabiliriz. Ayrica (5.7) denklemini enerji ile de iligkilendirebiliriz. Bilindigi

gibi E =mc? oldugundan (5.7) denklemi icin P = E+ IP esitligi yazilabilir.
c

Diger taraftan zaman ve konumu birlestiren R eliptik bikuaterniyonunun kutupsal

formda verilen (2.13) denkleminden

R =/Ng (cosg+w, sing) (5.8)

ifadesi yazilabilir burada

Joeeyiez) v 59)

p|R B \/HR

JNg =R, coswzé, sing =
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ve

_ Xe +ye,+2e; r
RN TR s 610

dir. Eliptik anlamdaki Lorentz déniisiimlerini ifade eden Teorem 3.2.1.1 g0z 6nune

alindiginda Lorentz doniigiimleri altinda P momentumunun bilesenleri

I:)Olzj/v Pt _gva (511)

P =y|P —MVPI (5.12)
I

P/=P, P/=P, (5.13)

seklinde yazilabilir. Genel olarak esnek c¢arpisma problemlerinde toplam enerji

korundugundan toplam eliptik bikuaterniyonik momentum korunumunun sabitligi i¢in

P=>P =Y P, +> P =sabit (5.14)

denklemi yazilabilir. Burada vektor kismimin sabitligi, Newtonian Ug¢-momentum
korunumunun genellemesi, skaler kismin sabitligi ise enerji korunumunun goreli

genellemesidir [76].

Oyleyse carpismadan dnce m, ve m, gibi iki par¢acigimiz oldugunu varsayalim. Bu

parcaciklarin eliptik bikuaterniyonik momentumlari sirasiyla

P, = Mu?y {C-i- I ﬁ J My, C+ 1 \{T Moy, U = Ry, + 1P, =sabit (5.15)

ve
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P, =My7, [c +1 */m w} =My7C+ | */m Myo¥ W = By, +IP, =sabit.  (5.16)

[p| o]

biciminde tanimlanir. Bu pargaciklarin elastik bir ¢arpigmasindan sonra, tanim geregi,
parcaciklarin sayis1 ve durgun kiitleleri degismez. Carpismadan 6nce ve sonra toplam

P eliptik bikuaterniyonik momentumun korunumundan dolay1

P, +P, =P, +P, (5.17)

denklemi yazilabilir. Bu durumda (5.17) denklemi (5.15) ve (5.16) denklemleri
yardimiyla ac¢ikca

[ |'T'“J+”‘°ﬂw[“' 0 ] (ﬁ J
B

(5.18)
+Myo 7 £c+l | |

seklinde yazilabilir. Carpismadan &6nce ve sonra P eliptik bikuaterniyonik

momentumunun semi-normlari sirastyla

NPml—P QP _m017u(c+lﬁ J@mmyu[clﬁu]

2
=m012]/u2 CZ_"_IZ(%} u2

2.2
=m, C

Np, =Pr, ®P; =mgy, [c+|\/m }@m()lyu{c—l#u'}mofcz

[Pl Pl

dir. Diger taraftan P, igin de benzer olarak

87



N, =P ®5m2m02yw{c+lﬂw}®mozyw{ ﬁw}mozc
ve

Ne, =P, ®P’ =My, £C+I\|/T }®m01u£ - £ J m,,’c?

dir. Carpismadan dnce ve sonra eliptik bikuaterniyonik P, ve P, momentumlarinin

semi-normlari korunur. Dolayisiyla ¢arpismadan Once ve sonra toplam eliptik

bikuaterniyonik momentum agagidaki gibi ifade edilir:

P=P, +P, =myy, [c+| ﬁu}+mozyw(c+l \{TW]

Bdylece P toplam eliptik bikuaterniyonik momentumun semi-normu igin de benzer

islemler yapilarak
N, = P®P
= (Pm1 +P,, )6<)(I5m1 +|3m2>
= P,®P,+P, ®P, +P, ®P +P ®P
denklemi yazilabilir. O halde son denklemden
Ne =N, +N, +P, ®PF, +P, ®F,

elde edilir. Carpismadan sonraki P’ toplam eliptik bikuaterniyonik momentumunun

semi-normu i¢in de benzer iglemler yapilarak
N, =N +N +P;H®Pr;2 +P, ®F,

denklemi elde edilir. Carpigmadan 6nce ve sonra toplam momentum degismediginden,
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N, =N, (5.19)
dir. Bu durumda son denklemi agikca
Np +Np +P, ®P, +P, ®P, = N, +N, +P, ®PF, +P;, ®F,

seklinde yazabiliriz. Boylece yukaridaki denklem, carpismadan Once ve sonra

momentum korundugundan (5.19) denklemi geregi
P, ®P, +P, ®P =P, ®P +P; ®P, (5.20)

seklindedir. Eger buradaki son denklemi acik¢a ifade edecek olursak (5.7)

denklemindeki tanimdan

(Pml+|Pml)®(sz—|Pm2)+(P0mz+|sz)®(|30 IP

m ml):P

om o (5.21)
+12(Pyy Po, )+ Po, Poy, + 17 (P, P )

m o m, my 't my

dir. Ayrica m, ve m, sirastyla kursun ve hedef parcacigi olarak diisiinebiliriz. Bu

durumda hedefin dinlenme cergevesinde w =0 oldugundan (5.21) denklemi:

o Po, + 1% (Pry s P, ) Po Po, +1(Po P ) =Momy0® - (5:22)

olur. Bu durumda (5.20) denklemi i¢in

P, ®P, +P, ®P, =P, ®P, +P, ®P; =m;my,c’ (5.23)
elde edilir. Ayrica (5.23) denklemine gore carpismadan sonraki deger aynidir boylece
elastik ¢arpigsmanin u = ue, goreli hiz1 degismeden kalir [76].

(5.23) denklemini g0z Onlne alarak m, pargacigmin U hizina sahip oldugu
diisiiniiliirse S durgun cergevedeki sistemdeki m, in toplam eliptik bikuaterniyonik

momentumu
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P=P, +P, =my7, [c+| |p| }+mozc

(

( 01Vu moz | My, 7, U

(5.24)

dir. Simdi ¢arpismay1 baska bir S’ referans g¢ergevesinde diisiinelim. Carpismadan
sonra U bagil hizi degismez. S’ deki m, pargacigi hareketsizdir ve bir digeri olan m,

parcacigi sabit bir hiz ile hareket eder. Benzer sekilde toplam eliptik bikuaterniyonik

momentumu S’ cergevesinde

P'=P, +P;, m01c+m02yu[c+l\|/q J

Jpl

:(m027u +m01)c+ I Wmoﬂuu

seklindedir. S" nln S’ye gore bagil hiz1 vV , ¢arpismadan sonraki m, pargaciginin

hizidir. P ve P’ niin toplam eliptik bikuaterniyonik momentumu farkli referans
cercevelerine gore alindigindan esit degildir. Ancak eliptik bikuaterniyonik Lorentz
dontigimlerini kullanarak P ve P’ arasindaki iligskiyi kolayca yazabiliriz. Eliptik

bikuaterniyonik doniisiim denklemi asagidaki gibidir:

P=A®PRA (5.25)

Bu alternatif temsili formule goére (5.24) denklemine go6re toplam eliptik

bikuaterniyonik P momentumu kutupsal formda (2.13) denkleminden
P=JN, (cosp¢p+wp sinpgop) (5.26)

seklinde yazilabilir. Burada (2.12) denklemi g6z 6nunde bulundurularak
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(Mg, +Mgy )C i I, /PXZ +P?+P/}
=, p¢p =
VNe VPN, (5.27)

Pe +Pe +Pe A&e+Aye+Aze
W, = =
ot Ly rovewy

ve

P=I % M7, U (5.28)

dir. Bu durumda (5.25) denklemi, (3.21) ve (3.22) denklemlerindeki hiperbolik

fonksiyonlar yardimiyla
P = /N, (cosh( pzijr Fw smh( pzpD@(cosp @, +W,sin, ¢, )

® cosh(pep]+ w smh(pepJ
2 I 2

seklinde yazilabilir. Esitligin sag tarafindaki ifadeler kuaterniyonik ¢arpim kurallari

(5.29)

g6z 6nunde bulundurularak

0, 0,
P =N, (cos (ppcosth2 J+I1W cos gopSInh[pz ]er sin, ¢,

2

0 0
_|1<WP1WA>Sinp ¢p sinh [%j—I—ZWA <WP,WA>sin ) ¢p SinhZ (%]J

(5.30)

bi¢ciminde yazilabilir. Buradan gerekli islemler yapilarak

Pr:\/[\TP(cosp(ppcosh(p6’p)+%wAcospgopsinh(p9p)+wpsinp¢)p
1 1 .
—T<WP,W )sin,, @, sinh( pg, ) - W a(W,, W, )sin ¢, cosh( pd, )
1 .
+|—2WA<WP,WA>SInp¢p

denklemi elde edilir. Son denklemde (5.26)-(5.28) denklemleri kullanilirsa
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P':\/N_P[%ccosh(pep)+%wA(mL\/Ni;n"2)csinh(pep)
(°.P) Low, w1 <F)’P>sin
(W, mm“JN—P h(p,)

I
+ W, —— -~

NER
1

(5.31)

T
U
0

~

yazilabilir. Buradan daha acik bir bicimde

92



0 0 0 0
P =N, (cosh (%jcosp ¢, cosh (%} +|1WA sinh {%Jcosh (%]

0 0
+W, sin @, cosh L%J cosh [%}

1 —
|
0 0
+leA sinh (%] cos, ¢, cosh (%}

0 Z
—%(WA,WA>Sinh2(%j+%(WA/\WA)Sinhz(%j (5.32)

—%(WP,WA>Sinh (pTep]sinp ¢, cosh [pTH"j
+T1(WA AW, )sinh [pTe”Jsinp ¢, cosh (DTGP}
—IizwA (W,, W, )sin | ¢, sinh? (DTQ")
_Ii2<wA,(wP AW, ))sin, @, sinh? [pTepJ

0
+Ii2wA A(W, AW, )sin ¢, sinh? (%D

seklindedir. Daha sonra (5.31) denklemi P’ niin tanimindan dolay1 reel ve imajiner
bilesenlerine ayrilarak

(uv)

(m017u + moz)c :(m017u + mOZ)Cﬂv —My 7, Tﬂv

o] Jrl

1
—-— Mpy,u=m 7uu——ﬁv My Yy T My )V+ —— ﬂv—l My, ——1—
|p| 02 01 |p| ( 01 02) |p|\/m( ) 01 ‘2‘

denklemi elde edilir. Elde ettigimiz bu denklemler, Lorentz doniisiimleri altinda
momentum korunum ilkesinin uygulanmasi ile elde ettigimiz en genel eliptik

bikuaterniyonik denklemlerdir.
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Simdiye kadar elastik rolativistik ¢arpismanin en genel formiilleri tiiretildi. Tiim

hizlarin X ekseni boyunca oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda m, kiitleli parg¢acigin

durgun ¢ergevesindeki sistemin toplam eliptik bikuaterniyonik momentumu

P:Pﬂh+sz ( 017/u"_mOZ)C+I\/H My, 7, U &

haline gelir ve kutupsal bi¢cimde ise

P =N, (cos, 8, +w,sin_6,)

seklinde ifade edilir. Burada

_(m017u+m02)c - _I <P’P>

0 = , - N/
C0s, 0, \/N_p p7p \/H\/N—P
Pe +Pe +Pe
\/»\/m \/79

ve

| | My, 7, U €

dir. Carpismadan sonra S’ referans cercevesinde toplam eliptik bikuaterniyonik
momentum

N

P'= ( oz7u+m01)c+| | | My, 7, Ui

seklinde yazilabilir. Daha sonra eliptik bikuaterniyonik Lorentz doniistim bagintisini
kullanarak onlarin arasindaki iligskiyi diislinebiliriz. Benzer sekilde (3.20)-(3.23)
denklemleri
B,
cosh(p@p)=4,, sinh(pdp)= |v

R O e s

indirgenir. Bu formiiller kullanilarak P ’nin reel kismi:
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Vl
(m027u + mm)C = (m017u + My, )C:Bv — My, Uy ?ﬂv
olup imajiner kismi ise,

Jpl

My, 7 Uy = _W(mm?/u + My, )ﬂvvl + My 7, U

olur. Simdi garpismadan sonra m, ’in v, hizin1 bulahm. Ik olarak 3, yok edilir ve

P V.
%moﬂuw ((moﬁ/u + My, )€ — My, Uy ij = (M7, + Mgy )

—@(m + My, )V, + My, U
|p| 017y o2 ) V1 17

seklinde lineer denklem elde edilir. Daha sonra son denklem ¢ozulurse v, hizi

IR IRIN P [
Mg, Moy 7, Uy +| My, |p| My, U,

P (5.34)

1
\/E (m012 +m,>? ) 42 Mooy

olarak bulunur. Eger (5.34) denkleminde 6zel olarak 1> = p=-1 alimrsa [76],[77]

Y

kaynaklarinda ifade edilen

(mm2 - moz2 ) U

V= (5.35)
(mo e )+ 2o

denklemi elde edilir Goriildiigi gibi eliptik bikuaterniyonlarin cebirsel yapisindan
kaynakli, (5.34) denkleminde elde ettigimiz ifade (5.35) denklemini de kapsayan daha
genel bir sonugtur.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu c¢alismada ilk olarak literatirde iyi bilinen Lorentz doniisiimleri eliptik
bikuaterniyonlar ile incelenmistir. Uzay ve zamani birlestiren R=ct+ Ir eliptik
bikuaterniyonunun ifadesi ile birlikte eliptik bilesenlerden olusan 4x4 tipinde matris
ve reel bilesenlerden olusan 8x8 tipinde doniisim matrisleri tanimlanmustir.
Rolativistik doniistimii tanimlayan (3.24) denkleminin 4x1 matris temsili Teorem
3.2.2.1 de verilmistir. Ayrica tanimladigimiz eliptik bikuaterniyonik U doniisiim
matrisi araciligryla doniisiimiin daha kolay ve oldukga yararli ifadesini verdik. Eliptik
bilesenler iceren U matrisini ayrica 8x8 boyutunda da ifade ederek rolativistik
doniisiim bagintisinin 8x8 matris temsilinde doniisiimiin daha yalin bir sekilde
ifadesini miimkiin kilarak matematiksel ifadelerin daha az islemle elde edildigini
gosterdik. Onerilen yontem anlasilir ve basit olmasi agisindan okuyucu tercihine baglh

olarak islem tiiriine gore tercih edilebilir.

R =ct+ Ir ifade bigimi ve Teorem 3.2.2.1 yardimiyla elde edilen fiziksel sonuglarin
birbiriyle kolaylikla iliskilendirilebilmesi saglanmaktadir. Bu ¢alismada elde edilen
esitlikler ve matrisler araciligiyla birbiri ile ¢ok yakindan iligkili olan elektrik ve
manyetik alan, enerji ve momentum nicelikleri, elektriksel akim ve yiik yogunlugu,
skaler ile vektor potansiyeli gibi farkli 6zellikteki birgok fiziksel niceligin eliptik

bikuaterniyon araciligiyla birlikte ifade edilebilmesi miimkiin olmaktadir.

Daha sonra, eliptik bikuaterniyonik anlamda Dirac denklemi ve agisal momentumun
bir calismasim1 sunduk. Eliptik bikuaterniyon eliptik bilesenlerden olusan hem

bikuaterniyonlar1 hem de kuaterniyonlari da i¢ine alan cebirsel bir yapidir.

Dirac denklemleri bilindigi gibi rOlativistik sistemleri aciklar ve fizikte 6nemli bir
yere sahiptir Fizikte ifade edilebilen denklemler yeni bir bakis agisiyla eliptik
bikuaterniyonlar ile tanimlanabilir. Bu yiizden eliptik bikuaterniyonlar kuantum
mekanigi, genel ve Ozel relativite gibi bir¢ok fiziksel alandaki onemli denklemleri

tanimlamak i¢in kullanilabilir.



Caligmamizda 2x2, 4x4 ve 8x8 tipindeki eliptik matrisleri tanimladik.
Tanimladigimiz bu matrisleri ile eliptik bikuaterniyonik ifadelerin matrisel gdsterimini

sunduk. Elde edilen bu matrisler Dirac denklemi i¢in yararli matrislerdir.

Eliptik bikuaterniyonlar igin tanimladigimiz bu matrisler ile yeni eliptik Dirac
matrislerini tanimladik. Eliptik Dirac matrislerini eliptik bikuaterniyonik tabanlar ile
iliskilendirdik. Bu matrisler ile (4.22) deki Dirac denkleminin ¢éziimlerini elde ettik.
Daha sonra serbest parcacik i¢in bilinen Dirac denkleminin uzay-zamandaki
elektronun hareketine bagli olarak enerji momentum iliskilerini veren eliptik
bikuaterniyonik yeni formiliini (4.23) denkleminde verdik. Ayrica (4.3) denkleminde
eliptik  bikuaterniyonik  kitle  tanimlanmistir.  Buradaki  kiitle,  eliptik
bikuaterniyonunun birim tabanlarina karsilik gelen skaler kismi durgun kiitle ve
vektorel kismi hareketli kiitle olarak iliskilendirilmistir. Dahas1 rotasyonel parcacik
icin Dirac denklemi eliptik bikuaterniyonik rotasyonel enerji ve agisal momentumu

iceren (4.7) denklemi ile daha basit ve kompakt bir formda yazilmistir.

Daha sonra eliptik bikuaterniyonik spinor tanimlanmistir. Bu dalga fonksiyonunun
eliptik bikuaterniyonik tanimi sayesinde eliptik bikuaterniyonik enerji ve acisal
momentum ¢dziimleri ifade edilmistir. Bu ¢ozlimler ile eliptik bikuaterniyonik spin ve
orbital agisal momentum arasindaki etkilesim ile iligkilendirilmis kuantum dalga
spinor fonksiyonunun eliptik davranisi ifade edilmistir. Bu ifadeler kuantum mekanigi

genel ve 0zel rolativite gibi alanlar i¢in oldukga yararlidir.

Rolativite teorisinin temelini Lorentz doniislim bagintilar1 olusturmaktadir. Eliptik
bikuaterniyonlar rolativistik elektromanyetizmada 6nemli bir yere sahiptir. Bunun

G‘I 2

yaninda eliptik sayisi fiziksel niceliklerin daha acik bir sekilde ifade edilmesi ve
farkl: fiziksel yapiya sahip niceliklerin kolay bir sekilde birbirinden ayirt edilebilmesi
acisindan onemli derecede rol oynamaktadir. Uzay ve zamani birlestiren R =ct+Ir
eliptik bikuaterniyonuna benzer olarak (3.48) denkleminde tanimlanan P eliptik
bikuaterniyonu ile E elektrik alan ve H manyetik alan bilesenleri rahatlikla ayirt
edilebilmektedir. P eliptik bikuaterniyonunun reel bileseni ile manyetik alani, eliptik
bileseni ise elektrik alan1 gosterir. Bu sayede (3.56) denkleminde ifade edilen dontisiim

sonucunda elde edilen fiziksel sonuglar birbiri ile kolay bir sekilde
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iliskilendirilebilmistir. R6lativistik doniisiim bagintis1 sonucunda manyetik ve elektrik
alan bilesenleri basitge ayirt edilebilirdir. Eliptik bikuaterniyonlar ile bir¢ok fiziksel
nicelik sekiz boyuta kadar ifade edilebilmektedir.

Klasik yonteme gore elektrik ve manyetik alanlarin Lorentz doniisiimii ayn1 anda
gerceklesemeyeceginden ayr1 ayr1 ifade edilebilmekte ve aymi anda ifadesi
gerceklestirilememektedir. Fakat eliptik bikuaterniyonlar sayesinde bu sorun ortadan
kalkmaktadir. Dolayisiyla eliptik bikuaterniyonik doniisiim bagintisinin kullanildigi
yontemde hem elektrik alani ile manyetik alan birlikte ifade edilebilmekte hem de
donlisim bagintis1  sayesinde rdlativistik bigimleri basit bir sekilde elde
edilebilmektedir. Dahast D eliptik bikuaterniyonik diferensiyel operatoriinin
esleniginin, skaler potansiyel ve vektor potansiyeli birlestiren A eliptik
bikuaterniyonu (zerine etkisi ile elde edilen (3.50) denklemi ile Maxwell
denklemlerinin tiimii bir tek denklem ile birlestirilmistir. Ayrica (3.52) denkleminden,
E elektrik alam1 ile H manyetik alanimnin tanimlanan eliptik bikuaterniyonik
potansiyel yardimiyla tiiretilebilecegi goriilmiis ve bir 6rnek ile desteklenmistir. Daha
sonra vektorlerden yararlanarak elektrik ve manyetik alanin Lorentz doniisiimleri
altindaki degisimi incelenmistir. Klasik Lorentz doniisiim formiilleri ile elde edilen
elektrik ve magnetik alana iliskin denklemlerin eliptik bikuaterniyonik doniisiim

formiilleri denklemleri ile elde edilebilecegi ve sonuglarin ayni oldugu goriilmiistiir.

Sonug olarak doniisiim bagintisi ile elde edilen yontemin diger yontemlere gére daha
kullanish oldugu goriilmiistiir. Gortildiigii gibi, eliptik bikuaterniyonlar ile elde edilen
formiilasyonlarin rélativistik elektromanyetizmanin incelenmesinde daha kisa, basit

ve kullanigh oldugu ve goriilmektedir.

Daha sonra genellestirilmis yergekimi icin eliptik bikuaterniyonlar araciligiyla
alternatif bir formiilasyon sunduk. Daha once sifir olmayan durgun gravitonlarin
kiitlesine dayanan Proca tipi bir yercekimi genellemesi 6nermelerine ragmen, ilgili
makalelerde, bu genellemenin eliptik bikuaterniyonik formilasyonu yoktur.
Dolayistyla bu makale daha 6nce benzer ¢alismalarda formiile edilmemis bir boslugu
doldurmaktadir. Gravitomanyetik monopol terimlerini Proca tipi genelleme ile

birlestirerek bunlar1 zarif, kullanish ve yararli bir bigimde eliptik bikuaterniyonlar
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vasitastyla ifade ettik. Onerilen eliptik bikuaterniyonik yontem, sifirdan farkli graviton
kitlesi ve Dirac -Maxwell denklemleri ig¢in benzer sonuglar saglar. Yer¢ekiminin tiim
alan denklemleri bir eliptik bikuaterniyonik denklem olarak (3.58) denkleminde ifade
edilmistir. Ayrica (3.57) denkleminin bir sonucu olarak kullanilan eliptik
bikuaterniyonlar sayesinde Maxwell -like denklemlere ilave ek terim olmasi agisindan
bir farkli bakis acisi ve dnem arz etmektedir. Ayrica (3.62) denkleminde Proca-tip
genellestirilmis yercekimi dalga denklemi zarif ve kompakt bir sekilde elde edilmistir.
Dahasi graviton i¢in Klein-Gordon denkleminin eliptik bikuaterniyonlar yardimiyla
(3.63) denklemine gelistirilmistir. Gravitoelektromanyetik enerji korunumu igin
eliptik bikuaterniyonlar cinsinden alternatif bir formiilasyon Onerilmistir. Eliptik
bikuaterniyonlar vasitasiyla elektromanyetik enerji korunumunun imajiner kismi
(3.72) denkleminin bir sonucu olarak Poynting teoremini temsil eder. Graviton kitlesi
ile birlikte enerji yogunlugu icin Poynting vektorii dogrudan skaler ve vektor
potansiyellerine baglidir. (3.65) denkleminin bir sonucu olarak goriildiigii gibi skaler
kisim ise Proca-Maxwell denklemleri ile vektorel kisim da enerji-momentum ile
iligkili bir ifadedir.

Eliptik bikuaterniyonlar plazmada, manyetohidrodinamikte fiziksel niceliklerin
temsili i¢in yararli ve kullanish olacagini dahasi fizikte genis uygulama alani
bulacagini diisiiniiyoruz. Sonug olarak, eliptik bikuaterniyonlarin fiziksel sistemleri
temsil etmek ve matematik problemlerini ¢6zmek icin tipki vektorler, matrisler ve
tensorler gibi faydali ve etkili unsurlar oldugu aciktir. Bu ¢alismada kullanilan eliptik
bikuaterniyonik  formalizm, gravitoelektromanyetizma ile fizikte alternatif

temsillerinin tiiretilmesi agisindan kompakt, daha basit ve zarif bir ara¢ sunar.

Bu yazida, goreli elastik ¢arpigma problemini eliptik bikuaterniyonlar araciligiyla
yeniden formiile ettik. Bu formiilasyon i¢in dort vektdr ¢ok daha yaygin olarak
kullanilsa da bu ¢alismada sunulan eliptik bikuaterniyonik temsil dort vektdre
formiilasyonuna gore birgok avantajli ve kullanish sonuglar verir. Bunlardan bir tanesi
dort gercek bilesene sahip dort vektor, farkli fiziksel yapiya sahip nicelikleri ayirt
etmek i¢in yeterli degil iken eliptik bikuaterniyonlardaki | eliptik sayis1 sayesinde,
eliptik bikuaterniyonlar agik bir sekilde zaman ve uzay koordinatlar1 veya goreli enerji

ve lic boyutlu momentum vb. gibi ayr1 fiziksel nicelikleri ayirt etmeye katkida bulunur.
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Ayrica | (I 2=p< O) eliptik sayisi, i (i2 = —1) kompleks sayisini da kapsar. Boylece

bagimsiz sonuglarin nasil iliskilendirilecegi kolayca goriilebilir. Ornegin, denklem
(5.14) denkleminde imajiner kisim genellestirilmis Newtonian (¢ momentumu
gosterir. Skaler bilesen ise ¢arpismadan onceki genellestirilmis rélativistik enerjiyi
ifade eder. Rolativistik dontisiim denkleminin bir sonucu olarak (5.33) denkleminde
imajiner kisim parcaciklarin momentumlar: ile skaler kismi ise enerjileri ile
iliskilendirilmistir. Buradaki temel problem ¢arpismadan 6nceki ve sonraki iki farkli
referans gercevesinde toplam eliptik bikuaterniyonik momentumu bulmaktir: ilk
olarak hedefin S durgun referans cercevesi ve daha sonra merminin S’ durgun

referans ¢ergevesini bulmaktir.

Ayrica eliptik matris formlarini da ele aldik. Daha sonra 4x4 matris formundaki

gercek ve eliptik bikuaterniyonlar arasindaki temsili benzerligi kullanarak, bazi yararl
Ozdeslikler elde ettik.

Bagil hizin korunmasi ve daha sonra bir Lorentz doniisiimiiniin kullanilmas1 daha
sonra problemi dogrusal bir denklemin ¢dziilmesine indirger. Dolayisiyla bu makale
eliptik bikuaterniyonik yaklasimin, bu tiir problemlerin formulasyonu igin ¢cok uygun
ve kullaniglh bir temsil oldugunu gostermektedir.

(5.34) denklemine dikkat edilerek 1° = p <0 reel sayisinin farkli reel degerleri igin V,

hiz1 hakkinda bazi yorumlar yapilabilir. Ornegin, 1° = p <0 reel sayisinin sirastyla

-4, -1 ve —0,25 degerleri i¢in Vv, hiz1 agsagidaki tablodaki gibidir:

Tablo 6.1 v, hizimin kiitle ve 1? = p degerlerine gore iliskisi

1?=p<0 My, = My, My, <My, My, > My,

12=p=-4 v, =1/3 v,=0veyav,>0 | v,>0

1?=p=-1 v, =0 v, <0 v, >0

1?=p=-0,25 | v, =-1 v, <0 v, =0veyav, <0veyav, >0
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Bu sonuglar gosteriyor ki v, =0 yani ¢arpigmadan sonra pargacigin durgun olmasi

durumu icin, 12 =p=—-4 durumunda m_, <m_ olur. 12=p=-1 durumunda ise
01 02

m,, =M, olur. Fakat 1 =p=-0,25 igin m, >m,, dir. Dolayisiyla p=-1 denge
durumu gibi diistintiliirse p = —1’den kii¢lik degerler ve biiyilik degerler i¢in birbirinin

tersi durumlarin gegerli olmasinin miimkiin oldugu goriilmektedir.
Bu tezden yola c¢ikilarak eliptik bikuaterniyonlarin daha st boyutlar ile fizikte ele
aldigimiz konularin yaninda daha pek ¢ok 0zel problemler ¢aligilabilir. Biz

diisiniiyoruz ki bu c¢alisma esasinda, fizigin bir¢cok alanlarina uygulanabilirligi

acgisindan hem fizikg¢iler i¢in hem de matematikgiler icin temel bir ¢alisma olacaktir.
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