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OZET

¢ 0 Asalimsi Cebirsel Yapilarin Karakterizasyonu
Elif KAYA

Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi

Danisman: Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde literatiir Ozeti, tezin amaci
ve hipotez verilmistir. Ikinci béliimde tezde kullanilan modiiller ve Krasner hiper
halkalarla ilgili temel tamim ve teoremler verilmistir. Uciincii béliimde ¢-5-asalimsi
alt modiiller karakterize edilmistir. Uretilen bu yapida kullanilan temel teoremler
verilmis, boliim halkasi, yerellestirme, homomorfizma, kartezyen carpim 6zellikleri
incelenmistir. Bu boliimde R halkasinin biitiin ideallerini temsil eden kiimeyi L(R)
ile, M modiiliinlin biitiin alt modiillerinin kiimesini L(M) ile gosterecegiz. ¢ bir
indirgeme fonksiyonu olmak tizere ¢ : L(M) — L(M) U {@} ile ve & bir genisleme
fonksiyonu olmak iizere 6 : L(R) — L(R) ile tanimlanir. M bir R-modiil, N de M
modiiliiniin bir 6z alt modiilii olmak iizere; bir a € R, m € M i¢in am € N — ¢(N)
iken a € 6(N : M) veya m € N ise N ye bir ¢-6-asalimsi alt modiil denir. Doérdiincii
boliimde; Krasner hiper halkalarinda ¢-asal, ¢-asalimsive ¢-6-asalimsi hiper idealler
tanitilmistir. Bu yapilart siniflandirmak amaciyla bazi karakterizasyonlar verilmistir.
Bolim halkasi, yerellestirme, homomorfizma, kartezyen carpim 6zellikleri her bir alt
baslikta incelenmistir. Bu bolimde $ hiper halkasinin biitiin hiper ideallerini temsil
eden kiimeyi L(R) ile gosterecegiz. ¢ bir fonksiyon; ¢ : L(R) — L(R) U {B} ve
6 bir genisleme fonksiyonu; 6 : L(R) — L(R) olmak lizere N, R nin bir 6z hiper
ideali olsun. a,b € R icinaob € N—¢(N) ikena € N veya b € N ( bir k € N i¢in
b* € N) ise N ye bir ¢-asal (¢-asalimsi) hiper ideal denir. ¢ bir indirgeme fonksiyonu;
¢ : L(R) — L(R) U {@} ve & bir genisleme fonksiyonu; & : L(R) — L(R) olsun. N,
R nin bir 6z hiper ideali olmak tizere; a,b € R icinao b € N— ¢(N) iken a € N veya
b € 6(N) ise N ye bir ¢-6-asalimsi hiper ideal denir. Besinci boliimde ise sonug ve
Oneriler yer almaktadir.
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ABSTRACT

Characterizations of ¢ 6 Primary Algebraic Structures
Elif KAYA

Department of Mathematics

Doctor of Philosophy Thesis

Supervisor: Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the literature, the aim of
the thesis, and the hypothesis are given. The second chapter gives basic definitions
and theorems about modules and Krasner hyperrings used in the thesis. In the
third section, ¢-6-primary submodules are characterized. The fundamental theorems
used in this produced structure are given, and the quotient ring, localization,
homomorphism, and cartesian product properties are examined. In this section, we
will denote the set of all ideals of the ring R by L(R) and the set of all submodules
of the module M by L(M). Let ¢ be a reduction function such that ¢ : L(M) —
L(M) U {#} and 6 be an expansion function such that 6 : L(R) — L(R). Let M be an
R-module, N be a proper submodule of M. N is called a ¢-6-primary submodule
if am € N — ¢(N) for some a € R, m € M thena € 6(N : M) or m € N.
The fourth chapter introduces ¢-prime, ¢-primary, and ¢-6-primary hyperideals in
Krasner hyperrings. To classify these structures, some characterizations are given.
Quotient ring, localization, homomorphism, and cartesian product properties are
examined for all the subsections in this chapter. In this section, we will denote the
set of all hyperideals of the hyperring & with L(). Let ¢ be a function such that
¢ : L(R) — L(R)U{P} and 6 be an expansion function such that § : L(R) — L(R).
Let N be a proper hyperideal of ®. N is called a ¢p-prime (¢-primary) hyperideal of R
ifaobeN—¢(N) forsome a,b € R, thena €N or b €N (for some k €N, bk € N).
Let ¢ be a reduction function such that ¢ : L(®) — L(®) U {#}, 6 be an expansion
function such that 6 : L(R) — L(R) and N be a proper hyperideal of . So N is
called a ¢-6-primary hyperideal of  if aob € N — ¢(N) for some a,b € R, then
a €N or b € §(N). In the fifth chapter, conclusions and recommendations are given.



Keywords: ¢-6-primary submodule, Krasner Hyperring, ¢-prime hyperideal,
¢ -primary hyperideal, ¢-6-primary hyperideal.
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Bostan farkli bir kiime ve en az bir ikili islemden olusan yapiya cebirsel yap1 adi
verilir. Bir islemli cebirsel yapilara 6rnek olarak grup, iki islemli cebirsel yapilara
ornek olarak halka ve cisim verilebilir. Bir kiime tizerine kurulan cebirsel yapilar
oldugu gibi birden fazla kiime {izerine kurulan cebirsel yapilar da vardir. Modiil; bir
degismeli grup ve bir halkanin ikili islemlerle birlikte insa ettigi bir yapidir. Karsilasilan
ikili islemlerden bazilar ise sayilar iizerinde, polinomlarda, matrislerde toplama
ve carpma islemleri, modiiler aritmetik, permiitasyonlarin birlesimi ve kiimelerde

birlesme, kesisme islemleri olarak ifade edilebilir.

Halka yapisina dahil olan asal ve asalims: idealler, cebirsel yapilarda 6nemli bir
yere sahiptir. Bu sebeple pek cok arastirmaci bu alanda calismistir. Arastirmacilar
tarafindan asal ideallerin cesitli genellestirmeleri yapilmistir.  Bunlardan bizim
calismamizla daha cok iliskili oldugunu diisiindiiklerimizi inceleyecegiz. Zhao 2001
yilinda asal ideallerin bir genislemesi olarak §-asalimsi idealleri tanimlamistir [[1[].
Anderson 2003 yilinda zayif asal idealleri tanitmis [[2]], Bhatwadekar ve Sharma 2005
yilinda hemen hemen asal idealleri [3]] calismislardir. Anderson ve Bataineh, 2008
yilinda yayinlanan "Generalizations of prime ideals" baslikli makalelerinde ¢-asal
idealleri tanimlamslar ve cesitli 6zelliklerini incelemislerdir [[4]. Atani 2007 yilinda
zayif asal alt modiil yapisini [|5], Zamani ise 2010 yilinda ¢ -asal alt modiil yapisini [|6]
calisarak asal alt modiilleri genellestirmislerdir. Asalimsi ideallerin ve alt modiillerin
genellestirilmesi cercevesinde 2011 yilinda Bataineh ve Kuhail hemen hemen asalimsi
idealler, ¢-asalimsi idealler, hemen hemen asalimsi alt modiiller ve ¢-asalimsi alt
modiiller yapilarini bazi 6zellikleriyle ele almislardir [[7]]. Khaskan 2012 yilinda
hemen hemen asal alt modiilleri [|8] ve Darani ¢-asalimsi idealleri [9] calisarak
literatlire katkida bulunmustur. 2012 ve 2013 yillarinda Ebrahimpour ve Nekooei
¢ fonksiyonunu kullanarak asal ideallerin ve asal alt modiillerin genellestirilmesini
saglamigtir. [|10, [11]]. Zhao Dongsheng’in calismasindan esinlenerek 2018 yilinda

Yesilot ve arkadaslari ideal yapisim1 modiile uyarlayarak o6-asalimsi alt modiilleri



calismiglardir [[12]]. Jaber ise 2020 yilinda § foksiyonunu genisleme, ¢ fonksiyonunu
ise indirgeme fonksiyonu olarak kullanmis ve ¢-5-asalimsi idealler yapisini iiretmistir
[13].

Hiper yapilar, cebirsel yapilarin tanimlanan islem sayesinde genellestirilmis halidir.
Klasik cebirde isleme giren iki elemanin sonucu bir elemana karsilik gelir. Buna
karsin hiper yapilarda iki eleman hiper isleme alindiginda islemin sonucu bir
elemana veya bir kiimeye karsilik gelir Bostan farkli bir kiime ve en az bir
hiper islemden olusan yapilar sinifina cebirsel hiper yapilar denir. Hiper grup,
hiper halka ve hiper modiil yapilar1 aslinda sirasiyla grup, halka ve modiillerin bir
hiper islem aracilifiyla genellestirilmis halidir. Fransiz Matematik¢i Marty, 1934
yilinda "Sur une generalization de la notion de groupe" baslikli ¢alismasiyla [[14]
hiper gruplar tanitarak hiper yapi1 kavramini literatiire kazandirmistir. Mittas 1972
yilinda kanonik hiper gruplari calismistir [[15]. Rosaria Rota 1982 yilinda ¢arpimsal
hiper halkalari, 1990 yilinda ise kuvvetli dagilma o6zelligine sahip carpimsal hiper
halkalar1 tanimlamstir [[16, 17]]. Mittas'in kurdugu kanonik hiper grup yapist {izerine,
ikinci islem olarak bilinen carpma islemi ile kurulan hiper halkaya Krasner hiper
halkalar1 denilmistir. Krasner, hiper halkalar ve hiper cisimleri 1983’te ¢alismistir
[18]. Carpimsal hiper halkalarda kullanilan hiper islem carpma iken Krasner
hiper halkalarda kullanilan hiper islem toplama islemidir. Simdiye kadar yapilan
caligmalarda en cok kullanilan hiper halka Krasner hiper halkasidir [[19]. Toplamanin
ve carpmanin ayni anda hiper islem olarak tanimlandigi hiper halka genel hiper
halka adin1 alir. Bu halka Mittas tarafindan stiper halka olarak tanimlanmistir
[20]. Krasner’in 6grencileri olan Mittas ve Stratigopoulos hiper modiilleri ¢aligmis,
Massouros da yine hiper modiiller iizerinde calismalar yapmistir [15, 21, 22].
Marshall tarafindan tanimlanan multi halkalar Krasner hiper halkasindan farkl
olarak sadece soldan dagilma 6zelligini karsilar. Bu sebeple hiper halkalar multi
halkadir fakat her multi halka hiper halka degildir [23]]. Velrajan ve Asokkumar
2007’de diizenli hiper halkalar tizerinde calismislar [24]], 2010 yilinda kanonik hiper
gruplar iizerinde Ornekler verip kanonik hiper gruplarda ve genel hiper halkalarda
izomorfizma teoremlerini kurmuslar, 2012 yilinda ise hiper halkalar tizerinde radikal
ozelligini incelemislerdir [25, 26]. 2012 yilinda carpimsal hiper halkalar {izerinde
asal ve asalimsi hiper idealleri Dasgupta tanimlamistir [27]]. 2013 yilinda Asokkumar,
Krasner hiper halkalarin tiirevleri ve asal hiper idealler {izerinde calismistir [28]].
Ayrica Ameri ve Norouzi, Corsini, Dasgupta, Davvaz, Omidi, Lekkoksung, Leoreanu
Fotea hiper halkalar1 daha ayrintili bir sekilde calismislardir [29~35]]. Asal ideallerin
bir genislemesi olarak ele alinan §-asalimsi idealleri 2017 yilinda Ozel Ay ve Yesilot,
2018 yilinda Abumghaiseeb ve Ersoy hiper yapilara uygulamislardir [36, 37].

Hiper yap1 teorisi bilgisayar bilimleri, fizik, kimya, matematik, geometri ve mantik
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teorisinde aktif olarak kullanilmaktadir. Hiper yapilarin kisa tarihi, kullanim sekilleri,
birbiri arasindaki baglanti ve semantik alt yapisi Golzio'nun makalesinde incelenmistir
[38]]. Bu da bize farkli motivasyon ve amaclarla pek cok arastirmaci tarafindan hiper

yapilarin calisildigini gostermektedir.

1.2 Tezin Amaci

Calismamizin 6zgilin boliimleri {iciincii ve doérdiincii boliimlerdir.

Tezin i¢linci boliimiinde ¢ fonksiyonu alt modiilleri, alt modiillere doniistiiren
bir indirgeme fonksiyonu olarak tanmimlanir. Asal, zayif asal, hemen hemen asal
ve w-asal alt modiil yapilarimi birlikte calismamiza olanak saglar. 6 fonksiyonu
ise idealleri ideallere doniistiiren bir genisleme fonksiyonudur. Asal ve asalimsi
alt modiilleri birlikte calismamiza olanak saglar. Bu fonksiyonlarla kurulan yapilar
birlestirilerek; bahsedilen tiim alt modiilleri bir arada ¢alismak amaclanmistir. Bu
amac¢ dogrultusunda ¢-6-asalimsi alt modiiller yapisi insa edilmistir ve bu yapiyla ilgili
bazi temel karakterizasyonlar verilmistir (Teorem ve Teorem ). ¢-6-asalimsi
alt modiillerin homomorfizma altindaki goriintiisii ve ters goriintiisii, boliim modiili
ve kartezyen carpimlari incelenmistir (Teorem Sonug Onerme [3.3] Onerme
3.4 ve Teorem[3.7). Teorem3.6]da carpimsal alt modiillerin ¢-5-asalims alt modiilleri
calisilmistir. Son olarak da Naser Zamani tarafindan verilen acgik probleme [|6], Teorem

ile bir cevap verilmis ve 6rneklerle desteklenmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde Krasner hiper halka yapisi lizerinde ¢ -asal, ¢-asalimsi ve
¢-6-asalimsi hiper idealler calisilmistir. Bolim ve Bolim [4.2/de ¢ fonksiyonu
hiper idealleri, hiper ideallere doniistiiren bir fonksiyon olarak tanimlanir. Boéliim
[4.1]de asal, zayif asal, hemen hemen asal ve w-asal hiper ideal yapilarini birlikte
calismak, Bolim [4.2]de ise asalimsi, zayif asalimsi, hemen hemen asalimsi ve
w-asalimsi hiper ideal yapilarim birlikte calismak hedeflenmistir. Oncelikle ¢-asal
ve ¢-asalimsi hiper idealler tanimlanmis bu sayede asal ve asalims: hiper idealler
tizerinde bir genellestirme yapilmistir. Asal hiper ideallerde gerceklenen teorem
ve Onermelerin bir cogunun asalimsi hiper ideallerde de calistig1 goriilmiistiir.
Bolim [4.3]te kullanilan & fonksiyonu; asal ve asalimsi hiper idealleri birlikte
calismamiza olanak saglayan ve hiper idealleri, hiper ideallere doniistiiren bir
genisleme fonksiyonu olarak tanimlanmistir. ¢ fonksiyonu ise hiper idealler iizerinde
bir indirgeme fonksiyonu olarak alinmistir. Bu iki yap: birlestirilerek; bahsedilen
tim hiper idealleri bir arada ¢alismak amaclanmistir. Bu sebeple ¢-6-asalimsi hiper
idealler karakterize edilmistir. Baz1 kosullar altinda bir ¢-6-asalimsi hiper idealden

yeni bir ¢-6-asalimsi hiper ideal {iretilmistir (Teorem [4.10)). u bir iyi homomorfizma



olmak {tizere, bir ¢-6-asalimsi hiper idealin goriintiisiiniin ve ters goriintiisiintin de
¢-6-asalimsi hiper ideal oldugu gosterilmis (Teorem |4.12)) ve asikar sonuglar ifade
edilmistir (Teorem [4.6). Zayif §-asalimsi hiper idealler, ¢-5-asalimsi hiper idealler
kullanilarak karakterize edilmistir (Teorem [4.13). Yapilan bu karakterizasyonlara
ek olarak ¢-asal, ¢-asalimsi ve ¢-6-asalimsi hiper idealler icin boliim halkasi,
yerellestirme ve kartezyen carpim Ozellikleri incelenmis, ilgili 6zelliklerin ispatlar1

verilmistir.

Tezin besinci boliimiinde; sonuc¢ ve oneriler bashgi altinda, yapilan arastirmalarin

sonucu verilmistir.

1.3 Hipotez

Degismeli halkalarda asal ideallerin genellestirilmesiyle elde edilen ¢-6-asalimsi
idealler yapisi modiillere uygulanabilir ve ¢-6-asalims1 alt modiiller karakterize
edilebilir.

Hiper yapilarda ise asal ve asalimsi hiper ideallerin genellestirilmesi miimkiindiir.
¢-asal, ¢-asalimsi ¢p-6-asalimsi hiper idealler tamimlanabilir. Karakterizasyonlar
yapilarak boliim halkasi, yerellestirme, kartezyen ¢carpim ve homomorfizma teoremleri

gibi cesitli teoremlere uygulanabilir.



2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde kullanilacak olan temel kavramlar yer almaktadir.

Tanim 2.1. G bos kiimeden farkli olmak iizere G x G den G ye tanimlanan fonksiyona

G tizerinde bir ikili islem denir.

Ornek 2.1. Toplama islemi tam sayilar; dogal sayilar, rasyonel sayilar ve reel sayilar
kiimelerinde birer ikili islem olur. Cikarma islemi ise dogal sayilar kiimesinde bir ikili

islem degildir.

Tanmim 2.2. (G, x) cebirsel yapisi icin:

(i) Hera,be Gicina*b € G;
(i) Hera,b,ceGicinax(b*xc)=(a*b)xc;
(iii) Her a € G icin a x e = a = e » a olacak sekilde de € G;

(iv) Her a,b € G igin e = a » b = b * a olacak sekilde bir 3!'b € G (bu durumda b ye

a nin tersi denir ve a™? ile gosterilir);

kosullar1 saglaniyorsa G bir gruptur.

Ornek 2.2. Tam sayilar kiimesi toplama islemiyle bir grup olusturur. Fakat dogal sayilar
kiimesi toplama islemine gore grup olusturmag ¢iinkii dogal sayilarin ters elemanlart

dogal sayilar kiimesi igine diismez.

Ornek 2.3. Karmasik sayilar, reel sayilar ve rasyonel sayilar kiimelerinden 0 elemanini
ctkardigimizda (C*, R*, Q) elde ettigimiz kiimeler carpma islemine gore birer grup olus-

turur.

Tanim 2.3. G bir grup olmak iizere, bostan farkli K alt kiimesi de grubun islemine

gore bir grup olusturuyorsa K ye bir alt grup denir.

Ornek 2.4. (Q%,.) grubu, (R*,.) grubunun bir alt grubudur.

5



Tanim 2.4. G bir grup ve K de bir alt grup olsun. a € G iken {ak : k € K} kiimesine K
alt grubunun sol koseti denir ve aK ile gosterilir. G toplamsal grup ise sol koset a + K
ile ifade edilir ve a+K = {a+k : k € K} ile tamimlanir. (Sag kosetise Ka = {ka : k € K}

ile tamimlanir.)

Ornek 2.5. G = Z grubu icin K = 37Z ve a = 2 olsun.

a+K=2+3Z={2+3n:ne€Z}

Tanim 2.5. G bir grup olsun. K, G nin bir alt grubu iken her g € G icin gKg™' C K

oluyor ise K ye G nin normal alt grubu denir.
Ornek 2.6. 27, Z nin bir normal alt grubudur.

Tanim 2.6. G bir grup ve K bir normal grup olsun. Olusturulan G/K grubuna G nin

K ye gore bir boliim grubu denir.

Ornek 2.7. G = Z ve K = 47 olmak iizere boliim grubu G/K = Z/4Z = {0 + 4Z,1 +
47,2 + 47,3 + 47} elemanlarindan olusur.

Tanim 2.7. (G, *) ve (K, A) iki grup iken f : G — K olacak sekilde bir f fonksiyonu
tanmimlansin. Her a, b € G iken;

flaxb)=f(a)Af(b) (2.1)

oluyorsa tanimlanan bu fonksiyona grup homomorfizmasi adi verilir.

Tanim 2.8. (R, +,.) cebirsel yapisini ele alalim.

(i) Hera,b€Ricina+ b =>b+a olur.
(i) Hera,b,c €Ricina+(b+c)=(a+ b)+c olur.
(iii) Her a €R i¢in a + 0 = a olacak sekilde 0 € R mevcuttur.

(iv) Her a € R icin a + (—a) = 0 olacak sekilde yalniz bir —a € R mevcuttur ve bu

elemana a nin toplamsal tersi denir.
(v) Hera,b,c €Rigin a.(b.c) =(a.b).c olur.

(vi) Her a,b,c €Rigin a.(b+c)=(a.b)+ (a.c) ve (a+ b).c =(a.c)+ (b.c) olur.

Bu cebirsel yapi i¢in yukaridaki kosullar saglaniyorsa R bir halkadir.



(R,+,.) bir halka iken ikinci isleme gore degisme Ozelligi mevcutsa R halkasina
degismeli halka denir. Yine ikinci isleme gore halkanin birimi mevcutsa bu halkaya

birimli halka denir.

Ornek 2.8. Tam sayilar ve reel sayilar kiimesi bir halka olusturur, dogal sayilar kiimesi

ise bir halka olusturmaz.

Not 2.1. Biz bu tezde degismeli ve birimli halkalar {izerinde calisacagiz.

Not 2.2. Tez boyunca a.b ile gosterilen iki elemanin carpimini kisaca ab ile

gosterecegiz.

Tanim 2.9. Degismeli ve birimli bir R halkasi icin her 0 # a elemaninin halkanin ikinci

islemine gore bir tersi mevcutsa R halkasina bir cisim denir.

Ornek 2.9. Reel sayilar, rasyonel sayilar, kompleks sayilar halkalart birer cisim olusturur

fakat tam sayilar halkast bir cisim olusturmasz.

Tanim 2.10. R bir halka ve T bu halkanin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. T kiimesi

de R halkasinin islemlerine gore bir halka olusturuyorsa T ye bir alt halka denir.

Teorem 2.1. T alt kiimesinin R nin bir alt halkast olmast i¢in gerek ve yeter kosul T

kiimesinin her a, b elemant i¢cin a — b ve ab lerin de yine T nin bir elemani olmasidir.

Ornek 2.10. Tam sayilar halkasinin, reel sayilar halkasiun bir alt halkast oldugunu

soyleyebiliriz.

Tanim 2.11. R halkasini alalim ve T, R nin bostan farkli bir kiimesi olsun. T

kiimesinden aldigimiz her a, b elemani ve R halkasindan aldigimiz her r eleman: icin;

(i) a=beT

(i) raeTveareT

olsun. Bu durumda T ye bir ideal denir. (Eger (ii)’de yalnizca ra € T ise sol ideal,

yalnizca ar € T ise sag ideal adini alir.)
Not 2.3. R halkasinin tiim ideallerinin kiimesini L(R) ile gosterecegiz.
Ornek 2.11. n € N iken nZ, Z nin bir idealidir.

Tanim 2.12. Her halkanin sifir1 ve kendisi de birer idealdir. Bu ideallere asikar idealler

denir. Halkanin kendinden farkli idealine 6z ideal denir.



Tanim 2.13. T, R halkasinin bir ideali olmak tiizere;
VT ={a€R:birt €Nicin a* € T} (2.2)

kiimesi T C +/T olacak sekilde R nin bir idealidir ve T nin radikali olarak adlandirilir.

Tanim 2.14. T, R halkasinin bir 6z ideali olsun. Halkadan aldigimiz a, b elemanlari

icinabe T ikena e T veya b € T ise T asal ideal olarak adlandirilir.

Tamim 2.15. T, R halkasinin bir 6z ideali olsun. Halkadan aldigimiz a, b elemanlar
icin ab € T iken a € T veya k € N olmak iizere b* € T ise T asalimsi ideal olarak
adlandirilir.

Tanim 2.16. T bir 6z ideal, a,b € Rolsun. 0 #abe T ikenac T veyabe T ise T
ye zayif asal ideal denir [2]].

Tanim 2.17. T bir 6z ideal, a, b € R olacak sekilde ab€ T—T?ikena € T veyab € T

ise T ye bir hemen hemen asal ideal denir [3]].

Tanim 2.18. R nin ideallerinin her artan T; € T, € ... € T, C ... zinciri sonlu bir

adimda duruyorsa bu halka artan zincir kosulunu saglar denir.

Tanim 2.19. T, R nin bir ideali olsun. Halkadan alinan her a,, a, elemanlar icin;
a, =a,(modT)<=a;,—a, €T (2.3)

ile kurulan denklik bagintisina gore olusan R/T toplamsal boliim grubu, a,b € R

olmak tizere

(a+T)+(b+T)=(a+b)+T (2.4)
(a+T)b+T)=(ab)+T (2.5)
islemleri ile bir halka olusturur. (R/T,+,.) halkasi T ye gore boliim halkasi adini alir.

Tanmim 2.20. (R,+,.) ve (S,®,0) iki halka iken f : R — S olacak sekilde bir f
fonksiyonu tanimlansin. R halkasinin biriminin goriintiisii S halkasinin birimine esit

iken her a, b € R olmak lizere;

fla+b)=f(a)e f(b) (2.6)
fla.b) = f(a)o f(b) (2.7)
oluyorsa tanimlanan bu fonksiyona halka homomorfizmasi ad1 verilir.

Tanim 2.21. Birebir homomorfizmaya monomorfizma, 6rten homomorfizmaya

epimorfizma, birebir ve 6rten homomorfizmaya izomorfizma denir. f : R — R olacak
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sekilde bir homomorfizma ise f ye endomorfizma, izomorfizma ise f ye otomorfizma

adi verilir.

Tanim 2.22. f : R— S ye bir homomorfizma olmak iizere;
Gekf ={a€R: f(a) =04} (2.8)

ile tanimlanir.

Tamim 2.23. S bostan farkli, R nin bir carpimsal alt kiimesi olmak {izere R x S {izerinde
asagidaki gibi tamimlanan bir denklik bagintis1 ~ olsun. Her a,a’ € R ve hers,s’ € S

icin;
(a,s)~(a’,s) <= JueS,u(as’—a’s)=0 (2.9

(a,s) € R x S nin ~ denklik bagintisina gore belirttigi denklik sinifi kesir ismini alir ve
% ile temsil edilir. Tiim kesirlerin kiimesi ise S™'R (Rs) ile temsil edilir. Her a,b € R ve

hers,t €S icin;

a b_at+bs

S t st
ab ab
=

(2.10)

= — (2.11)
t st

islemleri ile tammlanan (S™'R, +,.) halkasina R nin S ye gore yerellestirmesi denir.
Not 2.4. Tezin icinde S™'R kesir halkasi, Ry ile temsil edilecektir.

Tanim 2.24. ¢ : L(R) — L(R) U {@} bir fonksiyon; T, R nin bir 6z ideali olmak {izere
halkadan alinan a, b elemanlari icinab € T —¢(T) ikena € T veya b € T ise T ye
¢-asal ideal denir [4]].

Tanmim 2.25. ¢ : L(R) — L(R) U {@} bir fonksiyon; T, R nin bir 6z ideali olmak tizere
halkadan alinan a, b elemanlari icin ab € T — ¢(T) ikena € T veya (k €N) bk e T

ise T ye ¢-asalimsi ideal denir [|7].

Tanim 2.26. 6 : L(R) — L(R) ile tanimli bir fonksiyon ve her T,V € L(R) icin

(i) T <Co(T)

() TCViken 6(T)C6(V)

kosullarini sagliyorsa & fonksiyonuna bir genigleme fonksiyonu denir [|1].



Tanim 2.27. & : L(R) — L(R) ye bir genisleme fonksiyonu ve T, R nin 6z ideali olsun.
Halkadan alinan her a, b elemani icin ab € T iken a € T veya b € 6(T) oluyorsa T

ye &-asalimsi ideal denir [[1].

Tanim 2.28. ¢ : L(R) — L(R) U {@} ile tamiml bir fonksiyon ve her T,V € L(R) icin

@ ¢(M)cT

(i) T CV iken ¢(T)C ¢p(V)

kosullarini sagliyorsa ¢ fonksiyonuna bir indirgeme fonksiyonu denir [|13]].

Not 2.5. Indirgeme fonksiyonu halka iizerinde kullanilacaksa ¢ : L(R) — L(R) U {#}
olarak tamimlanir. Eger modiil iizerinde kullanilacaksa ¢ : L(M) — L(M) U {0} ile
tanimlanir.

Tanmim 2.29. & bir genisleme fonksiyonu ve ¢ bir indirgeme fonksiyonu olsun. T, R
nin 6z ideali olmak iizere her a,b € Ri¢in ab € T — ¢(T) iken a € T veya b € 6(T)
oluyorsa T ye bir ¢-6-asalimsi ideal denir [|13]].

Tanim 2.30. (M, +) bir degismeli grup ve R bir halka olmak iizere Rx M — M

fonksiyonu;

(i) Herr eR,her m,m’ € M i¢in r.(m+m’) =r.m+r.m’/,
(ii) Herr,r’ €R,herme M icin (r +r').m=r.m+r'.m,
(iii) Her r,r’ €R, her m € M icin (r.r").m = r.(r'.m),

(iv) Herm e M igin 1.m =m,

kosullarini sagliyorsa M ye bir R-modiil denir.

Tanim 2.31. M bir R-modiil ve § # N C M iken N de R iizerinde modiil olma
ozelliklerini sagliyorsa N ye M nin bir alt modiilii denir.

Not 2.6. M nin tiim alt modiillerinin kiimesini B6liim [3fte L(M) ile gosterecegiz.

Teorem 2.2. M bir R-modiil ve § # N C M iken N nin R-modiil olmast icin gerek ve

yeter kosul her r,r’ € R ve her m,m’ € N icin rrm+r’.m’ € N olmasidir.

Tamim 2.32. M bir R-modiil olmak {izere N, M nin bir alt modiilii, H, R nin bir ideali
ve K, M nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. (N : K) ideali ve (N :,, H) alt modiilii

asagidaki gibi tanimlanir:

(N:K)={reR:rKCN} (2.12)
(N:yH)={meM:HmCN}. (2.13)
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Tanim 2.33. M bir R-modiil ve § # K € M olsun. K nin sifirlayicisi asagidaki gibi

tanimlanmistir ve ann(K) ile gosterilir.

(0:K)={reR:rK =0} (2.19)

Ozel olarak N, M nin alt modiilii ve H, R nin ideali iken her N ve H icin anng(N) ve
ann,(H)yi (0:N) ve (0:, H) ile de gosterebiliriz.

Tanmim 2.34. N, R-modiil olan M nin bir 6z alt modiilii olsun. a € R ve m € M i¢in

ame N ikena € (N : M) veyam € N ise N ye asal alt modiil ad1 verilir.

Tanmim 2.35. N, R-modiil olan M nin bir 6z alt modiilii olsun. a € R ve m € M i¢in
am € N iken bir k € N icin a* € (N : M) veya m € N ise N ye asalims: alt modiil ad1

verilir.

Tamim 2.36. Her alt modiilii icin N = IM olacak sekilde I € L(R) bulunabiliyorsa M
ye carpimsal R-modiil denir [39].

Tanim 2.37. N, R-modiil olan M nin bir 6z alt modiilii olsun. R x M/N — M /N
izerinde tanimlanan (r,m + N) — rm+ N fonksiyonu M /N yi bir R-modiil yapar ve

buna bolim modiilii ad: verilir.

Tamim 2.38. M bir R-modiil olsun. M nin alt modiillerinin her artan N; €N, € ... C
N, C ... zinciri sonlu bir adimda duruyorsa bu modiil artan zincir kosulunu saglar

denir.

Tanmim 2.39. R bir halka ve ) # S, R nin bir carpimsal alt kiimesi olsun. M bir R-modiil
iken M x S iizerinde asagidaki gibi tanimlanan bir denklik bagintis1 ~ olsun. Her

m,m’ € M,s,s’ €S icin;
(m,s)~(m',s’ )<= JueS,u(ssm—sm')=0 (2.15)

(m,s) € M x S nin ~ denklik bagintisina gore belirttigi denklik sinifi kesir ismini alir
ve = ile temsil edilir. Tiim kesirlerin kiimesi ise S™IM ile temsil edilir. Halkadan
aldigimiz her r, modiilden aldigimiz her m, n ve carpimsal alt kiimeden aldigimiz her

s, t elemanlari icin;

m n tm+sn
4y = (2.16)
S t st
rn rn
—-——=— (2.17)
st st

islemleri ile tanimlanan (S™'M, +, .) bir S"'R-modiildiir ve bu modiile M nin S ye gore

yerellestirmesi denir.
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Not 2.7. Tezin icinde S™'M kesir modiilii, M ile temsil edilecektir.

Tamim 2.40. R bir halka, M ve N iki R-modiil iken f : M — N olacak sekilde bir f
fonksiyonu tanimlansin. Modiilden alinan her a, m elemanlari ve halkadan alinan her

r eleman icin;

fla+m)=f(a)+f(m) (2.18)
f(r.m)=r.f(m) (2.19)

oluyorsa tanimlanan bu fonksiyona modiil homomorfizmasi (R-homomorfizma) adi

verilir.

Tanim 2.41. N bir 6z alt modiil olmak iizere am € N — (0) iken a € (N : M) veya
m € N ise N ye zayif asal alt modiil denir [|5].

Tanim 2.42. N bir 6z alt modiil olmak iizere r € R ve m € M olacak sekilde rm €
N—(N:M)N ikenm € N veyar € (N : M) ise N bir hemen hemen asal alt modiildiir

(8.

Her asal alt modiil zayif asal alt modiildiir, her zayif asal alt modiil hemen hemen asal
alt modiildiir fakat tersi dogru olmak zorunda degildir. Ornegin sifir alt modiil zayif

asaldir fakat asal olmayabilir.

Tanim 2.43. ¢ : L(M) — L(M) U {0} ile tammlanan bir fonksiyon olsun. N, M nin
bir 6z alt modiilii olmak iizerea € Rvem € M lericinam € N—¢(N) ikena € (N : M)
veya m € N ise N ye ¢-asal alt modiil denir [6].

N—(NNn¢(N)) =N —¢(N) oldugundan, ¢(N) C N olarak kabul edilebilir. Ozel
olarak eger ¢(N) = 0 ve N bir ¢-asal alt modiil ise N ye zayif asal alt modiil denir
[5]]. Bunun yaninda eger ¢(N) = (N : M)N ve N, M nin bir ¢-asal alt modiiliilyse N
ye hemen hemen asal alt modiil denir [|8].

Tamim 2.44. ¢ : L(M) — L(M) U {0} ile tamimlanan bir fonksiyon olsun. N, M nin
bir 6z alt modiilii olmak iizere a € R ve m € M icin am € N — ¢ (N) iken bir k € N icin
ak e (N : M) veyam €N ise N ye ¢-asalimsi alt modiil denir [[12].

Zhao Dongsheng’in calismasindan esinlenerek Yesilot ve arkadaslari 0-asalims: alt

modiil yapisini ¢calismislardir.

Tanim 2.45. 6 bir genisleme fonksiyonu olmak iizere 6 : L(R) — L(R) ye tanimlidir

ve
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(i) T <C6(T)

(i) Her T,V € L(R) icin T CV iken 6(T) C 6(V)

kosullarini saglar. N, M nin bir 6z alt modiilii olmak {izere a € R ve m € M i¢in
am € N iken a € 6((N : M)) veya m € N ise N ye 6-asalimsi alt modiil denir [|12].

Not 2.8. Her T € L(R) icin 6(T) =T (6(T) = +/T) oluyorsa M nin her 5-asalims: alt
modiilii ayn1 zamanda M nin asal (asalimsi) alt modiilidiir.

Simdi de hiper yapilar icin temel tanim ve teoremler verilecektir. Oncelikle Marty’nin
1934 yilinda tamimladig1 hiper grupoid, yar1 hiper grup, hiper grup ve degismeli hiper

grup kavramlarinin tanimlarini verelim [[14].

Tanim 2.46. () # G olmak tizere P*(G), G nin bostan farkli alt kiimelerini temsil eder.
®:GxG— P (G) (2.20)

bir hiper islemdir ve bu hiper islemin olusturdugu (G,®) cebirsel yapisina hiper

grupoid denir.

Tanim 2.47. (G, ®) bir hiper grupoid olsun. Her a, b,c € Gicina®(b®c) = (a®b)®c
ise |J uec= |J a@®v elde edilir. G bir yar hiper gruptur.

ucadb veb®C

Tanim 2.48. Her a € G icin a € (e ® a) N (a @ e) olacak sekilde bir e € G varsa e ye bir
etkisiz eleman denir.

Tanim 2.49. (G, ®) bir yar1 hiper grup olsun. G grubundan alinan her a eleman icin

a®G=G®a=G ise (G,d) cebirsel yapisina bir hiper grup denir.

Tanim 2.50. (G, ®) bir hiper grup ve @ # K, G nin bir alt kiimesi olmak {izere Va € K
icina®K =K ®a=K ise (K,®) ya (G,®) min bir alt hiper grubu denir.

Tanim 2.51. (G, ®) bir hiper grup olmak iizere G nin her a, b eleman1 icina®b = b®a
ise (G, ®) ya bir degismeli hiper grup denir.

Mittas, kanonik hiper grubu tamimlayarak Krasner hiper halkalarina bir temel
olusturmustur [[15].

Tanim 2.52. §§ # R olmak tizere (R, ®) i¢in asagidaki kosullar saglandig takdirde
(R, ®) ya bir kanonik hiper grup adi verilir. @ islemi burada bir hiper islem olarak

alinmistir.

(i) Hera,b,ceRicina®(bdc)=(adb)dc;
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(ii) Hera,beR icina®b=>bda;
(iii) Her a € & icin a ® 0 = {a} olacak sekilde bir 0 € R vardir;

(iv) Her a € & icin 0 € a ® a’ olacak sekilde 3!a’ € R elemani varsa; (a elemaninin

tersi olan a’ nii 6a ile gésterecegiz.)

(v) Hera,b,ce Ricinc€a®biken b € @a®c ve a € c & b elde edilir ki bu da
(R, ®) nin terslenebilir oldugunu ifade eder.

Ornek 2.12. ® = {0, x, y, 2} bir kiime ve ® hiper toplama islemi asagidaki gibi tanim-
lansin:

0 b'e y Z

o} {x} {y} {z}

{x} {0,x} {x,z} {y}

{y} {x.z} {0y} {x}

{z} {y} {x} {0}

Bu durumda (R, ®) bir kanonik hiper gruptur. {0,z} ve {0}, R nin birer alt hiper
grubudur [25]].

N < K O|®

Krasner 1983 yilinda kanonik hiper gruplar kullanarak Krasner hiper halkalarini ve

Krasner hiper cisimlerini tanitmistir [|18]].
Tanim 2.53. (R, ®, o) asagidaki kosullar sagladigi takdirde bir Krasner halka ismini
alir.
(i) (R, ®) bir kanonik hiper grup;
(i) Her a € R i¢in (R,0), ao0 =00 a = 0 olacak sekilde 0 1 iceren bir yar1 grup;
(iii) Hera,b,c e R icin (a® b)oc=(aoc)®d(boc)veao(bdc)=(aob)®(aoc).

Not 2.9. (R,®,0) y1 birimli ve degismeli bir Krasner hiper halka olarak alacaksak bu
demek oluyor ki (R, o) birimli ve degismeli bir yar1 grup olmalidir.

Tanim 2.54. (R, ®, o) bir hiper halka olmak {izere X kiimesi R nin bostan farkli bir
alt kiimesi olsun. (X, ®, o) da kendi basina bir hiper halka ise X e bir hiper alt halka

denir.
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Ornek 2.13. [31]] ® = {0, 1,2} kiimesi iizerinde @ bir hiper islem ve o bir ikili islem

olmak iizere asagidaki gibi tanimlayalim:

D

(i)
(iii)
(iv)

)

(i)

(vid)

N o~ O
N ~ OO
R = ==
Nog NN
N o~ O

S © OO
N = QOf+~
~ N OfN

Oncelikle ® nin her eleman igin hiper islemde birlesme Ozelliginin saglanip saglan-
madigina bakalim. (0@ 1)®2=162=%, 06(1e2)=00R =R

1el)e2=102=%, 1e(le2)=1eR=R
2e2)e1=201=%R, 20201)=26R=R

1e2=%=201, 001=1=100, 062=2=260
0 € R elemant her elemani kendisine gotiirtir, bir etkisiz elemandir.
0€le2=R =21 ise 1 elemanin tersi 2 elemanidir.

0cle2iken2€2®0vel €01, 1€100iken0c2®@l=RvelecldO,
lel®likenl€20l=R 2€1®2iken2€2®2vel1€201=R, 0€080
2€202iken2€l1®2==%.

O halde (R, ®) bir kanonik hiper gruptur.

Simdi (R, o) iki tarafli yutan elemana sahip bir yart grup mudur, ona bakalim.
(102)02=202=1,10(202)=101=1
(102)o1=201=2,10(201)=102=2

(201)o1 =201 =2,20(101) =201 =2(002)o1 =001=0, 00(201)=002=0

Her eleman igin o birlesme 6zelligini saglar ve 0 iki tarafli yutan elemandir. O halde

(R, o) bir yart gruptur.

Her eleman igin o isleminin @ iglemi iizerine dagilma 6zelligi var midiw; kontrol
edelim.

(1®2)ol=Rol=R,(1cl)®d(201)=102=1

1o(201)=10R =%, (102)@®(lo1)=201=%
1o(202)=102=2,(102)8(102)=202=2

(1®2)02=Ro02=%R, (102)®(202)=201=%R

Bu durumda (R, ®, o) bir Krasner hiper halkadr.

15



Tamim 2.55. X, R Krasner hiper halkasinin bir hiper alt halkasi olsun. X in bir normal
hiper alt halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her a € R icin a ® X © a € X olmasidir
[31].

Teorem 2.3. ) # X C R iken X in hiper alt halka olmast icin gerek ve yeter kosul her
a,b € X icin;

(i) aebCX

(ii) aobeX

olmasidir [31|].

Tamim 2.56. R bir hiper halka ve X, R nin bir hiper alt halkas: olsun. Her a € X ve
her r € R icin r oa € X ise X sol hiper ideal, a or € X ise X sag hiper ideal olur. Eger
iki tarafli saglanirsa X e hiper ideal denir [31].

Teorem 2.4. ) # X C R iken X in hiper ideal olmast i¢cin gerek ve yeter kosul her a, b € X
ve her r € R icin;
(i) aebCcX

(ii) roaeXveaoreX

olmasidir [31|].

Ornek 2.14. H = {0,1,a} asagidaki sekilde tanimli hiper toplama ve ¢arpma islem-
leriyle bir Krasner hiper halka olusturur. B = {0, a} ise bir hiper idealdir.

Q =~ Ol
Q =~ O | O
= Q|RQ
S © OO
QA N Q| m
S /A OfR

1
1
H
1

Q =~ O

[40]
Ornek 2.15. ® = {0,qa, b} bir kiime olsun. @ hiper toplama ve o ¢carpma islemleri

asagidaki gibi tamimlansin:

®|0 a b o|0 a b
0|0 a b 0|0 0 O
a|a {a,b} R al0 b a
b|b R {a, b} b|0 a b

Bu durumda (R, ®, o) bir Krasner hiper halkadir [28|].
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Ornek 2.16. ® = {0,a, b,c} bir kiime olsun. Hiper toplama & ve ¢arpma o islemleri

asagidaki gibi tanimlansin:

®|0 a b c o|0 a b c
0|0 a b c 0|0 0 0 O
a|a {0,b} {a,c} b al0 a b ¢
b|b {ac} {0,b} a b|0O b b O
c|c b a 0 c|0 ¢ 0 ¢

Bu durumda (R, ®, o) bir Krasner hiper halkadur [28|].
I, ={0,b},I, ={0,c} ve I; = {0, b, c} hiper idealleridir.

Tanmim 2.57. X ve Y, R hiper halkasinin bostan farkli iki alt kiimesi olmak iizere iki

hiper alt kiimenin toplam ve ¢arpimi asagidaki gibi tanimlanmistir:
XoY={aexdy:xeX,yeY} (2.21)

n
XoY:{aezxioyi:xiEX,yiEY,n€Z+} (2.22)
i=1

[131].
Not 2.10. Eger X ve Y hiper idealse X @Y ve X oY de birer hiper ideal olacaktir [31]].

Tanmim 2.58. A, & hiper halkasinin bostan farkli bir alt kiimesi olmak {izere A nin

tirettigi hiper ideali A C X; € L(®) olmak iizere ()X; ile tanimlanz ve < A > ile
ieJ

gosterilir. Eger A = {a;,a,,4s,...,a,} ise < A >=< a,,a,,ds,...,a, > ile ifade edilir

[31].

Tanim 2.59. R bir hiper halka olmak {izere merkezinin kiimesi asagidaki gibi ifade
edilir.

CR)={xeR:HerteRicin xt =tx} (2.23)

[31]

Teorem 2.5. R bir hiper halka; X, R nin bostan farkli bir alt kiimesi ve a € R olmak
lizere a elemaninin iirettigi ideallerin elemanlarin farkli durumlarda asagidaki form-

larda gosterebiliriz.
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(i) Tek eleman tarafindan iiretilen esas hiper ideal:

m
<a>:{x:xeuoaeaaovEBaon@kO(aea)@Zuioaovi; (2.24)
i=1

u,v,u,v; EX,mez",k,n e} (2.25)

1

(ii) R bir birim elemana sahipse;

m
<a>= {x:xekO(aea)eBZuioaovi;ui,viEé)t,m,kEZ*} (2.26)
i=1

(iii) a, R nin merkezinin bir elemant ise;

<a>={x:x€uoca®noadko(aa),ucR k,nez} (2.27)

(iv) Roa={roa:r e R}, R de bir sol hiper ideal ve aocR = {aor :r € R}, N de bir
sag hiper idealdir. Eger R birim elemana sahipsea €aocRNR oa
(v) Eger R birimli bir halkave a€ C(R) iseaoR =<a>=Roa dir.

(vi) Eger  birimli bir halka ve X C C(R) ise;

m
<X>={x:XEZuiOti;uiEm,tiEX,mEZ“L}. (2.28)
i=1

[31]

Tanim 2.60. X, R hiper halkasinin bir hiper ideali olmak {izere;
VX ={x €® :bir t € Nicin x* € X} (2.29)

kiimesi, X C +/X olacak sekilde ® nin bir hiper idealidir. +/X, X in radikali olarak
adlandirilir [41]].

Tanmim 2.61. R bir hiper halka ve X bir 6z hiper ideal olsun. T ve V, & nin hiper
ideallerive ToV C X iken T € X veya V C X ise X, R nin asal hiper idealidir [31].

Tanim 2.62. R bir hiper halka ve X bir 6z hiper ideal olsun. T ve V, R nin hiper
idealleri ve ToV C X iken T C X veya V C v/X ise X, ® nin asalims: hiper idealidir
[31].

Lekkoksung 2012 yilinda yar1 hiper gruplar iizerindeki sol ve sag zayif asal hiper ideal

tanimlarini asagidaki gibi vermistir.
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Tanmim 2.63. G bir yar1 hiper grup ve X € G olsun. T ve V, G nin sol (sag) hiper
ideallerive ToV C X iken T € X veya V C X ise X, G nin sol (sag) zayif asal hiper
idealidir [35]].

Tanim 2.64. (R, ®,0) degismeli bir hiper halka olsun ve hiper halkadan aldigimiz a
elemanlar icin a = a o a = a? ise a ya idempotent eleman, a € a® ise a ya zayif

idempotent eleman denir [32].

Tanmim 2.65. R nin hiper ideallerinin her artan X; € X, C ... € X, C ... zinciri sonlu

bir adimda duruyorsa bu hiper halka artan zincir kosulunu saglar denir [42]].

Tanmim 2.66. X, R nin bir normal hiper ideali olmak tizere hiper halkadan alinan her

a, b elemanlari icin;
a=b(modX)<aobnX #0 (2.30)

ile kurulan baginti1 aX*b notasyonuyla gosterilir ve bu bagint1 bir denklik bagintisidir.
a € R icin kurulan denklik sinift X*(a) ile ifade edilsin. Her a € & i¢in X & a = X*(a)
dir. R/X* ={X"(a):a € R} tanimlanan & ve ® islemleri ile bir hiper halka olusturur.

X (@)eX*(b)={X"(c):ceX"(a)®X"(b)} (2.31)
X*(a)®X*(b)={X"(a.b)} (2.32)
[31].
Not 2.11. Biz 4. boliimde boliim hiper halkasini $t /X ile gosterecegiz.

Ornek 2.17. Z,, = {0,1,2,

3,...,11} ve Z,, nin birimlerinin ¢arpimsal alt grubu H yi
ele alaim. H={1,5,7,11}. % = Z,,/H yi insa edelim. } = {TH : 7 € Z1,}

0=0 1

Il
~

=l
}J'II
~I
—

Toplama islemi asagidaki gibi hesaplanarak hiper toplama tablosu tanmimlanir:

203=1{2,10)9{3,9)={5,11,1,7} =1
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o|0 1 2 3 3 6
0|0 1 2 3 3 6
| 0246 1,3 24 1,3 1
2 0,4 1 26 4
3 06 1 3
3 0,4 2
6 0

3 ve 4 olan bir sonlu Krasner hiper halkasidir:
R halkastmin ideallerini A = {6, i g}, B = {6, 3, 421, g}, C = {6, g}, D= {6, 4:1}, E= {6}
ve R nin kendisi olarak yazabiliriz [19].

Tanim 2.67. (R,®,0) ve (S,+,.) iki hiper halka iken u : # — S olacak sekilde u

fonksiyonu tanimlansin. Her a, b € § olmak {izere;

u(a ® b) € u(a)+ u(b) (2.33)
p(aob) = u(a).u(b) (2.34)
u(0)=0 (2.35)

oluyorsa tanimlanan bu fonksiyona hiper halkalarda homomorfizma ad: verilir [|31].

Tanim 2.68. (R,®,0) ve (S,+,.) iki hiper halka iken u : ®# — S olacak sekilde u

fonksiyonu tanimlansin. Her a, b € § olmak {izere;

u(a ® b) = u(a) + u(b) (2.36)
u(a o b) = u(a).u(b) (2.37)
uw(0)=0 (2.38)

oluyorsa tanimlanan bu fonksiyona hiper halkalarda iyi homomorfizma adi verilir
[31].

Ozel Ay Krasner hiper halkalarda bir hiper ideal genislemesi tanimlayarak asalimsi
hiper idealleri genellestirmis ve 0-asalimsi hiper idealleri literatiire kazandirmistir
[36].

6:L(R)— L(N)

(i) ® nin her T hiper ideali icin T € 6(T);
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(i) ® nin T ve V hiper idealleriicin T CV ise 6(T) € 6(V)

olacak sekilde bir hiper ideal genisleme fonksiyonu olarak tanimlansin.

Tanmim 2.69. 6 bir hiper ideal genisleme fonksiyonu olmak tizere T, & nin bir hiper
ideali olsun. Her a,m € R olmak lizere aom e T igina € T veyam € 6(T) ise T ye

bir 6-asalimsi hiper ideal denir.
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3

¢-5-ASALIMSI ALT MODULLERIN
KARAKTERIZASYONU

Bu boliimde kurulan ¢-6-asalimsi alt modiillerin yapisi incelenecektir ve bolim
boyunca (R, +,.) degismeli ve birimli bir halka olacaktir. R halkasinin tiim ideallerinin
kiimesi L(R) ile, M modiiliiniin tiim alt modillerinin kiimesi L(M) ile gosterilecektir.
¢ : L(M)— L(M) U {0} iken;

(i) Her N,K € L(M) i¢in ¢(K) €K

(i) N CK iken ¢(N) C ¢(K)

olacak sekilde bir indirgeme fonksiyonudur.

6 : L(R) — L(R) iken;

(i) Her N,K € L(R) i¢in K € 6(K)

(i) N CK iken §(N) C 5(K)

olacak sekilde bir genisleme fonksiyonudur.

¢ indirgeme ve 6 genisleme fonksiyonu olmak iizere birka¢ 6rnek verelim:

Ornek 3.1. R birimli ve degismeli bir halka olsun. Her I € L(R) igin;
(0 6,4(I) =I iken & birim fonksiyon []1].

(ii)5,,4(I) = /I iken & radikal fonksiyon [[1|].

(i) Belirli bir J € L(R) i¢in &,,,(I) = (I : J)

(iv) 6 4, (I) = ann(ann(1)).
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(v) Belirli bir J € L(R) igin 6,(I) =1+J
Yukaridaki fonksiyonlarin tiimii idealler ailesinde birer genisleme fonksiyonudur.

Ornek 3.2. N, R-modiil olan M nin bir 6z alt modiilii olmak iizere ¢ : L(M) —> L(M)U

{@} fonksiyonlart tamimlansin. Asagidaki fonksiyonlarin her biri bir indirgeme ornegidir;
(D ¢y(N)=0.

(i) ¢o(N)=0.

(iii) ¢:(N)=N.

(v) ¢o(N) = (N : M)N.

v) ¢(N)=(N : M)*IN.

vi) ¢, (N) =WV : M)'N.

Indirgeme ve genisleme fonksiyonlar1 asal idealleri ve alt modiilleri karakterize
etmede kullanildig1 icin O6nemlidi. Bu boélim boyunca ¢ her zaman L(M)

izerindeki indirgeme fonksiyonunu ve 6, L(R) iizerindeki genisleme fonksiyonunu
ifade edecektir. Simdi asal ve asalimsi alt modiilleri karakterize etmemizi saglayan

¢-6-asalimsi alt modiil kavramini tanimlayalim.

Tanim 3.1. N, bir M R-modjiiliiniin 6z alt modiili olsun. a € R, m € M icin am €
N—¢(N)ikena € 6(N : M) veyam € N ise N ye bir ¢-6-asalims1 alt modiil denir.

Ornek 3.3. N, bir M R-modiiliiniin 6z alt modiilii olsun.

() N nin asal alt modiil olmast i¢cin gerek ve yeter kosul N nin ¢4-0;4-asalimst alt modiil
olmasidir [43]].

Ispat. Kabul edelim ki N asal alt modiil ve her a € R ve m € M icin am € N — ¢(N)
olsun. ¢4(N) =0 iken am € N —{@ = N elde edilir. N bir asal alt modiil oldugundan
meN veyaa € (N : M) = 6;4((N : M)) elde edilir. O halde N bir ¢4-6;4-asalims1 alt
modtildiir. Tersi icin baktigimizda ise N bir ¢¢-5,4-asalimsi alt modiil, ¢p4(N) = 0 ve
0ia((N:M))=(N:M)ikenam € N =N —¢4(N) ise N bir ¢4-6,4-asalims1 alt modiil
oldugundan a € (N : M) veya m € N elde edilir. Buradan N bir asal alt modiildiir. ®

(i) N nin asalimst alt modiil olmast icin gerek ve yeter kosul N nin ¢g-0,.4-asalimst alt
modiil olmasidir [44].
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Ispat. Kabul edelim ki N asalimsi alt modiil ve hera € Rve m € M icinam € N—¢(N)
olsun. ¢4(N) = @ iken am € N — 0 elde edilir. N alt modiilii asalimsi1 oldugundan
meN veyaa € v/(N:M) = 0.qqa((N : M)) dir. Bu durumda N bir ¢4-8,,4-asalimsi
alt modiildiir. Diger tarafi gostermek icin N bir ¢y-6,,4-asalimsi alt modiil, ¢py(N) =0
ve§,,4(N:M))=+/(N:M)ikenameN = N —¢y(N) olsun. N bir ¢4-6,,4-asalimsi
alt modiil oldugundan a € /(N : M) veya m € N elde edilir. Oyleyse N bir asalims1
alt modiildiir. |

(iii) N nin ¢-asal alt modiil olmast i¢cin gerek ve yeter kosul N nin ¢-0;4-asalimst alt

modiil olmasidir [6)].

Ispat. Kabul edelim ki N bir ¢ asal alt modiil ve her a € R ve m € M icin am €
N — ¢(N) olsun. N bir ¢-asal alt modiil oldugundan m € N veyaa € (N : M) =
0;4((N : M)) dir. Dolayisiyla N bir ¢-6,;4-asalims1 alt modiildiir. $imdi kabul edelim ki
N bir ¢-6,;4-asalimsi alt modiil olsun. am € N—¢(N) icina € 6,,((N : M)) = (N : M)
veya m € N dir. Oyleyse N bir ¢-asal alt modiildiir. [ |

(iv) N nin 6-asalimst alt modiil olmast icin gerek ve yeter kosul N nin ¢4-0-asalimst alt
modiil olmasidir [12].

Ispat. Kabul edelim ki N §-asalimsi bir alt modiil olsun. Her a € R ve m € M icin
am € N—¢(N) olsun. ¢4(N) =@ iken am € N—0 elde edilir. N alt modiilii 5-asalimsi
oldugundan m € N veya a € 6((N : M)) elde edilir. Sonuc olarak N bir ¢y-6-asalimsi
alt modiildiir. Aksine N bir ¢4-6-asalimsi alt modiil olsun. ¢4(N) =0 iken am e N =
N—¢¢(N) olsun. N bir ¢4-6-asalimsi alt modiil oldugundana € 6(N : M) veyam € N
elde edilir. Oyleyse N bir 5-asalimsi alt modiildiir. [ |

(v) N nin zayif asal alt modiil olmast igin gerek ve yeter kosul N nin ¢,-6,;;-asalimst alt

modiil olmasidir [5]].

Ispat. Kabul edelim ki N bir zayif asal alt modiil olmak iizere halkadan alinan her a
eleman1 ve modiilden alinan her m elemani icin am € N — ¢(N) olsun. ¢y(N) =0
iken am € N — 0 elde edilir ve N alt modiili zayif asal oldugundan m € N veya
ae(N:M)=06,4((N : M))bulunur. Sonug olarak N bir ¢,-6,;-asalims1 alt modiildiir.
Diger tarafi gostermek icin kabul edelim ki N bir ¢,-6,;-asalims1 alt modiil olsun.
¢o(N)=0veameN—O0ikena € §,,((N : M))=(N : M) veyam € N dir. Oyleyse N
bir zayif asal alt modiildiir. |
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(vi) N nin hemen hemen asal alt modiil olmast igin gerek ve yeter kosul N nin ¢,-0,4-

asalimst alt modiil olmasidwr [8].

Ispat. Kabul edelim ki N bir hemen hemen asal alt modiil olsun. Hera € Rve m € M
icin am € N — ¢,(N) olsun. ¢,(N) = (N : M)N iken am € N —(N : M)N olur. N bir
hemen hemen asal alt modiil oldugundan m € N veyaa € (N : M) = §;;,(N : M) dir.
O halde N bir ¢,-0;4-asalimsi alt modiildiir. Tersine N bir ¢,-6;4-asalims: alt modiil
olsun. ¢,(N)=(N : M)N ikenam € N —(N : M)N icina € 6,4((N : M)) = (N : M)
veya m € N dir. Oyleyse N bir hemen hemen asal alt modiildiir. |

Tanim [3.2] ile zayif 6-asalimsi, hemen hemen §-asalimsi, n-hemen hemen §-asalimsi

ve w-0-asalimsi alt modiil tanimlar literatiire kazandirilmistir.

Tamim 3.2. N, bir M R-modiiliiniin 6z alt modyiilii olsun.

(i) N bir ¢,-6-asalimsi alt modiilse N zayif §-asalimsi alt modiildiir.

(ii) N bir ¢,-6-asalimsi alt modiilse N hemen hemen §-asalimsi alt modiildiir.
(iii) N bir ¢,-6-asalims: alt modiilse N n-hemen hemen &-asalims: alt modiildiir.

(iv) N bir ¢,,-6-asalims1 alt modiilse N w -6-asalimsi alt modiildiir.

¢ ve ¢ nin L(M) iizerinde iki indirgeme fonksiyonu oldugunu kabul edelim. Her
N € L(M) icin ¢(N) C y(N) ise ¢ < 1 ile gosterilir. Benzer olarak genisleme
fonksiyonunda da ayni gosterimi kullanabiliriz. 6 ve y nin L(R) iizerinde iki genisleme
fonksiyonu oldugunu varsayalim. Her J € L(R) i¢in 6(J) € y(J) ise 6 < 7 ile ifade
edilir.

Onerme 3.1. M bir R-modiil; ¢,v) L(M) iizerinde indirgeme fonksiyonlari ve 5,y L(R)

lizerinde genisleme fonksiyonlart olsun.

(i) Eger ¢ < ise her ¢-6-asalimst alt modiil bir )-6-asalimst alt modiildiir.
(ii) Eger 6 <y ise her ¢-6-asalimst alt modiil bir ¢-y-asalimst alt modiildiir.
(iii) Her ¢-asal alt modiil bir ¢-6-asalimst alt modiildiir.

(iv) Her 6-asalimst alt modiil bir ¢-6-asalimst alt modiildiir.

(v) N nin, M nin bir 6z alt modiilii oldugunu varsayalim. N zayif 6-asalimst = N w-
0-asalimst = N n-hemen hemen 6-asalimst (her n > 2 i¢cin)=> N bir hemen hemen

o-asalimsi.
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Ispat. (i) : Kabul edelim ki N, M nin bir ¢-5-asalims1 alt modiilii olsun. a € R ve
m € M igin am € N —(N) alalm. ¢ < v yani ¢(N) € y(N) oldugundan am €
N — ¢ (N) elde edilir. N, M nin bir ¢-6-asalimsi alt modiilii oldugu icin a € 6(N : M)

veya m € N olur. Buradan N, M nin bir 1)-6-asalimsi alt modiiliidiir.

(ii) : Kabul edelim ki N, M nin bir ¢-6-asalimsi alt modiilii olsun. a € Rve m € M
icin am € N — ¢(N) olsun. N bir ¢-6-asalimsi alt modiil oldugundan a € 6(N : M)
veyam € N olur. 6(N : M) C y(N : M) oldugundan a € y(N : M) veya m € N dir. O
halde N bir ¢-y-asalimsi alt modiildiir.

(iii) : 6;4 < 6 oldugundan, (ii) ve Ornek (iii)’ten saglanir.
(iv) : ¢4 < ¢ oldugundan (i) ve Ornek (iii)’ten saglanir.
(v): ()’denve ¢y < ¢, < ¢, < ¢, den ispat elde edilir. [ |

Onerme 3.2. M sonlu iiretilmis bir R-modiil olsun. Kabul edelim ki M modiiliiniin ¢-
6-asalimst alt modiillerinin artan gincirinin bir ailesi {N; : i € A} lerden olussun. Bu

durumda | JN; de bir ¢-6-asalumst alt modiildiir.
i€EA

Ispat. Kabul edelim ki {N; : i € A} ler M sonlu iiretilmis modiiliiniin ¢-5-asalimsi

alt modiillerinin artan zincirinin bir ailesi olsun. Buradan N = UNi nin alt modiil
i€EA

oldugu agiktir ve M sonlu iiretilmis oldugundan | JN; 6z alt modiildiir. Kabul edelim
i€EA
ki am € N; — ¢(|J N;) olsun, bu da demek olur ki bir i € A i¢in am € N — ¢(N;)

i€EA
dir. N; ler ¢-6-asalimsi alt modiil olduklarindan m € N; veya a € 6(N; : M) elde

edilir. N; € [ JN; oldugudan eger m € N; ise m € | JN; bulunur, a € §(N; : M) ise
€A i€A
a € (| JN; : M) bulunur. Sonug olarak | JN; bir ¢-5-asalims: alt modiil olur. |
i€EA i€EA

Bu boliimiin temel teoremi olarak Teorem [3.1]i verecegiz. Bu teorem ¢-5-asalims alt

modiilleri karakterize etmemizi saglar.

Teorem 3.1. M bir R-modiil, N de M nin 0z alt modiilii iken asagidakiler denktir.
(i) N bir ¢-6-asalimst alt modiildiir;

(ii) Hora€ R—6((N : M)) icin (N :j; a) =N U (¢ (N) :), a);

(iii) Her a € R—6((N : M)) icin (N :;; a) = N veya (N :); a) = (¢p(N) :), a) dir;

(iv) R nin her I ideali icin ve M nin her K alt modiilii igin IK € N ve IK € ¢(N) iken
I C6((N:M))veya K CN dir.
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) I € 5((N : M)) olacak sekilde R nin her I ideali i¢in (N :, I) = N veya (N :), I) =
(p(N) :y I) dir

Ispat. (i) = (ii) : N bir ¢-5-asalimsi alt modiil ve a € R— §((N : M)) olsun. N U
(¢(N):y a) € (N :y, a) oldugu asikardir. Simdi (N :), a) S NU(¢(N) :, a) oldugunu
gostermemiz gerekmektedir. Kabul edelim ki m € (N :), a) olsun, buradan am € N
dir. Eger am € ¢(N) ise m € (¢(N) :j; a) € N U (¢(N) 3, a) elde edilir. Simdi ise
am ¢ ¢(N) oldugu durumu inceleyelim. Burada am € N —¢(N) ve a ¢ 6((N : M))
oldugundan m € N € N U (¢(N) :), a)) olur. Iki tarafli kapsama gerceklestiginden
(N :ya)=NU(¢(N):y a) esitligine ulasilir.

(ii) = (iii) : (N :y a) S NU(¢(N) :); a) oldugundan (N :), a) S N C (N :, a)
veya (N :); a) € (¢(N) :; a) € (N :), a) elde edilir. O halde (N :;, a) = N veya
(N :y a)=(¢(N) : a) bulunur.

(iii)=(iv): I € L(R) ve N € L(M) igin IK C N — ¢(N) ve I £ 5((N : M)) oldugunu
kabul edelim. Oyleyse a € I — §((N : M)) vardir ve (iii)’ten (N :;; a) = N veya (N :),
a) = (¢p(N) :3; a) dir. Eger aK ¢ ¢(N) ise (iii)’ten K € (N :); a) = N dir ve istenen
elde edilir. Simdi ise aK C ¢(N) oldugunu varsayalim. IK ¢ ¢(N) oldugundan xK ¢
¢ (N) olacak sekilde x € I secelim. Eger x ¢ 6((N : M)) ise (iii) den (N :j; x) =N
veya (N :; x) = (¢(N) :p; x) olur. K € (N :;, x) fakat K € (¢(N) :3; x) oldugundan
(N :; x) = N elde ederiz. Bu da bize K C (N :); x) = N yi verir. Kabul edelim ki
x € 5((N : M)) olsun, a+x € [ —8((N : M)) ve aK € ¢(N), xK £ ¢(N) oldugundan
(a+ x)K € ¢(N) dir. Buradan K € (N :; a + x) = N ye ulagilir ve ispat tamamlanir.

(iv) = (v) : Kabul edelim ki I ¢ 6((N : M)) olacak sekilde I € L(R) olsun. I(N :,
I) € N dir. Eger I(N :), I) € ¢(N) ise (N :p; I) € (¢p(N) :j, I) € (N :y, I) olur. Eger
I(N :yy I)E ¢p(N), ise (iv) den (N :), I) SN C (N :), I) elde edilir.

(v) = (i) : Kabul edelim ki a ¢ 6((N : M)) iken am € N — ¢(N) olsun. Simdi
Ra=Iveme (N :,I)icin W)’ten,me (N :, [)=N veyameN =(¢(N):, I) elde
edilir. Bu durumda am ¢ ¢(N) oldugundan m € N = (¢(N) :;, I) olmast miimkiin
degildir ve m € N elde edilir. Sonug olarak N bir ¢-6-asalimsi alt modiildiir. [ |

Asagidaki teoremle bir ¢-6-asalimsi alt modiilden baska bir ¢-6-asalimsi alt modiil

Uretilmistir.

Teorem 3.2. (i) Her a € R i¢cin (¢p(N) :y; a) = ¢(N :), a) olacak sekilde N, M nin bir
¢-6-asalimst alt modiilii olsun. Bu durumda (N :), a) da M nin bir ¢-6-asalimst alt

modiiliidiir.
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(ii) Kabul edelim ki 6 < 0,,4 ideal genislemesi olsun ve 6,,4(¢p(N) : M) € 6(N

M) olacak sekilde N, M nin bir ¢-6-asalimst alt modiilii olsun. Bu durumda 6(N :
M) =08,,4(N : M) elde edilir.

Ispat. (i):(¢(N):, a) = ¢(N :), a) iken N, M nin bir ¢-5-asalimsi alt modiilii olsun.
(N :3; @) nin da M nin bir ¢-6-asalims alt modiil oldugunu gosterebilmek i¢in x € R
ve m € M iken xm € (N :); a) — ¢((N :; a)) secelim. Bu durumda xam € N elde
ederiz. (¢p(N) :y; a) = ¢(N :;, a) oldugundan ayni zamanda xam ¢ ¢ (N) dir. N bir
¢-6-asalimsi alt modiil oldugundan x € 6((N : M)) veya am € N elde edilir. Bu da
demektir ki x € 6((N :), a) : M)) veya m € (N :); a). Buradan (N :,, a), M nin bir

¢-6-asalimsi alt modiiliidiir.

(ii) : 6 < 0,44 oldugundan 6(N : M) C VIN:M) = 0,4d((N : M)) dir. Tersini
ispatlamak icin x € v/(N : M) alalim. Oyleyse x* € (N : M) olacak sekilde bir en
kiiciik k € N mevcuttur. Oyle ki k dan kiiciik degerler icin x in bir kuvveti (N : M) ye
diismez, yani x*! ¢ (N : M) dir. Eger k =1 ise x € (N : M) € §((N : M)) olur. k > 1

olsun. O halde iki ayr1 durumda inceleyecegiz.
Durum 1: x € 8,,4(¢(N) : M) = v/(¢(N) : M) ise x € 6(N : M) elde edilir.

Durum 2: x ¢ /(¢(N): M) ise x* ¢ (¢(N) : M) dir. Buradan x*'(xM) C N ve
x(x*TM) ¢ ¢(N) bulunur. N alt modiilii ¢-5-asalimsi oldugundan Teorem den
x € 5((N : M)) dir veya x*'M C N dir. x*' ¢ (N : M) oldugundan x*'M C N

olmas1 miimkiin degildir.

Sonuc olarak iki durumda da x € 6((N : M)) elde edilir ve 6(N : M) = 6,,4(N : M)
dir. [ |

Belirli kosullar altinda, ¢-0-asalimsi alt modiiller ile 6-asalimsi alt modiilleri

karakterize etmek miimkiindiir. Simdi teoreme bakalim.

Teorem 3.3. N, M R-modiiliiniin bir ¢-6-asalimst alt modiilii ve 5((N : M))N € ¢(N)

olsun. Bu durumda N, M nin bir 6-asalimst alt modiiliidiir.

Ispat. Halkadan alinan a ve modiilden alinan m elemanlari icin am € N olsun. Eger
am ¢ ¢(N) ise N bir ¢-6-asalimsi alt modiil oldugundan a € 6((N : M)) veya m € N
elde edilir. Kabul edelim ki am € ¢(N) olsun. Eger aN ¢ ¢(N) ise an ¢ ¢(N) olacak
sekilde bir n € N vardir. Buradan a(m+n) € N—¢(N) elde edilir. Yania € 6((N : M))
veya m +n € N olacaktir. O halde a € 6((N : M)) veya m € N elde edilir ki ispat
tamamlanmis olur. Kabul edelim ki aN € ¢(N) olsun, benzer sekilde 6((N : M))m C
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¢ (N) oldugunu kabul ederiz. 6((N : M))N € ¢(N) oldugundan bm’ ¢ ¢(N) olacak
sekilde b € 6((N : M)) ve m’ € N vardir. Sonug olarak (a+b)(m+m’) € N—¢(N) elde
edilir. N bir ¢-6-asalimsi alt modiil oldugundan a+ b € 6(N : M) veyam+m’ € N

elde edilir. O halde a € (N : M) veya m € N dir. Dolayisiyla N, M nin bir 6-asalimsi

alt moduluadir. [ |

M ve M’ iki R-modiil olmak iizere f : M — M’ bir homomorfizma ve ¢ bir alt modiil
indirgeme fonksiyonu olsun. M’ niin her N alt modiilii icin ¢ (f "}(N)) = f 1 (¢p(N))
saglaniyorsa ¢ ye global fonksiyon veya ¢ fonksiyonu globalligi korur denir.

Teorem 3.4. (i) f : M — M’ bir homomorfizma, ¢ bir global indirgeme fonksiyonu
ve N, M’ niin bir ¢-5-asalimst alt modiilii olsun. Bu durumda f~*(N) = M dir veya
f~Y(N) de M nin bir ¢-5-asalimst alt modiiliidiir.

(ii) f : M — M’ bir érten homomorfizma, ¢ global indirgeme fonksiyonu ve K, M nin
Cekf yi kapsayan alt modiilii olsun. K nin M nin ¢-6-asalimst alt modiilii olmast igin

gerek ve yeter kosul f(K) nin M’ niin ¢-6-asalimst alt modiilii olmasidir.

Ispat. (i) : Kabul edelim ki f~}(N) # M olsun. f : M — M’ bir homomorfizma ve N,
M’ niin bir ¢-6-asalimsi alt modiilii olsun. N alt modiiliiniin ters goriintiisiiniin de
¢-5-asalims: alt modiil oldugunu gostermek icina €Rve m € M icinam € f~}(N) —
¢ (f~1(N)) alalim. ¢ fonksiyonu global oldugundan ¢ (f }(N)) = f}(¢(N)) dir ve
buradan am € f"}(N)— f 1(¢(N)) elde edilir. O halde af (m) € N—¢(N) dir. N, M’
niin ¢-5-asalimsi alt modiilii oldugundan a € 6((N : M’)) veya f(m) € N bulunur.
(N:M)C(f"YN): M) oldugundan a € 56(f (N) : M) veya m € f1(N) elde edilir.
Sonuc olarak f~!(N) bir ¢-5-asalims1 alt modiildiir.

(ii) : Kabul edelim ki f(K), M’ niin bir ¢-6-asalims1 alt modiilii olsun ve K,
M nin Cekf yi kapsayan alt modilii olsun. (i)’den f(K) nin ters goriintiisii de
¢-6-asalimsidir yani f ' (f(K)) = K, M nin bir ¢-5-asalims1 alt modiilii olur. Tersine
K, M nin bir ¢-6-asalimsi alt modiilii ve am’ € f(K) — ¢ (f(K)) olsun. f orten, ¢
global ve Cekf C K oldugundan ¢ (f(K)) = f(¢(K)) bulunur. f 6rten bir fonksiyon
oldugu icin f(m) = m’ olacak sekilde bir m € M vardir ve am € K — ¢(K) dir. K, M
nin bir ¢-6-asalimsi alt modiilii oldugundan a € 6((K : M)) veya m € K bulunur.
(K : M) C(f(K): M) oldugu icin a € 6(f(K) : M) veya m’ = f(m) € f(K) ye

ulasiriz. Buradan f(K), M’ nilin bir ¢-6-asalims: alt modiliidiir. [ |

Simdi yukaridaki teoremden elde edilenleri bir sonug olarak verelim.
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Sonug 3.1. (i) N, M R-modiiliiniin bir ¢-6-asalimst alt modiilii, K ¢ N olacak sekilde
K, M nin bir alt modiilii ve ¢ bir global indirgeme fonksiyonu olsun. Bu durumda N NK,

K nin bir ¢-6-asalimst alt modiiliidiir.

(ii)) K € N olacak sekilde K ve N, M nin iki alt modiilii ve ¢ bir global indirgeme
fonksiyonu olsun. Oyleyse N nin, M nin bir ¢-5-asalimst alt modiilii olmast icin gerek

ve yeter kosul N /K nin M /K nin bir ¢-6-asalimst alt modiilii olmasidiwr.

Ispat. (i) a € R,m € K icin am € (NNK)—¢(N NK) olsun. f : K — M bir
homomorfizma olmak iizere her k € K icin f(k) = k ile tanimlansin. Bu durumda
M nin alt modiilii olan her L icin f7}(L) = L NK olur. O halde f!(N) = NnK
olur. N yerine ¢ (N) alirsak f (¢ (N)) = ¢(N)NK elde ederiz. ¢ global oldugundan
F U PIN)) = (p(f () dir. Yani ¢(N NK) = ¢(N)NK dir. O halde am € (N N
K)— ¢(N)NK bulunur. m € K oldugundan am € N — ¢(N) dir. N, M nin bir
¢-6-asalimsi alt modiilii oldugundan a € 6(N : M) veya m € N elde edilir m € N
ise m € K oldugundan m € N N K buluruz ve N N K nin bir ¢-6-asalimsi alt modiili
olmasi icin ilk durum saglanmis olur. Simdi a € 6(N : M) oldugunu kabul edelim
ve a € 6((N NK) : K) oldugunu gosterelim. (N : M) € ((N NnK) : K) oldugundan
O(N : M) € 6((N NK) : K) sonucuna ulasili. Bu durumda a € 6((N NK) : K) elde
edilir.

(ii) K € N olacak sekilde K ve N, M nin iki alt modiilii, ¢ global indirgeme fonksiyonu
ve N, M nin bir ¢-6-asalimsi alt modiilii olsun. Kabul edelim ki f : M — M /K ye
f(m)=m+K olarak tanimlanan bir homomorfizma olsun, bu durumda f(N) = N/K
olur. a € R, m+K € M/K icin ailm + K) € (N/K) — ¢(N/K) olsun. O halde
am€ f(N)—¢(f(N)) olur. ¢ global oldugundan ¢(f(N)) = f(¢(N)) bulunur. Yani
¢(f(N)) = ¢(N/K) = f(¢(N)) = ¢(N)/K dir. O halde a(m+K) € N/K—$(N)/K
dir ve baslangicta m+ K € M /K aldigimizdan am € N — ¢(N) dir. N bir ¢-6-asalimsi
alt modiil oldugundan a € 6(N : M) veya m € N elde edilir Eger m € N ise
m + K € N/K sonucuna ulasilir. Eger a € 6(N : M) ise (N : M) = (N/K : M/K)
oldugundan a € 6(N /K : M /K) olur ve bu durumda N /K, M /K nin bir ¢-6-asalimsi
alt modiilidiir. Simdi tersini ispat etmek i¢in N/K nin M /K nin bir ¢-6-asalimsi
alt modiilii oldugunu kabul edelim. Teorem [3.1]den f(N) nin ters goriintiisii de bir

¢-0-asalimsi alt modiildiir ve istenen elde edilir. [ |

Teorem 3.5. N, M nin bir alt modiilii olsun. N nin M nin bir ¢-6-asalimst alt modiilii
olmast icin gerek ve yeter kosul N/¢(N) nin M /¢ (N) nin zayif 6-asalimst alt modiilii
olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki N, M nin bir ¢-5-asalimsi alt modiilii ve a(m + ¢(N)) €
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N/¢(N) — {Op/pov)} Olsun. Buradan am € N — ¢(N) elde ederiz. N, M nin bir
¢-6-asalimsi alt modiilii oldugundan a € 6((N : M)) veya m € N olur ki bu
daa € 6(N/p(N) : M/p(N)) veya m + ¢(N) € N/¢p(N) demektir. O halde
N/¢(N), M/¢(N) nin bir zayif 6-asalimsi alt modiiliidiir. Tersine am € N — ¢(N)
olacak sekilde a € R ve m € M segelim. Buradan a(m + ¢(N)) € N/ (N) — {0y}
elde edilir. N/¢(N), M/¢(N) nin bir zayif 6-asalimsi alt modiilii oldugundan a €
O((N/p(N):M/¢p(N)) veyam+ ¢(N) € N/¢p(N) bulunur. Yani a € 6(N : M) veya
m € N elde ederiz ki bu da N, M nin bir ¢-6-asalimsi alt modiilii demektir. |

Yardimci Teorem 3.1. N, M nin bir ¢-6-asalimst alt modiilii olsun ve 1 ((N : M)) =
(¢(N) : M) olacak sekilde v : L(R) —> L(R) U {@} bir indirgeme fonksiyonu olsun. Bu
durumda (N : M), R nin bir 1-6-asalimst idealidir.

Ispat. N nin, M nin bir ¢-6-asalims: alt modiilii ve Y((N : M)) = (¢(N) : M)
oldugunu varsayalim. Halkadan alinan a ve modiilden alinan m elemanlan igin
ab € (N : M)—y((N : M)) olsun. Varsayimdan b(aM) C N fakat b(aM) & ¢(N)
oldugunu goriiriiz. N, ¢-5-asalimsi oldugu icin Teorem [3.I]den, aM C N veya
b € 6(N : M) bulunur. Sonug olarak (N : M), R nin bir v-6-asalims: idealidir. [ |

Simdi carpimsal modiiller tizerinde ¢-6-asalimsi alt modiiller karakterize edilecek ve
cesitli 6zellikleri incelenecektir. Yardime:r Teorem [3.1]in iki tarafli olmas: icin gereken

M modiiliiniin carpimsal modiil olmasidir. Bunu Teorem ile gosterecegiz.

Teorem 3.6. M bir carpimsal modiil, ¢ : L(M) — L(M) U {0} olacak sekilde bir
indirgeme fonksiyonu ve 6 : L(R) — L(R) olacak sekilde bir genisleme fonksiyonu olsun.
Her N € L(M) icin Y (N : M) = (¢ (N) : M) olacak sekilde v : L(R) — L(R) U {#} bir

indirgeme fonksiyonu olsun. M nin bir 6z alt modiilii N i¢in asagidaki durumlar denktir.
(i) N, M nin bir ¢-6-asalimst alt modiiliidiir.

(ii) (N : M), R nin bir vy-6-asalimst idealidir.

Ispat. (i)=> (ii) : Yardimc1 Teorem den bulunur.

(ii) = (i) : Kabul edelim ki K bir alt modiil ve I, R halkasinin bir ideali olmak iizere
IK € N ve IK € ¢(N) olsun. M bir carpimsal modiil oldugu i¢cin K = JM olacak
sekilde R nin bir J ideali vardir. BuradanIJ C (N : M) veIJ € (¢p(N) : M) =y(N : M)
elde edilir. (N : M), R nin bir 1-6-asalmsi ideali oldugundan I C 6(N : M) veya
JC(N:M)dir. OhaldeI € 6(N : M) veya K =JM C N elde edilir. Dolayisiyla N,

M nin bir ¢-6-asalimsi alt modiiliidiir. [ |
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M bir R-modiil ve S C R iken S, R nin bir carpimsal kapali kiimesi olsun. Mg, M nin S
deki kesir modiiliinii ve Rg, R nin S deki kesir halkasini gostersin. N, M modiiliintin
bir alt modiilii ve (N : M)g € (N : Ms) oldugunu da not edelim.

Onerme 3.3. M bir R-modiil, ¢ : L(Ms) —> L(M) U {@} bir indirgeme fonksiyonu,
her I € L(R) i¢in 64(Is) = 6(I)s olacak sekilde &5 : L(Rg) — L(Rg) bir genisleme
fonksiyonu olsun. Kabul edelim ki (N : M)NS =@ ve ¢(N)g € ¢p5(Ng) olacak sekilde
N bir ¢-6-asalimst alt modiil olsun. Bu durumda Ng, Mg nin bir ¢¢-0¢-asalimst alt
modiiliidiir.

am

Ispat. a € R; s,t € Sve m € M ler icin % € Ns — ¢5(Ns) olsun. Bu durumda
¢(N)s € ¢p5(Ng) oldugundan bir u € S icin uam € N—¢(N) dir. N, M modiiliiniin bir
¢-6-asalimsi alt modiilii oldugundan a € 6((N : M)) veya um € N elde edilir. Eger
a € 6((N :M))ise (N : M)g € (Ng : M) oldugundan $ € 6((N : M))s = d5((N :
M)s) € 65((Ng : Mg)) dir. Eger um € N ise 7 = == € N elde edilir. Bu durumda N,

M nin bir ¢¢-65-asalimsi alt modiili olur. |

M, bir R;-modiil, i = 1,2 icin ¢, : L(M;) — L(M;) U {@} bir indirgeme fonksiyonu ve
0; : L(R;) — L(R;) bir genisleme fonksiyonu olsun. M = M; x M, ve R = R; xR,
olarak alalim. Skaler carpim ve bilesen bilesene toplama ile M bir R-modiildiir. N; ler
M; lerin alt modiilii ve N; N = N; x N, formunda olsun. Indirgeme fonksiyonlarinin
kartezyen carpimini ve genisleme fonksiyonlarinin kartezyen carpimin ifade etmek
icin ise simdi tanimlayacagimiz notasyonlar1 kullanacagiz. ¢, : L(M) — L(M) U
{@} indirgeme fonksiyonu ¢,(N; X N,) = ¢1(N;) x ¢,(N,) ile ve &, : L(R) — L(R)
genisleme fonksiyonu 6, (I; x I,) = 6,(I;) x &,(I,) ile tanimlansin.

Tanim 3.3. 6 : L(R) — L(R) bir genisleme fonksiyonu olsun. 6(I) = R iken I = R

oluyorsa 6, (x)-kosulunu saglar denir.
Ornek 3.4. §,,,; (x)-kosulunu saglayan bir genisleme fonksiyonu érnegidir.

Onerme 3.4. §;, ()-kosulunu saglayan bir genisleme fonksiyonu olsun. Bu durumda
asagidaki N alt modiil formlarindan her biri M = M; X M, nin ¢ -6 ,-asalimst alt mod-

uliidiir.

() ¢;(N;) = N; olacak sekilde N;, M; nin 6z alt modiilii iken N = N; x N, formundadr.
(ii) N;, M; in bir 6,-asalimst alt modiilii iken N = N; x M, formundadir.

(iii) N,, M, nin bir &,-asalimst alt modiilii iken N = M, x N, formundadur.

(iv) N;, M; in bir ¢,-6,-asalimst alt modiilii ve ¢,(M,) = M, iken N = N; x M, for-
mundadir.
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(v) Ny, M, nin bir ¢,-6,-asalimst alt modiilii ve ¢,(M;) = M, iken N = M; x N,

formundadir.

Ispat. (i): Agiktir.

(i): N;, M, in bir 0,-asalims1 alt modiilt iken N = N; x M, olsun. N nin M nin
5 .-asalims1 alt modiilii oldugunu gérmek kolaydir. Onerme yardimiyla da N alt
modiiliiniin bir ¢ -0 ,-asalimsi alt modiil oldugu ispatlanmais olur.

(iii): (ii) ile benzer sekilde ispatlanabilir.

(iv): a; € R; ve m; € M, lericin (a,, a,)(m,, m,) = (aymy,a,m,) € N—¢(N) oldugunu
kabul edelim. Buradan a;m; € N; —¢,(N;) elde edilir. N;, M, in bir ¢,-6,-asalims: alt
modiili oldugundan a; € 6,((N; : M;)) veya m; € N; elde edilir. Buradan (a,,a,) €
01((Ny : My)) x 6,(M, : M,) = 6,(N : M) veya (m;,m,) € N elde edilir. Dolayisiyla
N, M nin bir ¢ -6 ,-asalimsi alt modiiliidiir.

(v): (iv)’e benzer sekilde ispatlanabilir. [ |

iki ¢-5-asalimsi alt modiiliin kartezyen carpimi her zaman bir ¢-6-asalims: alt modiil
olmayabilir. Buna bir 6rnek verelim.

Ornek 3.5. R, = Z = R, ve p ve q birbirinden farkli asal sayilar olmak iizere M, =
Zysgs = M, olsun. N; = (p2) ve N, = (q2) olmak iizere sirastyla M, ve M, nin birer
@¢-0 qq-asalimst alt modiiliidiir. Kabul edelim ki ¢, = ¢4 X ¢g, O, = 0,44 X Orqq Ve
N = N; x N, olsun. 6,(N : M) = pZ x qZ dir. (p%,1)(1,q2) € N — ¢, (N) iken
(p%,1) ¢ 6, (N : M) ve (1,q2) ¢ N elde edilir. Bu durumda N, M nin bir ¢ -8 ,-asalimst
alt modiilii degildir.

Teorem 3.7. Onerme teki notasyon kullanilarak, 6; nin (x)-kosulunu sagladigint ve
¢;(N;) # N, iken N = N; x N, oldugunu kabul edelim. N nin M nin ¢ -6 -asalimst alt

modiilii olmast icin gerek ve yeter kosul N nin asagidaki formlardan birinde olmasidur.

(1) N;, M, in bir ¢;-6,-asalimst alt modiilii ve ¢,(M,) # M, iken N;, 6,-asalimst alt

modiildiir ve N = N; x M, formundadur.

(ii) N,, M, nin bir ¢,-6,-asalimst alt modiilii ve ¢,(M,) # M, iken N,, &,-asalimst alt

modiildiir ve N = M; x N, formundadur.

Ispat. (<) : Onerme [3.4ten ispata ulagilir.

(=) : Kabul edelim ki ¢;(N;) # N; iken N, M modiliiniin bir ¢,-6,-asalimsi alt
modiili olsun. a € R;,m € M, icin am € N; — ¢;(N;) olsun. Buradan (a,0)(m,0) =
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(am,0) € N — ¢ (N) dir. N, M nin ¢ -6, -asalims1 alt modiilii oldugundan (a,0) €
6.((N : M)) veya (m,0) € N olur ki bu da a € 6,((N; : M;)) veya m; € N,
demektir. Sonuc olarak N;, M, in bir ¢,-6,-asalims1 alt modiiliidiir. Benzer sekilde
N, nin de M, nin ¢,-6,-asalimsi alt modiilii oldugu gosterilebilir. Simdi M; = N; veya
M, = N, oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki M, # N, olsun ve m; € N; — ¢;(N;)
ve m, € M, — N, secelim. (1,0)(m;,m,) = (m;,0) € N — ¢, ,(N) olur. N, M
nin ¢ -6, -asalimsi alt modiilii oldugundan (1,0) € 6,(N : M) elde edilir. O halde
1€ 6,((Ny : My)) dir. &,, (*)-kosulunu sagladigindan N; = M, olur. Benzer sekilde
N; # M, oldugunu kabul edersek de N, = M, yi elde ederiz. Genelligi bozmadan N; #
M, ve N, = M, oldugunu varsayalim. Simdi ¢,(M,) # M, iken N; in bir §,-asalims: alt
modiil oldugunu gosterelim. m’ € M,—¢,(M,) alahm. x € R, ve m € M, igin xm € N,
oldugunu varsayalim. Buradan (x,1)(m,m’) = (xm,m’) € N — ¢ (N) olur. N, M nin
bir ¢ -6 -asalimsi alt modili oldugundan (x,1) € 6,((N : M)) veya (m,m’) € N
buluruz. Bu da demektir ki x € 6,((N; : M;)) veya m € N, dir. Sonuc olarak N;, M; in
bir 6;-asalimsi alt modiiliidiir. Eger ¢,(M;) # M; ve N; = M, ise benzer sekilde N,,

M, nin bir 6;-asalimsi alt modiiliidiir diyebiliriz. [ |

Asagidaki oOrnek; (x)-kosulunun saglanmadigi durumlarda N ¢-6-asalimsi alt
modiiliiniin Teorem [3.7]de belirtilen formlardan farkli sekilde de olabilecegini
gosteren bir ters ornek niteligindedir.

Ornek 3.6. p ve q birbirinden farkli asal sayilar olmak iizere R, = Z = R, ve M; =
Z,sq> = M,. Kabul edelim ki R =Ry XR,, M = M; x M, olsun. N; = (pq?) ve N, = (qp2),
M, ve M, nin birer alt modiilii ve N = N; x N, olsun. Kabul edelim ki 6, = 6,,, = 6,,
¢, = ¢ = P, ve ¢, = P, X ¢, olarak tammlansinlar. 6, = 6, X 6,. 6;nin (x)-
kosulunu saglamadigi kolaylikla gortiliin. N, M nin bir ¢.-0.-asalimst alt modiiliidiir.
Fakat N, # M, ve N, # M, dir.

Naser Zamani'nin "¢-prime submodules" isimli makalesinde [6] yer alan acik

probleme asagidaki ispatla cevap verilmistir.

Teorem 3.8. M,, R;-modiil olmak iizere M = M; x M,, her i = 1,2 icin ¢;(N;) # N, ve
N = N; x N, olsun. Oyleyse N nin bir ¢-asal alt modiil olmast icin gerek ve yeter kosul

N nin asagidaki formlardan birine sahip olmasidir:

(i) N,, M, in bir ¢,-asal alt modiilii ve ¢,(M,) # M, iken N asal alt modiildiir ve
N = N; x M, formundadir.

(ii) N,, M, nin bir ¢,-asal alt modiilii ve ¢,(M;) # M, iken N, asal alt modiildiir ve
N = M, x N, formundadur.
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Ispat. Oncelikle Ornek te verildigi iizere N nin ¢-asal olmasi icin gerek ve yeter
kosul ¢-6,;-asalimsi alt modiil olmasidir. Eger 6 = 0,4 ise M nin N alt modiiliintin
5-asalimsi olmas: icin gerek ve yeter kosul N nin asal alt modiil olmasidir. Ustelik
84 (*)-kosulunu saglar. Teorem [3.7/den, N nin bir ¢ -asal alt modiil olmast i¢in gerek
ve yeter kosulu N = N; x M, formundayken N;, M; in bir ¢;-asal alt modiiliidiir ve
¢,(M,) # M, iken N, bir asal alt modiil olmalidir veya N = M; x N, formundayken
N,, M, nin bir ¢,-asal alt modiiliidiir ve ¢, (M;) # M, iken N, asal alt modiil olmalidur.

|
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4

KRASNER HIPER HALKALARDA ¢-5-ASALIMSI HIPER
IDEALLERIN KARAKTERIZASYONU

Bu boliimde Krasner hiper halka iizerinde ¢-asal, ¢-asalimsi, ¢-6-asalimsi hiper
idealler caligilmis ve karakterize edilmisti.  Oncelikle asal ve asalimsi hiper
idealler icin ¢ fonksiyonu ile bir genellestirme yapilarak ¢-asal ve ¢-asalimsi hiper
idealler tammmlanmistir. Bu genellestirme asal ve asalimsi hiper idealleri karakterize
etmemizi saglamistir. Bir T hiper ideali ¢ -asal (¢-asalims1) iken hangi durumlarda
asal (asalimsi1) oldugu Teorem (Teorem ile karakterize edilmistir. Temel
teorem olarak adlandirabilecegimiz Teorem ile ¢p-asal, Teorem ile ¢p-asalimsi
hiper idealler karakterize edilmistir. Asal hiper ideallerde gerceklenen teorem ve

onermelerin bir cogunun asalimsi hiper ideallerde de calistig1 gortilmiistiir.

Asal ve asalimsi hiper ideallerin genellestirilmesinden sonra; Elif Ozel Ay, Giirsel
Yesilot ve Deniz Sonmez [[36]] tarafindan calisilmig olan &-asalimsi hiper idealler yapisi
ile, olusturdugumuz ¢-asalimsi hiper idealler yapisi birlestirilerek ¢-6-asalimsi hiper
idealler karakterize edilmistir. Bu yap1 kurulurken 6zel olarak ¢ fonksiyonu indirgeme
fonksiyonu olarak alinmistir. Teorem ile bir ¢-0-asalimsi hiper idealden yeni
bir ¢-6-asalimsi hiper ideal iiretilmistir. w bir iyi homomorfizma olmak {izere, bir
¢-6-asalimsi hiper idealin goriintiisiiniin ve ters goriintiisiiniin de ¢ -6-asalims1 hiper
ideal oldugu Teorem ile gosterilmis ve Sonuc ile de asikar sonuclar ifade
edilmistir. Teorem [4.13]te zayif 5-asalimsi hiper idealler, ¢-6-asalims1 hiper idealler
kullanilarak karakterize edilmistir. Bu o6zelliklere ek olarak ¢-asal, ¢-asalimsi ve
¢-6-asalimsi hiper idealler icin boliim halkasi, yerellestirme ve kartezyen carpim

ozellikleri incelenmis, ilgili 6zelliklerin ispatlar1 verilmistir.

4.1 ¢-Asal Hiper idealler

Bu boliimde (R, ®,0) bir birimli, degismeli Krasner hiper halka olarak alinacaktir.
Halkamiz Krasner hiper halka oldugu i¢in hiper islem olarak & islemi alinacak, o

klasik bir ikili islem olarak ele alinacaktir. & hiper halkasinin tiim hiper idealleri L($)
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ile ifade edilecektir. ¢ : L(R) — L(R) U {@} olacak sekilde bir fonksiyon olarak

tanimlanmistir. ¢-asal hiper idealin tanimini vererek baslayalim.

Tamim 4.1. ¢ : L(R) — L(R) U {@} bir fonksiyon ve N, R nin bir 6z hiper ideali
olmak {izere, a,b € R icinaob € N— ¢(N) ikena € N veya b € N ise N ye ¢-asal

hiper ideal denir.

Tanim 4.2. ¢ : L(R) — L(R) U {@} bir fonksiyon ve N, R nin bir 6z hiper ideali
olsun. R nin K ve L hiper ideallerii¢cin KoL C N ve KoL ¢ ¢(N) iken K C N veya
L C N ise N ye giiclii ¢-asal hiper ideal denir.

Not 4.1. Yukaridaki tanmimlardan acikc¢a giiclii ¢-asal hiper idealin bir ¢-asal hiper
ideal oldugu goriiliir.
Lekkoksung’'un yari hiper gruplar {izerinde yaptigi Tanim [2.63[ten esinlenerek [35],

asagidaki tanim verilmistir.

Tanim 4.3. R degismeli ve birimli bir Krasner hiper halka olmak tizere N € % olsun.
I ve J, R nin hiper ideallerive 0 # I oJ C N iken I € N veyaJ C N ise N, R nin zayif

asal hiper idealidir.

Tanim 4.4. R degismeli ve birimli bir Krasner hiper halka, N de onun bir 6z hiper

ideali olmak {izere aom € N — (| N" iken a € N veya m € N ise N ye, & nin w-asal
n=1

hiper ideali denir.

Tanmim 4.5. R degismeli Krasner hiper halka ve N, ® nin bir 6z hiper ideali olsun. Her
a,me€ R icinaom € N—N?iken a € N veyam € N ise N ye, % nin hemen hemen

asal hiper ideali denir.

Ornek 4.1. R bir degismeli hiper halka olsun. Asagidaki hiper idealleri ¢, : L(R) —
L(R) U {0} olmak iizere karsilik gelen ¢ ,-asal idealler ile ifade edelim.

(D) ¢y(N) =0 iken N asal hiper ideale,
(i) ¢o(N) =0 iken N zayif asal hiper ideale,
(iii) ¢p,(N)=N 2 ijken N hemen hemen asal hiper ideale,

(iv) $,(N)=N" (n > 2) iken N n-hemen hemen asal hiper ideale,

) ¢,,(N)= () N" iken N w-asal hiper ideale,

n=1
(vi) ¢;,4(N) =N iken N herhangi bir hiper ideale,

karsilik gelir.
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Tanimlanan ¢, fonksiyonlar1 ¢, < ¢y < ¢, < ... < P71 < ¢, < Py < .0 <

¢, < ¢,4 olacak sekilde siralanabilir. Simdi bu siralamalar1 da kullanarak bir 6nerme
verelim.

Onerme 4.1. N, ® degismeli hiper halkasinin bir 6z hiper ideali olmak iizere

(1) ¢, <, olacak sekilde v, P, : L(R) — L(R) U {@} fonksiyonlart verilsin. Eger
N 4),-asal ise v ,-asaldir.

(2) (a) N asal => N zayif asal = N w-asal => N (n + 1)-hemen hemen asal => N

n-hemen hemen asal (n > 2) => N hemen hemen asal.

(b) Bir N hiper idealinin w-asal olmast i¢in gerek ve yeter kosul N nin her n > 2 icin

n-hemen hemen asal olmasidir.

Ispat. (1) Kabul edelim ki N, & nin bir 2),-asal hiper ideali olsun. a,b € ® olmak
lizereaob e N veaob ¢ ,(N) iken ¢; < 1, oldugundan a o b ¢ ;(N) elde edilir.
Buradan aob € N —1;(N) ve N nin 1),-asal hiper ideal olmasi varsayimindan a € N
veya b € N bulunur. Buradan N nin, ® nin bir 1,-asal hiper ideali oldugu sonucuna
ulagilir.

(2) (a) ¢, 'nin Ornek deki siralamasindan ve (1)’in ispatindan sonuca ulasilir.

(b) Kabul edelim ki N bir w-asal hiper ideal olsun. n > 2 icin 1, < v, oldugundan,
(1)’den N bir 1 ,-asal hiper idealdir. Yani her n > 2 icin N nin n-hemen hemen asal
hiper ideal oldugu soylenir. Simdi tersinin dogru oldugunu gostermek icin kabul
edelim ki her n > 2 icin N bir n-hemen hemen asal hiper ideal ve a,b € R icin

aobeN— ﬂN“olsun O halde aob € N — ﬂN”dlr Buradan bir n € N icin

=2
aobeN — N n oldugu aciktir ve N bir n-hemen hemen asal hiper ideal oldugundan
a € N veya b € N elde edilir. Sonug olarak N, R nin bir w-asal hiper idealidir. [ |

Onerme (2) (a)da ifade edilenlerin tersinin her zaman dogru olmasi gerekmez.

Ornek 4.2. % = (Z4, +,.) bir Krasner hiper halka olmak iizere N =< 0 > icin N bir
$o-asal hiper idealdir fakat 6.3 € N i¢in 6 ¢ N ve 3 ¢ N oldugundan N bir ¢g-asal hiper
ideal degildir.

Ornek 4.3. R = {0, 1} kiimesi iizerinde ® bir hiper islem ve o bir ikili islem olmak iizere

asagidaki gibi tamimlayalim:

©|0 1 |
0lo 1 0lo o
111 % 110 1
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N bir Krasner hiper halkadir [28] N = {0} ve & = {0, 1} birer hiper idealdir [45]. N

bir ¢y-asal hiper ideal ve aynt zamanda bir ¢y-asal hiper idealdir.

Ornek 4.4. Ornek daki Krasner hiper halkayt ele alalim. 1, =< 0 > hiper ideali
icm0=bocel,iken b ¢ I, vec ¢]I, tiir O halde I, bir ¢,-asal hiper idealdir fakat
¢g-asal hiper ideal degildir.

Asagidaki teorem bir giiclii ¢-asal hiper idealin hangi durumlarda asal oldugunun

karakterizasyonunu yapmamaizi saglar.

Teorem 4.1. R bir degismeli hiper halka ve ¢ : L(R) — L(R) U {@} bir fonksiyon
olsun. T, R nin 0z hiper ideali olmak iizere, T bir gii¢lii ¢-asal hiper ideal olsun. T asal
hiper ideal degilse T?> C ¢(T) dir. Buradan T* ¢ ¢(T) ise T nin R nin bir asal hiper
ideali oldugu elde edilir.

Ispat. Kabul edelim ki T> ¢ ¢(T) olsun. T nin ® nin bir asal hiper ideali oldugunu

gostermek icin R hiper halkasindan alinan x, y elemanlari icin x o y € T olsun.

Durum 1: xoy ¢ ¢(T)ise xoy € T — ¢(T) olur ve T bir giiclii ¢-asal hiper ideal
oldugundan bir ¢-asal hiper idealdir. Buradan x € T veya y € T elde edilir.

Durum 2: xoy € ¢(T) olsun. xoT ¢ ¢(T) oldugunu varsayalim. Bu demektir ki bazi
m € T ler i¢in x om ¢ ¢(T) dir. Buradan x o (y @ m) € ¢(T) elde edilir. T bir giiclii
¢-asal hiper ideal oldugu icin x € T veya y @ m C T bulunur. Buradan ise x € T veya
y € T elde edilir. Simdi de x o T € ¢(T) oldugunu kabul edelim. (Benzer sekilde
yoT C ¢(T) igin de ayni ispat yapilabilir.) T?> ¢ ¢(T) oldugundan bazi n,k € T
elemanlari icin no k ¢ ¢(T) olur. Buradan (x @ n)o (y @ k) € ¢(T) elde edilir. T bir
giiclii ¢-asal hiper ideal oldugundan (x @ n) € T veya (y @ k) € T dir. Buradan da

x € T veya y € T sonucuna ulasiriz.

Dolayisiyla T, R nin bir asal hiper idealidir. |

Sonuc 4.1. T bir giiglii ¢-asal hiper ideal olmak iizere ¢ < ¢4 ise T, w-asal hiper
idealdir.

Ispat. Her ¢ icin T nin asal hiper idealken, ¢, -asal hiper ideal oldugu bilinmektedir.
Buradan T, & nin w-asal hiper idealidir. Kabul edelim ki T hiper ideali asal olmasin.
Teorem [4.1]den T2 C ¢(T) C T? oldugundan her n > 2 igin ¢(T) = T" elde edilir.
Buradan her n > 2 icin T bir n-hemen hemen asal hiper ideal olur. O halde Onerme
(2)-(b)’den T, R nin bir w-asal hiper idealidir. [ |

39



Sonuc 4.2. T bir giiclii ¢p-asal hiper ideal olmak iizere T C +/¢(T) veya /$(T)C T
dir T € 4/ ¢(T) ise T asal degildir; 1/ ¢(T) S T iken T asaldir. Eger ¢ (T) bir radikal

hiper ideal ise T = ¢(T) dir veya T asaldir.

Ispat. T bir giiclii ¢-asal hiper ideal olsun. Teorem den T2 C ¢(T) veya T bir asal
hiper idealdir. T2 C ¢(T)ise T C +/¢(T)olur. T asal hiperidealser € /T ikenr" € T
ve T bir gliclii ¢-asal hiper ideal, dolayisiyla bir ¢ -asal hiper ideal oldugundan r € T
elde edilir. O halde T = +/T olur ve ¢(T) C T oldugundan /¢ (T) C T = T elde
edilir. Simdi T € 4/¢(T) ise T asal degildir. Asal olsaydi v/¢(T)C T ve T C +/¢(T)
oldugundan T = 4/¢(T) olurdu ve bir celiski elde edilirdi. Simdi ise /¢(T) S T
olsun ve kabul edelim ki T asal olmasin. O halde T2 C ¢(T) olur ve T C 1/¢(T) elde
edilir. Sonuc olarak T = 1/¢(T) celiskisi cikar. Oyleyse T asal olmak zorundadir. m

Simdi ¢ -asal hiper idealleri karakterize edecek olan temel teoremi verelim.

Teorem 4.2. R halkasinin bir 6z hiper ideali N ve ¢ : L(R) — L(R)U{0} bir fonksiyon

olmak iizere, asagidakiler esittir.
(i) N hiper ideali ¢-asaldir.
(ilaeR—Nigcin(N:a)=NU(¢(N):a)dir

(iii) ae R —N icin (N : a) =N veya (N : a) = (¢(N) : a) dir.

Ispat. (i) = (ii) R Krasner hiper halkasindan N hiper idealinde olmayacak sekilde bir
eleman alalim, a € ® — N olsun. b € (N : a) oldugunu varsayalim, 6yleyse ao b € N
elde edilir. Simdi aob nin ¢ (N) nin eleman1 oldugu ve olmadigi durumlari inceleyelim.
Egeraob ¢ ¢(N)ise N, R nin bir ¢ -asal hiper ideali oldugundan b € N bulunur. Eger
aobe ¢p(N)ise b € (¢p(N) : a) bulunur. Sonug olarak (N : a) SN U (¢(N) : a) elde
edilir. Esitligi gostermek icin ters kapsamaya baktigimizda ¢(N) € N varsayimindan

asikardir ve ispat tamamlanir.

(ii) = (iii) (N : a) € NU(¢(N) : a) oldugundan (N : a) € N C (N : a) veya
(N:a) C(¢(N):a) S (N :a) dir ve buradan istenen elde edilir.

(iii)=> () a,beRicinaobeN—¢(N)veaec R—N olsun. O halde b € (N : a) ve
b ¢ (¢p(N): a) elde ederiz. (iii)’ten (N : a) = N veya (N : a) = (¢(N) : a) oldugunu
biliyoruz. b ¢ (¢(N) : a) buldugumuz icin b € (N : a) = N elde ederiz ve N bir ¢-asal
hiper idealdir.
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Teorem de T nin asal olmayan bir giiclii ¢-asal hiper idealken T2 C ¢(T) oldugu
gosterilmisti. Teorem ve Teorem ile asagidaki sonuc elde edilmistir ve [[4]
Sonug 14 ile benzer sekilde ispatlanmaistir.

Sonuc 4.3. T, asal olmayan bir giiglii ¢-asal hiper ideal iken T/ ¢(T) C ¢(T) dir.

Ispat. Oncelikle a € 4/¢(T) oldugunu varsayahm. Eger a € T ise Teorem den
aoT CT?C ¢(T) olur. Eger a ¢ T ise karakterizasyonun yapildig1 temel teoremden
(Teorem[4.2) (T :a) =T veya (T : a) = (¢(T) : a) olacakur. T C (T : a) oldugundan
aoT C ¢(T) dir. Kabul edelim ki (T : a) = T olsun. a" € ¢(T) alalim fakat a"* ¢
¢ (T) olsun. Bu durumda a" € T dir, buradan a®™ ! € (T : a) = T elde edilir. a"! ¢
¢ (T) oldugundan a® ! € T — ¢(T) sonucuna ulasilir. O halde T giiclii ¢-asal hiper
ideal oldugundan a € T dir ve celiski elde edilir. |

Teorem 4.3. N, R nin bir hiper ideali olsun. N nin R nin bir ¢-asal hiper ideali olmast

icin gerek ve yeter kosul N /¢ (N) nin R /¢ (N) nin zayif asal hiper ideali olmasidur.

Ispat. N nin % nin bir ¢-asal hiper ideali oldugunu varsayalim. (a ® ¢(N)) o (m &
¢(N)) €N/P(N)—{0y,4n)}- Buradanaom € N — ¢(N). N, R nin bir ¢-asal hiper
ideali oldugundan a € N veya m € N elde edilir. Buradan a ® ¢(N) € N/¢$(N) veya
me® ¢(N) € N/¢p(N) dir. Sonug olarak N/¢p(N), R/¢(N) nin bir zayif asal hiper
idealidir. Tersini gostermek icin a om € N — ¢(N) olacak sekilde a,m € R secelim.
Buradan (a® ¢ (N))o(m®¢(N)) € N/P(N)—{0g 4} elde edilir. N/d(N), R/¢p(N)
nin bir zayif asal hiper ideali oldugundan a ® ¢p(N) € N/¢p(N) veya m @ ¢p(N) €
N/¢(N) bulunur. Yani a € N veya m € N dir. Buradan N, R nin bir ¢-asal hiper
ideali olur. |

@ # S, ® hiper halkasinin ¢arpimsal kapali bir alt kiimesi, T, & nin bir hiper ideali ve
TNS =0 olsun. ¢ : L(Rs) — L(R) U {B} fonksiyonu ¢4(T) = ¢(T NR)g olarak
tanimlansin. Eger ¢ (T NR) = @ ise ¢4(T) = @ olarak alinir.

M C T olacak sekilde M ve T iki hiper idealken ¢,, : L(R/M) — L(R/M) U
{0} fonksiyonu ¢,,(T/M) = (¢(T) ® M)/M ile tammlansin. Eger ¢(T) = 0 ise
¢u(T/M) =0 olarak alinir.

Onerme 4.2. ¢ : L(R) — L(R) U {0} bir fonksiyon ve T, R nin bir ¢-asal hiper ideali

olsun.
(i) M C T iken M, R nin bir hiper ideali ise T /M, /M nin ¢,,-asal hiper idealidir.

(ii) S, R hiper halkastnin ¢arpumsal kapalt bir alt kiimesi, TNS =@ ve ¢(T)g € ¢p5(Ts)
olsun. Bu durumda T, Rg nin bir ¢g-asal hiper idealidir.
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Ispat. (i) x,y € Rve(x®M)o(y®M)e€ T/M— ¢,,(T/M) olsun. Buradan x o y &
M e T/M—(¢(T)® M)/M olur ve xoy € T — ¢(T) ® M elde ederiz. O halde
xoy eT—¢(T) elde edilir. T bir ¢-asal hiper ideal oldugundan x € T veyay € T
elde edilir. Dolayisiyla x® M € T/M veyay @ M € T/M dir. Buda T/M nin /M

nin bir ¢,,-asal hiper ideali oldugunu gosterir.

(i) a,b € R; s,t €S i¢in §0% € T — ¢p5(Ts) olsun. Biru € Sigcinucaob € T olur.
Fakat herw e Sicin woao b ¢ ¢4(Ts) NN dir. Boyle oldugunu gostermek icin kabul
edelim ki woa o b € ¢(T) olsun. Bu durumda ¢ o % € ¢p(T)s C ¢ps(Ts) elde edilir ve
bu bir celiskiye sebep olur. O halde uocaob e T —¢(T) ve T, R nin bir ¢-asal hiper
ideali oldugundan uoa € T veya b € T elde edilir. Buradan $ € Tg veya % € Ts elde

edilir. Sonug¢ olarak Ts nin Rg nin ¢g-asal hiper ideali oldugu ispatlanmais olur. |

R, ve N, iki degismeli hiper halka olsun. R, ® R, kartezyen carpiminin asal hiper
idealleri; N; ve N, sirasiyla &, ve R, nin asal hiper idealleri olmak {izere N ® R, ve

R, ® N, formunda yazilir. Simdi ise bunu ¢-asal hiper idealler icin karakterize edelim.

Teorem 4.4. (1) X ve Y degismeli Krasner hiper halkalar olsun. N, X in zayif asal bir
hiper ideali ise ¢,, < ¢ < ¢, olacak sekilde M =N ®Y, ® =X ® Y nin ¢-asal hiper

idealidir.

(2) R degismeli Krasner hiper halka ve M, R halkasinin sonlu iiretilmis bir 0z hiper
ideali olsun. Kabul edelim ki ¢ < ¢4 iken M bir giiglii ¢-asal hiper ideal olsun. Bu
durumda M zayif asaldir veya M? # 0 idempotenttir. Ayrica N zayif asal, M = N ® Y
ve Y = M? olmak iizere & = X ® Y olarak ayristirilabilir. Sonug olarak ¢, < ¢ < ¢,
olacak sekilde her ¢ icin M ¢-asaldir.

Ispat. (1) Kabul edelim ki N, X in bir zayif asal hiper ideali olsun. M = N ® Y,
R = X ®Y nin bir zayif asal hiper ideali olmak zorunda degildir. M nin zayif asal hiper
ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul M nin asal hiper ideal olmasidir. Eger N bir asal
hiper idealse M de asaldir ve buradan her ¢ icin ¢-asaldir. Kabul edelim ki N asal
olmasin. Oyleyse [2] Teorem 1’e benzer sekilde N? = 0 elde edilir. Buradan M? = 0®Y
ve ¢,(M)=0®Y dir. Budurumda M — ¢, (M) yi; M —¢,(M)=NQY —-0Q®Y =
(N—{0})®Y olarak yazabiliriz. Simdi (a;,a,)o(b;, b,) = (a;ob;,a,0b,) € M—¢ (M)
olarak alalim. Bu demektir ki a; o b, € N — {0} dir, buradan a, € N veya b; € N elde
edilir. Sonrasinda (a,,a,) € M veya (b,, b,) € M elde edilir. Bu da demek olur ki M
bir ¢, -asal hiper idealdir ve M bir ¢-asal hiper ideal olarak bulunur.

(2) Eger M bir asal hiper idealse M ayni zamanda $ nin bir zayif asal hiper idealidir.
Kabul edelim ki M asal hiper ideal olmasin. Bu durumda Teorem den M? C ¢(M)
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dir ve M? C ¢p(M) C ¢5(M) = M3 tiir. O halde M? = M?3 elde edilir ve buradan M?
nin idempotent olduguna ulasiir. M? sonlu iiretilmis oldugundan bazi idempotent
m € R ler icin M? = (m) dir. Kabul edelim ki M? = 0 olsun. ¢(M) € M?® = 0.
Buradan ¢ (M) = 0 dir. Sonuc olarak M, R nin bir zayif asal hiper idealidir. Simdi
kabul edelim ki M2 # O olsun. Y = M?> =R omve X = Ro (1 em)alahm. Y = M?
iken R, X ® Y olarak ayristirilir. Kabul edelim ki N = M o (1 & m) olsun. Buradan
N2=(Mo(1lem))P>=M?>o(1em)*>=(m)o(lem)=0oldugundan M = N®Y
elde edilir. N nin zayif asal hiper ideal oldugunu goéstermek icin 0 # I oJ € N olacak
sekilde I ve J hiper ideallerini alalim. Buradan 0 # (I ® Y)o(J®Y) C M — ¢ (M) elde
edilir. ¢ < ¢, oldugundan ¢ (M) C M>=(N®Y)>=0®Y dir. BuradandaI®Y C M
veyaJ ® Y C M elde edilir. O halde N nin R nin bir zayif asal hiper ideali oldugunu

gosteren I € N veya J C N sonucuna ulasilir. |

¢; : L(R,) — L(R,) U {0} fonksiyonunda i leri i = 1,2 olarak secelim. % = R, x R,
ve R bilesen bilesene carpim ve bilesen bilesene hiper toplama ile tanimlanan bir
hiper halka olsun. N; ler R, lerin idealleri olmak tizere R nin her ideali N = N; x N,
formunda olsun. ¢ fonksiyonlarinin kartezyen carpimini ifade etmek icin ise simdi
tanimlayacagimiz notasyonlari kullanacagiz. ¢, : L(®%) — L(®) U {#} fonksiyonu
¢ (N7 X N,) = ¢,(N;) x py(N,) ile tamimlansin.

Onerme 4.3. %, ve R, degismeli Krasner hiper halkalar ve i = 1,2 icin ¢, : L(},) —
L(R,;) U {0} fonksiyonlart olsun. ¢, = p; X ¢, ve R = R, X R, olarak alalim. N nin,
R nin ¢, -asal hiper ideali olmast icin gerek ve yeter kosul N nin asagidaki formlardan

birinde olmasudur.
(D) N;, R; nin 6z hiper ideali ve ¢;(N;) = N; iken N = N; x N, formundadur.

(ii) Ny, R, in bir @,-asal hiper ideali ve p,(R,) # R, iken N; asal hiper idealdir ve
N =N, x R, formundadir.

(iii) N,, R, nin bir @,-asal hiper ideali ve ¢,(R,) # R, iken N, asal hiper idealdir ve
N =R, x N, formundadir.

Ispat. 1lk olarak bu ii¢c formdan birine sahip olan N hiper idealinin ¢-asal oldugunu
gosterelim.

(i) N; x N, — ¢(N; x N,) = @ oldugundan N asikar olarak bir ¢ -asal hiper idealdir.

(ii) Kabul edelim ki N;, %, in bir asal hiper ideali ve ¢,(R,) # R, olsun. O halde
N = N; x R, asaldir, buradan N hiper ideali ¢ -asal elde edilir. Kabul edelim ki N,
M, in bir ¢, -asal hiper ideali ve p,(R,) = R, olsun. O halde alinan (a,,a,), (b;,b,) €
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R = Ry x R, i¢in (a; 0 by, a; 0 by) = (a3,a3) 0 (by, by) € Ny x Ry — 1(N) x Ry, =
(N; —p1(N7)) x R, olur. Sonrasinda a; o b; € N; —¢,(N;) elde edilir ve N; bir ¢,-asal
hiper ideal oldugundan a, € N; veya b, € N; elde edilir. O halde (a;,a,) € N; x R,
veya (by, b,) € N; x R, dir. Buradan N; x R,, R nin bir ¢ ,-asal hiper idealidir.

(iii) ®; x N, nin ¢ -asal hiper ideal oldugunu (ii)’ye benzer sekilde gosterebiliriz.

Simdi ise N = N; x N, nin # = R, x R, nin bir ¢ -asal hiper ideali oldugunu kabul
edelim. Alinan a,b € R, icin ao b € N; — ¢,(N;) olsun. Bu durumda (a,0) o (b,0) =
(aob,0) e N—¢(N) dir. N, R nin bir ¢ -asal hiper ideali oldugundan (a,0) € N veya
(b,0) € N dir. Dolayisiyla a € N; veya b € N; elde edilir. Buradan N; in, %, in ¢;-asal
hiper ideali oldugu soylenir. Benzer sekilde N, nin, R, nin ¢,-asal hiper ideali oldugu
gosterilebilir. N; x N, # ¢;(N;) % ¢,(N,) olsun. Kabul edelim ki N; # ¢,(N;) olsun.
Bir b; € N; — p,(N;) ve bir b, € N, olacak sekilde elemanlar alalim. (b;,1)0(1,b,) =
(by,b,) € N—¢p(N)dir. N nin ¢-asal hiper ideal oldugu bilindiginden (b,,1) € N; XN,
veya (1,b,) € N; x N, olur. Oyleyse N; = ®, veya N, = ®, dir. Kabul edelim ki
N, =R, olsun. Simdi p,(RN,) # R, iken N; in asal hiper ideal oldugu gosterilecektir.
m’' € R, — p,(R,) olsun. x,m € R, icin x om € N; olsun. O halde (x,1) o (m,m’) =
(xom,m’) € N—¢(N) elde edilir. N, & nin ¢ -asal hiper ideali oldugundan (x,1) € N
veya (m,m’) € N bulunur. Bu da demektir ki x € N; veya m € N;. Buradan N; in, %,
in asal hiper ideali oldugu sonucuna ulasilir. Eger N; = R, ve ¢,(R,) # R, ise benzer

sekilde N, nin, R, nin asal hiper ideali oldugu ispatlanabilir. |

4.2 ¢-Asalims1 Hiper Idealler

Bu boliimde ise ¢-asal hiper ideallerde verilen tanim ve teoremler ¢-asalimsi hiper
ideallere uygulanacaktir. Notasyonlar ise Boliim [4.1]de verildigi gibi kullanilacaktr.

Tanim 4.6. ¢ : L(R) — L(R) U {@} bir fonksiyon ve N, R nin 6z hiper ideali olmak
{izere, a,b € R ve bir k € Nicinaob € N— ¢(N) iken a € N veya b* € N ise N ye

¢-asalimsi hiper ideal denir.

Tanim 4.7. ¢ : L(R) — L(R) U {@} bir fonksiyon ve N, R nin bir 6z hiper ideali
olsun. ® nin K ve L hiper idealleri icin KoL SN ve Ko L € ¢(N) iken K C N veya
L C +/N ise N ye giiclii ¢-asalims1 hiper ideal denir.

Not 4.2. Yukaridaki tanimlardan agikca giiclii ¢p-asalimsi hiper idealin bir ¢ -asalimsi

hiper ideal oldugu goriiliir.

Tanmim 4.8. R degismeli ve birimli bir Krasner hiper halka olmak tizere N € % olsun.
I ve J, ® nin hiper idealleri ve 0 # I oJ C N iken I € N veya J C +/N ise N, ® nin

zayif asalimsi hiper idealidir.
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Tanim 4.9. R degismeli ve birimli bir Krasner hiper halka, N de onun bir 6z hiper

ideali olmak iizere aom € N — ﬂ N" iken a € N veya bir k € N icin m* € N ise N ye
n=1
R nin w-asalimsi hiper ideali denir.

Tanim 4.10. R degismeli ve birimli bir Krasner hiper halka ve N, ® nin bir 6z hiper
ideali olsun. Her a,m € ® icin aom € N —N? iken a € N veya bir k € N icin m* € N

ise N ye, $ nin hemen hemen asalimsi hiper ideali denir.

Ornek 4.5. R bir degismeli hiper halka olsun. Asagidaki hiper idealleri ¢, : L(R) —
L(R) U {0} olmak iigere karsilik gelen ¢ ,-asalimst idealler ile ifade edelim.

(1) ¢g(N) =0 iken N asalumst hiper ideale,
(i) ¢o(N) =0 iken N zayif asalimst hiper ideale,
(iii) ¢,(N) = N? iken N hemen hemen asalimst hiper ideale,

(iv) ¢,(N)=N", (n > 2) iken N n-hemen hemen asalimst hiper ideale,
) ¢,,(N)= () N" iken N w-asalumst hiper ideale,
n=1

(vi) ¢;4(N) = N iken N herhangi hiper ideale,

karsilik gelir.

$06=<¢0<¢,<..5¢, 120, X9, =<..< ¢, < ¢y oldugu goriiliir.

Onerme 4.4. N, ® degismeli hiper halkasinin bir 6z hiper ideali olmak iizere;

(1) ¢, < 1, olacak sekilde verilen v, ¢, : L(R) — L(R) U {@} fonksiyonlar icin;

eger N ,-asalimst ise v ,-asalimsidir:

(2) (@) N asalimst => N zayif asalimst => N w-asalimst =—> N (n + 1)-hemen hemen

asalimst => N n-hemen hemen asalimst (n > 2) => N hemen hemen asalims.

(b) Bir N hiper idealinin w-asalimst olmast icin gerek ve yeter kosul N nin her n > 2 icin

n-hemen hemen asalimst olmasidir.

fspat. (1) Kabul edelim ki N, & nin bir 1, -asalimsi hiper ideali olsun. Halkadan alinan
a ve b elemanlar igcin ao b € N —,(N) alalim. v¢; < v, yani ¥;(N) € ,(N)
oldugundan ao b € N —;(N) elde edilir N, $® nin bir v,-asalimsi hiper ideali
oldugu icin a € N veya bir k € N icin b* € N olur. Buradan N, ® nin bir 2),-asalims1
hiper ideali olarak bulunur.
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(2) (a) Ornek te verilen ¢ ’larin siralamasi ve (1) ile ispata ulasilabilir.

(b) Kabul edelim ki; hern > 2 icinaob € N—N" olsun. O halde acb € N— ﬂ N™dir

n=2
veaob € N—(] N" sonucuna ulagilir. N, & nin bir w-asalims: hiper ideali oldugundan
n=1

a € N veya bir k € Nicin b* € N dir Ve n-hemen hemen asalimsi hiper ideal elde edilir.
Tersine; kabul edelim kiaob € N — ﬂ N" olsun. Bazin> 1lericinaob € N— N"

dir. O halden>2icindeaob € N— N” dir ve N her n > 2 icin bir n-hemen hemen
asalims1 hiper ideal oldugundan a € N veya bir k € N icin b* € N elde edilir. Buradan
N bir w-asalimsi hiper idealdir. [ |

Ornek 4.6. R = (Zg,+,.) bir Krasner hiper halka olmak iizere N =< 0 > icin N bir
¢o-asal hiper ideal oldugundan asikar olarak ¢,-asalimst hiper idealdi. 0 = x.y € N
icin x ¢ N ve (¥)* € N elde edilir. O halde N bir ¢g-asalimst hiper idealdir. ¢4-asalimst

olup ¢g-asal olmayan hiper ideal ornegi olarak N yi verebiliriz.

Ornek e baktigimizda N hiper idealinin ¢y-asal hiper ideal yani diger bir deyisle
asal hiper ideal oldugunu gortiyoruz. O halde N hiper ideali ayn1 zamanda ¢4-asalimsi
(asalims1) hiper idealdir. Ornek te I,, ¢y-asal hiper idealdir ve ayn1 zamanda
¢,-asalimsi hiper idealdir.

Asagidaki teorem gliclii ¢p-asalimsi hiper idealin hangi kosullarda asalimsi1 oldugunun

karakterizasyonunu yapmamizi saglar.

Teorem 4.5. R bir degismeli hiper halka, ¢ : L(R®) — L(R) U {@} bir fonksiyon ve
T, R nin 6z hiper ideali iken T bir gii¢lii ¢p-asalimst hiper ideal olsun. T* ¢ ¢(T) ise
T, R nin bir asalimst hiper idealidir. T asalimst hiper ideal degilse v'T = 1/ ¢(T) elde

edilir.

Ispat. Kabul edelimki T ¢ ¢(T) olsun. Budurumda T nin asalimsi hiper ideal oldugu

gosterilecektir. Hiper halkadan alinan x, y elemanlar i¢in x o y € T olsun.

Durum 1: Eger xoy ¢ ¢(T) ise T bir giiclii ¢p-asalims1 hiper ideal oldugundan x € T
veya bir k € N icin y* € T bulunacaktir.

Durum 2: Eger x o y € ¢(T) ise oncelikle x o T € ¢(T) oldugunu kabul edelim. Bir
Po € T icin xop, ¢ ¢(T) olacaktir. O halde xo(y®p,) € T ve xo(y®p,) £ ¢(T) elde
edilir. Bu durumda x € T veya bir k € N icin (y ® p,)* C T dir. Buradan x € T veya
yk € T elde edilir. Simdi kabul edelim ki x o T € ¢(T) olsun. (Ayni sekilde y o T C
¢(T) oldugunu da kabul edebiliriz.) T? ¢ ¢(T) oldugundan p, o q; ¢ ¢(T) olacak
sekilde p;,q; € T vardir. Buradan (x @ p;) o (y ® q;) € ¢(T) elde edilir. T bir giiglii

46



¢-asalimsi hiper ideal oldugundan x @ p; € T veya bir m € Nicin (y @ q;)™ € T dir.
O halde x € T veya y™ € T elde edilir.

Sonug olarak T, R nin bir asalimsi hiper idealidir. Aksine T asalimsi hiper ideal
degilse T2 C ¢(T) elde edilit. Yani /T = VT2 C +/¢(T) dir. ¢(T) C T oldugunu
bildigimizden de +/¢(T) € VT ye ulasiriz. O halde esitlik gosterilmis olur. |

Sonuc¢ 4.4. T, ¢ < ¢4 olmak iizere R nin bir giiclii ¢p-asalimst hiper ideali olsun. O
halde T bir w-asalimst hiper idealdir.

Ispat. Bu ispat, Sonuc in ispatina benzer olarak gosterilebilir. [ |
Asagidaki teorem bir temel teorem olarak verilir ve bu teoremle ¢-asalimsi hiper

idealler karakterize edilmektedir.

Teorem 4.6. R halkasinin bir 6z hiper ideali N ve ¢ : L(R) — L(R)U{0} bir fonksiyon

olmak iizere, asagidakiler denktir:

(i) N bir ¢-asalimst hiper idealdir.

(i) ae R —+/Nicin (N :a)=NU(¢p(N):a)dir;

(iii) a € R — +/N icin (N : a) =N veya (N : a) = (¢(N) : a) dir;

Ispat. (i) = (ii) Kabul edelim ki N, ® nin bir ¢-asalims: hiper ideali olsun. N U
(¢(N) :a) € (N : a) oldugu asikardir. Bu esitligin diger tarafini ispatlamak icin bir
b € (N : a) alalim. Budurumda aob € N olur. Eger ac b ¢ ¢(N) ise N bir ¢-asalimsi
hiper ideal ve a € ® — /N oldugundan b € N olur ve (N : a) C N elde edilir. Eger
aobe ¢p(N)ise b€ (¢p(N):a)dir. Buradan (N : a) € (¢(N) : a) elde edilir. O halde

(N : a), birlesimin alt kiimesidir ve iki tarafli kapsamadan (N : a) = N U (¢(N) : a)

esitligi gosterilmis olur.
(ii)) = (iii) ispat ii) = iii)’e benzer sekilde yapilabilir.
(iii) = (i) Ispat iii) = i)’e benzer sekilde yapilabilir. [ |

Teorem 4.7. N, R nin bir hiper ideali olsun. N nin R nin bir ¢-asalimst hiper ideali
olmast icin gerek ve yeter kosul N/¢(N) nin R/¢(N) nin zayif asalimst hiper ideali

olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki N, % nin bir ¢ -asalims1 hiper ideali olsun. (a ® ¢(N))o (m &
¢(N)) €N/d(N)—{0y/4(n)}- Buradan aom € N—¢(N). N, R nin bir ¢-asalims1 hiper
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ideali oldugundan a € N veya bir k € N icin m* € N elde edilir. Buradan a ® ¢(N) €
N/¢(N) veya (m @ ¢(N))* € N/¢(N) dir. Sonuc olarak N/¢p(N), R/¢(N) nin bir
zayif asalimsi hiper idealidir. Tersini gostermek i¢in a o m € N — ¢(IN) olacak sekilde
a,m € R secelim. Buradan (a® ¢(N))o(me@ ¢(N)) € N/P(N)—{0gy,4u} elde edilir.
N/¢(N), /¢ (N) nin bir zayif asalimsi hiper ideali oldugundan a® ¢(N) e N/¢(N)
veya bir t € N icin (m® ¢(N))* € N/¢(N) bulunur. Yani a € N veya m' € N dir.
Buradan N, ® nin bir ¢-asalimsi hiper ideali olur. |

Asagidaki énerme icin kullanilacak olan ¢¢(T) ve ¢,,(T/M) fonksiyonlar1 Onerme
[4.2/de tanimlandig: gibi kullanilacaktir.

Onerme 4.5. ¢ : L(R) — L(R) U {@} bir fonksiyon ve T, R nin bir ¢p-asalimst hiper

ideali olsun.

(i) M C T iken M, R halkasinun bir hiper ideali ise T /M, /M nin ¢,,-asalimst hiper

idealidir.

(ii) S, R halkasimin carpimsal kapali bir alt kiimesi, TNS =@ ve ¢(T)g € ¢5(Ts) olsun.
O halde Ts, R nin bir ¢pg-asalimst hiper idealidir.

Ispat. (i) x,y € % olacak sekilde elemanlar alip, (x®M)o(y®M) € T/M—¢,,(T /M)
oldugunu kabul edelim. xoy®M € T/M —(¢(T)® M)/M olacaktir. Buradan xoy €
T—(¢p(T)®M)vexoy € T—¢(T) elde edilir. T, R nin ¢-asalimsi hiper ideali
oldugundan x € T veya bir k € N icin y* € T bulunur. Buradan x ® M € T/M veya
(y ® M)* € T/M dir. Bu da demek olur ki; T/M, ®/M nin bir ¢,,-asalims1 hiper
idealidir.

(ii) Kabul edelim ki a,b € ®; s,t € S icin S o % € Tg — ¢5(Ts) olsun. Bir u € S icin
uoaob € T dirveherw € Sicinwoaob ¢ ¢(T)NR bulunur. Eger woaob € ¢(T) ise
so % € ¢(T)s € ¢p5(Ts) olur ve bu bir geliskidir. Dolayisiylaucaobe T —¢(T)ve T
bir ¢-asalims1 hiper ideal oldugundan uoa € T veya bir k € Nicin b* € T dir. Buradan

= € Ts veya It’—: € T dir. Sonug olarak Ty, R¢ nin bir ¢g-asalimsi hiper idealidir. |

Teorem 4.8. (1) X ve Y degismeli Krasner hiper halkalar olsun. N, X in zayif asalimst
bir hiper ideali ise ¢,, < ¢ < ¢p,4 olacak sekilde M =N Q®Y, R =X ®Y nin ¢-asalimsi

hiper ideali olur.

(2) R degismeli Krasner hiper halka ve M, R halkasinin sonlu iiretilmis bir 0z hiper
ideali olsun. Kabul edelim ki ¢ < ¢4 iken M bir giiglii ¢-asalimst hiper ideal olsun. Bu
durumda M zayif asalimsidir veya M? # 0 idempotenttir. Ayrica Y = M?, M =N®Y
ve N zayif asalimst olmak iizere & = X ® Y biciminde ayristirilabili. Sonug olarak
¢, < ¢ < ¢4 olacak sekilde her ¢ i¢in M, ¢p-asalimsidur.
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fspat. (1) Kabul edelim ki N, X in bir zayif asalimsi hiper ideali olsun. M nin
zayif asalimsi hiper ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin asalimsi hiper ideal
olmasidir. ¢, < ¢ olacak sekilde her ¢ icin M bir ¢-asalimsi hiper idealdir. Eger
N asalimsi hiper ideal ise M de asalimsi bir hiper ideal olacaktir. Bu durumda
M her ¢ icin bir ¢-asalimsi hiper ideal olur. Simdi de N nin asalimsi hiper ideal
olmadig1 durumu inceleyelim. N zayif asalimsi ideal ve asalimsi degilse /N = +/0 dir
(Teorem 2.2, [46]]). Benzer sekilde N? = 0 dir ve buradan M2 = 0® Y elde edilir ve
¢,,(M)=0QY dir. M—¢,(M)=N®Y—-0Q®Y = (N—{0})®Y olacak sekilde yazilabilir.
Simdi a,,b; € X, a,,b, € Y olmak {izere (a;,a,) o (b;,b,) = (a, o by,a, 0 b,) €
M — ¢, (M) olsun. Buradan a; o b; € N — {0} denilebilir ve a; € N veya bir s € N
icin b} € N dir. Oyleyse (a;,a,) € N ®Y veya (by,b,)°’ € N®Y bulunur. Dolayisiyla
M =N®Y bir ¢,-asalimsi hiper idealdir. Her ¢, -asalims1 hiper ideal de ¢-asalimsi

oldugundan ispat tamamlanmis olur.

(2) Kabul edelim ki M bir asalimsi hiper ideal olsun. Oyleyse M ye % nin zayif asalims1
hiper ideali denilebilir. Simdi M nin asalimsi olmadig1 durum incelensin. M asalimsi
hiper ideal degilken Teorem [4.5}ten M? C ¢(M) dir ve buradan da M? C ¢(M) C
¢s(M) = M? elde edili. O halde M? = M? esitligi mevcuttur. Bu esitlik M? nin
idempotent oldugu anlamina gelir. M? sonlu iiretilmis bir hiper ideal oldugundan bir
m € R icin M? = (m) yazilabilir. Kabul edelim ki M2 = 0 olsun. Oyleyse ¢ (M) C
M? = 0 dir ve buradan ¢ (M) = 0 elde edilir. Bu da M nin % nin zayif asalims: hiper
ideal oldugunu ispatlar. Simdi M? # 0 oldugu durum incelensin. Y = M? =R om ve
X = R o(1em) olacak sekilde alinsin. Bu sayede Y = M? iken ®, X ® Y olacak sekilde
ayristirilabilir. Kabul edelim ki N = M o (1 ©m) olsun. Béylece N> = (Mo (1em))? =
M2?o(1em) =(m)o(1em)=0iken M = N ® Y olur. N nin zayif asalims: hiper
ideal oldugunu gosterelim. R nin I ve J hiper idealleri icin 0 # I oJ C N olsun.
Buradan 0 # I ® Y)o(J®Y) C M — ¢(M) olur. ¢ < ¢5 oldugundan ¢(M) C
M?*=(N®Y)> =0®Y elde edili. Dolayisiyla (I ® Y) € M veya bir t € N icin
(J®Y)"' € M elde edilir. Yani I C N veya J* C N sonucuna ulagilir. Bu da demek olur

ki N, ® nin bir zayif asalimsi hiper idealidir. [ |

¢, : L(R;) — L(R,;) U {0} fonksiyonunda i leri i = 1,2 olarak secelim. ® = R, x R,
ve R bilesen bilesene carpim ve bilesen bilesene hiper toplama ile tanimlanan bir
hiper halka olsun. N; ler &, lerin idealleri olmak iizere R nin her ideali N = N; x N,
formunda olsun. ¢ fonksiyonlarinin kartezyen carpimini ifade etmek icin ise simdi
tanimlayacagimiz notasyonlari kullanacagiz. ¢, : L(R) — L(R) U {@} fonksiyonu
¢ (N7 X N,) = ¢1(N;) x p5(N,) ile tanimlansin.

Onerme 4.6. R, ve R, degismeli Krasner hiper halkalar ve i = 1,2 icin ¢, : L(®,) —
L(®,)U {0} fonksiyonlari olsun. ¢, = p; X p, ve R = R, X R, olarak alalim. N nin, R
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nin ¢ -asalimst hiper ideali olmast igin gerek ve yeter kosul N nin asagidaki formlardan

birinde olmasidur.
() N;, R, nin 6z hiper ideali ve p;(N;) = N; olacak sekilde N = N; x N, formundadur.

(i) N;, R, in bir ¢ -asalimst hiper ideali ve @,(R,) # R, iken N, bir asalimst hiper

idealdir ve N = N; x R, formundadir.

(iii) N,, R, nin bir p,-asalimst hiper ideali ve ¢,(R,) # R, iken N, bir asalimst hiper
idealdir ve N = R, x N, formundadur.

Ispat. 1k olarak bu iic formdan birine sahip olan N hiper idealinin ¢-asalimsi

oldugunu gosterelim.

(i) N; x N, — ¢ (N; x N,) = @ oldugu icin N nin ¢ -asalims1 hiper ideal oldugu kolayca

sOylenebilir.

(ii) Kabul edelim ki N;, &, in bir asalims: hiper ideali ve ¢,(R,) # R, olsun. O
halde N = N; x R, asalimsidir, buradan N hiper ideali ¢ ,-asalimsi elde edilir. Kabul
edelim ki N;, R, in bir ¢;-asalims1 hiper ideali ve ¢,(%,) = R, olsun. a,,b; € R,,
a,, b, € R, olmak tizere (a;,a,)o (b, by) =(a,0b;,a,0b,) €Ny X Ry— 1 (N;) xR, =
(N; — ¢1(N;)) x R, dir. O halde a, o b; € N; — ¢,(N;) dir ve N;, R, in bir ¢;-asalimsi
hiper ideali oldugundan a, € N; veya bir k € N icin bll‘ € N; bulunur. Dolayisiyla
(a,,a;) € Ny x %, veya (bX, b%) = (by, b,)* € Ny x %, elde edilir. Buradan N; x $t,,
nin bir ¢, -asalimsi hiper idealidir.

(iii) R}, x N, nin ¢ ,-asalims1 hiper ideal oldugunu (ii)’ye benzer sekilde gosterebiliriz.

Simdi ise N = N; X N, nin # = R, x R, nin bir ¢, -asalims1 hiper ideali oldugunu
kabul edelim. a,b € R, icin a o b € N; — ¢,(N;) olsun. Bu durumda (a,0) o (b,0) =
(aob,0) € N—¢(N)dir. N, R nin bir ¢,-asalimsi hiper ideali oldugundan (a,0) € N
veya bir k € N icin (b,0)* € N dir. Dolayisiyla a € N, veya b* € N, elde edilir.
Buradan N; in, R, in ¢;-asalimsi hiper ideali oldugu soylenir. Benzer sekilde N, nin
R, nin p,-asalimsi hiper ideali oldugu ispatlanabilir. N; x N, # ¢(N;) X ¢,(N,) olsun.
Kabul edelim ki N; # ¢,(IN;) olsun. Bir b; € N; — ¢,(N;) ve b, € N, olacak sekilde
elemanlar alalim. (b;,1)o(1,b,) = (by,b,) € N —¢(N) dir. N nin ¢ ,-asalimsi hiper
ideal oldugu bilindiginden (b,, 1) € N; x N, veya bir [ € Nicin (1, b,)' € N; x N, olur.
O halde N; = ®, veya N, = R, oldugu goriliir. Kabul edelim ki N, = R, olsun. Simdi
©5(R,) # R, iken N; in asalims: hiper ideal oldugu gosterilecektir. m’ € R, — p,(R,)
olsun. x,m € R, i¢cin xom € N; olsun. O halde (x,1)o(m,m’) = (xom,m’) e N—¢(N)
elde edilir. N, ® nin ¢ -asalims: hiper ideali oldugundan bir s € N icin (x,1)’ € N
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veya (m,m’) € N bulunur. Bu da demektir ki x* € N; veya m € N;. Buradan N; in, i,
in asalimsi hiper ideali oldugu sonucuna ulasilir. Eger N; = R, ve ¢,(R,) # R, ise

benzer sekilde N, nin, &, nin asalimsi hiper ideali oldugu bulunabilir. [ |

4.3 ¢-5-Asalims1 Hiper idealler
Bu boliimde (R,®,0) bir birimli degismeli Krasner hiper halka ve N, ® nin 06z

hiper ideali olarak alinacaktir. & hiper halkasinin tiim hiper idealleri L(®) ile ifade
edilecektir. ¢ : L(R) — L(R) U {B}, her N,M € L(R) icin; p(N) S Nve N C M
iken ¢(N) € ¢(M) olacak sekilde bir indirgeme fonksiyonu olarak tanimlanmistir.
6 fonksiyonu ise 6 : L(R) — L(RN) olacak sekilde bir genisleme fonksiyonudur.
Genisleme ve indirgeme fonksiyonlariyla alakali 6rnekler asagidaki gibi verilebilir:

Ornek 4.7. % birimli degismeli bir Krasner hiper halka olsun. Asagidaki & fonksiyonlart
her N € L(R) icin saglanur.

() 6 birim fonksiyon ise 6,;(N) = N olur.

(i) 6 radikal operatorii ise 6,,4(N) = VN dir:
(i) Bir M € L(R) i¢cin 6,,,(N) = (N : M) dir.
(iv) 6 4pn(N) = ann(ann(N)).

(vi) Bir M € L(R) i¢cin 6,,(N) =N & M dir.

Yukaridaki fonksiyonlar L(R) iizerinde birer genisleme fonksiyonudur.

Ornek 4.8. R birimli degismeli bir Krasner hiper halka olsun. Asagidaki ¢ : L(R) —
L(R) U {0} fonksiyonlart her N € L(RR) icin saglanir.

(D) dg(N) =0.
(i) ¢o(N)=0.
(ii)) ¢;g(N) =N.
(iv) ¢,(N) =N>.

) ¢,(N)=N"
vi) ¢, (N) = N".
i=1

Yukaridaki fonksiyonlar L(R) tizerinde birer indirgeme fonksiyonudur. Siralamanin
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D<=, < .. P11 X P, < P <. < Py < Py seklinde oldugu goriiliir.

Tanim 4.11. 6 hiper ideal genisleme fonksiyonu ve ¢ hiper ideal indirgeme
fonksiyonu olsun. N, ® nin 6z hiper ideali olmak {izere her a,b € R icinaob € N—
¢(N) iken a € N veya b € 6(N) oluyorsa N ye ¢-5-asalims1 hiper ideal denir.

Tanim 4.12. & hiper ideal genisleme fonksiyonu, ¢ hiper ideal indirgeme fonksiyonu
ve N, R nin bir 6z hiper ideali olsun. ® nin her K ve L hiper idealleri icin KoL C N ve
KoL ¢ ¢(N)ise K CN veya L C 6(N) ise N ye giiglii ¢-5-asalimsi hiper ideal denir.

Not 4.3. Giliclii ¢p-6-asalimsi hiper ideallerin ¢ -6-asalimsi hiper ideal olduklar aciktir.

Ornek 4.9. S bir hiper halka ve N, %t nin 6z hiper ideali olmak iizere:

(D N hiper idealinin asal olmast i¢in gerek ve yeter kosul N nin ¢4-6,4-asalimst hiper
ideal olmasidir [36]].

Ispat. Kabul edelim ki N bir asal hiper ideal ve her a,m € ® icin aom € N — ¢(N)
olsun. ¢4(N) =0 iken aom € N —@ olur. N bir asal hiper ideal oldugundan a € N
veya m € N = §;4(N) elde edilir. O halde N bir ¢4-6;4-asalims1 hiper idealdir. Tersi
icin baktigimizda ise N bir ¢4-6,4-asalimsi hiper ideal, ¢4(N) = @, 6;;(N) = N ve
aom €N =N — ¢y(N) olsun. N bir ¢4-6;4-asalimsi hiper ideal oldugundan a € N
veyam € §,4(N) =N dir. O halde N bir asal hiper idealdir. |

(i) N hiper idealinin asalimst olmast igin gerek ve yeter kosul N nin ¢¢-0,.4-asaltmst
hiper ideal olmasidir [36].

Ispat. Kabul edelim ki N bir asalims1 hiper ideal ve her a,m € ® icinaom € N—¢(N)
olsun. ¢4(N) = 0 iken aom € N — @ olur. N bir asalims1 hiper ideal oldugundan
a € N veyam € VN = §,,4(N) dir. Budurumda N bir ¢4-8,,4-asalims1 hiper idealdir.
Aksine; N bir ¢4-6,4-asalimst hiper ideal, ¢pg(N) =@ ve 5,,4(N) = vN iken aom €
N = N — ¢y4(N) olsun. N bir ¢y-6,,4-asalims: hiper ideal oldugundan a € N veya
m € VN dir. Bu durumda N bir asalims: hiper idealdir. |

(iii) N hiper idealinin ¢-asal olmast igin gerek ve yeter kosul N nin ¢-6,;4-asalimst hiper

ideal olmasidur

Ispat. Kabul edelim ki N bir ¢-asal hiper ideal ve her a,m € % icinaom € N —
¢(N) olsun. N bir ¢-asal hiper ideal oldugundan a € N veya m € N = §,,(N) dir.
Dolayisiyla N bir ¢-0,4-asalimsi hiper idealdir. Tersine, N bir ¢-6;4-asalims1 hiper
ideal olsun. aom € N — ¢(N) icin a € §;4(N) = N veya m € N dir. O halde N bir

¢-asalimsi hiper idealdir. [ |
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(iv) N hiper idealinin ¢-asalimst olmast i¢in gerek ve yeter kosul N nin ¢-0,,4-asalimsi

hiper ideal olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki N bir ¢ asalims1 hiper ideal ve her a,m € R icinaom € N —
¢(N) olsun. N bir ¢-asalims1 hiper ideal oldugundan a € N veyam € v/N = §,,4(N)
dir. Dolayisiyla N bir ¢-0,,4-asalimsi hiper idealdir. Tersine, N bir ¢-0,,4-asalimsi
hiper ideal olsun. aom € N — ¢(N) icin a € N veyam € §,,4(N) = VN dir. Oyleyse
N bir ¢-asalimsi hiper idealdir. [ |

(v) N hiper idealinin 6-asalimst olmast icin gerek ve yeter kosul N nin ¢y-6-asalimst
hiper ideal olmasidir [36/].

Ispat. Kabul edelim ki N bir 5-asalims: hiper ideal olsun. Her a,m € R icinaom €
N — ¢(N) olsun. ¢4(N) = 0 iken aom € N — @ olur. N bir §-asalims: hiper ideal
oldugundan a € N veya m € 6(N) elde edilir. Sonug olarak N bir ¢4-6-asalimsi hiper
idealdir. Tersine, N bir ¢4-6-asalimsi hiper ideal olsun. ¢4(N) =@ ikenaom e N =
N —¢4(N) i¢in a € N veya m € §(N) dir. Buradan N bir 6-asalims1 hiper idealdir. ®

(vi) N hiper idealinin zayif asal olmast igin gerek ve yeter kosul N nin ¢,-6,4-asalimst

hiper ideal olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki N bir zayif asal hiper ideal olsun. Her a,m € ® icinaom €
N—¢(N)igin ¢p,(N) = 0iken aom € N—0 olur. N bir zayif asal hiper ideal oldugundan
a € NveyameN = §,;(N) dir. Sonug olarak N bir ¢,-6;;-asalims1 hiper idealdir.
Tersine, kabul edelim ki N bir ¢,-6,;-asalims1 hiper ideal olsun. ¢o(N)=0veaom €
N — ¢o(N) iken a € N veya m € 6,;(N) = N dir. O halde N bir zayif asal hiper
idealdir. |

(vii) N hiper idealinin hemen hemen asal olmast icin gerek ve yeter kosul N nin ¢,-6,4-

asalimst hiper ideal olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki N bir hemen hemen asal hiper ideal olsun. Her a,m € ® icin
aom € N — ¢,(N)) olsun. ¢,(N) = N? iken aom € N —N? olur. N bir hemen
hemen asal hiper ideal oldugundan a € N veya m € N = 6,4(N) dir. Bu durumda
N bir ¢,-0;4-asalims: hiper idealdir. Tersini ispatlamak icin kabul edelim ki N bir
¢,-0,4-asalims1 hiper ideal olsun. ¢,(N) = N? iken aom € N —N? icin a € N veya
m € 6,;(N) =N dir. Oyleyse N bir hemen hemen asal hiper idealdir. |
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Simdi elde ettigimiz bazi tanimlari verelim.

Tanim 4.13. R bir hiper halka ve N, ® nin 6z hiper ideali olmak {izere:
(i) Eger N bir ¢,-6-asalimsi hiper ideal ise N zayif 6-asalimsi hiper idealdir.
(ii) Eger N bir ¢,-6-asalimsi hiper ideal ise N hemen hemen 6-asalimsi hiper idealdir.

(iii) Eger N bir ¢,-6-asalims1 hiper ideal ise N n-hemen hemen 6-asalimsi hiper
idealdir.

(iv) Eger N bir ¢,-6-asalimsi hiper ideal ise N w-6-asalimsi hiper idealdir.

Kabul edelim ki ¢ ve ¢, L(R) tizerinde iki indirgeme fonksiyonu olsun. Eger her N €
L(R) icin ¢p(N) C Y(N) ise ¢ < 1 yazabiliriz. Benzer sekilde L(R) {izerinde taniml
6 ve vy genisleme fonksiyonlar icin de her N € L(R) i¢in 6(N) € y(N) saglaniyorsa
0 <y denir. Bu ozellikten faydalanilarak ulasilan bazi genellestirmeler 6nerme olarak

verilmistir.

Onerme 4.7. R bir hiper halka ve N, %t nin 6z hiper ideali olmak iizere; ¢ ve 1, L(R)
iizerinde indirgeme 6 ve y, L(R) iizerinde genisleme fonksiyonlaridir.

(i) Eger ¢ <) ise her ¢-6-asalimst hiper ideal bir 1)-6-asalimst hiper idealdir.
(ii) Eger 6 <y ise her ¢-6-asalimst hiper ideal bir ¢-y-asalimst hiper idealdir.
(iii) Her ¢-asal hiper ideal bir ¢-6-asalimst hiper idealdir.

(iv) Her 6-asalimst hiper ideal bir ¢-6-asalimst hiper idealdir.

(v) Kabul edelim ki N, $® nin 6z hiper ideali olsun. N bir zayif 6-asalimst = N bir w-6-
asalimst hiper ideal = her n > 2 i¢cin N bir n-hemen hemen 6-asalimst = N bir hemen

hemen &-asalimst hiper idealdir.

Ispat. (i), (ii) : Ispat asikar olarak goriilebilir.
(iii) : 6;3 < 6 oldugundan (ii) ve Ornek (iii)’ten sonuca ulasilir.
(iv) : ¢4 < ¢ oldugundan (i) ve Ornek (iii)’ten sonuca ulasilir.

V): ¢ < ¢, < ¢, < ¢, oldugundan ve (i)’den ispat elde edilir. [ |

Onerme 4.8. § hiper ideal genisleme fonksiyonu ve ¢ hiper ideal indirgeme fonksiyonu
olsun. {M; : i € A}, R nin ¢-6-asalimst hiper ideallerinin artan gincirinin bir ailesi
olsun. Bu durumda M = UMi de bir ¢-6-asalimst hiper idealdir.

ieA
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Ispat. Kabul edelim ki {M; : i € A}, ® nin ¢-5-asalims: hiper ideallerinin artan

zincirinin bir ailesi olsun. Kabul edelim kiaom € M — ¢(UMi) olsun. Buradan
i€A

bir i € A i¢in a o m € M; — ¢(M;) oldugu soylenebilir. M; bir ¢-6-asalimsi hiper ideal

oldugundan a € M; veya m € 6(M;) dir. Eger a € M, ise acik¢a a € UMi oldugu
ieA
goriliir. Eger m € 6(M;) ise buradan da m € 6 (UMi) olur. M = UMi oldugundan
ieA ieA
M bir ¢-6-asalimsi hiper idealdir. |

Asagidaki teorem ¢-6-asalimsi hiper idealleri karakterize eden temel teorem olarak
verilmektedir.

Teorem 4.9. N, R nin bir 6z hiper ideali olsun, asagidakiler denktir:
(i) N bir ¢-6-asalimst hiper idealdir.
(i) Herae ® —6(N) igin (N : a) =N U (¢(N) : a) dir.

(iii) Herae ® —6(N) icin (N : a) =N veya (N : a) = (¢(N) : a) dir.

Ispat. (i) = (ii) : Kabul edelim ki N bir ¢-5-asalims1 hiper ideal ve a € % — §(N)
olsun. NU (¢(N) : a) € (N : a) oldugu asikardir. Tersini gostermek icin m € (N : a)
olacak sekilde bir eleman alalim. Buradan aom € N elde edilir. Simdi aom € ¢(N)
ve aom ¢ ¢(N) oldugu durumlar incelenecektir. Eger aom € ¢p(N) ise m € (¢(N) :
a) SN U(¢(N) : a) bulunur. aom ¢ ¢(N) oldugu durumda ise aom € N — ¢(N)
ve a ¢ 6(N) oldugundan m€ N C N U (¢(N) : a)) elde edilir. Bu durumda (N : a) =
N U(¢(N) : a)) dir ve ispat tamamlanmis olur.

(ii) = (iii) : Ispat[4.6] (ii) = (iii)'e benzer sekilde gosterilebilir.

(iii)=> () :a,beRicinacbe N—¢p(N)veac R—56(N) olsun. O halde b € (N : a)
ve b ¢ (¢(N) : a) elde ederiz. (iii)’ten (N : a) = N veya (N : a) = (¢(N) : a)
oldugunu biliyoruz. b ¢ (¢(N) : a) buldugumuz icin b € (N : a) = N elde ederiz ve
N bir ¢-6-asalimsi hiper idealdir. [ |

Sonuc 4.5. N nin R nin giiclii ¢p-6-asalimst hiper ideali olmast igin gerek ve yeter kosul
R nin M ¢ 6(N) olacak sekilde her M hiper ideali icin (N : M) = N veya (N : M) =
(¢(N) : M) olmasidrr.

Ispat. (=>) Kabul edelim ki N, & nin bir giiclii ¢-5-asalims1 hiper ideali, M ¢ 5(N)
olacak sekilde R nin bir hiper ideali olsun. M o (N : M) C N dir. E§er Mo (N : M) C

¢(N)ise (N : M) C (¢(N): M) C (N : M) dir. Kabul edelim ki M o (N : M) € ¢(N)
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olsun. Oyleyse N bir giiclii ¢-5-asalimst hiper ideal oldugundan (N : M) SN C (N :
M) elde edilir.

(<) Kabul edelimkiKoM C N ve KoM ¢ ¢(N)ve M ¢ 5(N) olsun. Varsayima gore
(N:M)=N veya (N : M) =(¢(N): M) dir. AynicaK € (N : M) ve K & (¢(N) : M)
oldugundan K € (N : M) = N elde edilir. Buradan N nin, 3 nin bir giiclii ¢»-6-asalimsi
hiper ideali oldugu ispatlanmis olur. |

Asagidaki teoremle bir ¢-6-asalimsi hiper idealden baska bir ¢-6-asalimsi hiper ideal

Uiretilmistir.

Teorem 4.10. (i) Her a € R icin (¢(T) : a) = ¢(T : a) olacak sekilde T, R nin bir
¢-6-asalimst hiper ideali olsun. Bu durumda (T : a) da R nin bir ¢-6-asalimst hiper

idealidir.

(i) 6,,4(¢p(T)) € 6(T) ve 6 < 6,,4 olacak sekilde hiper ideal genislemesi olsun. T, R
nin bir ¢-6-asalimst hiper ideali ise 6(T) = 6,,4(T) olur.

Ispat. (i) Kabul edelim ki her a € % icin (¢ (T) : a) = ¢(T : a) olacak sekilde T, ® nin
bir ¢-6-asalimsi hiper idealidir. Simdi (T : a) nin R nin bir ¢-6-asalims: hiper ideali
oldugu gosterilecektir. Oncelikle x om € (T : a) — ¢(T : a) olacak sekilde x,m € %
elemanlari secilsin. Buradan x caom € T bulunur. (¢(T) : a) = ¢(T : a) olarak
kabul edildiginden x caom ¢ ¢(T) dir. T bir ¢-6-asalimsi hiper ideal oldugundan
x € 6(T)veyaaom € T bulunur. 6(T) € 6(T : a) oldugundan x € 6(T : a) veya
m € (T : a) dir. O halde (T : a), R nin bir ¢-5-asalims1 hiper idealidir.

(ii) 6 < 8,44 oldugundan §(T) € T = &,,4(T) bulunur. Tersini ispatlamak igin
x € +/T alahm. x* € T olacak sekilde bir en kiiciik k € N vardir. Yani x*! ¢ T dir.
Kabul edelim ki k = 1 olsun, o halde x € T € 6(T) dir. k > 1 ler icin iki durum

incelenecektir.
Durum 1: x € 8,,4(¢(T)) = v/ ¢(T) olsun. Buradan x € 6(T) bulunur.

Durum 2: x ¢ 4/¢(T) olsun. O halde x* ¢ ¢(T) olur yani; x*1o(xoR)C T ve
xo(x¥ToR) ¢ ¢(T) dir. T, R nin bir ¢-5-asalims1 hiper ideali oldugundan Teorem
[4.9/dan, x € 6(T) veya x*"1 o C T elde edilir. x*"! ¢ T oldugundan ikinci durum

miimkiin degildir.

O halde her iki durumda da x € 6(T) dir. Sonug olarak 6(T) = 6,,4(T) dir. [ |

Simdi bir ¢-6-asalimsi hiper ideal yardimiyla 6-asalimsi hiper idealleri karakterize
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edelim.

Teorem 4.11. 6(T)T ¢ ¢(T) olsun. T, R nin giiclii ¢-6-asalimst hiper ideali ise T, R

nin bir 6-asalimst hiper idealidir.

Ispat. Hiper halkadan alinan a, m elemanlari icin aom € T olsun. Eger aom ¢ ¢(T)
ise T, R nin bir giiclii ¢-6-asalimst hiper ideali oldugundan a € 6(T) veyam € T elde
edilir. Simdi kabul edelim ki aom € ¢(T) olsun. Egerao T &€ ¢(T) iseaon & ¢(T)
olacak sekilde bir n € T vardir. Buradan ao(m@®n) C T veao(méen) € ¢(T) elde
edilir. Bu da demek olur ki a € 6(T) veya m&n C T dir. Oyleysea € 5(T)veyam € T
bulunur ve ispat tamamlanir. Simdi kabul edelimkiaoT C ¢ (T) olsun. Benzer sekilde
5(T)om € ¢(T) oldugu kabul edilirse 5(T)T ¢ ¢(T) oldugundan; b € 5(T) veya
bom’ ¢ ¢(T) olacak sekilde m’ € T elde edilir. Sonug olarak (a®b)o(meém’) € ¢(T)
dir. T, R nin gliclii ¢-6-asalimsi hiper ideali oldugundan a®b € §(T)veyamém’ C T
dir. O halde a € 6(T) veya m € T bulunur. Dolayisiyla T, R nin bir §-asalims1 hiper
idealidir. |

Tanim 4.14. (i) u: ® — S bir iyi hiper halka homomorfizmasi olsun. Her M € L(S)
icin 5(u~'(M)) = u}(6(M)) ise & ya global genisleme fonksiyonu denir [36]].

(i) uw : ® —> S bir iyi hiper halka homomorfizmasi olsun. Her M € L(S) icin
o (U (M) = u1(¢p(M)) ise ¢ ye global indirgeme fonksiyonu denir.

Ornek 4.10. ¢, ¢,; hiper ideal indirgeme ve 5,4, 5,,4 hiper ideal genisleme fonksiyon-
lart globaldir.

¢-6-asalimsi hiper ideallerin iyi homomorfizma altinda goriintii ve ters goriintiilerinin

de ¢-0-asalimsi hiper ideal oldugunu gosterelim.

Teorem 4.12. u, (R, ®, o) Krasner hiper halkasindan (S, +, -) Krasner hiper halkasina

bir iyi hiper halka homomorfizmast olsun.

(i) u: ® — S iyi hiper halka homomorfizmasi, ¢ global indirgeme fonksiyonu ve &
global genisleme fonksiyonu olsun. M, S nin bir ¢-5-asalimst hiper ideali ise u~*(M) =
R veya u (M), R nin bir ¢-5-asalimst hiper idealidir.

(i) u : R — S iyi hiper halka epimorfizmasi, ¢ global indirgeme fonksiyonu, o global
genisleme fonksiyonu ve N, R nin Ceku yii kapsayan bir hiper ideali olsun. N nin %
nin bir ¢-6-asalimst hiper ideali olmast icin gerek ve yeter kosul u(N) nin S nin bir

¢-0-asalimst hiper ideali olmasidur.

Ispat. (i) Kabul edelim ki u : (R, ®, o) — (S, +, .) bir hiper halka homomorfizmasi ve
u~ (M) # % olacak sekilde M, S nin bir ¢-5-asalims1 hiper ideali olsun. a, m € ® icin
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aome u (M)—¢(u(M)) olsun. ¢ global oldugundan ¢ (u~(M)) = u (¢ (M))
ve buradan aom € u~'{(M)—u (¢ (M)) elde edilir. Buradan u(aom) = u(a)-u(m) €
M — ¢ (M) bulunur. M, S nin bir ¢-6-asalims1 hiper ideali oldugundan u(a) € 6(M)
veya u(m) € M bulunur. a € u}(6(M)) = §(u*(M)) veya m € u~ (M) bulunur.
Buradan u~'(M), % nin bir ¢-5-asalimsi hiper idealidir.

(ii) Kabul edelim ki N, & nin Ceku yii kapsayan bir hiper idealiyken u(N), S nin bir
¢-5-asalims: hiper ideali olsun. (i) den u*(u(N)) = N, R nin bir ¢-5-asalims1 hiper
idealidir. Tersini gostermek icin kabul edelim ki N, & nin bir ¢-0-asalimsi hiper ideali
olsunve a’,m’ € Sicin a’-m’ € u(N)— ¢ (u(N)) olsun. u 6rten oldugundan u(a) = a’
ve u(m) = m’ olacak sekilde a,m € R vardir. x € R icin a’ - m’ = u(a) - u(m) =
u(aom) = u(x) € u(N)— ¢(u(N)) dir. Buradan 0 € u(aom)—u(x) = ulaom o x)
elde edilir. u(t) =04 olacak sekilde t € a o m © x mevcuttur. O haldeaomet®x C
Ceku+N C N+ N CN. ¢ bir global indirgeme fonksiyonu ve Ceku € N oldugundan,
¢(U(N)) =u(p(N)) veaom e N —¢(N) olur. N, R nin bir ¢-6-asalimsi hiper ideali
oldugundan a € 6(N) veya m € N dir. a’ = u(a) € u(6(N)) = 6(u(N)) veya m’ =
w(m) € u(N) elde edilir. Sonuc olarak w(N ), S nin bir ¢p-6-asalimsi hiper idealidir. ®

Sonuc¢ 4.6. (i) N, R nin bir ¢-0-asalimst hiper alt halkast olsun. M ,¢_ N olmak iizere M,
R nin bir hiper ideali, 6 global genisleme fonksiyonu ve ¢ global indirgeme fonksiyonu
iken N N M de M nin ¢-6-asalimst hiper idealidir.

(ii)) M C N olmak iizere M ve N % nin iki hiper ideali, 6 global genisleme fonksiyonu,
¢ global indirgeme fonksiyonu olsun. N nin R nin bir ¢-6-asalimst hiper ideali olmast

icin gerek ve yeter kosul N /M nin R /M nin ¢-6-asalimst hiper ideali olmasidir.

Ispat. () aam € Micihaom € NNM—¢(NNM)olsun. u: M — R bir
homomorfizmasi u(a) = a ile verilsin. Bu durumda $ nin her L hiper ideali icin
u (L) = LNMolur. u }(N)=NnNM dir. N yerine ¢(N) alirsak u ($(N)) =
¢(N)N M elde ederiz. ¢ global oldugundan u='(¢(N)) = (¢(u*(N)) dir. Yani
¢(NNM)=¢(N)NM dir. O haldeaome NNM —¢(N)N M bulunur. m € M
oldugundan aom € N — ¢ (N) dir. N, R nin bir ¢-6-asalimsi hiper ideali oldugundan
a € §(N) veya m € N elde edilir. Eger m € N ise m € M oldugundan m € N N M
bulunur. Eger a € 6(N) ise a € M oldugundan a € 6(N)NM bulunur. 6 fonksiyonu da
global bir fonksiyon oldugundan u'(§(N)) = §(u ' (N)) elde edilir. Yani §(N)NM =
6(N N M) dir. Bu durumda a € §(N N M) bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

(i) M € N olacak sekilde M ve N, ® nin iki hiper ideali, ¢ global indirgeme
fonksiyonu ve N, ® nin bir ¢-6-asalimsi hiper ideali olsun. Kabul edelim ki u :
R — R/M ye bir homomorfizmasi u(n) = n ® M olarak tanimlansin. Bu durumda
W(N)=N/M olur. a®M,me&M € R/M icin (a®M )o(m®M) € N/M—¢ (N /M) olsun.
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w orten oldugundan u(x) =a & M ve u(y) = m & M olacak sekilde x,y € R vardir.
Birk e ® icin (a®@M)o(me&M) = u(x)ou(y)=plxoy)=u(k) € u(N)—¢(u))
dir. Buradan 0 € u(x o y) —u(k) = u(x o y © k) elde edilir. u(t) = 04 olacak sekilde
t € xoy©kmevcuttur. O halde xoy et ®k C Ceku®N CN@®N CN. ¢ bir global
indirgeme ve Ceku € N oldugundan, ¢ (u(N)) = u(¢(N)) ve xoy € N —¢(N) olur.
N, R nin bir ¢-6-asalimsi hiper ideali oldugundan x € 6(N) veya y € N dir. 6 global
oldugundan a® M = u(x) € u(6(N)) = 6(u(N)) veyame® M = u(y) € uw(N) elde
edilir. Sonuc olarak u orten oldugundan u(N) = N/M dir ve /M nin ¢-6-asalimsi
hiper idealidir. Simdi tersini ispat etmek icin N /M nin $ /M nin bir ¢-6-asalimsi1 hiper
ideali oldugunu kabul edelim. Teorem (i)’den w(N) = N/M nin ters goriintlisii
de bir ¢-6-asalimsi hiper idealdir ve istenen elde edilir. |

Teorem 4.13. N, R nin bir hiper ideali ve 6 bir global genisleme fonksiyonu olsun. N
nin, R nin bir ¢-6-asalimst hiper ideali olmast icin gerek ve yeter kosul N /¢ (N) nin,
R/ P (N) nin zayif 6-asalimst hiper ideali olmasidr.

Ispat. N, ® nin bir ¢-5-asalimsi hiper ideali ve a ® ¢(N),m ® ¢(N) € R/$(N)) icin
(a®p(N))o(me@d(N)) € N/P(N)—{0g/4(n)} olsun. Buradan aom € N — p(N) dir.
N, R nin bir ¢-6-asalimsi hiper ideali oldugundan a € 6(N) veya m € N elde edilir. 6
hiper ideal genisleme fonksiyonunun globalliginden 6(N)/¢(N) = 6(N/¢(N)) dir.
O halde a ® ¢p(N) € 6(N/¢p(N)) veya m & ¢p(N) € N/¢p(N) elde edilir. Sonuc
olarak N/¢(N), R/¢(N) nin bir zayif 5-asalimsi hiper idealidir. Tersini gostermek
icin aom € N — ¢(N) olacak sekilde a,m € R secelim. Buradan (a ® ¢(N))o(m &
¢(N)) € N/p(N)—{0g 5} elde edili. N/¢p(N), R/¢(N) nin bir zayif 6-asalimsi
hiper ideali ve & global oldugundan a ® ¢(N) € 6(N/¢p(N)) = 6(N)/¢p(N) veya
me ¢(N) € N/¢p(N) bulunur. Yani a € 6(N) veya m € N dir. Sonuc olarak N, R nin

bir ¢-6-asalimsi hiper ideali olur. [ |

Onerme 4.9. R bir degismeli Krasner hiper halka olsun. ¢ : L(Rs) — L(R) U {0}
bir hiper ideal indirgeme fonksiyonu ve &g : L(Rs) — L(Rg) hiper ideal genisleme
fonksiyonu olmak iizere her N € L(R) hiper ideali igcin 65(Ng) = 6(N)s olsun. TNS =
B ve ¢(T)s € ¢ps(Ts) olmak iizere T, R nin bir ¢-6-asalimst hiper ideali olsun. Bu
durumda T, R nin bir ¢¢-6-asalimst hiper idealidir.

Ispat. Kabul edelimkia,me€® ;s,t €S icin 202 € Ts— ¢5(Ts) olsun. Bu durumda
¢(T)s € ¢4(Ts) oldugundan bir u € S icin uoaom € T — ¢(T) bulunur. T bir
¢-6-asalimsi hiper ideal oldugundan a € 6(T) veyauom € T bulunur. Eger a € 6(T)
ise £ € 6(T)s = 65(Ts) dir. Egeruom € T ise T = ¥ e T, dir. Iki durumda da Tg,

uot

R ¢ nin bir ¢p4-6¢-asalimsi hiper ideali olur. |
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R bir degismeli Krasner hiper halka olsun. i = 1,2 icin ¢; : L(®R,) — L(R,) U {0}
bir hiper ideal indirgeme fonksiyonu ve y; : L(R,;) — L(®,) bir hiper ideal genisleme
fonksiyonu olmak tizere # = R, x R, olsun. R nin her N = N; x N, formundaki
N hiper ideali i¢in N; ler ®; nin hiper idealleridir. Ayrica ¢, : L(®) — L(R) U {0}
ve 6, : L(R) — L(R) sirasiyla hiper ideal indirgeme ve genisleme fonksiyonlari
¢ (N; xNy) = p(N7) % p5(N,) ve 6, (N; XN,) = v,(N;) xy,(N,) olarak tanimlanmustir.

Onerme 4.10. Yukaridaki notasyonlart kullanalim. Asagidaki her N, & = %, x %, nin
¢ -0 -asalimst hiper idealidir:

(D) ¢;(N;) = N; olacak sekilde N;, R; nin hiper idealiyken N = N; x N,,

(ii) N;, R, in y,-asalimst hiper idealiyken N = N; X R,

(iii) N,, R, nin y,-asalimst hiper idealiyken N = R, X N,,

(iv) p,(R,) =R, iken ve N;, R, in p,-y;-asalimst hiper idealiyken N = N; x R,

() ©1(R,) =R, iken ve N,, R, nin @,-y,-asalimst hiper idealiyken N = R, x N,.

Ispat. (i) Ny x N,— ¢, (N; x N,) = @ oldugundan N nin bir ¢-5,-asalims: hiper ideal
oldugu acikca ifade edilebilir.

(ii) Kabul edelim ki N;, R, in bir y,-asalims: hiper ideali olmak tizere N = N; x R,
olsun. N; x R, in %, in 5, -asalims1 hiper ideali oldugu gériiliir. Onerme den ise

N nin R nin bir ¢ -6 -asalimsi hiper ideali oldugu séylenebilir.
(iii) Ispat (ii)’nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

(iv) Kabul edelim ki (a;,a,) o (my,my) € Ny x Ry, — ¢(Ny x Ry) = ¢1(N7) x ¢,(R,)
olsun. Bu durumda (a; om,, a,om,) € (N; —,(N;)) x R, olarak yazilabilir. N;, , in
bir (,-y,-asalims1 hiper ideali oldugundan a, € N, veya m; € y,(N;) sonucuna ulasilir.
Buradan (a;,a,) € N; x R, veya (my,m,) € y;(N;) x R, = y;(N;) X y,(R,) elde edilir.
Bu da demek olur ki N, & nin bir ¢,-0,-asalimsi hiper idealidir.

(v) Ispat (iv)’iin ispatina benzer sekilde yapilabilir. |

Tanim 4.15. 6 : L(R) — L(N) bir hiper ideal genisleme fonksiyonu olsun. §(N) = R

iken N = R oluyorsa 6, (x)-kosulunu saglar denir.
Ornek 4.11. §,;; (x)-kosulunu saglayan bir hiper ideal genisleme fonksiyonu 6rnegidir.

Teorem 4.14. Notasyonu Onerme 4.10[daki gibi kabul edelim. y; ler (x)-kosulunu
saglasin ve p;(N;) # N; olsun. Bu durumda N nin R nin bir ¢ -6 -asalimst hiper ideali

olmast igin gerek ve yeter kosul N nin asagidaki formlardan birinde olmasidir:
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() N;, R, in @,-y,-asalimst hiper ideali ve p,(R,) # R, iken y,-asalimst hiper ideali
olacak sekilde N = N; x R, olmasidir.

(i) N,, R, nin p,-v,-asalimst hiper ideali ve ¢,(R,) # R, iken y,-asalimst hiper ideali
olacak sekilde N = R, x N, olmasidir.

Ispat. (<=) Onerme |4.10/un ispatindan dogrulugu goriilebilir.

(=) ¢i(N;) # N; iken N nin, R nin bir ¢,-6,-asalimsi hiper ideali oldugunu kabul
edelim. a,m € R, icin aom € N; —¢,(N;) olsun. Buradan (a,0)o(m,0) = (aom,0) €
N — ¢(N) dir. N, & nin bir ¢ -6 -asalims: hiper ideali oldugundan (a,0) € N veya
(m,0) € 6(N) olur. Bu durumda a € N; veya m € y,(N;) elde edilir. Buradan N; in,
R, in bir ¢,-y;-asalims: hiper ideali oldugu soylenebilir. Benzer sekilde N, nin, R,
nin bir ¢,-y,-asalimsi hiper ideali oldugu kanitlanabilir. $imdi N; = R, veya N, = R,
oldugu gosterilmelidir. Kabul edelim ki N, # R, olsun. O halde N; = %, oldugu
ispatlanacaktir. Bunun i¢in 6ncelikle m; € N; — ¢,(N;), m, € R, — N, elemanlari
alinsin. O halde (1,0) o (m;,m,) = (m;,0) € N — ¢(N) dir. Bu ise (1,0) € 6(N)
oldugunu gosterir ve 1 € y,(N;) elde edilir. y,, (x)-kosulunu sagladigindan N; = R,
dir. Benzer sekilde N; # R, kabul edilerek N, = R, oldugu gosterilebilir. Genelligi
bozmadan N; # %, olsun. Simdi ¢,(R,) # N, iken N; in bir y;-asalims1 hiper
ideal oldugu gosterilsin. m’ € R, — p,(R,) olsun ve x,m € R, icin x om € N,
alinsin. Bu durumda (x,1) o (m,m’) = (x om,m’) € N — ¢(N) elde edilir N, R
nin bir ¢ -6 ,-asalims1 hiper ideali oldugundan (x, 1) € 6(N) = y,(N;) x y,(N,) veya
(m,m’) € N elde edilir. Yani x € y,(N;) veya m € N; dir. Buradan N;, %, in bir
y,-asalimsi hiper idealidir. Eger (%) # R, ve N; = R, ise benzer olarak N, nin, R,
nin y,-asalimsi hiper ideali oldugu ispatlanabilir. |
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SONUC VE ONERILER

Bu calismada bazi cebirsel yapilar iizerinde genellestirmeler yapilmistir. ~ Bu
genellestirmeler ¢-6-asalimsi cebirsel yapilar olarak simiflandirilmigti.  Boliim [3te
klasik cebirdeki modiil yapisi tizerinde ¢-6-asalimsi alt modiiller tanimlanmis ve bu
yapiyla ilgili bazi temel karakterizasyonlar verilmistir. ¢-6-asalimsi alt modiillerin
homomorfizma altindaki goriintli ve ters goriintiileri, boliim modiilii ve kartezyen
carpimlari incelenmistir. Naser Zamani’nin makalesindeki acik probleme [6] bir cevap
verilmis ve 6rneklerle desteklenmistir. Bolim [4te Krasner hiper halkalar {izerinde
bazi karakterizasyonlar yapilmistir. Boliim [4.1]de ¢-asal hiper idealler tanimlanmig
ve cesitli teoremler verilmistir. B6liim[4.2]de ¢-asalimsi hiper idealler tanimlanmis ve
benzer teoremler uygulanmistir. Boliim[4.3[te ¢ -6-asalimsi hiper idealler tanimlanmig
ve cesitli karakterizasyonlar yapilmistir. Yapilan bu karakterizasyonlar sayesinde bir
takim asal ve asalimsi cebirsel yapilarin tek bir baslik altinda incelenmesi miimkiin

olmustur.
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