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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler

Be(x)
A°

A

Ac

Y (x)
d(x,A)
Gr(T')
DomI’
R(T)
'~(A)
I (4)
1(A)
|-

-l
N*
L'[a,b]
M([a,b])
suppf
h(A,B)
co(A)

Aciklama

: A kiimesinin kuvvet kiimesi

: x merkezli € yaricaplh acik yuvar

: A kiilmesinin ici

: A kiimesinin kapanig1

: A kiimesinin tiimleyeni

: x kiimesinin komguluklar ailesi

: x noktasinin A kiimesine olan uzaklig
: I" fonksiyonunun grafigi

: I fonksiyonunun tanim kiimesi

: I" fonksiyonunun deger kiimesi

: A kiimesinin alt ters goriintiisii

: A kiimesinin iist ters goriintiisii

: A kiimesinin Lebesgue oOlciisti

: R" izerindeki mutlak deger norm

: Supremum normu

:NA {0}

: @ : [a,b] — R" seklindeki, Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzay1
: @ : [a,b] — R seklinde tanimli mutlak siirekli fonksiyonlar uzay1

: f : X — R seklinde tanimli fonksiyonun destek kiimesi

: A kiimesi ile B kiimesi arasindaki Hausdorff uzakligi

: A kiimesinin konveks zarfi
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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

KUME DEGERLI FONKSIYONLARDA YARI-SUREKLILIK KAVRAMLARI
UZERINE BAZI SONUCLAR

Havva Nur OZTURK

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Dr.Ogr.Uyesi Serkan ILTER
II. Damisman: Doc¢.Dr. Hiilya DURU

Bu tez calismasinda, ilk olarak, kiime degerli fonksiyonlar teorisine ait temel kavramlar
verilerek, bu fonksiyonlarin {iistten yari-siireklilik, alttan yari-siireklilik, Hausdorff
yari-siireklilik, Kuratowski yari-siireklilik, zayif yari-siireklilik gibi bilinen yari-siireklilik
kavramlar1 ve bunlar arasindaki bilinen bazi iligkiler incelenmistir.

Daha sonra bu yari-siireklilik kavramlarinin, kiime degerli fonksiyonlarin siirekli se¢cimleri
konusunda bilinen bazi uygulamalar ispatlariyla verilmistir.

Son olarak, kiime degerli fonksiyonlarin bir uygulama alani olan bir diferansiyel dahil etme
probleminin ¢oziimii tizerine bir sonug elde edilmistir.

Haziran 2023, 68 sayfa.

Anahtar kelimeler: Kiime degerli fonksiyonlar, Yar1 siireklilik, Siirekli Sec¢imler,
Diferansiyel Dahil Etme.
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SUMMARY

M.Sc. THESIS

SOME RESULTS ON SEMI-CONTINUITY NOTIONS FOR SET-VALUED
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In this thesis, firstly, by giving the basic concepts of the theory of set-valued functions,
the well-known notions of semi-continuity of set-valuedfunctions concepts of these
functions such as upper semi-continuity, lower semi-continuity, Hausdorff semi-continuity,
Kuratowski semi-continuity, weak semi-continuity and some known relationships between
them are examined.

Later, some known applications of these notions on continuous selections of set-valued
functions are made by giving their proofs.

Finally, a result is obtained about the solution of the differential inclusion problem, which is
an application area of set-valued functions.
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1. GIRIS

Kiime degerli fonksiyonlar teorisi: fizik, doga bilimleri, miihendislik, ekonomi ve psikoloji
gibi cesitli alanlarda matematiksel problemlerin modellenmesi, diferansiyel denklemlerle
ilgili problemlerin genellestirilmesi, optimizasyon, optimal kontrol problemleri, (G.
Bouligand’in, FH. Clarke’in, R.T. Rockafellar’in tanmittigi kavramlarda oldugu gibi)
farkli teget koni, normal koni gibi geometrik yapilarin olusturulmasi, diizgiin olmayan
(non-smooth) analiz ve teorileri basta olmak iizere cok yonlii ve ¢esitli aragtirma alanlarinda

kullanilan; topoloji, analiz ve geometri gibi matematik konularinda 6nemli bir yere sahiptir.

Bu teorinin gelisiminde rol oynamis oncii matematikciler olarak P. Painlevé, F. Hausdorff,
G. Bouligand, K. Kuratowski gosterilebilir. Bugiin kullanilan anlamdaki kiime dizilerinin
yakinsakligini ilk olarak P. Painlevé tamimlamig ([36]), daha sonra sirasiyla F. Hausdorff
ve K. Kuratowski bu konuya katkida bulunup kitaplarina da dahil ederek yayilmasini
desteklemiglerdir ([17],[22]). Metrik uzaylar iizerinde klasik (tek degerli) fonksiyonlarin
stireklilik ve ona esdeger olan dizisel siireklilik kavramlarinin, kiime degerli fonksiyonlara
tasinmasi diistiniildiigiinde; artik esdeger olmayan iki farkli kavram s6z konusu olmus. Bu
durum, 1930’1u yillarda K. Kuratowski ve G. Bouligand tarafindan alttan yar siireklilik ve
tistten yar siireklilik seklinde iki farkli yari-siireklilik kavraminin ortaya konmasina imkan
tanimigtir. F. Hausdorff un 1914 yilinda yayinlanan kitabinda tanittig1, bir metrik uzayda iki
kiimenin birbirlerine olan uzakliginin 6l¢iilmesi ilkesine dayanan, daha 6nce D. Pompeiu’nin
bu konudaki katkilarindan dolay: giiniimiizde Pompeiu-Hausdorff uzakli1 olarak bilinen
kavram, 1930’1u yillarda G. Bouligand’in kiime degerli fonksiyonlar i¢in ortaya koydugu
geometrik kavramlar ve yine K. Kuratowski’nin ve G. Bouligand’in siireklilik ve tiirev

kavramlari ile topolojik ve geometrik anlamda teorinin gelisimi hizlanmigtir ([22],[36]).

1940’Ih yillarda kiime degerli fonksiyonlar icin sabit nokta teoremleri ([20]), 1950’li
yillarda ise kiime degerli fonksiyonlarin siirekli se¢imleri {izerine sonuglar ortaya konmustur
([251,[26],[27]). 1960’11 yillarda optimal kontrol problemleri {izerine yapilan ¢alismalar ve
sag tarafi siireksiz, diferansiyellenebilir denklemlerin tanitilmasiyla diferansiyel denklemin
bir genellestirmesi niteliginde, kiime degerli fonksiyon ile belirlenen diferansiyel dahil

etme teorisi gelismeye baslamig, boylece optimal kontrol, fizik, ekonomi, psikoloji gibi



konulara ait bircok siirecin matematiksel modelinde dogrudan kiime degerli fonksiyonlar
kullanilir hale gelmistir ([12],[13],[14]). Yine bu yillarda kiime degerli fonksiyonlar
icin integral kavrami ortaya konmustur ([3]). 1960’1 -1980’li yillarda kiime degerli
fonksiyonlarin oSlgiilebilirligi ve Olgiilebilir secimleri iizerine sonuglar verilmis ([4],[7])
daha sonra bu sonuglar siireksiz diferansiyel dahil etmeler ile ilgili uygulama alanlari,
konveks analiz teorisi basta olmak iizere genis bir alanda kullanilmistir ([33],[14],[21]). Yine
bu yillarda FH. Clarke’in genellestirilmis gradient, genellestirilmis jakobiyen kavramlari,
R.T. Rockafellar’in konveks analiz lizerine ¢aligmalarindaki kavramlar ve bunlarla ilgili
teget koni, normal koni ve benzeri geometrik yeni kavramlar basta olmak iizere diizgiin
olmayan analiz konularinda yeni gelismeler ortaya ¢ikmig ve kiime degerli fonksiyonlarin
farkli bir uygulama alanmi seklinde diisiiniilebilen bu teoriye ilgiyi arttirmagtir ([8],[33]).
Kiime degerli fonksiyonlar teorisinde, ¢ok genis bir uygulama yelpazesine sahip olan
Ekeland’1n Varyasyonel Prensibi yine bu yillarda ortaya konmustur ([8],[33]). Bunlar ve daha
sonra yapilan c¢alismalardaki etkili sonuglar [1], [35], [5], [31], [8] ve [33] kaynaklarinda

derlenmistir.

Bu tez caligmasi, genel kisimlar ve bulgular seklinde iki ana boliimden olusmaktadir. Ilk
boliimde, kiime dizilerinin yakinsakligi lizerine bazi kavramlar, bir fonksiyonun destek
kiimesi tanimi, topolojik uzaylara ait bazi sonuclar, Lusin Teoreminin bir 6zel sekli,
mutlak siirekli fonksiyonlarin tanimi, kiime degerli fonksiyonlar i¢in temel kavramlar, iistten
yari-siireklilik, alttan yari-siireklilik, Hausdorff yari-siireklilik, Kuratowski yari-siireklilik,
zay1if yari-siireklilik gibi bilinen bazi siireklilik kavramlar1 verilmistir. Sonraki boliimde,
yari-siireklilik kavramlar1 arasindaki bilinen bazi iligkiler verilmis; bunlarin kiime degerli
fonksiyonlarin siirekli secimleri konusunda bilinen bazi uygulamalar1 incelenmistir. Ek
olarak, kiime degerli fonksiyonlarin bir uygulama alan1 olan diferansiyel dahil etmelerle ilgili

bir Cauchy probleminin ¢dziimii iizerine bir sonug¢ verilmistir.

Lipschitz siirekli kiime degerli fonksiyonun konveks ve kompakt degerli olmadigi
durumda, birinci mertebeden diferansiyel dahil etme ile ilgili bir Cauchy probleminin,
stirekli diferansiyellenebilir global ¢6ziimiiniin varlig ile ilgili sonuglart [19] ¢alismasinda
vermistik. Bu tez caligmasinda verilen sonug, Lusin teoreminin bir uygulamas: seklinde
ve problemin mutlak siirekli ¢oziimii ile siirekli diferansiyellenebilir yaklagimlarla

belirlenebilecek ¢oziimii arasinda bir iligki niteligindedir.



2. GENEL KISIMLAR

Tanmm 2.0.1. (X, d) metrik uzay ve (A,),en, X iginde kiime dizisi olsun. Asagidaki iist ve alt
limit degerlerine sirastyla (A,) kiime dizisinin Painlevé - Kuratowski iist limiti ve Painlevé -

Kuratowski alt limiti denir.

nli_r)glosupAn:{x€X|limnigl;d(x,An):O}

:{,}g?ox”k:xex| (xn,) CX, VkeN, x, €Ay},
lim infA, = {x € X | lim d(x,A,) = 0}

:{li_r>nxn:x€X] (x,) €X, VrneN, x,cA,}.

Tanim 2.0.2. (X, d) metrik uzay olsun. Herhangi A, B C X kiimeleri i¢in #*(A, B) ve h*(B,A)

ile agsagidaki degerleri gosterelim;

h*(A,B) = sup{d(a,B) |a € A},
h*(B,A) = sup{d(b,A) |b € B}.

Bu durumda
h:2X x2X —[0,00], h(A,B) = max{h*(A,B),h*(B,A)}

seklinde tanimlanan % fonksiyonuna Hausdorff uzaklik fonksiyonu, h(A,B) de8erine A
kiimesi ile B kiimesi arasindaki Hausdorff uzaklig1 denir. Dikkat edilirse asagidaki ozellikler

saglanir [18]. Her A, B,C C X i¢in,

(i) h(A,B) = h(B,A)

(ii) h(A,B)=0<A=B

(iii) h(A,B) < h(A,C)+h(B,C)



Tamim 2.0.3. X bostan farkli herhangi bir kiime ve <7, 2 C Z(X) olsun.
VAco dBc€# BCA

kosulu saglaniyorsa 4 toplulugu .7 toplulugunun bir incelmesi denir.
Tanmm 2.0.4. (X, 7) herhangi bir topolojik uzay, I bostan farkli bir indis kiimesi ve {Uy :
o € I}, X in bir agik ortiiliisii olsun.

VxeX 3Ive?(x) Ho,o,....o4 1 VNUx,#0 i=1,2,..,k keN

kosulunu saglayan {Uy } topluluguna yerel sonludur denir.
Onerme 2.0.5. (X,7) herhangi bir topolojik uzay ve {Uy : & € I} toplulugu yerel sonlu
olsun. Bu durumda her & € I i¢in V, C Uy, kosulunu saglayan kiimelerin olusturdugu

{Vo:xel}

toplulugu yerel sonludur [28].

Tanmm 2.0.6. (X, 7) herhangi bir topolojik uzay olsun. X in her acik ortiiliisii yerel sonlu ve

acik bir incelige sahipse X uzayina parakompakt uzay denir.
Onerme 2.0.7. X parakompakt Hausdorff uzay1 normaldir [28] .
Onerme 2.0.8. Her metrik uzay parakompakttir [28].

Tanim 2.0.9. (X, 7) bir topolojik uzay ve f : X — R siirekli bir fonksiyon olsun.

supp [ :={x€ X : f(x) # 0}

kiimesine f fonksiyonunun destek kiimesi denir.

Tanmm 2.0.10. (X, 1) bir topolojik uzay ve {Ug}qes bir agik ortiiliis olsun. Asagidaki
kosullar1 sa8layan {@y : @ € I} siirekli fonksiyonlar ailesine X iizerinde birimin bir

parcalanigi denir.

(i) Zael ¢a =1

(ii) {supp ¢o : a € I'} kiimesi X in yerel sonlu bir ortiilisiidiir.



Dikkat edilecek olursa her a € I i¢in supp ¢ C Uq saglanirsa { g } ailesi {Uy } ortiiliisiiniin

bir incelmesidir.

Simdi Olciilebilir fonksiyonlarin siireklilik ©zellikleri ile ilgili Lusin Teoremini [34]
calismasinda Teorem 2.24’de ifade edildigi sekliyle 6zel olarak (Lebesgue) oOlciilebilir ¢ :

[a,b] — R" fonksiyonu i¢in verelim.

Onerme 2.0.11. ¢ : [c,d] — R”" &lciilebilir fonksiyon ve & pozitif sabiti verilsin. Bu durumda

asagidaki kosullari saglayan siirekli bir y : [¢,d] — R" fonksiyonu vardir.

D) u{s: o(s) #y(s)}) <e,
(i) sup{|w(s)|: s € [c,d]} <sup{|@(s)|: s € [c,d]} .

Tanmm 2.0.12. ¢ : [a,b] — R fonksiyon olsun. Eger her € > 0 sayisi i¢in bir § > 0 sayisi

varsa ve her sonlu sayida alt aralik (a,by), (az,b2),...,(ay,by) C [a,b] i¢in,
n n
Y bi—al <8=Y lo(br) —o(ar)| < e
k=1 k=1

gerektirmesi dogru oluyorsa ¢ fonksiyonuna [a, b] aralig1 iizerinde mutlak siireklidir denir.

M(|a,b]) = M([a,b],R) ile x : [a,b] — R seklinde tanimli biitiin mutlak siirekli fonksiyonlar

uzay1 gosterilecektir.
Onerme 2.0.13. F : [a,b] — R" fonksiyonu verilsin. Asagidaki iddialar esdegerdir.
(a) F fonksiyonu mutlak siireklidir.

(b) Asagidaki 6zelligi saglayacak sekilde bir g € L'[a, b] fonksiyonu vardir
X
F(x) = F(a) +/ g(M)dA, Vxe[ab].
a

Tanim 2.0.14. S ve T herhangi iki topolojik uzay olsun. Her s € S noktasin1 7" nin bir alt
kiimesine gotiiren I fonksiyonuna kiime degerli fonksiyon denir ve I": § — 27 seklinde

gosterilir. I' fonksiyonunun tanim kiimesi, deger kiimesi ve grafigi sirasiyla agsagidaki gibi



tamimlanir:

Dom(I') = {s € S: T'(s) # 0},
RD)= U TG,

s€eDom(T')

Gr(T) ={(s,t) :t €T(s5)}.

Tanim 2.0.15. T',Q : S — 27 olsun.

() T:S — 27, her s € S igin T'(s) = I'(s) seklinde tanimlanan fonksiyona I"’nin kapanis

fonksiyonu denir.

(i) TUQ:S— 2T hers e Sigin TUQ (s) = I'(s) UQ(s) seklinde tanimlanan fonksiyona

I" ve Q fonksiyonlarinin birlesim fonksiyonu denir.

(i) TNQ: S — 27, hers € Sigin TNQ (s) = ['(s) NQ(s) seklinde tanimlanan fonksiyona

I' ve Q fonksiyonlarinin kesisim fonksiyonu denir.

Tanim 2.0.16. T": S — 27 olsun. Bir V C T kiimesi icin I" alt ters kiimesi ve I iist ters kiimesi

sirastile T~ (V), I' T(V) seklinde gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:

I (V)={seS:T(s)NV #0},
CtV)={seS:T(s) CV}.

Onerme 2.0.17. T': S — 27, V,U C T ve I bostan farkli bir indis kiimesi olsun. Asagidaki
ozellikler gerceklenir ([18]).

I~(VUU)=T-(V)ur—(U),
T~(VAU)CT~(V)NT~(U),
T+(VAU)=T*H(V)NT+(U),
rH(V)Urt(U) CTH(VUU),
T=(T\V)=S\T*(V),

CH(T\V)=8\T(V),



(UTa)" (V)= U Ta)" (V),

ael ael

( U Fa)+(V) =U (Fa)+(v),

ael acl

I'T(UVe)2 UT (Va),

acl ael

F_( U VOC) = U F_<Va),
acl acl

F'(NVa)=NT"Va),
acl acl

C~( N Va) S N (Va).
acl acl

Tamm 2.0.18. T': S — 27 olsun. Her s € S igin I'(s) kiimesi T iginde kapali (konveks) ise I’

fonksiyonuna kapal1 degerli (konveks degerli) fonksiyon denir.

Tanmm 2.0.19. S,7 topolojik uzaylar ve I : § — 27 olsun. GrT" kiimesi S x T iizerinde,
carpim topolojisine gore agik (kapali) bir kiime ise I" fonksiyonuna acik (kapali) fonksiyon

denir.

Tamm 2.0.20. T': S — 27 olsun. Her s € S i¢in en az bir U € ¥ (s) komsulugu var ve ['(U)

kiimesi T i¢inde kompakt oluyorsa I" fonksiyonuna yerel kompakt denir.

Tanmm 2.0.21. S, T topolojik uzaylar, I': § — 27 ve sy € S olsun.

(i) so € T7(V) kosulunu saglayan her V C T agik kiimesi i¢in so € I'"(V)° oluyorsa T’

fonksiyonuna sg noktasinda iistten yari-siireklidir denir.

(ii) sop € I~ (V) kosulunu saglayan her V C T agik kiimesi i¢in so € I'"(V)° oluyorsa '

fonksiyonuna so noktasinda alttan yari-siireklidir denir.

I": S — 27 fonksiyonu hem iistten yari-siirekli hem de alttan yari-siirekli ise I" fonksiyonuna

sureklidir denir.

Tamm 2.0.22. S, T metrik uzaylar, I' : S — 27 ve s € S olsun. Bir & pozitif sayisi icin

['(Be(s)) kiimesi T iginde sinirli ise I fonksiyonuna s noktasinda yerel sinirlidir denir.

Tamim 2.0.23. S ve T iki metrik uzay, I': S — 27 ve so € S olsun.

(i) Asagidaki kosulu saglayan I" fonksiyonuna sg noktasinda Hausdorff iistten yari-siirekli
denir,

Ve>0 36>0 VseBgs(so) A (I(s),I(s0)) <e.



(ii) Asagidaki kosulu saglayan I" fonksiyonuna sy noktasinda Hausdorff alttan yari-siirekli
denir,

Ve>0 38>0 VseBsls) h(D(s0),I(s))<e.

I': S — 27 fonksiyonu hem Hausdorff iistten yari-siirekli hem de Hausdorff alttan

yari-siirekli ise I" fonksiyonuna Hausdorff siirekli denir.

Tanim 2.0.24. S ve T iki metrik uzay, I": § — 2T ve 5o € S olsun.

limsupIl'(s) ={t € T| ds,—s0, Itn—t, VneN, 1,l(s,)}

S—>50

degerine I'(sp)’1n Painlevé - Kuratowski iist limiti,

lLiminfl'(s) ={t€T| Vs,—so, Jt,—t, YneN, 1l (s,)}

S—>50
degerine I'(sp)’n Painlevé- Kuratowski alt limiti denir ([32]).

Tanim 2.0.25. S ve T iki metrik uzay, I': S — 27 ve s € S olsun.

(i) limsup,__,; T'(s) € I'(so) kosulu saglaniyorsa I" fonksiyonuna s noktasinda Kuratowski

iistten yari-siireklidir denir.

(ii) liminf,_,;, T'(s) 2 I'(so) kosulu saglantyorsa I" fonksiyonuna s noktasinda Kuratowski

alttan yari-siireklidir denir.
Tamm 2.0.26. (S, 7) bir topolojik uzay, (7,d) bir metrik uzay, I': S — 27 ve 5o € S olsun.
Bu durumda,

Ve>0 VVe¥(s) JxeV JUeV(sg) Vtrel(x) UCT (Be(r))
kosulu saglaniyorsa I" fonksiyonuna sg noktasinda zayif Hausdorff alttan yari-siireklidir
denir.

Tamm 2.0.27. (S, 7) bir topolojik uzay, (T,d) bir metrik uzay , I': S — 27 ve 5o € §
olsun. Her € > 0 sayis1 igin so € (I'"(B¢)° olacak sekilde bir B C T acik yuvart varsa I

fonksiyonuna so noktasinda zayif alttan yari-siireklidir denir.

Tamm 2.0.28. (S, 7) bir topolojik uzay, (T,d) bir metrik uzay, I': § — 27 ve s € S olsun.



Bu durumda,
Ve>0 VVe?(s) dxeV Veel(x) soe (I (Be(t)))°

kosulu saglaniyorsa I" fonksiyonuna sy noktasinda kuazi alttan yari-siireklidir denir.

Tanmm 2.0.29. / C R sonlu bir aralik, f : I — R" ve o €]0,1] olsun. Asagidaki kosulu

saglayan f fonksiyonuna / iizerinde o - Holder siireklidir denir,

. xYEIL x#y} <Aoo (2.1)

Dikkat edilecek olursa o = 1 i¢in f fonksiyonunun o-Holder siireklilik tanimi bu
fonksiyonun Lipschitz siireklilik tanimini verir. Biitiin o0 - Holder siirekli fonksiyonlarin

kiimesi C*([) seklinde gosterilir.

Dikkat edilecek olursa (2.1) kosulu asagidaki kosula esdegerdir,

IK>0 vxyel |f(x)—fO)l<Klx—y*.

Dikkat edilecek olursa [.]o : C*(I) tizerinde bir yart norm belirtirken |.|ca := |.|o + [.] o is€

C%(I) iizerinde bir norm belirtir.

Onerme 2.0.30. o <€]0, 1] olsun. Bu durumda
Voo <o, C(I)C C%(1) CC(I)
saglanir ([10]).
Tanim 2.0.31. « €]0,1] ve I': R” — 2&" olsun. Bu durumda,

JH >0 Vx;,x€eR" ['(x)) C(x)+H |x;—x|*B

kosulu saglaniyorsa I' fonksiyonu a-Hélder siireklidir denir.

Tamm 2.0.32. T': S — 27 olsun. Her s € S igin y(s) € I'(s) kosulunu saglayan siirekli bir

Y:S — T fonksiyonuna I" fonksiyonunun siirekli se¢cimi denir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez calismasinda, kiime dizilerinin yakinsaklig1 iizerine bazi1 Ozelliklerden, topolojik
uzaylara ait bazi temel sonuglardan, kiime degerli fonksiyonlar i¢in bilinen bazi
yari-siireklilik kavramlarindan, 6l¢iilebilir fonksiyonlarin siireklilik 6zellikleri ile ilgili iinli
Lusin Teoreminden, diferansiyel denklem teorisinde Picard’in Yontemi olarak bilinen

yaklasim yonteminden yararlanilmistir.
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4. BULGULAR

Bu boliimde, kiime degerli fonksiyonlarin yari siirekliligi ile ¢alisilacaktir. Oncelikle yari
stireklilik kavramlar1 arasindaki bilinen iligkiler incelenecek ve ornekler verilecektir. Daha
sonra bu kavramlarin, kiime degerli fonksiyonlarin siirekli se¢cimleri konusunda bilinen bazi
uygulamalarina deginilecektir. Son olarak kiime degerli fonksiyonlarin bir uygulama alani
olan diferansiyel dahil etmelerle ilgili bir Cauchy probleminin ¢6ziimii {izerine bir sonug

verilecektir.

Aksi soylenmedikce S ve T iki metrik uzay, I" : S — 27 bostan farkli degerler alan kiime

degerli bir fonksiyon olacaktir.

4.1 YARI-SUREKLILIK KAVRAMLARI ARASINDAKI BAZI ILISKILER
Onerme 4.1.1. T': S — 27 fonksiyonu icin asagidakiler birbirine esdegerdir ([18]).

(i) I tistten yar siireklidir.

(i) Her V C T agik kiimesi i¢in I'" (V) kiimesi S i¢inde agiktir.

(iii) Her G C T kapali kiimesi i¢in I' ~ (G) kiimesi S i¢inde kapalidir.

ispat. (i) = (ii): Herhangi bir V C T agik kiimesi i¢in s € I' *(V) alalim. Hipotezden
s € T T(V)° olur. Dolayisiyla ' ™ (V) agiktr.

(ii) = (iii) : Herhangi bir G C T kapali kiimesi alalim. Boylece T \ G agik olur. Hipotezden
[ 7(G) kiimesi agiktir. Onerme 2.0.17 kullamlarak S\ I" ~(G) kiimesinin agik oldugu elde
edilir. Dolayisiyla I' ~ (G) kiimesi kapali olur.

(iii) = (i) : I" fonksiyonunun sy € S noktasinda iistten yari siirekli olmadigin1 kabul edelim.
Bu durumda I'(sp) CV ve so € I'T(V) olacak sekilde bir V C T agik kiimesi vardir. Boylece,
T \ V kiimesi kapalidir ve Onerme 2.0.17°den I' " (V) kiimesinin agik olur. Bu ise kabuliimiiz

ile celisir.
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Onerme 4.1.2. T': S — 27 olsun. Asagidakiler birbirine esdegerdir ([18]).
(i) I" fonksiyonu alttan yari siireklidir.
(ii) Her V C T agik kiimesi i¢in I' ~ (V) kiimesi agiktir.

(iii) Her G C T kapali kiimesi i¢in I' *(G) kiimesi kapalidir.

ispat. (i) = (ii): Tamimdan gerceklendigi aciktir.

(ii) = (iii): Herhangi bir G C T kapali kiimesini alalim. Bu durumda 7' \ G kiimesi ac¢ik
olur. Boylece Onerme 2.0.17°den S\ I' *(G) kiimesinin agik oldugu elde edilir. Dolayisiyla
' 7(G) kiimesi kapalidur.

(iii) = (i): I" fonksiyonunun sg € S noktasinda alttan yari siirekli olmadigini1 kabul edelim.
Bu durumda I'(sg) NV # 0 ve so ¢ '~ (V)° olacak sekilde V C T agik kiimesi vardir. Boylece
T \ V kiimesi kapalidir. Simdi Onerme 2.0.17 kullanilirsa I" ~ (V) kiimesinin agik oldugu elde
edilir. Buise so & '~ (V)° olmasi ile gelisir.

Ornek 4.1.3. S=T =[0,1] G:S— 27 olmak iizere,

fonksiyonu iistten yari-siireklidir fakat x = % noktasinda alttan yari-siirekli degildir.

V =%, 1] kiimesini alalim. Bu durumda V N G(%) # 0 olur. Ote yandan her U € 7/(%) icin
G(x) =10, %] olacak sekilde x € U vardir. Dolayisiyla V N G(x) = 0 olacagindan % G (V)°
elde edilir.

Ornek 4.14. a<c<b, a,b,ccRveS=a,b|,T =[a,c],T':S — 2T olmak iizere,

la,c], x#c
{a}, x=c

['(x) =

fonksiyonu alttan yar1 siirekli fakat x = ¢ noktasinda iistten yari-siirekli degildir. V = [a, |

kiimesini alalim. IT'(c) C V kapsamasi saglanir. Ote yandan her U € ¥ (¢) igin I'(x) = [a,c]
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olacak sekilde x € U vardir. Dolayisiyla I'(x) ¢ V olacagindan ¢ ¢ I' (V)° elde edilir.

Onerme 4.1.5. T: S — 27 ve s5q € S olsun. Asagidakiler gerceklenir ([18]).

(i) I' fonksiyonu sy noktasinda iistten yari-siirekli olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul
lim,, 05, = 59 ve I'(sg) C V 6zelliklerini saglayan her (s,) C S dizisi ve her V C T agik

kiimesi icin agsagidaki kosulun saglanmasidir:

ANeN Vn>N TI(s,) CV.

(ii) I" fonksiyonunun sy, noktasinda alttan yari-siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
im0 5, = 50 Ve I'(s9) NV # 0 olacak sekilde her (s,) C S dizisi ve her V C T acik kiimesi

i¢cin asagidaki kosulun saglanmasidir:

dANeN Vn>N TI'(x,)NV #0.

ispat. (i): T fonksiyonu sy noktasinda iistten yari-siirekli olsun. lim, s, = s ve I'(sg) C
V ozelligini saglayan herhangi bir (s,) dizisi ve herhangi bir V C T acik kiimesi alalim.

Hipotezden so € I'*(V)° olur. T (V)° € ¥ (s0) ve lim;, 0 5, = s kullamldiginda
INEN Vn>N TI(x,) CTT(V)°

elde edilir. T 7(V)° C T' (V) saglandigindan her n > N i¢in I'(s,) C T 7(V) olur. Boylece

istenen elde edilir.

Tersine I' fonksiyonunun sg noktasinda iistten yari-siirekli olmadigini kabul edelim. Bu

durumda I'(sg) CV ve xg & (I T(V))® olacak sekilde V C T agik kiimesi vardir. Buradan
VneN* Bi(xy) € ¥ (xo0)
goz oniine alinirsa B, (xo) € I' (V) elde edilir. Dolayisiyla

VneN dx,€Bi(xo) x, €T (V)
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bulunur. Yani lim,,_,.. s, = s sonucuna ulasiriz ve hipotez geregi,
AINEN VYn>N s, (V)

celiskisi elde edilir.

(ii): I fonksiyonu so noktasinda alttan yari-siirekli olsun. I'(sg) NV # 0 ve lim,, e 5, = S0
olacak sekilde (s,) dizisi ve V C Y agik kiimesi alalim. Hipotezden so € I~ (V)° elde ederiz.

lim,,_ye0 5, = 5o ve I ~(V)® € ¥ (50) oldugu kullanilirsa,
ANeN Vn>N TI(s,) el (V)

elde edilir. I' ~(V)° C I~ (V) kapsamasi her zaman saglandigindan istenen elde edilir.

Tersine I" fonksiyonunun sy noktasinda alttan yari-siirekli olmadigimi kabul edelim. Bu
durumda V C T acik kiimesini I'(so) NV # 0, so & (I'~(V))° olacak sekilde ve (s,) dizisini
de her n € N igin s, = 59 seklinde alinirsa hipotezden so € (I' ~(V))° celigkisi elde edilir.

Onerme 4.1.6. T": S — 27 ve s € S olsun. I" fonksiyonunun s noktasinda alttan yari-siirekli
olmast i¢in gerek ve yeter kosul lim,,_,. 5, = 50 olan herhangi bir (s,) C S dizisi ve herhangi

bir 7y € T'(so) igin agagidaki kosullart saglayan (,) C T dizisinin var olmasidir ([18]):

lims, =19, VneN 1, eIl(s,).
n—yco

Bagka bir ifadeyle, I" fonksiyonu sg noktasinda alttan yari-siirekli olmasi icin gerek ve yeter

kosul I'(sp) C liminf, .. I'(s,) kapsamasinin saglanmasidir.

ispat. I" fonksiyonu s noktasinda alttan yari-siirekli olsun. lim,,_, s,, = 5o olan herhangi bir
(sn) dizisi ve herhangi bir noktasi 7y € I'(sp) elemani alalim. Her € > 0 igin I'(so) N Be(f9) # 0

oldugundan Onerme 4.1.5 g6z 6niine alindiginda
ANeN Vn>N TI(s,)NBe(ty) #0

elde edilir. Dolayisiyla her n > N igin s, € I'(s,) N Be(fo) noktasi vardir. Buradan istenen
elde edilir.
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Tersine I' fonksiyonu sop € X noktasinda alttan yari-siirekli olmadigini kabul edelim. Bu

durumda I'(so) NV # 0 ve so € I’ ~(V)° olacak sekilde V C T agik kiimesi vardr.
VneN* Bi(xg) € ¥ (x)

ve 5o € I'~(V)® oldugu kullanilirsa B, (xo) € I' = (V) elde edilir. Dolayisiyla her n € N* i¢in
sn € Bi(so) N (I ~(V))€ seklinde olusturulan (s,) dizisi igin lims, = s olur. I'(so) NV # 0
oldugundan 7y € T'(s9) NV gergeklenir ve hipotezimizden her n € N i¢in 7, € I'(s,)) ve y, —>

fp olacak sekilde (7,) ,eny dizisi oldugu elde edilir. 7o € V , V € 1,4, ve y, — to 6zelliklerinden
ANeN Vu>N 1€V

saglanir. Bu ise kabuliimiiz olan her n € N igin s, ¢ I' = (V) ile celisir.

Onerme 4.1.7. T': S — 27 olsun. Asagidakiler gerceklenir ([18]).

(i) T fonksiyonunun alttan yari-siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul ' fonksiyonunun

alttan yari-siirekli olmasidir.

(ii) I fonksiyonu iistten yari-siirekli ise I" fonksiyonu iistten yari-siireklidir.

Ispat. (i): I fonksiyonu alttan yari-siirekli olsun ve T fonksiyonunun alttan yari-siirekli
oldugunu gosterelim. Herhangi bir s € S noktast, lim,, ;e s, = s ve I'(x) NV # 0 6zelliklerini
saglayan herhangi bir (s,) dizisi ve herhangi bir V C T agik kiimesi alalim.I" fonksiyonu

alttan yari-siirekli oldugundan
ANeN Vn>N TI(s,)NV#0

gerceklenir. I'(s,) C I'(s,) kapsamasi saglandigindan I'(s,) NV # 0 olur. Dolayisiyla T

fonksiyonu alttan yari-siirekli olur.

Tersine T fonksiyonu alttan yari-siirekli olsun ve I' fonksiyonunun alttan yari-siirekli
oldugunu gosterelim. Herhangi bir s € S noktast, lim,,_,. s, = s olacak sekilde (sy),en C S
dizisi ve T'(s) NV # 0 olacak sekilde V C T agik kiimesi alalim. " fonksiyonu alttan

yari-siirekli oldugundan

ANEN Vn>N I(s,)NV#0
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gerceklenir. Simdi I'(s,) NV = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda I'(s,) C V€ olur. O
halde
[(s,) CVeE=Ve

elde ederiz. Bu ise I kiimesinin alttan-yari siirekli olmast ile celisir.

(ii): Herhangi bir V C T agik kiimesi alalim ve (') (V) kiimesinin S i¢inde agik oldugunu
gosterelim. s € ([)"(V) alalim. Bu durumda I'(s) C V dir. T metrik uzayr normal

oldugundan

IViet, T(s)CViCV,CV (4.1)
gergeklenir. Dolayisiyla I'(s) C T'(s) C V; olur. V; € 74, ve hipotez kullanilirsa

U eV (s) VyeU TI(y)CV 4.2)

elde edilir. (4.2) deki kapsamada her iki tarafindan kapanig alirsak I:(y) C V; bulunur.
Boylece (4.1) kapsamasi da dikkate alindiginda I'(y) C V elde edilir. Dolayisiyla istenen

gosterilmis olur.
Not 4.1.8. Onerme 4.7 - (ii) ifadesinin tersinin her zaman dogru olmasi gerekmez.

Ornek 4.1.9. T : R — 28 | I'(x) =]x — 1,x + 1[ seklinde tanimh fonksiyonu icin T'(x) =
[x — 1,x+ 1] fonksiyonu iistten yari-siireklidir fakat I" fonksiyonu x = 0 noktasinda iistten

yari-siirekli degildir.

Onerme 4.1.10. (S,dy),(T,d),(W,d3) ii¢ metrik uzay , T'; : S — 27 ve I’y : T — 2% olsun.
Asagidakiler gerceklenir ([18]).

(i) I'y ve I, fonksiyonlar1 iistten yari-siirekli ise I, o I'; bileske fonksiyonu iistten

yari-siireklidir.

(i) I'y ve I, fonksiyonu alttan yari-siirekli ise I, o I'j bileske fonksiyonu alttan

yari-siireklidir.

Ispat. (i): Herhangi bir V C W acik kiimesi alalim ve (I’ o'} ) (V) kiimesinin a¢ik oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in 6ncelikle (I’ o'y)*(V)) =Ty 7(I, T(V)) esitliginin saglandigini
-

gosterelim. x € (I, oI'1)™ (V) alalim. Bu durumda I'; o'y (x) C V olur. Bilegke fonksiyon
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tanimindan x € 'y (I, 7(V)) elde edilir. Simdi x € 'y 7(I[’; 7(V)) alalim. Bu durumda
Iy (x) CT5 (V) ve buradan I'> (T (x)) € V elde edilir. Dolayistyla x € (I, o'y ) ¥ (V) bulunur.
Hipotezden I'; iistten yari-siirekli oldugu i¢in I'; T(V) kiimesi agik olur ve I'y iistten
yari-siirekli oldugu i¢in 'y 7(I'; T(V)) agik olur. Dolayisiyla bilegske fonksiyonu iistten

yari-siireklidir.

(ii): Herhangi bir V. C W acik kiimesi alalim ve (I'; oI'}) ™ (V) kiimesinin a¢ik oldugunu
gosterelim.

Bunun i¢in oncelikle (I'y oI'y)~ (V) = I'y ~(I', ~(V)) esitligini gosterelim. x € (I o
I'1)~(V) alalim. Bu durumda (I oT'j)(x) NV # 0 olur. Bileske fonksiyon tanimindan
xel'y ~ (I’ 7(V)) elde edilir.

Tersine x € I'y ~(I', ~(V)) alalim. Bu durumda I';(x) NI, (V) # 0 bulunur. Buradan
['2(y) NV # 0 olacak sekilde y € I'} elemant vardir. Boylece I>(I') (x)) NV # 0 elde edilir.
Dolayisiyla x € (I'; oI'1)™ (V) bulunur. Hipotez geregi I, alttan yari-siirekli oldugundan
I'; (V) agik olur ve I alttan yar siirekli oldugundan I'} ~ (I, =(V)) agik olur. Dolayistyla

bileske fonksiyonu alttan yari-siireklidir.

Onerme 4.1.11. T';, T : S — 27 olsun. 'y ve I, fonksiyonlar alttan yari-siirekli (iistten yari

stirekli) ise I'y UI", fonksiyonu alttan yari-siireklidir (iistten yari-siireklidir) ([18]).

Ispat. Alttan yari-siireklilik icin ispatlayalim. Herhangi bir V C T acik kiimesi alalim ve
(I UT,) ™ (V) kiimesinin agik oldugunu gosterelim. s € (I'y UI';) (V) alalim. Bu durumda
(T UTR)(s) NV # 0 dir. Yani ['j(s) NV # 0 ve I(s)NV # 0@ olur. Buise s € I'; (V) ve
IS (V) oldugunu soyler.

Buradan (I'; UT,) (V) =T} ~(V)UI2 ~(V) sonucu ¢ikar. Hipotezden I'; =(V) ve I, ~(V)
kiimeleri ac¢ik oldugundan I'y (V) UT, ~(V) kiimesi agik bulunur. Boylece birlesim

fonksiyonu alttan yari-siirekli olur.

Simdi iistten yari-siirekliligin ispati i¢in herhangi bir V. C T ag¢ik kiimesi alalim ve (I'y U
;)1 (V) kiimesinin agik oldugunu gosterelim. s € (I'y UT) ™ (V) alalim. Bu durumda (I'; U
I’7)(s) C V elde edilir. Birlegsim fonksiyonunun tanimindan I"j(s) UT2(s) C V ve buradan
[i(s) CV,T2(s) CV sonucu gikar. Dolayisiylas € I'y (V) U, T (V) elde edilir. Yani (I'y U
[)T(V) =T T(V)UI, 7 (V) olur. Hipotezden I'; *(V), I'; 7 (V) kiimeleri agik oldugundan
[ T (V)UT, T(V) kiimesi agik bulunur.
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Onerme 4.1.12. I bostan farkli bir indis kiimesi olmak iizere, o € [ i¢in Ty : § — 27

fonksiyonu verilsin. Her & € [ icin I', fonksiyonu alttan yari-siirekli ise

UTa:5—2"

acl

fonksiyonu alttan yari-siireklidir ([18]).

Ispat. Herhangi bir V C T agik kiimesi alalim ve ({Jyc;Tq)™ (V) kiimesinin acik oldugunu
gosterelim. Hipotezden her « igin (')~ (V) agik oldugundan (Jyc;(Te) ™ (V) kiimesi agik

olur ve Onerme 2.0.2’den (Uye;To) ™ (V) agik olur. Boylece istenen sonug elde edilir.

Not: Yukaridaki 6nermede alttan yari-siireklilik kosulu yerine iistten yari-siireklilik kosulu

alindiginda 6nermenin sonucunun her zaman dogru olmasi gerekmez.

Ornek 4.1.13. S=7 =[0,1] , I, : § — 27 , T',(s) = {s°} olsun. Her n € N i¢cin T,
fonksiyonu tistten yar siireklidir fakat (J,cyI, fonksiyonu s = % noktasinda istten

yari-siirekli degildir.

Onerme 4.1.14. I',I:8— 27 olsun. T} ve I’y fonksiyonlar1 kapali degerli ve iistten
yari-siirekli (I'y alttan yari-siirekli ve I acik) ise I'j ([ fonksiyonu iistten yari-siireklidir

(alttan yari-siireklidir) ([18]).

Ispat. Ustten yari-siireklilik icin ispatlayalim. Herhangi bir V C T acik kiimesi igin
(I NI2) (V) kiimesinin agik oldugunu gostermek yeterli olacaktir. so € (I'yNI2) (V)
alalim. Bu durumda,

I (S()) ﬂFQ(SO) cv

olur. Yani

I (S()) ﬂrz(SO) NVe=0

saglanir. T metrik uzay1 normal ve I'; (so), I'2(s0) N V¢ kiimeleri kapali oldugundan
01,0, € v\ {0}, O01N0,=0, Ti(s9) CO;, TIa(so)NV C O,

gerceklenir. Vi = O, UV diyelim. Bu durumda, I'; C V U O, = V; bulunur. Hipotezden
S0 € (1—‘1(01)+)O N (Fz(V1)+)O € W(S()) bulunur. (F1(01)+)0 N (Fz(vl)+)o = U diyelim.
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O halde, (I'1(01)7)°N(T2(V1)T)° CT1(01)T NT2(Vy) ™ kapsamasi gdz oniine alindiginda

VyeU Ti(y)nIz(y) CViNno;
- (VUOz)ﬂ01
=VNno,CV

bulunur. Dolaysiyla U C (I';\I2)7(V) olur. Yani so € ((TiNI2)7(V))° elde edilir.

Boylece kesisim fonksiyonu iistten yari-siirekli olur.

Simdi alttan yari-siireklilik i¢in ispatlayalim. Herhangi bir V C Y acik kiimesi alalim ve
(I''NI2)~ (V) kiimesinin agik oldugunu gosterelim. Bunun i¢in s € (I'y ()~ (V) alalim.
Bu durumda I'; (s) N2 (s) NV # 0 oldugundan 7 € T’y (s) N2 (s) NV alalim. Buradan (s,¢) €
GrI N (S x V) saglanir. GrT'; ve S x V kiimeleri agik oldugundan GrI', N (S x V) agik olur.
O halde

AU, €V (s) IVieV(t) UxVy CGrThn (SxV)

gerceklenir. I'1(s) NV # 0 ve I'y fonksiyonunun alttan yari-siirekli olmasi kullanilirsa s €

(I (V))° elde edilir. Simdi U = (I";(V))° N U, diyelim. Bu durumda
VaeU icin FzeTi(a) NV

saglanir.

UxVi=({(T(V))xVy CU NV CGrThN(SxV)

ve (a,z) € U x V; oldugundan
(a,2) €GN (SxV)=zelh(a) NV
saglanir. Bu durumda,
Ti(a) (@) NV #0 = UC@(\T2) (V)

elde edilir. Dolayisiyla (I'y N I2) ™ (V') kiimesi agiktir.

Not 4.1.15. Yukarnidaki onermede I, fonksiyonunun "agik" olmasi kosulu yerine "acik

degerli" olmas1 kosulu alindiginda alttan yari-siireklilik her zaman saglanmaz.
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Ornek 4.1.16. S=T =[0,1], T, I»:S— 27 asagidaki sekilde taniml olsun.

Ly(s) = {0}, s=0
{{:in>1}, s#0
Ly(s) = [0, 1], s=0

10,1\ {}:n>2}, s#0.

Dikkat edilecek olursa I'; fonksiyonu alttan yari-siirekli ve I', fonksiyonu acik degerlidir

fakat I'y N I, fonksiyonu s = 0 noktasinda alttan yari-siirekli degildir [18].

Onerme 4.1.17. T': S — 27 olsun. T fonksiyonu kapali degerli ve iistten yari-siirekli ise

kapalidir ([18]).

Ispat. G/T kiimesinin kapali olmadigini kabul edelim. Bu durumda,
d(s,t) € GrT' t € T(s)

gerceklenir. Dolayisiyla GrT iginde lim,,_ o (55,2, ) = (s,¢) olacak sekilde (s,,,) dizisi vardir.

I'(s) kapalt, r ¢ T'(s) ve T uzayinun regiiler olmasi 6zellikleri kullanilirsa,
301,0, €1, \{0} 01NO0,=0 t€0;, I'(s)CO,
bulunur. lim,,_,. s, = s ve I iistten yari-siirekli oldugundan
ANeN Vn>N I(sy) CO;

saglanir. (sp,t,) € GrT dzelliginden her n > N i¢in t,, € O olur. lim, ., =t ve O1 € ¥ (¢)
ozelliginden

dN1eN Vn#N; t, €0

bulunur. Boylece m = max{N,N, } alinirsa

Vntm t,€01 N0,
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elde edilir. Bu sonug ise O1 N 0> = 0 olmasu ile ¢eligir.
Not 4.1.18. Yukaridaki 6nermenin tersinin her zaman dogru olmas: gerekmez.

Ornek 4.1.19. S=7T =R*, T:S—27

s
I(s) = 0,s]U{5}, s>0

{0}, s=0

seklinde tanimli fonksiyonu kompakt degerli ve kapalidir fakat s = 0 noktasinda {iistten

yari-siirekli degildir.

Onerme 4.1.20. T': S — 27 ve s € S olsun. I fonksiyonunun kompakt degerli ve s noktasinda
iistten yari-siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul lim,,_,. s, = s olan herhangi bir (s,,2,) C

GrI dizisi i¢in (t,) dizisinin I'(s) i¢inde yi18ilma noktasina sahip olmasidir ([18].)

ispat. I' kompakt degerli ve s noktasinda iistten yari-siirekli olsun. lim,_,.s, = s olan
herhangi bir bir (s,,#,) C GrI dizisi alalim ve kabul edelim ki (#,) dizisi I'(s) i¢inde y181lma

noktasina sahip olmasin. Bu durumda
Veel(s) IVie¥ () IpeN Vn>p 1, ¢V,
gerceklenir.

Iis)c J v

tel’(s)

ozelligi ve I'(s) kompakt degerli olmasi goz oniine alindiginda
I{t1,t,..1:.} CT(s) I'(s) CV,UV,U...UV,

bulunur. Simdi

k
v=UW
i=1
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gosterimini kullanalim. Bu durumda,
dpeN Vn>p t, €V (4.3)
olur. Hipotezden étiirii x € (I'T(V))° elde edilir. O halde lim,_; s, = s oldugundan
INeEN Vn>N s,c(IT(V))°
saglanir. Buradan, m = max{N, p} almrsa,,
Yo>m t,€V

elde edilir. Bu ise (4.3) ile celisir.

Tersine hipotez gerceklensin. Her n € N i¢in s, = s alirsak hipotezden I" fonksiyonu dizisel
kompakt olur. Kabul edelim ki I fonksiyonu s noktasinda iistten yari siirekli olmasin. Bu

durumda, I'(s) C V olacak sekilde V € 77 vardir ve
VneN 3p>n I(s)) LV
gergeklenir. O halde I'(s,) N V¢ # 0 olur. Bu durumda,
VkeN t, €T(s,)NVe

olacak sekilde (z,,) alt dizisi vardir. limy_e 8, = s Ve (8,2, ) € GrI" oldugundan hipotez

geregi bir r € I'(s) igin lim, .7, =t olacak sekilde (z,, ) dizisinin bir (¢,) alt dizisi vardur.
VpeN t,eI(s,) NV©

ve I'(s,) N V¢ kapali oldugundan y € I'(s,) N V elde edilir. Buise y € I'(s) ve I'(s) CV

ozellikleri ile celisir.

Onerme 4.1.21. I": S — 27 fonksiyonu kompakt degerli olsun. I iistten yari-siirekli ve K C S
kiimesi kompakt ise I'(K) kompakttir ([18]).

Ispat. Herhangi bir (#,),eny C I'(K) alalim ve bu dizinin I'(K) icinde yakinsak bir alt dizisi
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oldugunu gosterelim. Bu durumda,
VneN ds,€K t1,el(sy)
saglanir. K kompakt oldugundan,
ds€ K 3(sp)ren ]}i_r)rgosnk =s

gergeklenir. (s, ,t,,) € GrI" ve I" fonksiyonunun iistten yari-siirekli olmasi 6zelliklerinden
(tn,) alt dizisi I'(s) i¢inde yigilma noktasina sahip olur ve I'(s) C I'(K) ozelligi dikkate
alindiginda (t,, ) alt dizisi I'(K) i¢inde yi1gi1lma noktasina sahip olur. Bdylece kiimesi I'(K)

dizisel kompakt bulunur.

Not 4.1.22. Yukaridaki 6nermenin iistten yari-siireklilik kosulu yerine alttan yari-siireklilik

kosulu alindiginda 6nermenin sonucunun her zaman dogru olmasi gerekmez.

Ornek 4.1.23. S=T =[0,1],T: 5§ — 27

I(s) = [0,s], s€]0,1]
{0}, s=1

seklinde tanimli fonksiyonu kompakt degerli, alttan yari-siireklidir fakat [0, 1] kiimesi i¢in

I'([0,1]) = [0, 1] kompakt degildir [18].

Onerme 4.1.24. T : S — 27 kapali degerli fonksiyon olsun. I" fonksiyonu kapali ve yerel

kompakt ise iistten yari-siireklidir ([18]).

Ispat. Herhangi bir s € S, lim,_,.s, = s olacak sekilde (sn) C S dizisi ve her n € N igin

tn € T'(sy) olacak sekilde (1,) dizisi alalim. T" yerel kompakt oldugundan I'(U) , Y iginde
kompakt olacak sekilde bir U € ¥/ (s) vardir. lim,,_,e 5, =5 ve U € ¥ (x) 6zelliklerinden

dANeN Vn>N s,eU

saglanir. Bu durumda,

VYn>N t,eT(U)CT(U)
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Yani

VkeN t, eT'(U)

olur. I'(U) kompakt oldugundan

Jtel'(U)

lim,_.t, = t olacak sekilde (,, ) dizisinin bir (,) alt dizisi vardir. Buradan,

(spstp) € GrT I}gﬂo(spatp) = (s,1)

olur ve GrI" kapal1 oldugundan ¢ € I'(s) olur.

Onerme 4.1.25. T": S — 27 olsun. I" fonksiyonu iistten yari-siirekli ve kompakt degerli ise

yerel sinirhidir ([18]).

Ispat. Herhangi bir s € S alalm. I'(s) kompakt oldugundan herhangi bir & pozitif say1s1 i¢in
U{Be(?) : t € T'(s)} acik ortiiliistiniin sonlu alt ortiiliigii vardir. Dolayisiyla

F(S) ng(tl)UBg(l2>U...UBg(tk)

olacak sekilde {#;,t,...,tx} C I'(s) sonlu alt kiimesi vardir. Her i € {1,2,...,k} i¢cin Be(y;)
sinirli oldugundan Bg (1) UBg(t2) U...UBg¢ (#;) sonlu birlesimi sinirhidir. V = Be (¢1) UBg (1) U
...UB¢ () diyelim. I fonksiyonu s noktasinda iistten yari-siirekli oldugundan s € (I'*(V))°
olur. DolayisiylaI'(U) C V olacak sekilde U € #(s) vardir. V kiimesinin yerel simirliligindan

['(U) sinirh olur. Boylece I" fonksiyonunun yerel sinirli oldugu elde edilir.

Onerme 4.1.26. T": S — 27 olsun. Asagidakiler gerceklenir.
(1) I" fonksiyonu iistten yari-siirekli ise Hausdorff iistten yari-siireklidir.

(ii) I" fonksiyonu Hausdorff alttan yari-siirekli ise alttan yari-siireklidir ([18]).

Ispat. (i): T fonksiyonu iistten yari-siirekli olsun. Herhangi bir € > 0 ve s € S alalim.
I" fonksiyonunun iistten yari-siirekliligi, B¢ (I'(x)) agik kiime olmasi ve s € I' T (B.I'(s))

ozelliklerinden I' ¥ (B.I'(s)) kiimesi agik olur. Buradan,

38 >0 Bs(s) CTT(BeI(s))
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bulunur. Boylece I' Hausdorff iistten yari-siirekli olur.

(ii) I" fonksiyonu Hausdorff alttan yari-siirekli olsun. Herhangi bir s € S , lim, 05, = §
olacak sekilde (s,) C S dizisi ve herhangi bir r € I'(s) noktas1 alalim. Hipotez ve lim,,_,c 5, =

s 0zelligi kullanilirsa,
Ve>0 d6>0 INeN Vn>N s,€Bs(s) I(s) CBe(I'(sn))
saglanir. Dolayisiyla, d(7,T°(s,)) < € bulunur. Buradan
At, €T(sy) d(t,ty) <€
gerceklenir. O halde lim,, ..?, = ¢ olur. Bu durumda Onerme 4.1.6 dikkate alindiginda I’

fonksiyonu alttan yari-siirekli olur.

Not 4.1.27. Yukaridaki 6nermede (i) ve (ii) ifadelerinin terslerinin her zaman dogru olmast

gerekmez.

Ornek 4.1.28. S=[0,1],7T=R,I: S — 27

0,1, 0<s<1
['(s) =

0,1, s=1
olsun. I'" fonksiyonu Hausdorff iistten yari-siirekli fakat s = 1 noktasinda iistten yari-siirekli
degildir [18].

Ornek 4.1.29. S=1[0,1], 7T =R?>,T":§ — 27,
['(s)={(z,st) :t € R}

olsun. I" fonksiyonu alttan yari-siireklidir fakat Hausdorff alttan yari-siirekli degildir.

Dolayisiyla zayif Hausdorff alttan yari-siirekli degildir [18].

Onerme 4.1.30. Kompakt degerli olan kiime degerli fonksiyonlar icin Hausdorff iistten
yari-siireklilik ile iistten yari-siireklilik; Hausdorff alttan yari-siireklilik ile alttan-yari

stireklilik kavramlari birbiriyle ortiisiir ([18]).

Ispat. T : S — 27 fonksiyonu kompakt degerli ve Hausdorff iistten yari-siirekli olsun.
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I' fonksiyonunun {istten yari-siirekli oldugunu gosterelim. Herhangi bir s € S noktasi,
lim,, s 5, = s olacak sekilde (s,,t,) C GrI" dizisi alalim ve (z,) dizisinin I'(s) icinde y1gi1lma

noktasi oldugunu gosterelim. Hipotez ve lim,,_.. s, = s 0zelligi kullanilirsa
ANeN Vn>N h*(T(sy),[(s)) <e

saglanir. Dolayistyla lim,_..n*(I'(s,),I'(s)) = 0 elde edilir. Herhangi bir r € T igin ¥ :
['(s) = R, %(z) — d(t,z) fonksiyonu siirekli ve I'(s) kompakt oldugundan

infy (L(s)) = d(t,T(s)) € %(L(s))

olur. O halde
Vn>N 3dz,€l(s) d(t,,I(s)) =d(tn,zn)

gergeklenir. I'(s) kompakt oldugundan limy_,. 2, = z € I'(s) olacak sekilde (z,) dizisinin
(zn,) alt dizisi vardir. Bu durumda,d(t,,,2,,) < h*(ty,,I'(s)) ve limg_oh*(t,,,I(s)) =0
ozellikleri kullanilirsa limy_,. d (2, ,2,,) = O elde edilir. Dolayisiyla limy_,cf,, = z bulunur.

Yani (t,) dizisi I'(s) i¢inde y181lma noktasina sahiptir.

Simdi I' fonksiyonu alttan yari-siirekli ise Hausdorff alttan yari-siirekli oldugunu gosterelim.
I', fonksiyonunun sp € S noktasinda Hausdorff alttan yari-siirekli olmadigini kabul edelim.

Bu durumda,

Je>0 Vo6>0 3FseBs(so) A ([(sp),T(s)>0

saglanir. Dolayisiyla,
VneN* dz, € B%(so) h*(T(s0),T(zx)) >0
olur. Boylece i* fonksiyonunun tanimi geregi,
VneN* dt,€T(so) d(ty,[(z)) > € (4.4)

saglanir. I'(sg) kompakt oldugundan limy_,.t,, = t olacak sekilde (#,) dizisinin bir (¢, ) alt

dizisi ve 1 € I'(so) vardir. I'(so) N Be (1) # 0 6zelligi ve hipotez kullamlirsa

ANeN Vk>N T(zy)NBe(t)#0

£
2
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bulunur. limy_,e. 7, = t 0zelligi de goz Oniine alindiginda

IN'eN Vk>N' d(ty,t) < g

saglanir. O halde m = max{N,N'} alindiginda

E &
d(tnk7F<an) S d(tnk7y) +d(t,F(an) < E +

— =€
2

elde edilir. Bu ise (4.4) ile celisir. Onerme 4.1.26°da dikkate alindiginda istenilen sonug elde

edilir.

Sonuc 4.1.31. T": S — 27 kompakt degerli fonksiyonun siirekli olmasi icin gerek ve yeter

kosul Hausdorff siirekli olmasidir.

Onerme 4.1.32. T': S — 27 kapali degerli fonksiyon olsun. I Hausdorff iistten yari-siirekli
ise kapalidir ([18]).

Ispat. Herhangi bir (s,¢) € GrT alalim. Bu durumda lim,,_.(s,,t,) = (s,¢) olacak sekilde

(8n,,) C GrI dizisi vardir. I" fonksiyonu Hausdorff tistten yari-siirekli oldugundan
Ve>0 36>0 TI(Bs(s)) CBe(I'(s))
saglanir. lim,,_,. s, = s 6zelligi goz O6niine alindiginda 6 pozitif sayis1 igin
ANeN Vn>N s, €Bg(s)

gerceklenir. O halde hipotez kullanilirsa

elde edilir. Boylece

Vn>N t,€l(sy) <d(t,,[(s)) <&
<d(t,T(s) =0

syell(s)

saglanir ve I kapali degerli oldugundan 7 € I'(s) bulunur. Dolayisiyla GrI” kapaldir.
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Onerme 4.1.33. A,B CY olsun. Bu durumda,
h*(A,B) = h*(A,B)
esitligi gerceklenir([18]).

Ispat. Herhangi bir a € A alalim. B C B oldugundan her b € B icin d(a,B) < d(a,b) saglanir.
Dolayisiyla, d(a,B) degeri {d(a,b) : b € B} kiimesi i¢in bir alt sinir olur. O halde,

d(a,B) < d(a,B) (4.5)

elde edilir. Simdi herhangi bir 4’ € B alalim. Bu durumda, lim,_,..b, = b’ olacak sekilde
(b,) C B dizisi vardir. Bu durumda,

d(a,B) < d(a,by) < d(a,b')+d(b ,by)

saglanir ve buradan limite gegilirse d(a,B) < d(a,b’) elde edilir. Dolayisiyla d(a, B) degeri
{d(a,b) : b’ € B} kiimesi i¢in alt smir olur. O halde

d(a,B) < d(a,B) (4.6)

elde edilir. (4.5) ve (4.6)’dan d(a,B) = d(a,B)

bulunur. Bu esitlik her a € A i¢in saglandigindan
h*(A,B) = h*(A,B)

gerceklenir.

A C A kapsamas1 goz oniine alindiginda herhangi bir a € A i¢in d(a,B) < h*(A, B) saglanur.
Dolayistyla h*(A, B) degeri {d(a,B) : a € A} kiimesi igin bir iist sinir olur. O halde

h*(A,B) < h*(A,B) (4.7)

gerceklenir. Simdi herhangi bir «’ € A alalim. Bu durumda, lim, ;..a, = a’ olacak sekilde
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bir (a,) C A dizisi vardir. Buradan,
d(d',B) <d(d,a,)+d(a,,B) <d(d,a,)+h*(A,B)

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafindan limite gegilirse d(a’,B) < h*(A,B) bulunur.
Dolayistyla i*(A, B) degeri {d(a’,B) : a’ € A} kiimesi igin iist stnir olur. Boylece

1 (A,B) < h*(A, B) 4.8)
esitsizligi saglanir. (4.7) ve (4.8)’den
h*(A,B) = h*(A,B)

elde edilir.

Sonuc 4.1.34. T : S — 27 olsun. T fonksiyonu Hausdorff iistten yari-siirekli olmas1 icin
gerek ve yeter kosul I fonksiyonunun da Hausdorff iistten yari-siirekli olmasidir. Bu durum

Hausdorff alttan yari-siireklilik ve Hausdorff siireklilik i¢in de gecerlidir.

Onerme 4.1.35. T': S — 27 olmak iizere t € T igin ¢, : S — R, ¢;(s) = d(¢,T'(s)) seklinde

fonksiyon tanimlansin. Bu durumda asagidakiler gerceklenir [18].

(i) T" fonksiyonu Hausdorff iistten yari-siirekli ise her r+ € T i¢in ¢, fonksiyonu alttan

yari-siireklidir.

(ii) I' fonksiyonunun alttan yari-siirekli olmast icin gerek ve yeter kosul her ¢t € T i¢in ¢

fonksiyonunun uistten yari-siireklidir.

(iii) Eger I fonksiyonu yerel kompakt ve kompakt degerli ve ¢, fonksiyonu alttan yart siirekli

ise I fonksiyonu Hausdorff iistten yari-siireklidir.

ispat. (i): Herhangi bir t € T ve r € R alalim ve
A={xeX:@(s)<r}

kiimesinin kapali oldugunu gosterelim. xo € A alalim. O halde lim,, . x, = x( olacak sekilde
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(xn) C A dizisi vardir. Bu durumda
VneN ¢(x,) <r
saglanir. Dolayisiyla
It €T(xn) d(yiyn) <7

olur.

0 (x0) =d(t,T(x0) <d(t,yn) +d(ty,T(xn) < r+h"(T(x,,T(x0))

esitsizligi ve hipotezden elde edilen lim, . d(x,,I'(x9)) = O esitligi g6z oniine alindiginda

d(t,T(xp) < r elde edilir. Dolayistyla xo € A bulunur.

(ii): Her + € T icin ¢, fonksiyonunun alttan yari-siirekli oldugunu kabul edelim ve T’

fonksiyonunun kapali oldugunu gosterelim. Herhangi bir (s,¢) € GrI” alalim. Bu durumda

}}EEQ(Smtn) —5 (S,l)

olacak sekilde (s,,#,) C GrT dizisi vardir. ¢; fonksiyonu s € S noktasinda alttan yari-siirekli
oldugundan

Ve>0 36>0 VsoeBs(s) @fs)—e<@(so)

ve lim,,_;. 5, = s oldugu goz Oniine alindiginda
0>0 INeN Vn>N s,€Bs(s)

elde edilir. Dolayisiyla
Vn=N @s)—&< @(sn)

gerceklenir. Buradan

d(t,T'(s))—e<d(t,I(s,)) <d(t,t,)
ve lim,, o1, = t Ozellikleri kullanilirsa

d(1,0(s)) < € =1 € T(s)

ve T kapali degerli olmasi dikkate alindifinda (s,t) € GrT" elde edilir. Onerme 4.1.24

ten I" fonksiyonu iistten yari-siireklidir. Boylece Onerme 4.1.26 goz oniine alindiginda T
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fonksiyonu Hausdorff iistten yari-siirekli bulunur.

(iii): I" fonksiyonu alttan yari-siirekli olsun ve her r € R i¢in
A={seS:@(s) >r}

kiimesinin kapali oldugunu gosterelim. xo € A alalim. Bu durumda lim,, . x, = xo olacak

sekilde (x,) C A dizisi vardir. Dolayisiyla
d(t,T(xn)) =1

saglanir. Simdi herhangi bir 7y € I'(xp) alalim. I" fonksiyonu xy noktasinda alttan yari-siirekli
oldugundan Onerme 4.1.6’dan lim,, e, = fo ve her n € N icin #, € I'(x,) olacak sekilde bir

(t,) dizisi vardir. Bu durumda
r<dt,I'(x,) <d(t,t,) +d(ts,T(xn) =d(t,t,) < d(t,t0) +d(t0,tn)
esitsizligi her #p € I'(xp) i¢in gerceklendiginden
r<d(t,I'(xp))

elde edilir. Dolayisiyla xg € A bulunur.

Tersine, her t € T icin ¢, fonksiyonu iistten yari-siirekli olsun. Herhangi bir V C T agik
kiimesi alalim ve I" (V) kiimesinin agik oldugunu gosterelim. so € I' (V) alahm. Bu

durumda 7y € T'(so) NV noktasi vardir. V kiimesi agik oldugundan
de>0 Be(th) CV
saglanir. @y, fonksiyonu s noktasinda iistten yari-siirekli oldugundan
30>0 VseBs(so) @p(x)<@,+e
saglanir. Dolayisiyla

dr e F(S) d(l‘(),l‘) < d(l‘(),F(S()))—f—S =€
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bulunur. Buradan I'(s) N B (tg) # @ ve Bg(to) C V ozellikleri kullanilirsa
I'(s)NV #0

elde edilir. O halde so € (I' " (V))° bulunur.
Onerme 4.1.36. I, I5: 8 — 27 olsun. Asagidakiler gerceklenir ([18]).

(i) I'y ve I'; fonksiyonlar1 Hausdorff iistten yari-siirekli ise I'j U, fonksiyonu Hausdorff

istten yari-siireklidir.

(ii) I'y ve I, fonksiyonlar1 Hausdorff alttan yari-siirekli ise I'y UI, fonksiyonu Hausdorff

alttan yari-siireklidir.

Ispat.

(i): I'y ve I'; fonksiyonlar1t Hausdorff iistten yari-siirekli olsun. Herhangi bir s € S ve € > 0

alalim. I'; fonksiyonu Hausdorff iistten yari-siirekli oldugundan
361 >0 T1(Bs,(s)) € Be(I'1(s))
saglanir. Benzer sekilde I fonksiyonu Hausdorff iistten yar1 - siirekli oldugundan
36, >0 TI7(Bs(s)) € Be(Ia(s))
saglanir. O halde 6 = min{d;, 5, } alinirsa
(I UT2)(Bs(s)) = T1(Bs(s)) UT2(Bs(s)) S Be(L'i(s)) UBe(Ia(s)) € Be(I'1 UL (s)

elde edilir.

(ii): I'y ve I'; fonksiyonlar1 Hausdorff alttan yari-siirekli olsun. Herhangi bir s € S ve € > 0

alalim. I'j fonksiyonu s noktasinda Hausdorff alttan yari-siirekli oldugundan
301 >0 Vs € 351 (S) Fl(s) - Bg(l“l(sl))

saglanir ve benzer sekilde I'; fonksiyonu s noktasinda Hausdorff alttan yari-siirekli
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olugundan

36, >0 Vs e B52(S) [a(s) CTa(so)

saglanmir. § = min{0;, &, } alinirsa her y € Bg(s) igin

Iy (S) C Bs(rl (y))
T2(s) C Be(T2(y))

gerceklenir. Dolayisiyla
([1UT2)(s) € Be(I'1 UI2)(y)

elde edilir.

Onerme 4.1.37. T'; : S — 27 kapali degerli ve I, : § — 27 kompakt degerli olsun. I'; ve
I'; Hausdorff istten yari-siirekli ise I'y NI, fonksiyonu I'y (s) NI (s) # @ olacak sekilde her

s € S noktasinda Hausdorff iistten yari-siireklidir ([18]).

Ispat. I'; NI, fonksiyonunun sy € S noktasinda Hausdorff iistten yari-siirekli olmadigini

kabul edelim. Bu durumda
Je>0 V6>0 (Fl ﬂrz)(Bg(So) g Bg(Fl ﬂrz(S()))
saglanir. O halde

Vne N* ds, €Ty ﬁFQ(B (S())) (F] ﬂrz)(sn) SZ Bg(Fl ﬂrz)(S0>

1
gerceklenir. Dolayisiyla

i, € (Fl r\'FZ)(SH) d(tnarl r71‘2(50)) > €

olur. Onerme 4.1.30’dan I", fonksiyonu iistten yari-siireklidir. I';, so noktasinda Hausdorff

tistten yari-siirekli oldugundan

Ve>0 INeN vn>N h*(Ti(sy),l1(s0)) <€
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saglanir. Buradan
1 1
E= % ANy, €N my > N; Imy € Fl(smk) d(l‘mk,rl(SO)) < % my < mpgq < ...

elde edilir. Dolayistyla limy_e Sy, = 0 » tm, € ['2(sm,) ve Onerme 4.1.20 kullanilirsa (2, )
dizisi I, (so) kiimesinde y181lma noktasina sahip olur. O halde lim,_,..?, = t olacak sekilde

tm, ) dizisinin bir (¢,) alt dizisi ve ¢t € I'>(sg) noktas1 vardir. Dolayisiyla
k P
1
d(tp,Fl(so)) < %

esitsizligi, lim,_,..#, = ¢ ve I'; fonksiyonunun kapali degerli olmas1 kullanilirsa ¢ € I'y ()
bulunur. Buradan

d(t,,I'1NTa(s0)) <d(tp,t) <&
oldugundan d(t,,I'; NT2(s0)) < € celiskisi elde edilir.

Onerme 4.1.38. T": S — 27 olsun. T fonksiyonu Kuratowski alttan yari-siirekli olmast icin

gerek ve yeter kosul alttan yari-siirekli olmasidir ([32]).

Ispat. I fonksiyonu Kuratowski alttan yari-siirekli olsun. Herhangi bir so € S, lim,,_ye 5, = 50
olacak sekilde bir (s,) C S dizisi ve ¢ € I'(s) alalm. Hipotezden ¢ € liminf,_,s,I'(s) olur.
Dolayistyla her n € N i¢in 1, € I'(s,) ve lim, 1, =t olacak sekilde bir (¢,) C T dizisi

vardir. Onerme 4.1.6dan I fonksiyonu alttan yari-siirekli olur.

Tersine, I" fonksiyonu s € S noktasinda alttan yari-siirekli olsun. Herhangi bir ¢ € I'(sg)
alalim. Onerme 4.1.6 geregi lim,,_,. s, = so olacak sekilde her (s,) dizisi igint € lim_,, I'(s)

elde edilir. Dolayisiyla I" fonksiyonu Kuratowski alttan yari-siirekli olur.

Onerme 4.1.39. T": S — 27 olsun. I fonksiyonunun Kuratowski iistten yari-siirekli olmasi

icin gerek ve yeter kosul bu fonksiyonun kapali olmasidir ([32]).

Ispat.I" fonksiyonu Kuratowski iistten yari-siirekli olsun. (s,#) € GrT alalim. Bu durumda

r}grolo(ann) - (Sat)

olacak sekilde (s;,t,) € GrI dizisi vardir. Dolayisiyla ¢ € limsup _>x1“(s/) gerceklenir. T’
Kuratowski iistten yari-siirekli oldugundan ¢ € I'(s) olur. Dolayisiyla (s,7) € GrT elde edilir.
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Tersine, GrT" kapali ve s € § olsun. Herhangi bir ¢ € limsupy F(s/) alalim. Bu durumda
lim, s, = s olacak sekilde (s,) C S dizisi ve her n € N i¢in #, € I'(s,) olmak iizere
lim,,_,t, =t olacak sekilde (z,) dizisi vardir. Hipotez g6z oniine aldindiginda ¢ € I'(s) olur.

O halde limsupy . I'(s) C I'(s) elde edilir.

Sonu¢ 4.1.40. Onerme 4.1.17°den otiirii eger I' fonksiyonu kapali degerli ve iistten

yari-siirekli ise bu fonksiyon Kuratowski iistten yari-siireklidir ([32]).

Not 4.1.41. Yukaridaki 6nermenin tersinin her zaman dogru olmas: gerekmez.

Ornek 4.1.42. T: Rt — 2R olsun.

{0,1}, x>0
['(x) =
{0}, x=0

fonksiyonu Kuratowski iistten yari-siireklidir fakat x = 0 noktasinda iistten yari-siirekli

degildir [23].

Onerme 4.1.43. T': S — 27 ve T kompakt metrik uzay olsun. I" fonksiyonu Kuratowski

istten yari-siirekli ise Uistten yari-siireklidir ([32]).

Ispat. I" fonksiyonunun sy € S noktasinda iistten yari-siirekli olmadigimi kabul edelim. Bu

durumda I'(sg) CV ve so & (U T(V))° olacak sekilde bir V C T acik kiimesi vardir. Boylece
VneN" Bi(s) € (T (V))°

saglanir. Buradan

VneN* Fs,€Bi(so) T(sy) CV

elde edilir. Dolayisiyla
VneN* 3, el(sy,) th, &V 4.9)

saglanir. T kompakt oldugundan limy_..#,, = fy olacak sekilde bir 7o € T ve (t,) dizisinin bir

(tn,) alt dizisi vardir. Dolayisiyla

klgl;lo(snk 5 tnk) - (S07 tO)
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olur. Hipotez ve Onerme 4.1.39 gz 6niine alindiginda 1y € T'(sp) elde edilir. ['(sg) CV ve V

kiimesi agik oldugu kullanilirsa V € #(t) bulunur. limy_,.t,, = to dzelliginden
dNeN Vk>N t, €V

elde edilir. Bu ise (4.9) ile celisir.

Onerme 4.1.44. T": S — 27 kapali degerli fonksiyon ve s € S olsun. Bu durumda asagidakiler
gerceklenir ([32]).

(i) T fonksiyonunun s noktasinda Kuratowski iistten yari-siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul her t € T icin @, : S — 2K, @, (s) = d(t,T(s)) seklinde tanimli fonksiyonunun alttan

yari-siirekli olmasidir.

(ii) I" fonksiyonunun s noktasinda Kuratowski alttan yar1 - siirekli olmasi icin gerek ve yeter
kosul her ¢ € T igin ¢, : S — 2R, @ (s) = d(¢,T(s)) seklinde tanimli fonksiyonunun iistten

yari-siirekli olmasidir.

Ispat. (i): T fonksiyonu sy € S noktasinda iistten yari siirekli olsun ve fy € T noktasi icin

@5, - S — R fonksiyonu alttan yar1 siirekli olmasin. Bu durumda
Jde>0 VneN" Js,€Bi(so) @(s0) —€> @ (sn)

gerceklenir. Dolayisiyla
d(10,I(s0)) — € > d(to,T'(sn))

olur. Buradan lim,,_,. d(f9,I'(s,)) # d(t0,I'(s0)) elde edilir. O halde lim, . I'(s,) # T'(s)
olur. lim;_,. s, = so ve I' Kuratowski iistten yari-siirekli olmasi 6zellikleri kullanildiginda
limsup,_,, I'(s) C I'(so) bulunur. Ote yandan I'(sy) C limsup, 5,1 (s) kapsamasi her
zaman saglandigindan ve I' kapali degerli oldufudan limsup,_, I'(s) = ['(sp) bulunur.
Dolayistyla liminfs_,s,I'(s) # I'(so) gergeklenir. I' kapali oldugundan liminfy ., I'(s) C
I'(so) kapsamasi goz oOniine alindiginda I'(sg) ¢ liminf,_,s,I'(s) elde edilir. Yani 37 €
I'(so) ¢ ¢ liminfy_, I'(s) olur. liminfy ., I'(s) tanim1 geregi lim, e, 5, = s olan (s,) dizisi
icin ¢ ¢ liminf,, . '(s,) olur. Buradan her n € N i¢in 7, € I'(s,) olacak sekilde herhangi
bir (t,) dizisi igin lim, 1, 7 t elde edilir. Fakat limsup,_, I'(s) = ['(so) oldugundan bir
celiski elde edilir.
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Tersine her t € T i¢in ¢, : S — R fonksiyonu alttan yari siirekli olsun. GrI” kiimesinin kapali

oldugunu gosterelim. Herhangi bir (so,%) € GrT" alalm. Bu durumda

r}g{}o(snv ta) = (s0,%0)

olacak sekilde (s,,#,) C GrI" dizisi vardir. Hipotez g6z 6niine alindidinda herhangi birzp € T
icin

Ve>0 36>0 VseBgs(so) @(s0)—€ < @yls)

saglanir. lim, e 5, = s oldugundan & pozitif sayis1 igin
ANeN Vn>N s,€Bg(so)
gerceklenir. Dolayisiyla
Vn>N d(t,I'(so)) —e <d(to,I(sn))
olur. Her n € N igin t,, € I'(ss,) ve limy,_,0t,, = fp oldugu gz 6niine alindiginda
d(to,I'(s)) — e < d(t9,T(sn) < d(to,tn)

gerceklenir ve buradan

d(l(),F(So)) —e<0&1e F(S())
olur. I fonksiyonu kapali degerli oldugundan 7y € T'(sg) elde edilir.
(ii): Onerme 4.1.35 ve Onerme 4.1.38 g6z Oniine alindiginda istenen elde edilir.

Onerme 4.1.45. S ve T herhangi iki normlu uzay ve I': § — 27 kapali degerli fonksiyon, sg €
S olmak iizere dr : S x T — R, dr(x,y) = d(y,I'(x)) fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda

asagidakiler gergeklenir ([24]).

(i) dr fonksiyonu {so} x T tizerinde alttan yari-siirekli ise I" fonksiyonu so noktasinda tistten

yari-siireklidir.

(ii) dr fonksiyonu {so} x T iizerinde uistten yari-siirekli ise I" fonksiyonu s( noktasinda alttan

yari-siireklidir.
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(iii) dr fonksiyonu {so} x T iizerinde siirekli ise I" fonksiyonu sy noktasinda siireklidir.

Ispat.

(i) : dr fonksiyonu {so} x T iizerinde alttan yari-siirekli olsun. lim,,_,. s, = 5o olacak sekilde

herhangi bir (s,) C S dizisi ve herhangi bir 79 € limsupI'(s,) alalim. Dolayisiyla
3t,, € T'(sp,) ;}Eﬁlf"k =1y
olur. dr fonksiyonu (sg,%) € {so} x T noktasinda alttan yari-siirekli oldugundan
dr((SQ,to) < liminfdr(snk,tnk)

saglanir. Her k € N i¢gin t,, € I'(s,,, ) oldugundan liminfdr(s,, = 0 oldugundan dr(((so,%) =

0 <1y € I'(sp) =I'(sp) olur. O halde limsupI'(s,) C I'(sp) oldugundan I', sy noktasindan

iistten yari-siirekli olur.

(ii): dr fonksiyonu {so} x T iizerinde iistten yari-siirekli olsun. I" fonksiyonunun s

noktasinda alttan yari-siirekli olmadigini kabul edelim. Bu durumda
I (Sn)nen C S li_rgl spn=s0 I'(so) Z liminfI(s,)
n—soo

gerceklenir. O halde
dtg € T(so) 1o & liminfI(s,)

olur. Dolayisiyla

de>0 VneN IN>n 1o &Be(T(sn)

gerceklenir. O halde

dr(sp,to) > € 4.10)
olur ve dr ustten yari-siirekliligi gbz Oniine alindiginda

dr(sn,to) < dr(So,lo) + &
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esitsizligi saglanir. Buradan (4.10) kullanildiginda

€ <dr(sp,t0) < dr(so,t0) +€ < dr(so,t0) #0 < 1o & T(s0) =T(s0)

celiskisi elde edilir.

(iii): (i) ve (i1) nin bir sonucudur.

Onerme 4.1.46. « €]0,1] ve I' : R" — 2%" kapali degerli fonksiyon olsun. I" fonksiyonu

a-Holder siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul p,r,x,y € R" i¢in
|d(p.T(x)) —d(rnT(y) | < |p—r|+Hx—y|* (4.11)
gerceklenmesidir ([24]).

Ispat. T" fonksiyonu a-Holder siirekli olsun. Herhangi p,r,x,y € R” ve v € I'(x), z € I'(y)

alalim. d fonksiyonunun tanimi geregi
d(p,T'(x)) <[p—v], d(rnI(y)) <|r—z|

saglanir. Bu durumda,

d(p,I'(x)) —d(rI'(y)) < [p—v|—|r—z
<|p—rl+lr—v[—|r—¢
<lp—rl+lr—zl+lz—v[—[r—2|
=|p—rl+|z—v|
<|p—rl+H|x—y*

ve benzer sekilde,
d(r,T(y))—d(p,T(x)) < |p—r|+Hlx—y|*

saglanir. Boylece (4.11) elde edilir.

Tersine (4.11) saglansin. (4.11)’de p = r alinirsa I' fonksiyonunun a-Hélder siirekli oldugu

elde edilir.
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4.2 KUME DEGERLI FONKSiYONLARIN SUREKLI SECIMLERI iLE ILGILi
BAZI SONUCLAR

Bu boliimde oncelikle se¢im teoremlerinde kullanilacak zayif alttan yari siireklilik
kavramimin diger yar siireklilik kavramlar ile iligkileri ve aksi Ornekler verilecektir.

Sonrasinda bu teoremler i¢in bazi 6n sonuglardan bahsedilecektir.

Onerme 4.2.1. (S, 1) herhangi bir topolojik uzay, (7, d) herhangi bir metrik uzay ve I": § —

27 olsun. Asagidaki ifadeleri goz 6niine alalim.

(i) I" alttan yar1 siireklidir.

(ii) I" kuazi alttan yari-siireklidir.

(iii) I" zayaf alttan yari-siireklidir.

Bu durumda (i) = (ii) = (iii) gecisleri saglanir ([30]).

Ispat.

(i) = (ii): Herhangi bir € pozitif sayis1 ve s € S alalim. Her ¢ € T'(s) i¢in I'(s) N B¢ (¢) # 0 ve

I alttan yari-siirekli olmasi 6zellikleri goz 6niine alindiginda s € (I’ ~(B¢(2))° elde edilir.

Dolayistyla I kuazi alttan yari-siireklidir.

(ii) = (iii): Herhangi bir € pozitif sayis1t ve s € § alalm. I' kuazi alttan yari-siirekli
oldugundan s € (I" ~(Bg(t))° olacak sekilde r € T vardir. Dolayisiyla I' zayif alttan

yari-siireklidir.

Onerme 4.2.2. (S, 1) herhangi bir topolojik uzay, (T, d) herhangi bir metrik uzay ve I': § —

27 olsun. Asagidaki ifadeleri goz oniine alalim.
(i) I Hausdorff alttan yari-siireklidir.

(ii) I" zay1f Hausdorff alttan yari-siireklidir.

(iii) I" kuazi alttan yari-siireklidir.

(iv) I" zay1f alttan yari-siireklidir.
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Bu durumda (i) = (ii) = (iii) = (iv) gecisleri saglanir ([30]).

ispat.

(i) = (ii): Herhangi bir € pozitif sayisi ve 5o € S alalim. Hipotezden
36 >0 VseBg(so) h (T(so),I(s)<e

saglanir. Boylece zayif Hausdorff alttan yari-siireklilik tanimindan U = Bg(sg) ve s = sg

alinirsa istenen elde edilir.
(ii) = (iii): Tanimdan kolayca goriiliir.

(iii) = (iv): Herhangi bir sg € S noktast alalim. Bu durumda kuazi alttan yar1 - siireklilik

taniminda yer alan ¢ € I'(sp) elemanlarinin € yuvarlart igin (iv) gerceklenir.

Ornek 4.2.3. ®: [—1,1] — 2F,

[—%,00[, xE{—%:nGN*}
D(x) = { ] —o0,n], xE{,ll:nEN*}

R, diger noktalarda

kapali degerli fonksiyonu kuazi alttan yari-siirekli fakat alttan yari-siirekli ve zayif Hausdorff

alttan-yar siirekli degildir. [30]

Ornek 4.2.4. S=1[0,2], T =[0,1] ve I": § — 27 olsun.

fonksiyonu s = 1 noktasinda kuazi-alttan yar siirekli degildir. Dolayisiyla bu noktada zayif
Hausdorff alttan yari-siirekli ve Hausdorff alttan yari-siirekli degildir. s = 0 noktasinda alttan

yari-siireklidir ve I" kompakt degerli oldugundan bu noktada Hausdorff alttan yari-siireklidir

[5].

Ornek 4.2.5. S=R, T =R?,T': S — 27 olsun. I'(s) = {(s,2s) : t € R} fonksiyonu alttan
yari-siirekli fakat zayif Hausdorff alttan yari-siirekli degildir [30].
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Ornek 4.2.6. S=R, T =R?,G:S — 2T olsun.

G(s) = {(2,0) : t € [0,00[}, S:{%:HEN*}

{(t,st) :t € [=1,00[}, diger noktalarda

fonksiyonu s = 0 noktasinda zayif Hausdorff alttan yari-siirekli ve alttan yari-siirekli de8ildir

fakat ayn1 noktada kuazi alttan yari-siireklidir [29] .

Ornek 4.2.7. S=T =[0,1] G:S— 27 olmak iizere,

fonksiyonu zayif alttan yari-siireklidir fakat s = % noktasinda kuazi alttan yari-siirekli

degildir.

Not 4.2.8. Ornek 4.2.3°de tamimlanan fonksiyon zayif alttan yari-siireklidir fakat x = %

noktasinda kuazi alttan yari-siirekli degildir.

Lemma 4.2.9. (S, 1) bir topolojik uzay, I bostan farkli bir indis kiimesi ve {Uy : o € I}

toplulugu yerel sonlu olsun. Bu durumda,

Jte= U

ocl acl
esitligi gerceklenir ([28]).

Lemma 4.2.10. S parakompakt Hausdorff uzay ve {Uy : o € I} toplulugu S kiimesinin

herhangi bir acik ortiiliisii olsun. Bu durumda,
Vo C Uq

olacak sekilde {Vy, : & € I'} yerel sonlu bir agik ortiiliig vardir ([28]).

Ispat. 7 .= {Act:3Jacl AC Uy} kiimesini tammlayalim. Onerme 2.0.7 g6z Gniine

alindiinda § kiimesi regiilerdir. O halde

Vaoel JAet1 ACACU,
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gerceklenir. Dolayisiyla @7 toplulugu S kiimesinin bir oOrtiilisii olur. S parakompakt
oldugundan 7 nin incelmesi olacak sekilde yerel sonlu bir agik ortiiliis vardir. Bu ortiiliis
% = {Bg : B € K} olsun. Simdi Bg C U,y olacak sekilde y : K — I fonksiyonunu

tanimlayabiliriz. Her o € I i¢in V), kiimesini

PBo = {Bg : v(B) = o}

toplulugunun elemanlarinin birlesimi seklinde tanimlayalim. Dolayisiyla her Bg € % igin
]_BB C Uy olur. A toplulugu yerel sonlu oldugundan Onerme 4.2.9 dikkate alindiginda Vo C
Uy gergeklenir.

Onerme 4.2.11. S parakompakt Hausdorff uzay, I bostan farkli bir indis kiimesi ve {Uy, :
o € I} toplulugu S kiimesinin herhangi bir acik ortiiliisii olsun. Bu durumda S iizerinde

{Uq} toplulugunun bir incelmesi olacak sekilde birimin bir parcalanigi vardir ([28]).

Ispat. Hipotez gerceklensin. Bu durumda Lemma 4.2.10’dan {Uq : a € I'} agik ortiiliisii i¢in
Vo C Uq olacak sekilde S nin yerel sonlu bir {V,, : @ € I'} agik ortiiliisii vardir. Benzer sekilde
Lemma 4.2.10 goz 6niine alindiginda, {Vy, : o € I} toplulugu i¢in Wy, C Vi, olacak sekilde
S nin yerel sonlu bir {Wy, : & € I'} acik ortiiliisii vardir. § normal oldugundan Wy, ve S\ Vg

ayrik kapali kiimeleri i¢in

1, seEWy
Yo =
0, SGX\Va

seklinde tanimli bir Wy : S — [0, 1] siirekli fonksiyonu vardir. Her s € Vy i¢in yu(s) # 0
oldugundan Vy, = suppyy saglanir. Buradan suppy, C Vo C Uy elde edilir. Onerme 2.0.5
g6z oniine alindiginda {Vy, : o € I'} toplulugu yerel sonlu olur. Dolayisiyla {suppyq : o € I}

toplulugu da yerel sonlu olur.

PSR, P =) vuls)

acl

fonksiyonunu tanimlayalim. Herhangi bir s € § alalim. Bu durumda

Hay,00,..4} CI, suppye, NU; #0 i€{1,2,...k}
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olacak sekilde Uy € ¥ (s) vardir. Dolayisiyla W fonksiyonu bu komsuluk iizerinde sonlu
toplama esittir ve her & € I i¢in suppyy, siirekli oldugundan ¥ fonksiyonu Us; komsulugu

tizerinde siireklidir. O halde W fonksiyonu S iizerinde siireklidir. Simdi

CDOC (S) = I\I;x(i:;)

fonksiyonunu tanimlayalim. Herhangi bir s € S igin ¥ ,c; Py (s) = 1 oldugunu gosterelim.

{suppyy : a € I} yerel sonlu oldugundan

W (x) = Way (5) + W (8) + - + Ve (s)

seklindedir. Dolayisiyla

) Dals)=1

ael

elde edilir. Boylece istenilen birimin parcalanigt {®g, : o € I} seklinde belirlenmis olur.

Onerme 4.2.12. (Michael Secim Teoremi)
S bir metrik uzay, T bir Banach uzay ve I' : § — 27 kapali - konveks degerli alttan yari-siirekli

fonksiyon olsun. Bu durumda I" kiime degerli fonksiyonunun siirekli bir se¢imi vardir ([2]).

Ispat. Bu ispati ii¢ asamada yapacagiz.
1. Asama: Herhangi bir ® : § — 27 alttan yari-siirekli ve konveks degerli fonksiyonu ve

herhangi bir € pozitif sayisi1 icin
VseS, d((s).(s) <€

olacak sekilde ¢ : § — T siirekli fonksiyonunun oldugunu gosterelim. & alttan yari-siirekli

oldugundan herhangi bir s € S ve r € ®(s) alindiginda B (¢) kiimesi igin
36, >0 VzeBs(s) P(z)NBe(t)#0

gerceklenir. Onerme 2.0.8’den S kiimesi parakompakttir. Dolayisiyla {Bs,(s) : s € S} agik
ortitlistiniin {Uy : s € S} yerel sonlu ve S kiimesinin agik ortiiliisii olacak gekilde bir incelmesi

vardir. Onerme 4.2.11°den {U;} toplulugunun incelmesi olacak sekilde S iizerinde

{(m,():s€S})
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birimin parcalanigi vardir. Simdi herhangi bir & € S igin

P(&) =) m (&)t

seS

seklinde tamml ¢ : S — T fonksiyonunu ele alahm. {supp; : s € S} kiimesinin yerel sonlu
olmasindan dolay1 ¢ (&) sonlu toplamdir. Herhangi bir & € S secelim. Bu durumda her s € S

icin 7;(&) > 0 ve Uy C B () ozelliklerinden fonksiyonun alttan yari-siirekliliginden otiirii
ty € ®() +¢B(0)

saglamr. ®(&) + €B1(0) kiimesi konveks oldugundan ¢@(&) € ®(&) + €B1(0) olur.
Dolayisiyla

d((5),®(5)) <e

elde edilir.

2. Asama: Simdi asagidaki kosullar1 saglayan ve her n € N i¢in siirekli olan 9, : S — T

fonksiyonlar dizisinin var oldugunu tiimevarim yontemi ile gosterelim.

DVEES d(m(E),I(E) < x

VEES (&)= 18 < 5

n =1 1icin 1. Asamadan € = % ve @ = I alinirsa istenen elde edilir. » = v i¢in bu siirekli

fonksiyon dizisinin var oldugunu kabul edelim ve n = v+ 1 i¢in de var oldugunu gosterelim.

(E) = (0(E) + 5,B1(0)) NT(E)

kiimesini tanimlayahm. I' konveks degerli ve 7,(&) + 5Bi(0) kiimesi de konveks
oldugundan ®(&) konvekstir. Simdi @ fonksiyonunun alttan yari-siirekli oldugunu

gosterelim. Herhangi bir s € S ve € ®(s), € pozitif sayis1 alalim. Bu durumda

(€ 1(E) +5B1(0)
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oldugundan
1

A1) < 5

saglanir ve boylece

1
dep >0 d(t,%(s) = 7 &

olur. I fonksiyonu alttan yari-siirekli oldugundan k = min{% €} igin
361 >0 Vs €Bs(s) T(s)NB(t)#0
gerceklenir. Benzer sekilde 7, fonksiyonu siirekli oldugundan
38,>0 Vs €By(s) dn(s) k() <3
gerceklenir. Simdi 6 = min{d;, 5, } alinirsa
' € T(s) N By (1)

noktasi icin

d(t',v(s")) < d(t,t) +d(t,%(s")
<d(t',t) +d(1,%(5) +d(%(s), %(s))

1 &
<k+——€+—
TR )
& 1 &
— — — & =
AT

oldugundan ¢’ € ®(s) elde edilir. Dolayisiyla
D(s') N Be(t) # 0

bulunur. O halde 1. Asamadan ¢ fonksiyonunun

d((E).B(E) < 57

olacak sekilde ¢ : S — T siirekli se¢imi vardir. (&) = %,.1(&) alinirsa (i) kosulu saglanir.
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Buradan
K1(§) € B(E) + 21 Bi(0) € Fot (55 + B (0)
gerceklendiginden
041 (8) = HE < 3 @12

elde edilir. Boylece n = v+ 1 i¢in (ii) saglanmisg olur.

3. Asama: Bu asamada olusturulan fonksiyon dizisinin limiti ile secim fonksiyonunu
belirleyecegiz. (4.12)den Yo o ||%42(E) — ts1(E)]| < Liv o5 elde ederiz ve Yo (o
geometrik serisi yakinsak oldugundan Y o|[%+2(§) — %+1(§)|| toplami sonlu olur.
Dolayistyla {7, : n € N} fonksiyon dizisi Cauchy dizisidir. C(S) siirekli fonksiyonlar uzay1
Banach uzayi oldugundan {7, } fonksiyon dizisi siirekli bir 7 : § — T fonksiyonuna yakinsar.
(i) kosulu geregi her & € Si¢in d(y(§),I'(§)) = 0 elde edilir ve I" fonksiyonu kapali degerli
oldugundan y(§) € T'(&) buluruz. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma 4.2.13. (S,7) parakompakt uzay, (T,]|.||) Banach uzay1 ve " : S — 27 kapali-
konveks degerli kuazi-alttan yar: siirekli olsun. Herhangi bir € pozitif sayisi, S in herhangi

bir 4 acik ortiiliisii ve I" fonksiyonunun herhangi bir g se¢imi icin

d(v(s),T(s)) <& ¥(s) € co{g(J{U e h:5 € U})}

kosullarini saglayan siirekli bir y: S — T fonksiyonu elde edilir ([30]).

Ispat. Herhangi bir s € S ve Us € () alalim. T kuazi alttan yari - siirekli oldugundan &
pozitif sayist ve Us € ¥/ (s) i¢in

Jq(s) €Uy VeeT(gls)) se (T (Be(r) (4.13)

saglanir. h fonksiyonu I" fonksiyonunun se¢imi oldugundan g(g(s)) € I'(g(s)) olur.
Dolayisiyla y = g(¢(s)) i¢in (4.13) dikkate alindiginda

AVev(s) VeV T(s)NB:(glq(s)) #0

saglamir. S C {U(s)NV(s) : s € S} ve S parakompakt uzay oldugundan {U(s) NV (s) : s € S}
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acik ortiiliisiiniin incelmesi olacak sekilde {e, : o € I'} yerel sonlu, birimin pargalanist vardir.
Dolayisiyla
Vaecl FdsqeS suppeq CU(sq) NV (sa)

olur.

Herhangi bir s € S ve ¢(s¢) € U(sy) olmak tizere,

Y(so) = Z ea(s0)8(q(sa))

acl

tanimlayalim. Her o € I icin ey fonksiyonu siirekli oldugundan y fonksiyonu siireklidir.

{eq : o € I} siirekli fonksiyonlar toplulugu yerel sonlu oldugundan { @, o, ..., 04 } C I igin

Y(50) = € (50)8(q(5e ) +€ar(50)8(q(sar)) + - + €y (50)8(9 (504 )

olur. Heri € {1,2,...k} igin e, (x0) > 0 oldugundan sg € suppeq, C V(sq,) ve I kuazi-alttan

yar1 siirekliligi gbz oniine alindiginda

['(s0) NBe(g(q(sa;)) # 0

saglanir. Dolayisiyla

EIZOC;’ € F<SO) d((é’(Q(SOCi))’ZOCi) <é&

gerceklenir. Bu durumda
k
Z eq,(s0) =1
i=1

ve I'(so) kiimesinin konveks oldugu dikkate alindiginda eq, (s0)za, + ... + €, (50)za, € I'(50)

olur. Buradan

17(50) = (€0 (50)2ay +- -+ €ay (50)zer ) || <
eay (50)118(8 (504 ) = 2ay | + - + ey (50)[|8(G (504 )) — 2

eq (50)€+ ... +eq (s0)e=¢€

elde edilir. Dolayistyla d(y(so),I'(s0)) < € bulunur. [ J{U € l: 59 € U} = St(s0,U) diyelim.
Simdi y(so) € co{g(St(so,U))} oldugunu gosterelim. Benzer sekilde her i € {1,2,...k} i¢in
eq,(s0) > 0 oldugundan sy € suppeq, C U(sq;) NV (s¢,) saglanir. O halde U (xq,) € St(so,U)
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gerceklenir. Buradan ¢(sq,) € U(sq,) olmasi goz oniine alinirsa g(g(sq;)) € g(St(s0,U)) elde
edilir. Dolayistyla ¥(so) € co{g(St(so,U))} bulunur.

Lemma 4.2.14. (S,7) parakompakt uzay, (T,||.||) Banach uzay1 ve I : S — 27 kapal-
konveks degerli kuazi-alttan yari siirekli olsun. Herhangi € , & pozitif sayisi ve
d(g(s),I'(s)) < 0 olacak sekilde siirekli bir g fonksiyonu i¢in asagidaki kosullar1 saglayan
stirekli bir y : § — T fonksiyonu vardir ([30]).

17(s) —g(s)ll <e+28, d(¥(s)),I(s)) <6

Ispat. Herhangi bir s € S ve £ pozitif sayis1 alalim. d(g(s),T'(s)) < € esitsizligi sagladigindan
h(s) € Be(g(s)) olacak sekilde A(s) € I'(s) vardir. Dolayisiyla & fonksiyonu I' i¢in bir se¢im
olur. w = {g='(Bs(t)) : t € T} toplulugu S icin bir agik ortiiliistiir. Bu durumda (h,w, )
ti¢liisii igin Onerme 4.2.13 g6z 6niine alindiginda y(s) € co{h(St(w,s))} ve d(y(s),T'(s)) < &

ozelliklerini saglayan bir ¥ siirekli fonksiyonu vardir.

Simdi herhangi bir s € S i¢in ||y(s) — g(s)|| < €+ 28 esitsizliginin saglandigin1 gosterelim.
Y(s) € co{h(St(w,s))} oldugundan Y ;| o; = 1 olacak sekilde &, o2, ...ct, pozitif sayilari ve
$1,82,...8y € St(w,s) vardir ve ¥(s) = o1h(s)) + ah(sz) + ...+ o,h(s,) olur. i € {1,2,....,n}
icin s; € St(w,s) oldugundan

d,eT s, € gil(Bg([i))
ve s € g~ 1(Bs(t;)) saglanir. Bu durumda g(s;),g(s) € g~ (Bs(t;)) saglanir. Buradan
18(si) = &)l < llg(si) —aall + [|t: — g(s)[| <26

elde edilir.

Onerme 4.2.15. (S, 1) parakompakt uzay, (7,||.||) Banach uzay: ve I': S — 27 kapah-
konveks degerli kuazi alttan yari - siirekli olsun. Bu durumda I" fonksiyonunun siirekli bir

secimi vardir ([30]).

Ispat. Lemma 4.2.13’den € = 1 icin siirekli 7; se¢imi vardir. Lemma 4.2.14 g6z oniine
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alindiginda € = 1, § =271, 7 icin 9 secimi vardir ve

171 = Palle <2

esitsizligi saglanir. Benzer sekilde € =27, § =272, 9, icin Lemma 4.2.14’den siirekli bir
Y3 secimi vardir ve

175 — 72l < 1

esitsizligi saglanir. Adimlara bu sekilde devam edilirse € =271, § =27" ve 7, icin Lemma

4.2.14’den siirekli bir 7,41 se¢imi vardir ve

%1 = Yolloo < 27"

esitsizligi saglanir. Buradan ) >, zi,, geometrik serisi yakinsak oldugundan Y ||%+1 —
Yu|| < oo olur. Dolayistyla (%,) stirekli fonksiyon dizisi Cauchy dizisi olur. C(S), Banach uzay1
oldugundan lim,_,. %, = 7 olacak sekilde 7 siirekli fonksiyon vardir. Simdi bu fonksiyonun
I"icin secim oldugunu gosterelim. Herhangi bir s € S alalim. Her n € N igin 7, , 27"*! secim
oldugundan

d(1(s),T(s)) <27

olur. Dolayisiyla limite gecersek

d(y(s),[(s)) < lim 27" =0

n—oo

ve I" kapali degerli oldugundan y(s) € I'(s) elde edilir. Dolayisiyla v siirekli fonksiyonu I'

icin bir se¢im olur.

Onerme 4.2.16. (S, 7) topolojik uzay, (T,d) metrik uzay ve ® : § — 27 kapali degerli kuazi

alttan yari - siirekli fonksiyon olsun. ® fonksiyonunun alttan yar1 siirekli bir se¢imi vardir

([16D.
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43 BIR DIFERANSIYEL DAHIL ETME PROBLEMIYLE ILGILI BAZI
SONUCLAR

Bu boliimde G : § — 28"\ {0} kiime degerli fonksiyon ile verilen diferansiyel dahil etme ile

ilgili Cauchy problemini goz 6niine alalim
x(s) € G(s,x(s)) (4.14)

x(0) =c (4.15)

burada b > 0,c € R” ve S kiimesi [0,5] x R" uzayinin (¢arpim topolojisine gore) agik bir alt

kiimesidir.

(4.15) baglangi¢ kosulunu ve (4.14) diferansiyel dahil etmesini hemen her yerde s € [0, ]
icin saglayan bir x € M ([0, b]) fonksiyonuna problemin mutlak siirekli (Caratheodory tipli )

coziimii denir.

(4.14) - (4.15) problemini saglayan siirekli diferansiyellenebilir bir x fonksiyonuna ise

problemin siirekli diferansiyellenebilir ¢oziimii denir.

Onerme 4.3.1. v € M([0,b]), 5 >0 ve
Qs(v) :={(s,r) €[0,b] xR" : 5 € [0,b],|r —v(s)| < 0}

olmak iizere (4.14) - (4.15) problemi i¢in asagidaki hipotezler saglansin.
(i) Q5(v) C S ve G fonksiyonu Qg(v) kiimesi iizerinde kompakt degerli olsun.
(i) v € M([0,b]) fonksiyonu problemin bir ¢oziimii olsun.

(iii) G(s,r) : s-degiskeni iizerinde siirekli ve Qg(v) kiimesinde r-degiskeni tizerinden

asagidaki sekilde (/ sabiti ile) Lipschitz siirekli olsun.
I>0 V(t,x),(s,r) €Qs(v) h(G(t,x),G(s,r)) <Ilr—x|.

Bu durumda asagidaki kogullar1 saglayan siirekli diferansiyellenebilir bir w : [0,b] — R”
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fonksiyonu vardir,

b
v —wllee < 8, /O d0i(s), G(s,v(s))ds < 6

Ispat. Q;(v) kiimesi kompakt ve G fonksiyonu Qg(v) kiimesi iizerinde iistten yari-siirekli
ve kompakt degerli oldugundan Onerme 4.1.21’den G(Q(v)) C R”" kiimesi kompakt olur.
Bu durumda

dk:=sup{la|: a € G(Qs(v))} €R

saglanir. v € M([0,b]) oldugundan
JpcL'0,b], Vse[0,b], v(s) :c+/ o(A)dA,
0

bulunur. ¢ fonksiyonu ve € € 0, ﬁ[ icin Onerme 2.0.11°de verilen Lusin Teoremi

kullanilarak asagidaki kosullar1 saglayacak sekilde siirekli bir y : [0,b] — R” fonksiyonu
elde edilir,

n{s:o(s) Zy(s)}) <e
sup{|w(s)|: s €[0,b]} < sup{|o(s)|: s € [0,b]}. (4.16)

Ustelik v, problemin bir ¢6ziimii oldugu icin (4.16)’dan 6tiirii
(o) <lo(s)| <k, hh sel0,b] (4.17)

saglanir. Simdi asagidaki sekilde w : [0,b] — R” siirekli fonksiyonu tanmimlayalim,

w(s) = c+ /0 “w(A)dA
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(4.16) ve (4.17) ozelliklerinden s € [0, b] i¢in asagidakiler saglanir.

ws) ()| = | [ (wia)- ¢<A>>dx]
/ W(A) = @(A)|dA
W(A) - @(A)[dA
[0,6]\{s: 0(s)Zw(s)}
<2kpu({s: o(s) £ w(s)}) <2%ke < & (4.18)

Boylece {(s,w(s)) : s € [0,b]} C Q;(v) elde edilir. v nin ¢dziim olmasi, G fonksiyonunun
2
Lipschitz ozelligi ve (4.18) deki esitsizlik kullanilarak agagidaki esitsizlikler saglanir.

b

/Obd(w(/l),G(l,w(l))dl g/

0

g/b\w(l)—V(?L)|d7t+l/b\w().)—v(l)\dl

< ["pia)—s(ajarsr [ (/Ob\{w ;éw(s)}rwm)—w(z)rdz)

< 2ke(1+41b) < §.

d(w(X),G(A,v(1))dA + / G(A,v(1)),G(A,w(1))dA

Not 4.3.2. Dikkat edilecek olursa, diferansiyel denklem teorisindeki Picard’in yaklagimlar
yonteminin [16] calismasindaki gibi diferansiyel dahil etmeler i¢in kullanimiyla, bu teoremin
bir sonucu olarak (4.14)-(4.15) probleminin siirekli diferansiyellenebilir yaklasimlari
belirlenecektir. Boylece [19] calismasinda verilen sonuclar goz Oniine alindiginda, bu
yaklagimlar ile problemin siirekli diferansiyellenebilir ¢6ziimiiniin elde edilmesi de miimkiin

olacaktir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda, kiime degerli fonksiyonlar icin iistten yari-siireklilik, alttan
yari-siireklilik, Hausdorff yari-siireklilik, Kuratowski yari-siireklilik, zayif yari-siireklilik
gibi bilinen bazi yari-siireklilik kavramlar1 ve bunlar arasindaki bilinen bazi iligkiler
incelenmigtir. Kiime degerli fonksiyonlar i¢in yari-siireklilik kavramlarinin, kiime degerli
fonksiyonlarin siirekli secimleri konusunda bilinen bazi uygulamalart aragtirilmistir. Kiime
degerli fonksiyonlarin bir uygulama alani olan, diferansiyel dahil etmelerle ilgili bir
Cauchy probleminin mutlak siirekli ¢oziimii ile siirekli diferansiyellenebilir yaklagimlarla

belirlenebilecek ¢oziimii arasinda iligki niteligine bir sonug elde edilmistir.
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