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ÖNSÖZ
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SİMGE VE KISALTMA LİSTESİ

Simgeler Açıklama

2A : A kümesinin kuvvet kümesi

Bε(x) : x merkezli ε yarıçaplı açık yuvar

A◦ : A kümesinin içi

A : A kümesinin kapanışı

Ac : A kümesinin tümleyeni

V (x) : x kümesinin komşuluklar ailesi

d(x,A) : x noktasının A kümesine olan uzaklığı

Gr(Γ) : Γ fonksiyonunun grafiği

DomΓ : Γ fonksiyonunun tanım kümesi

R(Γ) : Γ fonksiyonunun değer kümesi

Γ−(A) : A kümesinin alt ters görüntüsü

Γ+(A) : A kümesinin üst ters görüntüsü

µ(A) : A kümesinin Lebesgue ölçüsü

|.| : Rn üzerindeki mutlak değer norm

‖.‖∞ : Supremum normu

N∗ : N\{0}
L1[a,b] : ϕ : [a,b]→ Rn şeklindeki, Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzayı

M([a,b]) : ϕ : [a,b]→ R şeklinde tanımlı mutlak sürekli fonksiyonlar uzayı

supp f : f : X → R şeklinde tanımlı fonksiyonun destek kümesi

h(A,B) : A kümesi ile B kümesi arasındaki Hausdorff uzaklığı

co(A) : A kümesinin konveks zarfı
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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ
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Bu tez çalışmasında, ilk olarak, küme değerli fonksiyonlar teorisine ait temel kavramlar
verilerek, bu fonksiyonların üstten yarı-süreklilik, alttan yarı-süreklilik, Hausdorff
yarı-süreklilik, Kuratowski yarı-süreklilik, zayıf yarı-süreklilik gibi bilinen yarı-süreklilik
kavramları ve bunlar arasındaki bilinen bazı ilişkiler incelenmiştir.

Daha sonra bu yarı-süreklilik kavramlarının, küme değerli fonksiyonların sürekli seçimleri
konusunda bilinen bazı uygulamaları ispatlarıyla verilmiştir.

Son olarak, küme değerli fonksiyonların bir uygulama alanı olan bir diferansiyel dahil etme
probleminin çözümü üzerine bir sonuç elde edilmiştir.

Haziran 2023, 68 sayfa.

Anahtar kelimeler: Küme değerli fonksiyonlar, Yarı süreklilik, Sürekli Seçimler,
Diferansiyel Dahil Etme.
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1. GİRİŞ

Küme değerli fonksiyonlar teorisi: fizik, doğa bilimleri, mühendislik, ekonomi ve psikoloji

gibi çeşitli alanlarda matematiksel problemlerin modellenmesi, diferansiyel denklemlerle

ilgili problemlerin genelleştirilmesi, optimizasyon, optimal kontrol problemleri, (G.

Bouligand’ın, F.H. Clarke’ın, R.T. Rockafellar’ın tanıttığı kavramlarda olduğu gibi)

farklı teğet koni, normal koni gibi geometrik yapıların oluşturulması, düzgün olmayan

(non-smooth) analiz ve teorileri başta olmak üzere çok yönlü ve çeşitli araştırma alanlarında

kullanılan; topoloji, analiz ve geometri gibi matematik konularında önemli bir yere sahiptir.

Bu teorinin gelişiminde rol oynamış öncü matematikçiler olarak P. Painlevé, F. Hausdorff,

G. Bouligand, K. Kuratowski gösterilebilir. Bugün kullanılan anlamdaki küme dizilerinin

yakınsaklığını ilk olarak P. Painlevé tanımlamış ([36]), daha sonra sırasıyla F. Hausdorff

ve K. Kuratowski bu konuya katkıda bulunup kitaplarına da dahil ederek yayılmasını

desteklemişlerdir ([17],[22]). Metrik uzaylar üzerinde klasik (tek değerli) fonksiyonların

süreklilik ve ona eşdeğer olan dizisel süreklilik kavramlarının, küme değerli fonksiyonlara

taşınması düşünüldüğünde; artık eşdeğer olmayan iki farklı kavram söz konusu olmuş. Bu

durum, 1930’lu yıllarda K. Kuratowski ve G. Bouligand tarafından alttan yarı süreklilik ve

üstten yarı süreklilik şeklinde iki farklı yarı-süreklilik kavramının ortaya konmasına imkan

tanımıştır. F. Hausdorff’un 1914 yılında yayınlanan kitabında tanıttığı, bir metrik uzayda iki

kümenin birbirlerine olan uzaklığının ölçülmesi ilkesine dayanan, daha önce D. Pompeiu’nin

bu konudaki katkılarından dolayı günümüzde Pompeiu-Hausdorff uzaklığı olarak bilinen

kavram, 1930’lu yıllarda G. Bouligand’ın küme değerli fonksiyonlar için ortaya koyduğu

geometrik kavramlar ve yine K. Kuratowski’nin ve G. Bouligand’ın süreklilik ve türev

kavramları ile topolojik ve geometrik anlamda teorinin gelişimi hızlanmıştır ([22],[36]).

1940’lı yıllarda küme değerli fonksiyonlar için sabit nokta teoremleri ([20]), 1950’li

yıllarda ise küme değerli fonksiyonların sürekli seçimleri üzerine sonuçlar ortaya konmuştur

([25],[26],[27]). 1960’lı yıllarda optimal kontrol problemleri üzerine yapılan çalışmalar ve

sağ tarafı süreksiz, diferansiyellenebilir denklemlerin tanıtılmasıyla diferansiyel denklemin

bir genelleştirmesi niteliğinde, küme değerli fonksiyon ile belirlenen diferansiyel dahil

etme teorisi gelişmeye başlamış, böylece optimal kontrol, fizik, ekonomi, psikoloji gibi
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konulara ait birçok sürecin matematiksel modelinde doğrudan küme değerli fonksiyonlar

kullanılır hale gelmiştir ([12],[13],[14]). Yine bu yıllarda küme değerli fonksiyonlar

için integral kavramı ortaya konmuştur ([3]). 1960’lı -1980’li yıllarda küme değerli

fonksiyonların ölçülebilirliği ve ölçülebilir seçimleri üzerine sonuçlar verilmiş ([4],[7])

daha sonra bu sonuçlar süreksiz diferansiyel dahil etmeler ile ilgili uygulama alanları,

konveks analiz teorisi başta olmak üzere geniş bir alanda kullanılmıştır ([33],[14],[21]). Yine

bu yıllarda F.H. Clarke’ın genelleştirilmiş gradient, genelleştirilmiş jakobiyen kavramları,

R.T. Rockafellar’ın konveks analiz üzerine çalışmalarındaki kavramlar ve bunlarla ilgili

teğet koni, normal koni ve benzeri geometrik yeni kavramlar başta olmak üzere düzgün

olmayan analiz konularında yeni gelişmeler ortaya çıkmış ve küme değerli fonksiyonların

farklı bir uygulama alanı şeklinde düşünülebilen bu teoriye ilgiyi arttırmıştır ([8],[33]).

Küme değerli fonksiyonlar teorisinde, çok geniş bir uygulama yelpazesine sahip olan

Ekeland’ın Varyasyonel Prensibi yine bu yıllarda ortaya konmuştur ([8],[33]). Bunlar ve daha

sonra yapılan çalışmalardaki etkili sonuçlar [1], [35], [5], [31], [8] ve [33] kaynaklarında

derlenmiştir.

Bu tez çalışması, genel kısımlar ve bulgular şeklinde iki ana bölümden oluşmaktadır. İlk

bölümde, küme dizilerinin yakınsaklığı üzerine bazı kavramlar, bir fonksiyonun destek

kümesi tanımı, topolojik uzaylara ait bazı sonuçlar, Lusin Teoreminin bir özel şekli,

mutlak sürekli fonksiyonların tanımı, küme değerli fonksiyonlar için temel kavramlar, üstten

yarı-süreklilik, alttan yarı-süreklilik, Hausdorff yarı-süreklilik, Kuratowski yarı-süreklilik,

zayıf yarı-süreklilik gibi bilinen bazı süreklilik kavramları verilmiştir. Sonraki bölümde,

yarı-süreklilik kavramları arasındaki bilinen bazı ilişkiler verilmiş; bunların küme değerli

fonksiyonların sürekli seçimleri konusunda bilinen bazı uygulamaları incelenmiştir. Ek

olarak, küme değerli fonksiyonların bir uygulama alanı olan diferansiyel dahil etmelerle ilgili

bir Cauchy probleminin çözümü üzerine bir sonuç verilmiştir.

Lipschitz sürekli küme değerli fonksiyonun konveks ve kompakt değerli olmadığı

durumda, birinci mertebeden diferansiyel dahil etme ile ilgili bir Cauchy probleminin,

sürekli diferansiyellenebilir global çözümünün varlığı ile ilgili sonuçları [19] çalışmasında

vermiştik. Bu tez çalışmasında verilen sonuç, Lusin teoreminin bir uygulaması şeklinde

ve problemin mutlak sürekli çözümü ile sürekli diferansiyellenebilir yaklaşımlarla

belirlenebilecek çözümü arasında bir ilişki niteliğindedir.
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2. GENEL KISIMLAR

Tanım 2.0.1. (X ,d) metrik uzay ve (An)n∈N, X içinde küme dizisi olsun. Aşağıdaki üst ve alt

limit değerlerine sırasıyla (An) küme dizisinin Painlevé - Kuratowski üst limiti ve Painlevé -

Kuratowski alt limiti denir.

lim
n→∞

supAn = {x ∈ X | lim inf
n→∞

d(x,An) = 0}

= { lim
k→∞

xnk = x ∈ X | (xnk)⊆ X , ∀k ∈ N, xnk ∈ Ank},

lim
n→∞

infAn = {x ∈ X | lim
n→∞

d(x,An) = 0}

= { lim
n→∞

xn = x ∈ X | (xn)⊆ X , ∀n ∈ N, xn ∈ An}.

Tanım 2.0.2. (X ,d) metrik uzay olsun. Herhangi A,B⊆X kümeleri için h∗(A,B) ve h∗(B,A)

ile aşağıdaki değerleri gösterelim;

h∗(A,B) = sup{d(a,B) |a ∈ A},

h∗(B,A) = sup{d(b,A) |b ∈ B}.

Bu durumda

h : 2X ×2X −→ [0,∞], h(A,B) = max{h∗(A,B),h∗(B,A)}

şeklinde tanımlanan h fonksiyonuna Hausdorff uzaklık fonksiyonu, h(A,B) değerine A

kümesi ile B kümesi arasındaki Hausdorff uzaklığı denir. Dikkat edilirse aşağıdaki özellikler

sağlanır [18]. Her A,B,C ⊆ X için,

(i) h(A,B) = h(B,A)

(ii) h(A,B) = 0⇔ A = B

(iii) h(A,B)≤ h(A,C)+h(B,C)
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Tanım 2.0.3. X boştan farklı herhangi bir küme ve A ,B ⊆P(X) olsun.

∀A ∈A ∃B ∈B B⊆ A

koşulu sağlanıyorsa B topluluğu A topluluğunun bir incelmesi denir.

Tanım 2.0.4. (X ,τ) herhangi bir topolojik uzay, I boştan farklı bir indis kümesi ve {Uα :

α ∈ I}, X in bir açık örtülüşü olsun.

∀ x ∈ X ∃V ∈ V (x) ∃{α1,α2, ...,αk} ⊆ I V ∩Uαi 6= /0 i = 1,2, ..,k k ∈ N

koşulunu sağlayan {Uα} topluluğuna yerel sonludur denir.

Önerme 2.0.5. (X ,τ) herhangi bir topolojik uzay ve {Uα : α ∈ I} topluluğu yerel sonlu

olsun. Bu durumda her α ∈ I için Vα ⊆Uα koşulunu sağlayan kümelerin oluşturduğu

{Vα : α ∈ I}

topluluğu yerel sonludur [28].

Tanım 2.0.6. (X ,τ) herhangi bir topolojik uzay olsun. X in her açık örtülüşü yerel sonlu ve

açık bir inceliğe sahipse X uzayına parakompakt uzay denir.

Önerme 2.0.7. X parakompakt Hausdorff uzayı normaldir [28] .

Önerme 2.0.8. Her metrik uzay parakompakttır [28].

Tanım 2.0.9. (X ,τ) bir topolojik uzay ve f : X → R sürekli bir fonksiyon olsun.

supp f := {x ∈ X : f (x) 6= 0}

kümesine f fonksiyonunun destek kümesi denir.

Tanım 2.0.10. (X ,τ) bir topolojik uzay ve {Uα}α∈I bir açık örtülüş olsun. Aşağıdaki

koşulları sağlayan {φα : α ∈ I} sürekli fonksiyonlar ailesine X üzerinde birimin bir

parçalanışı denir.

(i) ∑α∈I φα = 1

(ii) {supp φα : α ∈ I} kümesi X in yerel sonlu bir örtülüşüdür.
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Dikkat edilecek olursa her α ∈ I için suppφα ⊆Uα sağlanırsa {φα} ailesi {Uα} örtülüşünün

bir incelmesidir.

Şimdi ölçülebilir fonksiyonların süreklilik özellikleri ile ilgili Lusin Teoremini [34]

çalışmasında Teorem 2.24’de ifade edildiği şekliyle özel olarak (Lebesgue) ölçülebilir ϕ :

[a,b]→ Rn fonksiyonu için verelim.

Önerme 2.0.11. ϕ : [c,d]→Rn ölçülebilir fonksiyon ve ε pozitif sabiti verilsin. Bu durumda

aşağıdaki koşulları sağlayan sürekli bir ψ : [c,d]→ Rn fonksiyonu vardır.

(i) µ({s : ϕ(s) 6= ψ(s)})< ε ,

(ii) sup{|ψ(s)| : s ∈ [c,d]} ≤ sup{|ϕ(s)| : s ∈ [c,d]} .

Tanım 2.0.12. ϕ : [a,b]→ R fonksiyon olsun. Eğer her ε > 0 sayısı için bir δ > 0 sayısı

varsa ve her sonlu sayıda alt aralık (a1,b1),(a2,b2), ...,(an,bn)⊆ [a,b] için,

n

∑
k=1
|bk−ak|< δ ⇒

n

∑
k=1
|ϕ(bk)−ϕ(ak)|< ε

gerektirmesi doğru oluyorsa ϕ fonksiyonuna [a,b] aralığı üzerinde mutlak süreklidir denir.

M([a,b]) = M([a,b],R) ile x : [a,b]→ R şeklinde tanımlı bütün mutlak sürekli fonksiyonlar

uzayı gösterilecektir.

Önerme 2.0.13. F : [a,b]→ Rn fonksiyonu verilsin. Aşağıdaki iddialar eşdeğerdir.

(a) F fonksiyonu mutlak süreklidir.

(b) Aşağıdaki özelliği sağlayacak şekilde bir g ∈ L1[a,b] fonksiyonu vardır

F(x) = F(a)+
∫ x

a
g(λ )dλ , ∀ x ∈ [a,b].

Tanım 2.0.14. S ve T herhangi iki topolojik uzay olsun. Her s ∈ S noktasını T nin bir alt

kümesine götüren Γ fonksiyonuna küme değerli fonksiyon denir ve Γ : S → 2T şeklinde

gösterilir. Γ fonksiyonunun tanım kümesi, değer kümesi ve grafiği sırasıyla aşağıdaki gibi
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tanımlanır:

Dom(Γ) = {s ∈ S : Γ(s) 6= /0},

R(Γ) =
⋃

s∈Dom(Γ)

Γ(s),

Gr(Γ) = {(s, t) : t ∈ Γ(s)}.

Tanım 2.0.15. Γ,Ω : S→ 2T olsun.

(i) Γ : S→ 2T , her s ∈ S için Γ(s) = Γ(s) şeklinde tanımlanan fonksiyona Γ’nın kapanış

fonksiyonu denir.

(ii) Γ∪Ω : S→ 2T , her s ∈ S için Γ∪Ω (s) = Γ(s)∪Ω(s) şeklinde tanımlanan fonksiyona

Γ ve Ω fonksiyonlarının birleşim fonksiyonu denir.

(iii) Γ∩Ω : S→ 2T , her s ∈ S için Γ∩Ω (s) = Γ(s)∩Ω(s) şeklinde tanımlanan fonksiyona

Γ ve Ω fonksiyonlarının kesişim fonksiyonu denir.

Tanım 2.0.16. Γ : S→ 2T olsun. Bir V ⊆ T kümesi için Γ alt ters kümesi ve Γ üst ters kümesi

sırası ile Γ−(V ), Γ+(V ) şeklinde gösterilir ve aşağıdaki gibi tanımlanır:

Γ
−(V ) = {s ∈ S : Γ(s)∩V 6= /0},

Γ
+(V ) = {s ∈ S : Γ(s)⊆V}.

Önerme 2.0.17. Γ : S→ 2T , V,U ⊆ T ve I boştan farklı bir indis kümesi olsun. Aşağıdaki

özellikler gerçeklenir ([18]).

Γ−(V ∪U) = Γ−(V )∪Γ−(U),

Γ−(V ∩U)⊆ Γ−(V )∩Γ−(U),

Γ+(V ∩U) = Γ+(V )∩Γ+(U),

Γ+(V )∪Γ+(U)⊆ Γ+(V ∪U),

Γ−(T \V ) = S\Γ+(V ),

Γ+(T \V ) = S\Γ−(V ),
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(
⋃

α∈I
Γα)

−(V ) =
⋃

α∈I
(Γα)

−(V ),

(
⋃

α∈I
Γα)

+(V ) =
⋃

α∈I
(Γα)

+(V ),

Γ+(
⋃

α∈I
Vα )⊇

⋃
α∈I

Γ+(Vα),

Γ−(
⋃

α∈I
Vα ) =

⋃
α∈I

Γ−(Vα),

Γ+(
⋂

α∈I
Vα ) =

⋂
α∈I

Γ+(Vα),

Γ−(
⋂

α∈I
Vα )⊆

⋂
α∈I

Γ−(Vα).

Tanım 2.0.18. Γ : S→ 2T olsun. Her s ∈ S için Γ(s) kümesi T içinde kapalı (konveks) ise Γ

fonksiyonuna kapalı değerli (konveks değerli) fonksiyon denir.

Tanım 2.0.19. S,T topolojik uzaylar ve Γ : S → 2T olsun. GrΓ kümesi S× T üzerinde,

çarpım topolojisine göre açık (kapalı) bir küme ise Γ fonksiyonuna açık (kapalı) fonksiyon

denir.

Tanım 2.0.20. Γ : S→ 2T olsun. Her s ∈ S için en az bir U ∈ V (s) komşuluğu var ve Γ(U)

kümesi T içinde kompakt oluyorsa Γ fonksiyonuna yerel kompakt denir.

Tanım 2.0.21. S,T topolojik uzaylar, Γ : S→ 2T ve s0 ∈ S olsun.

(i) s0 ∈ Γ+(V ) koşulunu sağlayan her V ⊆ T açık kümesi için s0 ∈ Γ+(V )◦ oluyorsa Γ

fonksiyonuna s0 noktasında üstten yarı-süreklidir denir.

(ii) s0 ∈ Γ−(V ) koşulunu sağlayan her V ⊆ T açık kümesi için s0 ∈ Γ−(V )◦ oluyorsa Γ

fonksiyonuna s0 noktasında alttan yarı-süreklidir denir.

Γ : S→ 2T fonksiyonu hem üstten yarı-sürekli hem de alttan yarı-sürekli ise Γ fonksiyonuna

süreklidir denir.

Tanım 2.0.22. S, T metrik uzaylar, Γ : S → 2T ve s ∈ S olsun. Bir ε pozitif sayısı için

Γ(Bε(s)) kümesi T içinde sınırlı ise Γ fonksiyonuna s noktasında yerel sınırlıdır denir.

Tanım 2.0.23. S ve T iki metrik uzay, Γ : S→ 2T ve s0 ∈ S olsun.

(i) Aşağıdaki koşulu sağlayan Γ fonksiyonuna s0 noktasında Hausdorff üstten yarı-sürekli

denir,

∀ ε > 0 ∃δ > 0 ∀ s ∈ Bδ (s0) h∗(Γ(s),Γ(s0))< ε.
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(ii) Aşağıdaki koşulu sağlayan Γ fonksiyonuna s0 noktasında Hausdorff alttan yarı-sürekli

denir,

∀ ε > 0 ∃δ > 0 ∀ s ∈ Bδ (s0) h∗(Γ(s0),Γ(s))< ε.

Γ : S → 2T fonksiyonu hem Hausdorff üstten yarı-sürekli hem de Hausdorff alttan

yarı-sürekli ise Γ fonksiyonuna Hausdorff sürekli denir.

Tanım 2.0.24. S ve T iki metrik uzay, Γ : S→ 2T ve s0 ∈ S olsun.

limsup
s−→s0

Γ(s) = {t ∈ T | ∃ sn→ s0, ∃ tn→ t, ∀n ∈ N, tn ∈ Γ(sn)}

değerine Γ(s0)’ın Painlevé - Kuratowski üst limiti,

liminf
s−→s0

Γ(s) = {t ∈ T | ∀ sn→ s0, ∃ tn→ t, ∀n ∈ N, tn ∈ Γ(sn)}

değerine Γ(s0)’ın Painlevé- Kuratowski alt limiti denir ([32]).

Tanım 2.0.25. S ve T iki metrik uzay, Γ : S→ 2T ve s0 ∈ S olsun.

(i) limsups−→s0
Γ(s)⊆ Γ(s0) koşulu sağlanıyorsa Γ fonksiyonuna s0 noktasında Kuratowski

üstten yarı-süreklidir denir.

(ii) liminfs−→s0 Γ(s)⊇ Γ(s0) koşulu sağlanıyorsa Γ fonksiyonuna s0 noktasında Kuratowski

alttan yarı-süreklidir denir.

Tanım 2.0.26. (S,τ) bir topolojik uzay, (T,d) bir metrik uzay, Γ : S→ 2T ve s0 ∈ S olsun.

Bu durumda,

∀ ε > 0 ∀V ∈ V (s0) ∃ x ∈V ∃U ∈ V (s0) ∀ t ∈ Γ(x) U ⊆ Γ
−(Bε(t))

koşulu sağlanıyorsa Γ fonksiyonuna s0 noktasında zayıf Hausdorff alttan yarı-süreklidir

denir.

Tanım 2.0.27. (S,τ) bir topolojik uzay, (T,d) bir metrik uzay , Γ : S → 2T ve s0 ∈ S

olsun. Her ε > 0 sayısı için s0 ∈ (Γ−(Bε)
◦ olacak şekilde bir Bε ⊆ T açık yuvarı varsa Γ

fonksiyonuna s0 noktasında zayıf alttan yarı-süreklidir denir.

Tanım 2.0.28. (S,τ) bir topolojik uzay, (T,d) bir metrik uzay, Γ : S→ 2T ve s0 ∈ S olsun.
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Bu durumda,

∀ ε > 0 ∀V ∈ V (s0) ∃ x ∈V ∀ t ∈ Γ(x) s0 ∈ (Γ−(Bε(t)))◦

koşulu sağlanıyorsa Γ fonksiyonuna s0 noktasında kuazi alttan yarı-süreklidir denir.

Tanım 2.0.29. I ⊆ R sonlu bir aralık, f : I → Rn ve α ∈]0,1] olsun. Aşağıdaki koşulu

sağlayan f fonksiyonuna I üzerinde α - Hölder süreklidir denir,

[ f ]α := sup
{ | f (x)− f (y)|
|x− y|α

, x,y ∈ I, x 6= y
}
<+∞. (2.1)

Dikkat edilecek olursa α = 1 için f fonksiyonunun α-Hölder süreklilik tanımı bu

fonksiyonun Lipschitz süreklilik tanımını verir. Bütün α - Hölder sürekli fonksiyonların

kümesi Cα(I) şeklinde gösterilir.

Dikkat edilecek olursa (2.1) koşulu aşağıdaki koşula eşdeğerdir,

∃K > 0 ∀x,y ∈ I | f (x)− f (y)| ≤ K|x− y|α .

Dikkat edilecek olursa [.]α : Cα(I) üzerinde bir yarı norm belirtirken |.|Cα := |.|∞ +[.]α ise

Cα(I) üzerinde bir norm belirtir.

Önerme 2.0.30. α0 ∈]0,1] olsun. Bu durumda

∀α0 ≤ α, Cα(I)⊆Cα0(I)⊆C(I)

sağlanır ([10]).

Tanım 2.0.31. α ∈]0,1] ve Γ : Rn −→ 2R
n

olsun. Bu durumda,

∃H > 0 ∀ x1,x2 ∈ Rn
Γ(x1)⊆ Γ(x2)+H |x1− x2|α B

koşulu sağlanıyorsa Γ fonksiyonu α-Hölder süreklidir denir.

Tanım 2.0.32. Γ : S→ 2T olsun. Her s ∈ S için γ(s) ∈ Γ(s) koşulunu sağlayan sürekli bir

γ : S→ T fonksiyonuna Γ fonksiyonunun sürekli seçimi denir.
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3. MALZEME VE YÖNTEM

Bu tez çalışmasında, küme dizilerinin yakınsaklığı üzerine bazı özelliklerden, topolojik

uzaylara ait bazı temel sonuçlardan, küme değerli fonksiyonlar için bilinen bazı

yarı-süreklilik kavramlarından, ölçülebilir fonksiyonların süreklilik özellikleri ile ilgili ünlü

Lusin Teoreminden, diferansiyel denklem teorisinde Picard’ın Yöntemi olarak bilinen

yaklaşım yönteminden yararlanılmıştır.
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4. BULGULAR

Bu bölümde, küme değerli fonksiyonların yarı sürekliliği ile çalışılacaktır. Öncelikle yarı

süreklilik kavramları arasındaki bilinen ilişkiler incelenecek ve örnekler verilecektir. Daha

sonra bu kavramların, küme değerli fonksiyonların sürekli seçimleri konusunda bilinen bazı

uygulamalarına değinilecektir. Son olarak küme değerli fonksiyonların bir uygulama alanı

olan diferansiyel dahil etmelerle ilgili bir Cauchy probleminin çözümü üzerine bir sonuç

verilecektir.

Aksi söylenmedikçe S ve T iki metrik uzay, Γ : S→ 2T boştan farklı değerler alan küme

değerli bir fonksiyon olacaktır.

4.1 YARI-SÜREKLİLİK KAVRAMLARI ARASINDAKİ BAZI İLİŞKİLER

Önerme 4.1.1. Γ : S→ 2T fonksiyonu için aşağıdakiler birbirine eşdeğerdir ([18]).

(i) Γ üstten yarı süreklidir.

(ii) Her V ⊆ T açık kümesi için Γ+(V ) kümesi S içinde açıktır.

(iii) Her G⊆ T kapalı kümesi için Γ−(G) kümesi S içinde kapalıdır.

İspat. (i) =⇒ (ii) : Herhangi bir V ⊆ T açık kümesi için s ∈ Γ +(V ) alalım. Hipotezden

s ∈ Γ+(V )◦ olur. Dolayısıyla Γ+(V ) açıktır.

(ii) =⇒ (iii) : Herhangi bir G⊆ T kapalı kümesi alalım. Böylece T \G açık olur. Hipotezden

Γ +(G) kümesi açıktır. Önerme 2.0.17 kullanılarak S \Γ−(G) kümesinin açık olduğu elde

edilir. Dolayısıyla Γ−(G) kümesi kapalı olur.

(iii) =⇒ (i) : Γ fonksiyonunun s0 ∈ S noktasında üstten yarı sürekli olmadığını kabul edelim.

Bu durumda Γ(s0)⊆V ve s0 6∈ Γ+(V ) olacak şekilde bir V ⊆ T açık kümesi vardır. Böylece,

T \V kümesi kapalıdır ve Önerme 2.0.17’den Γ+(V ) kümesinin açık olur. Bu ise kabulümüz

ile çelişir.
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Önerme 4.1.2. Γ : S→ 2T olsun. Aşağıdakiler birbirine eşdeğerdir ([18]).

(i) Γ fonksiyonu alttan yarı süreklidir.

(ii) Her V ⊆ T açık kümesi için Γ−(V ) kümesi açıktır.

(iii) Her G⊆ T kapalı kümesi için Γ+(G) kümesi kapalıdır.

İspat. (i) =⇒ (ii): Tanımdan gerçeklendiği açıktır.

(ii) =⇒ (iii): Herhangi bir G ⊆ T kapalı kümesini alalım. Bu durumda T \G kümesi açık

olur. Böylece Önerme 2.0.17’den S \Γ+(G) kümesinin açık olduğu elde edilir. Dolayısıyla

Γ+(G) kümesi kapalıdır.

(iii) =⇒ (i): Γ fonksiyonunun s0 ∈ S noktasında alttan yarı sürekli olmadığını kabul edelim.

Bu durumda Γ(s0)∩V 6= /0 ve s0 6∈ Γ−(V )◦ olacak şekilde V ⊆ T açık kümesi vardır. Böylece

T \V kümesi kapalıdır. Şimdi Önerme 2.0.17 kullanılırsa Γ−(V ) kümesinin açık olduğu elde

edilir. Bu ise s0 6∈ Γ−(V )◦ olması ile çelişir.

Örnek 4.1.3. S = T = [0,1] G : S→ 2T olmak üzere,

G(x) =

 [0, 1
2 ], x ∈ [0, 1

3 [

[0,1], x ∈ [1
3 ,1]

fonksiyonu üstten yarı-süreklidir fakat x = 1
3 noktasında alttan yarı-sürekli değildir.

V =]1
2 ,1[ kümesini alalım. Bu durumda V ∩G(1

3) 6= /0 olur. Öte yandan her U ∈ V (1
3) için

G(x) = [0, 1
2 ] olacak şekilde x ∈U vardır. Dolayısıyla V ∩G(x) = /0 olacağından 1

3 6∈G−(V )◦

elde edilir.

Örnek 4.1.4. a < c < b, a,b,c ∈ R ve S = [a,b], T = [a,c], Γ : S→ 2T olmak üzere,

Γ(x) =

[a,c], x 6= c

{a}, x = c

fonksiyonu alttan yarı sürekli fakat x = c noktasında üstten yarı-sürekli değildir. V = [a,c[

kümesini alalım. Γ(c) ⊆ V kapsaması sağlanır. Öte yandan her U ∈ V (c) için Γ(x) = [a,c]
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olacak şekilde x ∈U vardır. Dolayısıyla Γ(x)*V olacağından c 6∈ Γ+(V )◦ elde edilir.

Önerme 4.1.5. Γ : S→ 2T ve s0 ∈ S olsun. Aşağıdakiler gerçeklenir ([18]).

(i) Γ fonksiyonu s0 noktasında üstten yarı-sürekli olması için gerek ve yeter koşul

limn→∞ sn = s0 ve Γ(s0) ⊆ V özelliklerini sağlayan her (sn) ⊆ S dizisi ve her V ⊆ T açık

kümesi için aşağıdaki koşulun sağlanmasıdır:

∃N ∈ N ∀n≥ N Γ(sn)⊆V.

(ii) Γ fonksiyonunun s0 noktasında alttan yarı-sürekli olması için gerek ve yeter koşul

limn→∞ sn = s0 ve Γ(s0)∩V 6= /0 olacak şekilde her (sn)⊆ S dizisi ve her V ⊆ T açık kümesi

için aşağıdaki koşulun sağlanmasıdır:

∃N ∈ N ∀n≥ N Γ(xn)∩V 6= /0.

İspat. (i): Γ fonksiyonu s0 noktasında üstten yarı-sürekli olsun. limn→∞ sn = s ve Γ(s0) ⊆

V özelliğini sağlayan herhangi bir (sn) dizisi ve herhangi bir V ⊆ T açık kümesi alalım.

Hipotezden s0 ∈ Γ+(V )◦ olur. Γ+(V )◦ ∈ V (s0) ve limn→∞ sn = s kullanıldığında

∃N ∈ N ∀n≥ N Γ(xn)⊆ Γ
+(V )◦

elde edilir. Γ +(V )◦ ⊆ Γ +(V ) sağlandığından her n ≥ N için Γ(sn) ⊆ Γ+(V ) olur. Böylece

istenen elde edilir.

Tersine Γ fonksiyonunun s0 noktasında üstten yarı-sürekli olmadığını kabul edelim. Bu

durumda Γ(s0)⊆V ve x0 6∈ (Γ+(V ))◦ olacak şekilde V ⊆ T açık kümesi vardır. Buradan

∀n ∈ N∗ B 1
n
(x0) ∈ V (x0)

göz önüne alınırsa B 1
n
(x0) 6⊆ Γ+(V ) elde edilir. Dolayısıyla

∀n ∈ N ∃xn ∈ B 1
n
(x0) xn 6∈ Γ

+(V )
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bulunur. Yani limn→∞ sn = s sonucuna ulaşırız ve hipotez gereği,

∃N ∈ N ∀n≥ N sn ∈ Γ
+(V )

çelişkisi elde edilir.

(ii): Γ fonksiyonu s0 noktasında alttan yarı-sürekli olsun. Γ(s0)∩V 6= /0 ve limn→∞ sn = s0

olacak şekilde (sn) dizisi ve V ⊆Y açık kümesi alalım. Hipotezden s0 ∈ Γ−(V )◦ elde ederiz.

limn→∞ sn = s0 ve Γ−(V )◦ ∈ V (s0) olduğu kullanılırsa,

∃N ∈ N ∀n≥ N Γ(sn) ∈ Γ
−(V )◦

elde edilir. Γ−(V )◦ ⊆ Γ−(V ) kapsaması her zaman sağlandığından istenen elde edilir.

Tersine Γ fonksiyonunun s0 noktasında alttan yarı-sürekli olmadığını kabul edelim. Bu

durumda V ⊆ T açık kümesini Γ(s0)∩V 6= /0, s0 6∈ (Γ−(V ))◦ olacak şekilde ve (sn) dizisini

de her n ∈ N için sn = s0 şeklinde alınırsa hipotezden s0 ∈ (Γ−(V ))◦ çelişkisi elde edilir.

Önerme 4.1.6. Γ : S→ 2T ve s0 ∈ S olsun. Γ fonksiyonunun s0 noktasında alttan yarı-sürekli

olması için gerek ve yeter koşul limn→∞ sn = s0 olan herhangi bir (sn)⊆ S dizisi ve herhangi

bir t0 ∈ Γ(s0) için aşağıdaki koşulları sağlayan (tn)⊆ T dizisinin var olmasıdır ([18]):

lim
n→∞

tn = t0, ∀n ∈ N tn ∈ Γ(sn).

Başka bir ifadeyle, Γ fonksiyonu s0 noktasında alttan yarı-sürekli olması için gerek ve yeter

koşul Γ(s0)⊆ liminfn→∞ Γ(sn) kapsamasının sağlanmasıdır.

İspat. Γ fonksiyonu s0 noktasında alttan yarı-sürekli olsun. limn→∞ sn = s0 olan herhangi bir

(sn) dizisi ve herhangi bir noktası t0 ∈Γ(s0) elemanı alalım. Her ε > 0 için Γ(s0)∩Bε(t0) 6= /0

olduğundan Önerme 4.1.5 göz önüne alındığında

∃N ∈ N ∀n≥ N Γ(sn)∩Bε(t0) 6= /0

elde edilir. Dolayısıyla her n ≥ N için sn ∈ Γ(sn)∩Bε(t0) noktası vardır. Buradan istenen

elde edilir.



15

Tersine Γ fonksiyonu s0 ∈ X noktasında alttan yarı-sürekli olmadığını kabul edelim. Bu

durumda Γ(s0)∩V 6= /0 ve s0 6∈ Γ−(V )◦ olacak şekilde V ⊆ T açık kümesi vardır.

∀n ∈ N∗ B 1
n
(x0) ∈ V (x0)

ve s0 6∈ Γ−(V )◦ olduğu kullanılırsa B 1
n
(x0)* Γ−(V ) elde edilir. Dolayısıyla her n ∈ N∗ için

sn ∈ B 1
n
(s0)∩ (Γ−(V ))c şeklinde oluşturulan (sn) dizisi için limsn = s0 olur. Γ(s0)∩V 6= /0

olduğundan t0 ∈ Γ(s0)∩V gerçeklenir ve hipotezimizden her n ∈N için tn ∈ Γ(sn) ve yn −→

t0 olacak şekilde (tn)n∈N dizisi olduğu elde edilir. t0 ∈V , V ∈ τdT ve yn−→ t0 özelliklerinden

∃N ∈ N ∀n≥ N tn ∈V

sağlanır. Bu ise kabulümüz olan her n ∈ N için sn 6∈ Γ−(V ) ile çelişir.

Önerme 4.1.7. Γ : S→ 2T olsun. Aşağıdakiler gerçeklenir ([18]).

(i) Γ fonksiyonunun alttan yarı-sürekli olması için gerek ve yeter koşul Γ fonksiyonunun

alttan yarı-sürekli olmasıdır.

(ii) Γ fonksiyonu üstten yarı-sürekli ise Γ fonksiyonu üstten yarı-süreklidir.

İspat. (i): Γ fonksiyonu alttan yarı-sürekli olsun ve Γ fonksiyonunun alttan yarı-sürekli

olduğunu gösterelim. Herhangi bir s ∈ S noktası, limn→∞ sn = s ve Γ(x)∩V 6= /0 özelliklerini

sağlayan herhangi bir (sn) dizisi ve herhangi bir V ⊆ T açık kümesi alalım.Γ fonksiyonu

alttan yarı-sürekli olduğundan

∃N ∈ N ∀n≥ N Γ(sn)∩V 6= /0

gerçeklenir. Γ(sn) ⊆ Γ(sn) kapsaması sağlandığından Γ(sn) ∩V 6= /0 olur. Dolayısıyla Γ

fonksiyonu alttan yarı-sürekli olur.

Tersine Γ fonksiyonu alttan yarı-sürekli olsun ve Γ fonksiyonunun alttan yarı-sürekli

olduğunu gösterelim. Herhangi bir s ∈ S noktası, limn→∞ sn = s olacak şekilde (sn)n∈N ⊆ S

dizisi ve Γ(s) ∩V 6= /0 olacak şekilde V ⊆ T açık kümesi alalım. Γ fonksiyonu alttan

yarı-sürekli olduğundan

∃N ∈ N ∀n≥ N Γ(sn)∩V 6= /0



16

gerçeklenir. Şimdi Γ(sn)∩V = /0 olduğunu kabul edelim. Bu durumda Γ(sn) ⊆ V c olur. O

halde

Γ(sn)⊆V c =V c

elde ederiz. Bu ise Γ kümesinin alttan-yarı sürekli olması ile çelişir.

(ii): Herhangi bir V ⊆ T açık kümesi alalım ve (Γ)+(V ) kümesinin S içinde açık olduğunu

gösterelim. s ∈ (Γ)+(V ) alalım. Bu durumda Γ(s) ⊆ V dir. T metrik uzayı normal

olduğundan

∃V1 ∈ τdT Γ(s)⊆V1 ⊆V 1 ⊆V (4.1)

gerçeklenir. Dolayısıyla Γ(s)⊆ Γ(s)⊆V1 olur. V1 ∈ τdT ve hipotez kullanılırsa

∃U ∈ V (s) ∀ y ∈U Γ(y)⊆V1 (4.2)

elde edilir. (4.2) deki kapsamada her iki tarafından kapanış alırsak Γ(y) ⊆ V1 bulunur.

Böylece (4.1) kapsaması da dikkate alındığında Γ(y) ⊆ V elde edilir. Dolayısıyla istenen

gösterilmiş olur.

Not 4.1.8. Önerme 4.7 - (ii) ifadesinin tersinin her zaman doğru olması gerekmez.

Örnek 4.1.9. Γ : R→ 2R , Γ(x) =]x− 1,x + 1[ şeklinde tanımlı fonksiyonu için Γ(x) =

[x− 1,x+ 1] fonksiyonu üstten yarı-süreklidir fakat Γ fonksiyonu x = 0 noktasında üstten

yarı-sürekli değildir.

Önerme 4.1.10. (S,d1),(T,d2),(W,d3) üç metrik uzay , Γ1 : S→ 2T ve Γ2 : T → 2W olsun.

Aşağıdakiler gerçeklenir ([18]).

(i) Γ1 ve Γ2 fonksiyonları üstten yarı-sürekli ise Γ2 ◦ Γ1 bileşke fonksiyonu üstten

yarı-süreklidir.

(ii) Γ1 ve Γ2 fonksiyonu alttan yarı-sürekli ise Γ2 ◦ Γ1 bileşke fonksiyonu alttan

yarı-süreklidir.

İspat. (i): Herhangi bir V ⊆W açık kümesi alalım ve (Γ2◦Γ1)
+(V ) kümesinin açık olduğunu

gösterelim. Bunun için öncelikle (Γ2 ◦Γ1)
+(V )) = Γ1

+(Γ2
+(V )) eşitliğinin sağlandığını

gösterelim. x ∈ (Γ2 ◦Γ1)
+(V ) alalım. Bu durumda Γ2 ◦Γ1(x) ⊆ V olur. Bileşke fonksiyon
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tanımından x ∈ Γ1
+(Γ2

+(V )) elde edilir. Şimdi x ∈ Γ1
+(Γ2

+(V )) alalım. Bu durumda

Γ1(x)⊆ Γ
+
2 (V ) ve buradan Γ2(Γ1(x))⊆V elde edilir. Dolayısıyla x∈ (Γ2◦Γ1)

+(V ) bulunur.

Hipotezden Γ2 üstten yarı-sürekli olduğu için Γ2
+(V ) kümesi açık olur ve Γ1 üstten

yarı-sürekli olduğu için Γ1
+(Γ2

+(V )) açık olur. Dolayısıyla bileşke fonksiyonu üstten

yarı-süreklidir.

(ii): Herhangi bir V ⊆W açık kümesi alalım ve (Γ2 ◦ Γ1)
−(V ) kümesinin açık olduğunu

gösterelim.

Bunun için öncelikle (Γ2 ◦ Γ1)
−(V ) = Γ1

−(Γ2
−(V )) eşitliğini gösterelim. x ∈ (Γ2 ◦

Γ1)
−(V ) alalım. Bu durumda (Γ2 ◦ Γ1)(x) ∩V 6= /0 olur. Bileşke fonksiyon tanımından

x ∈ Γ1
−(Γ2

−(V )) elde edilir.

Tersine x ∈ Γ1
−(Γ2

−(V )) alalım. Bu durumda Γ1(x) ∩ Γ
−
2 (V ) 6= /0 bulunur. Buradan

Γ2(y)∩V 6= /0 olacak şekilde y ∈ Γ1 elemanı vardır. Böylece Γ2(Γ1(x))∩V 6= /0 elde edilir.

Dolayısıyla x ∈ (Γ2 ◦ Γ1)
−(V ) bulunur. Hipotez gereği Γ2 alttan yarı-sürekli olduğundan

Γ2
−(V ) açık olur ve Γ1 alttan yarı sürekli olduğundan Γ1

−(Γ2
−(V )) açık olur. Dolayısıyla

bileşke fonksiyonu alttan yarı-süreklidir.

Önerme 4.1.11. Γ1,Γ2 : S→ 2T olsun. Γ1 ve Γ2 fonksiyonları alttan yarı-sürekli (üstten yarı

sürekli) ise Γ1∪Γ2 fonksiyonu alttan yarı-süreklidir (üstten yarı-süreklidir) ([18]).

İspat. Alttan yarı-süreklilik için ispatlayalım. Herhangi bir V ⊆ T açık kümesi alalım ve

(Γ1∪Γ2)
−(V ) kümesinin açık olduğunu gösterelim. s ∈ (Γ1∪Γ2)

−(V ) alalım. Bu durumda

(Γ1 ∪Γ2)(s)∩V 6= /0 dir. Yani Γ1(s)∩V 6= /0 ve Γ2(s)∩V 6= /0 olur. Bu ise s ∈ Γ1
−(V ) ve

Γ
−
2 (V ) olduğunu söyler.

Buradan (Γ1∪Γ2)
−(V ) = Γ1

−(V )∪Γ2
−(V ) sonucu çıkar. Hipotezden Γ1

−(V ) ve Γ2
−(V )

kümeleri açık olduğundan Γ1
−(V ) ∪ Γ2

−(V ) kümesi açık bulunur. Böylece birleşim

fonksiyonu alttan yarı-sürekli olur.

Şimdi üstten yarı-sürekliliğin ispatı için herhangi bir V ⊆ T açık kümesi alalım ve (Γ1 ∪

Γ2)
+(V ) kümesinin açık olduğunu gösterelim. s ∈ (Γ1∪Γ2)

+(V ) alalım. Bu durumda (Γ1∪

Γ2)(s) ⊆ V elde edilir. Birleşim fonksiyonunun tanımından Γ1(s)∪Γ2(s) ⊆ V ve buradan

Γ1(s)⊆V , Γ2(s)⊆V sonucu çıkar. Dolayısıyla s∈ Γ1
+(V )∪Γ2

+(V ) elde edilir. Yani (Γ1∪

Γ2)
+(V ) = Γ1

+(V )∪Γ2
+(V ) olur. Hipotezden Γ1

+(V ), Γ2
+(V ) kümeleri açık olduğundan

Γ1
+(V )∪Γ2

+(V ) kümesi açık bulunur.
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Önerme 4.1.12. I boştan farklı bir indis kümesi olmak üzere, α ∈ I için Γα : S → 2T

fonksiyonu verilsin. Her α ∈ I için Γα fonksiyonu alttan yarı-sürekli ise

⋃
α∈I

Γα : S→ 2T

fonksiyonu alttan yarı-süreklidir ([18]).

İspat. Herhangi bir V ⊆ T açık kümesi alalım ve (
⋃

α∈I Γα)
−(V ) kümesinin açık olduğunu

gösterelim. Hipotezden her α için (Γα)
−(V ) açık olduğundan

⋃
α∈I(Γα)

−(V ) kümesi açık

olur ve Önerme 2.0.2’den (
⋃

α∈I Γα)
−(V ) açık olur. Böylece istenen sonuç elde edilir.

Not: Yukarıdaki önermede alttan yarı-süreklilik koşulu yerine üstten yarı-süreklilik koşulu

alındığında önermenin sonucunun her zaman doğru olması gerekmez.

Örnek 4.1.13. S = T = [0,1] , Γn : S → 2T , Γn(s) = {s2} olsun. Her n ∈ N için Γn

fonksiyonu üstten yarı süreklidir fakat
⋃

n∈NΓn fonksiyonu s = 1
2 noktasında üstten

yarı-sürekli değildir.

Önerme 4.1.14. Γ1,Γ2 : S → 2T olsun. Γ1 ve Γ2 fonksiyonları kapalı değerli ve üstten

yarı-sürekli (Γ1 alttan yarı-sürekli ve Γ2 açık) ise Γ1
⋂

Γ2 fonksiyonu üstten yarı-süreklidir

(alttan yarı-süreklidir) ([18]).

İspat. Üstten yarı-süreklilik için ispatlayalım. Herhangi bir V ⊆ T açık kümesi için

(Γ1
⋂

Γ2)
+(V ) kümesinin açık olduğunu göstermek yeterli olacaktır. s0 ∈ (Γ1

⋂
Γ2)

+(V )

alalım. Bu durumda,

Γ1(s0)∩Γ2(s0)⊆V

olur. Yani

Γ1(s0)∩Γ2(s0)∩V c = /0

sağlanır. T metrik uzayı normal ve Γ1(s0), Γ2(s0)∩V c kümeleri kapalı olduğundan

∃O1,O2 ∈ τT \{ /0}, O1∩O2 = /0, Γ1(s0)⊆ O1, Γ2(s0)∩V c ⊆ O2

gerçeklenir. V1 = O2∪V diyelim. Bu durumda, Γ2 ⊆V ∪O2 =V1 bulunur. Hipotezden

s0 ∈ (Γ1(O1)
+)◦∩ (Γ2(V1)

+)◦ ∈ V (s0) bulunur. (Γ1(O1)
+)◦∩ (Γ2(V1)

+)◦ =U diyelim.
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O halde, (Γ1(O1)
+)◦∩ (Γ2(V1)

+)◦ ⊆ Γ1(O1)
+∩Γ2(V1)

+ kapsaması göz önüne alındığında

∀ y ∈U Γ1(y)∩Γ2(y)⊆V1∩O1

⊆ (V ∪O2)∩O1

=V ∩O1 ⊆V

bulunur. Dolayısıyla U ⊆ (Γ1
⋂

Γ2)
+(V ) olur. Yani s0 ∈ ( (Γ1

⋂
Γ2)

+(V ) )◦ elde edilir.

Böylece kesişim fonksiyonu üstten yarı-sürekli olur.

Şimdi alttan yarı-süreklilik için ispatlayalım. Herhangi bir V ⊆ Y açık kümesi alalım ve

(Γ1
⋂

Γ2)
−(V ) kümesinin açık olduğunu gösterelim. Bunun için s ∈ (Γ1

⋂
Γ2)
−(V ) alalım.

Bu durumda Γ1(s)∩Γ2(s)∩V 6= /0 olduğundan t ∈ Γ1(s)∩Γ2(s)∩V alalım. Buradan (s, t) ∈

GrΓ2∩ (S×V ) sağlanır. GrΓ2 ve S×V kümeleri açık olduğundan GrΓ2 ∩ (S×V ) açık olur.

O halde

∃U1 ∈ V (s) ∃V1 ∈ V (t) U1×V1 ⊆ GrΓ2 ∩ (S×V )

gerçeklenir. Γ1(s)∩V 6= /0 ve Γ1 fonksiyonunun alttan yarı-sürekli olması kullanılırsa s ∈

(Γ1(V ))◦ elde edilir. Şimdi U = (Γ1(V ))◦ ∩ U1 diyelim. Bu durumda

∀a ∈U için ∃ z ∈ Γ1(a) ∩ V1

sağlanır.

U×V1 = ((Γ1(V ))◦)×V1 ⊆ U1 ∩ V1 ⊆ GrΓ2 ∩ (S×V )

ve (a,z) ∈U×V1 olduğundan

(a,z) ∈ GrΓ2 ∩ (S×V )⇒ z ∈ Γ2(a) ∩ V

sağlanır. Bu durumda,

Γ1(a) ∩ Γ2(a) ∩ V 6= /0 ⇒ U ⊆ (Γ1
⋂

Γ2)
−(V )

elde edilir. Dolayısıyla (Γ1
⋂

Γ2)
−(V ) kümesi açıktır.

Not 4.1.15. Yukarıdaki önermede Γ2 fonksiyonunun "açık" olması koşulu yerine "açık

değerli" olması koşulu alındığında alttan yarı-süreklilik her zaman sağlanmaz.
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Örnek 4.1.16. S = T = [0,1] , Γ1,Γ2 : S→ 2T aşağıdaki şekilde tanımlı olsun.

Γ1(s) =

{0}, s = 0

{1
n : n≥ 1}, s 6= 0

Γ2(s) =

[0,1], s = 0

]0,1]\{1
n : n≥ 2}, s 6= 0.

Dikkat edilecek olursa Γ1 fonksiyonu alttan yarı-sürekli ve Γ2 fonksiyonu açık değerlidir

fakat Γ1 ∩ Γ2 fonksiyonu s = 0 noktasında alttan yarı-sürekli değildir [18].

Önerme 4.1.17. Γ : S→ 2T olsun. Γ fonksiyonu kapalı değerli ve üstten yarı-sürekli ise

kapalıdır ([18]).

İspat. GrΓ kümesinin kapalı olmadığını kabul edelim. Bu durumda,

∃ (s, t) ∈ GrΓ t 6∈ Γ(s)

gerçeklenir. Dolayısıyla GrΓ içinde limn→∞(sn, tn)= (s, t) olacak şekilde (sn, tn) dizisi vardır.

Γ(s) kapalı, t 6∈ Γ(s) ve T uzayının regüler olması özellikleri kullanılırsa,

∃O1,O2 ∈ τdT \{ /0} O1 ∩ O2 = /0 t ∈ O1, Γ(s)⊆ O2

bulunur. limn→∞ sn = s ve Γ üstten yarı-sürekli olduğundan

∃N ∈ N ∀n≥ N Γ(sn)⊆ O2

sağlanır. (sn, tn) ∈ GrΓ özelliğinden her n≥ N için tn ∈ O2 olur. limn→∞ tn = t ve O1 ∈ V (t)

özelliğinden

∃N1 ∈ N ∀n 6= N1 tn ∈ O1

bulunur. Böylece m = max{N,N1} alınırsa

∀n 6= m tn ∈ O1 ∩ O2
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elde edilir. Bu sonuç ise O1 ∩ O2 = /0 olması ile çelişir.

Not 4.1.18. Yukarıdaki önermenin tersinin her zaman doğru olması gerekmez.

Örnek 4.1.19. S = T = R+, Γ : S→ 2T

Γ(s) =

[0,s] ∪ {1
s}, s > 0

{0}, s = 0

şeklinde tanımlı fonksiyonu kompakt değerli ve kapalıdır fakat s = 0 noktasında üstten

yarı-sürekli değildir.

Önerme 4.1.20. Γ : S→ 2T ve s∈ S olsun. Γ fonksiyonunun kompakt değerli ve s noktasında

üstten yarı-sürekli olması için gerek ve yeter koşul limn→∞ sn = s olan herhangi bir (sn, tn)⊆

GrΓ dizisi için (tn) dizisinin Γ(s) içinde yığılma noktasına sahip olmasıdır ([18].)

İspat. Γ kompakt değerli ve s noktasında üstten yarı-sürekli olsun. limn→∞ sn = s olan

herhangi bir bir (sn, tn)⊆GrΓ dizisi alalım ve kabul edelim ki (tn) dizisi Γ(s) içinde yığılma

noktasına sahip olmasın. Bu durumda

∀ t ∈ Γ(s) ∃Vt ∈ V (t) ∃ p ∈ N ∀n≥ p tn 6∈Vt

gerçeklenir.

Γ(s) ⊆
⋃

t∈Γ(s)

Vt

özelliği ve Γ(s) kompakt değerli olması göz önüne alındığında

∃{t1, t2, ...tk} ⊆ Γ(s) Γ(s) ⊆ Vt1 ∪Vt2 ∪ ...∪Vtk

bulunur. Şimdi

V =
k⋃

i=1

Vti
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gösterimini kullanalım. Bu durumda,

∃ p ∈ N ∀n≥ p tn 6∈V (4.3)

olur. Hipotezden ötürü x ∈ (Γ+(V ))◦ elde edilir. O halde limn→∞ sn = s olduğundan

∃N ∈ N ∀n≥ N sn ∈ (Γ+(V ))◦

sağlanır. Buradan, m = max{N, p} alınırsa ,

∀n≥ m tn ∈V

elde edilir. Bu ise (4.3) ile çelişir.

Tersine hipotez gerçeklensin. Her n ∈ N için sn = s alırsak hipotezden Γ fonksiyonu dizisel

kompakt olur. Kabul edelim ki Γ fonksiyonu s noktasında üstten yarı sürekli olmasın. Bu

durumda, Γ(s)⊆V olacak şekilde V ∈ τT vardır ve

∀n ∈ N ∃ p≥ n Γ(sp)*V

gerçeklenir. O halde Γ(sp) ∩ V c 6= /0 olur. Bu durumda,

∀ k ∈ N tnk ∈ Γ(snk) ∩ V c

olacak şekilde (tnk) alt dizisi vardır. limk→∞ snk = s ve (snk , tnk) ∈ GrΓ olduğundan hipotez

gereği bir t ∈ Γ(s) için limp→∞ tp = t olacak şekilde (tnk) dizisinin bir (tp) alt dizisi vardır.

∀ p ∈ N tp ∈ Γ(sp) ∩ V c

ve Γ(sp) ∩ V c kapalı olduğundan y ∈ Γ(sp) ∩ V c elde edilir. Bu ise y ∈ Γ(s) ve Γ(s) ⊆ V

özellikleri ile çelişir.

Önerme 4.1.21. Γ : S→ 2T fonksiyonu kompakt değerli olsun. Γ üstten yarı-sürekli ve K⊆ S

kümesi kompakt ise Γ(K) kompakttır ([18]).

İspat. Herhangi bir (tn)n∈N ⊆ Γ(K) alalım ve bu dizinin Γ(K) içinde yakınsak bir alt dizisi
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olduğunu gösterelim. Bu durumda,

∀n ∈ N ∃ sn ∈ K tn ∈ Γ(sn)

sağlanır. K kompakt olduğundan,

∃ s ∈ K ∃(snk)k∈N lim
k→∞

snk = s

gerçeklenir. (snk , tnk) ∈ GrΓ ve Γ fonksiyonunun üstten yarı-sürekli olması özelliklerinden

(tnk) alt dizisi Γ(s) içinde yığılma noktasına sahip olur ve Γ(s) ⊆ Γ(K) özelliği dikkate

alındığında (tnk) alt dizisi Γ(K) içinde yığılma noktasına sahip olur. Böylece kümesi Γ(K)

dizisel kompakt bulunur.

Not 4.1.22. Yukarıdaki önermenin üstten yarı-süreklilik koşulu yerine alttan yarı-süreklilik

koşulu alındığında önermenin sonucunun her zaman doğru olması gerekmez.

Örnek 4.1.23. S = T = [0,1] , Γ : S→ 2T

Γ(s) =

[0,s], s ∈ [0,1[

{0}, s = 1

şeklinde tanımlı fonksiyonu kompakt değerli, alttan yarı-süreklidir fakat [0,1] kümesi için

Γ([0,1]) = [0,1[ kompakt değildir [18].

Önerme 4.1.24. Γ : S→ 2T kapalı değerli fonksiyon olsun. Γ fonksiyonu kapalı ve yerel

kompakt ise üstten yarı-süreklidir ([18]).

İspat. Herhangi bir s ∈ S , limn→∞ sn = s olacak şekilde (sn) ⊆ S dizisi ve her n ∈ N için

tn ∈ Γ(sn) olacak şekilde (tn) dizisi alalım. Γ yerel kompakt olduğundan Γ(U) , Y içinde

kompakt olacak şekilde bir U ∈ V (s) vardır. limn→∞ sn = s ve U ∈ V (x) özelliklerinden

∃N ∈ N ∀n≥ N sn ∈U

sağlanır. Bu durumda,

∀n≥ N tn ∈ Γ(U)⊆ Γ(U)



24

Yani

∀ k ∈ N tnk ∈ Γ(U)

olur. Γ(U) kompakt olduğundan

∃ t ∈ Γ(U)

limp→∞ tp = t olacak şekilde (tnk) dizisinin bir (tp) alt dizisi vardır. Buradan,

(sp, tp) ∈ GrΓ lim
p→∞

(sp, tp) = (s, t)

olur ve GrΓ kapalı olduğundan t ∈ Γ(s) olur.

Önerme 4.1.25. Γ : S→ 2T olsun. Γ fonksiyonu üstten yarı-sürekli ve kompakt değerli ise

yerel sınırlıdır ([18]).

İspat. Herhangi bir s ∈ S alalım. Γ(s) kompakt olduğundan herhangi bir ε pozitif sayısı için⋃
{Bε(t) : t ∈ Γ(s)} açık örtülüşünün sonlu alt örtülüşü vardır. Dolayısıyla

Γ(s)⊆ Bε(t1)∪Bε(t2)∪ ...∪Bε(tk)

olacak şekilde {t1, t2, ..., tk} ⊆ Γ(s) sonlu alt kümesi vardır. Her i ∈ {1,2, ...,k} için Bε(yi)

sınırlı olduğundan Bε(t1)∪Bε(t2)∪ ...∪Bε(tk) sonlu birleşimi sınırlıdır. V =Bε(t1)∪Bε(t2)∪

...∪Bε(tk) diyelim. Γ fonksiyonu s noktasında üstten yarı-sürekli olduğundan s ∈ (Γ+(V ))◦

olur. Dolayısıyla Γ(U)⊆V olacak şekilde U ∈V (s) vardır. V kümesinin yerel sınırlılığından

Γ(U) sınırlı olur. Böylece Γ fonksiyonunun yerel sınırlı olduğu elde edilir.

Önerme 4.1.26. Γ : S→ 2T olsun. Aşağıdakiler gerçeklenir.

(i) Γ fonksiyonu üstten yarı-sürekli ise Hausdorff üstten yarı-süreklidir.

(ii) Γ fonksiyonu Hausdorff alttan yarı-sürekli ise alttan yarı-süreklidir ([18]).

İspat. (i): Γ fonksiyonu üstten yarı-sürekli olsun. Herhangi bir ε > 0 ve s ∈ S alalım.

Γ fonksiyonunun üstten yarı-sürekliliği, Bε(Γ(x)) açık küme olması ve s ∈ Γ + (BεΓ(s) )

özelliklerinden Γ+(BεΓ(s)) kümesi açık olur. Buradan,

∃δ > 0 Bδ (s)⊆ Γ
+(BεΓ(s))
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bulunur. Böylece Γ Hausdorff üstten yarı-sürekli olur.

(ii) Γ fonksiyonu Hausdorff alttan yarı-sürekli olsun. Herhangi bir s ∈ S , limn→∞ sn = s

olacak şekilde (sn)⊆ S dizisi ve herhangi bir t ∈ Γ(s) noktası alalım. Hipotez ve limn→∞ sn =

s özelliği kullanılırsa,

∀ ε > 0 ∃δ > 0 ∃N ∈ N ∀n≥ N sn ∈ Bδ (s) Γ(s)⊆ Bε(Γ(sn))

sağlanır. Dolayısıyla, d(t,Γ(sn))< ε bulunur. Buradan

∃ tn ∈ Γ(sn) d(t, tn)< ε

gerçeklenir. O halde limn→∞ tn = t olur. Bu durumda Önerme 4.1.6 dikkate alındığında Γ

fonksiyonu alttan yarı-sürekli olur.

Not 4.1.27. Yukarıdaki önermede (i) ve (ii) ifadelerinin terslerinin her zaman doğru olması

gerekmez.

Örnek 4.1.28. S = [0,1] , T = R , Γ : S→ 2T

Γ(s) =

[0,1], 0≤ s < 1

[0,1[, s = 1

olsun. Γ fonksiyonu Hausdorff üstten yarı-sürekli fakat s = 1 noktasında üstten yarı-sürekli

değildir [18].

Örnek 4.1.29. S = [0,1] , T = R2 , Γ : S→ 2T ,

Γ(s) = {(t,st) : t ∈ R}

olsun. Γ fonksiyonu alttan yarı-süreklidir fakat Hausdorff alttan yarı-sürekli değildir.

Dolayısıyla zayıf Hausdorff alttan yarı-sürekli değildir [18].

Önerme 4.1.30. Kompakt değerli olan küme değerli fonksiyonlar için Hausdorff üstten

yarı-süreklilik ile üstten yarı-süreklilik; Hausdorff alttan yarı-süreklilik ile alttan-yarı

süreklilik kavramları birbiriyle örtüşür ([18]).

İspat. Γ : S → 2T fonksiyonu kompakt değerli ve Hausdorff üstten yarı-sürekli olsun.
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Γ fonksiyonunun üstten yarı-sürekli olduğunu gösterelim. Herhangi bir s ∈ S noktası,

limn→∞ sn = s olacak şekilde (sn, tn)⊆GrΓ dizisi alalım ve (tn) dizisinin Γ(s) içinde yığılma

noktası olduğunu gösterelim. Hipotez ve limn→∞ sn = s özelliği kullanılırsa

∃N ∈ N ∀n≥ N h∗(Γ(sn),Γ(s))≤ ε

sağlanır. Dolayısıyla limn→∞ h∗(Γ(sn),Γ(s)) = 0 elde edilir. Herhangi bir t ∈ T için γt :

Γ(s)→ R, γt(z) 7→ d(t,z) fonksiyonu sürekli ve Γ(s) kompakt olduğundan

infγt(Γ(s)) = d(t,Γ(s)) ∈ γt(Γ(s))

olur. O halde

∀n≥ N ∃ zn ∈ Γ(s) d(tn,Γ(s)) = d(tn,zn)

gerçeklenir. Γ(s) kompakt olduğundan limk→∞ znk = z ∈ Γ(s) olacak şekilde (zn) dizisinin

(znk) alt dizisi vardır. Bu durumda,d(tnk ,znk) ≤ h∗(tnk ,Γ(s)) ve limk→∞ h∗(tnk ,Γ(s)) = 0

özellikleri kullanılırsa limk→∞ d(tnk ,znk) = 0 elde edilir. Dolayısıyla limk→∞ tnk = z bulunur.

Yani (tn) dizisi Γ(s) içinde yığılma noktasına sahiptir.

Şimdi Γ fonksiyonu alttan yarı-sürekli ise Hausdorff alttan yarı-sürekli olduğunu gösterelim.

Γ, fonksiyonunun s0 ∈ S noktasında Hausdorff alttan yarı-sürekli olmadığını kabul edelim.

Bu durumda,

∃ ε > 0 ∀δ > 0 ∃ s ∈ Bδ (s0) h∗(Γ(s0),Γ(s))≥ 0

sağlanır. Dolayısıyla,

∀n ∈ N∗ ∃ zn ∈ B 1
n
(s0) h∗(Γ(s0),Γ(zn))≥ 0

olur. Böylece h∗ fonksiyonunun tanımı gereği,

∀n ∈ N∗ ∃ tn ∈ Γ(s0) d(tn,Γ(zn))≥ ε (4.4)

sağlanır. Γ(s0) kompakt olduğundan limk→∞ tnk = t olacak şekilde (tn) dizisinin bir (tnk) alt

dizisi ve t ∈ Γ(s0) vardır. Γ(s0) ∩ B ε

2
(t) 6= /0 özelliği ve hipotez kullanılırsa

∃N ∈ N ∀ k ≥ N Γ(znk) ∩ B ε

2
(t) 6= /0
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bulunur. limk→∞ tnk = t özelliği de göz önüne alındığında

∃N′ ∈ N ∀ k ≥ N′ d(tnk , t)<
ε

2

sağlanır. O halde m = max{N,N′} alındığında

d(tnk ,Γ(znk)≤ d(tnk ,y)+d(t,Γ(znk)<
ε

2
+

ε

2
= ε

elde edilir. Bu ise (4.4) ile çelişir. Önerme 4.1.26’da dikkate alındığında istenilen sonuç elde

edilir.

Sonuç 4.1.31. Γ : S→ 2T kompakt değerli fonksiyonun sürekli olması için gerek ve yeter

koşul Hausdorff sürekli olmasıdır.

Önerme 4.1.32. Γ : S→ 2T kapalı değerli fonksiyon olsun. Γ Hausdorff üstten yarı-sürekli

ise kapalıdır ([18]).

İspat. Herhangi bir (s, t) ∈ GrΓ alalım. Bu durumda limn→∞(sn, tn) = (s, t) olacak şekilde

(sn, tn)⊆ GrΓ dizisi vardır. Γ fonksiyonu Hausdorff üstten yarı-sürekli olduğundan

∀ ε > 0 ∃δ > 0 Γ(Bδ (s))⊆ Bε(Γ(s))

sağlanır. limn→∞ sn = s özelliği göz önüne alındığında δ pozitif sayısı için

∃N ∈ N ∀n≥ N sn ∈ Bδ (s)

gerçeklenir. O halde hipotez kullanılırsa

∀n≥ N Γ(sn)⊆ Bε(Γ(s))

elde edilir. Böylece

∀n≥ N tn ∈ Γ(sn)⇔ d(tn,Γ(s))< ε

⇔ d(t,Γ(s)) = 0

⇔ y ∈ Γ(s)

sağlanır ve Γ kapalı değerli olduğundan t ∈ Γ(s) bulunur. Dolayısıyla GrΓ kapalıdır.
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Önerme 4.1.33. A,B⊆ Y olsun. Bu durumda,

h∗(A,B) = h∗(A,B)

eşitliği gerçeklenir([18]).

İspat. Herhangi bir a∈ A alalım. B⊆ B olduğundan her b∈ B için d(a,B)≤ d(a,b) sağlanır.

Dolayısıyla, d(a,B) değeri {d(a,b) : b ∈ B} kümesi için bir alt sınır olur. O halde,

d(a,B)≤ d(a,B) (4.5)

elde edilir. Şimdi herhangi bir b′ ∈ B alalım. Bu durumda, limn→∞ bn = b′ olacak şekilde

(bn)⊆ B dizisi vardır. Bu durumda,

d(a,B)≤ d(a,bn)≤ d(a,b′)+d(b′,bn)

sağlanır ve buradan limite geçilirse d(a,B) ≤ d(a,b′) elde edilir. Dolayısıyla d(a,B) değeri

{d(a,b) : b′ ∈ B} kümesi için alt sınır olur. O halde

d(a,B)≤ d(a,B) (4.6)

elde edilir. (4.5) ve (4.6)’dan d(a,B) = d(a,B)

bulunur. Bu eşitlik her a ∈ A için sağlandığından

h∗(A,B) = h∗(A,B)

gerçeklenir.

A⊆ A kapsaması göz önüne alındığında herhangi bir a ∈ A için d(a,B)≤ h∗(A,B) sağlanır.

Dolayısıyla h∗(A,B) değeri {d(a,B) : a ∈ A} kümesi için bir üst sınır olur. O halde

h∗(A,B)≤ h∗(A,B) (4.7)

gerçeklenir. Şimdi herhangi bir a′ ∈ A alalım. Bu durumda, limn→∞ an = a′ olacak şekilde
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bir (an)⊆ A dizisi vardır. Buradan,

d(a′,B)≤ d(a′,an)+d(an,B)≤ d(a′,an)+h∗(A,B)

elde edilir. Bu eşitsizliğin her iki tarafından limite geçilirse d(a′,B) ≤ h∗(A,B) bulunur.

Dolayısıyla h∗(A,B) değeri {d(a′,B) : a′ ∈ A} kümesi için üst sınır olur. Böylece

h∗(A,B)≤ h∗(A,B) (4.8)

eşitsizliği sağlanır. (4.7) ve (4.8)’den

h∗(A,B) = h∗(A,B)

elde edilir.

Sonuç 4.1.34. Γ : S → 2T olsun. Γ fonksiyonu Hausdorff üstten yarı-sürekli olması için

gerek ve yeter koşul Γ fonksiyonunun da Hausdorff üstten yarı-sürekli olmasıdır. Bu durum

Hausdorff alttan yarı-süreklilik ve Hausdorff süreklilik için de geçerlidir.

Önerme 4.1.35. Γ : S→ 2T olmak üzere t ∈ T için ϕt : S→ R, ϕt(s) = d(t,Γ(s)) şeklinde

fonksiyon tanımlansın. Bu durumda aşağıdakiler gerçeklenir [18].

(i) Γ fonksiyonu Hausdorff üstten yarı-sürekli ise her t ∈ T için ϕt fonksiyonu alttan

yarı-süreklidir.

(ii) Γ fonksiyonunun alttan yarı-sürekli olması için gerek ve yeter koşul her t ∈ T için ϕt

fonksiyonunun üstten yarı-süreklidir.

(iii) Eğer Γ fonksiyonu yerel kompakt ve kompakt değerli ve ϕt fonksiyonu alttan yarı sürekli

ise Γ fonksiyonu Hausdorff üstten yarı-süreklidir.

İspat. (i): Herhangi bir t ∈ T ve r ∈ R alalım ve

A := {x ∈ X : ϕt(s)≤ r}

kümesinin kapalı olduğunu gösterelim. x0 ∈ A alalım. O halde limn→∞ xn = x0 olacak şekilde
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(xn)⊆ A dizisi vardır. Bu durumda

∀n ∈ N ϕt(xn)≤ r

sağlanır. Dolayısıyla

∃ tn ∈ Γ(xn) d(y,yn)≤ r

olur.

ϕt(x0) = d(t,Γ(x0)≤ d(t,yn)+d(tn,Γ(xn)≤ r+h∗(Γ(xn,Γ(x0))

eşitsizliği ve hipotezden elde edilen limn→∞ d(xn,Γ(x0)) = 0 eşitliği göz önüne alındığında

d(t,Γ(x0)≤ r elde edilir. Dolayısıyla x0 ∈ A bulunur.

(ii): Her t ∈ T için ϕt fonksiyonunun alttan yarı-sürekli olduğunu kabul edelim ve Γ

fonksiyonunun kapalı olduğunu gösterelim. Herhangi bir (s, t) ∈ GrΓ alalım. Bu durumda

lim
n→∞

(sn, tn) = (s, t)

olacak şekilde (sn, tn)⊆GrΓ dizisi vardır. ϕt fonksiyonu s ∈ S noktasında alttan yarı-sürekli

olduğundan

∀ ε > 0 ∃δ > 0 ∀ s0 ∈ Bδ (s) ϕt(s)− ε < ϕt(s0)

ve limn→∞ sn = s olduğu göz önüne alındığında

δ > 0 ∃N ∈ N ∀n≥ N sn ∈ Bδ (s)

elde edilir. Dolayısıyla

∀n≥ N ϕt(s)− ε ≤ ϕt(sn)

gerçeklenir. Buradan

d(t,Γ(s))− ε ≤ d(t,Γ(sn))≤ d(t, tn)

ve limn→∞ tn = t özellikleri kullanılırsa

d(t,Γ(s))< ε ⇔ t ∈ Γ(s)

ve Γ kapalı değerli olması dikkate alındığında (s, t) ∈ GrΓ elde edilir. Önerme 4.1.24

ten Γ fonksiyonu üstten yarı-süreklidir. Böylece Önerme 4.1.26 göz önüne alındığında Γ
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fonksiyonu Hausdorff üstten yarı-sürekli bulunur.

(iii): Γ fonksiyonu alttan yarı-sürekli olsun ve her r ∈ R için

A := {s ∈ S : ϕt(s)≥ r}

kümesinin kapalı olduğunu gösterelim. x0 ∈ A alalım. Bu durumda limn→∞ xn = x0 olacak

şekilde (xn)⊆ A dizisi vardır. Dolayısıyla

d(t,Γ(xn))≥ r

sağlanır. Şimdi herhangi bir t0 ∈ Γ(x0) alalım. Γ fonksiyonu x0 noktasında alttan yarı-sürekli

olduğundan Önerme 4.1.6’dan limn→∞ tn = t0 ve her n ∈ N için tn ∈ Γ(xn) olacak şekilde bir

(tn) dizisi vardır. Bu durumda

r ≤ d(t,Γ(xn)≤ d(t, tn)+d(tn,Γ(xn) = d(t, tn)≤ d(t, t0)+d(t0, tn)

eşitsizliği her t0 ∈ Γ(x0) için gerçeklendiğinden

r ≤ d(t,Γ(x0))

elde edilir. Dolayısıyla x0 ∈ A bulunur.

Tersine, her t ∈ T için ϕt fonksiyonu üstten yarı-sürekli olsun. Herhangi bir V ⊆ T açık

kümesi alalım ve Γ −(V ) kümesinin açık olduğunu gösterelim. s0 ∈ Γ −(V ) alalım. Bu

durumda t0 ∈ Γ(s0)∩V noktası vardır. V kümesi açık olduğundan

∃ ε > 0 Bε(t0)⊆V

sağlanır. ϕt0 fonksiyonu s0 noktasında üstten yarı-sürekli olduğundan

∃δ > 0 ∀ s ∈ Bδ (s0) ϕt0(x)< ϕt0 + ε

sağlanır. Dolayısıyla

∃ t ∈ Γ(s) d(t0, t)< d(t0,Γ(s0))+ ε = ε
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bulunur. Buradan Γ(s)∩Bδ (t0) 6= /0 ve Bδ (t0)⊆V özellikleri kullanılırsa

Γ(s)∩V 6= /0

elde edilir. O halde s0 ∈ (Γ−(V ))◦ bulunur.

Önerme 4.1.36. Γ1,Γ2 : S→ 2T olsun. Aşağıdakiler gerçeklenir ([18]).

(i) Γ1 ve Γ2 fonksiyonları Hausdorff üstten yarı-sürekli ise Γ1 ∪Γ2 fonksiyonu Hausdorff

üstten yarı-süreklidir.

(ii) Γ1 ve Γ2 fonksiyonları Hausdorff alttan yarı-sürekli ise Γ1 ∪Γ2 fonksiyonu Hausdorff

alttan yarı-süreklidir.

İspat.

(i): Γ1 ve Γ2 fonksiyonları Hausdorff üstten yarı-sürekli olsun. Herhangi bir s ∈ S ve ε > 0

alalım. Γ1 fonksiyonu Hausdorff üstten yarı-sürekli olduğundan

∃δ1 > 0 Γ1(Bδ1(s))⊆ Bε(Γ1(s))

sağlanır. Benzer şekilde Γ2 fonksiyonu Hausdorff üstten yarı - sürekli olduğundan

∃δ2 > 0 Γ2(Bδ2(s))⊆ Bε(Γ2(s))

sağlanır. O halde δ = min{δ1,δ2} alınırsa

(Γ1∪Γ2)(Bδ (s)) = Γ1(Bδ (s))∪Γ2(Bδ (s))⊆ Bε(Γ1(s))∪Bε(Γ2(s))⊆ Bε(Γ1∪Γ2)(s)

elde edilir.

(ii): Γ1 ve Γ2 fonksiyonları Hausdorff alttan yarı-sürekli olsun. Herhangi bir s ∈ S ve ε > 0

alalım. Γ1fonksiyonu s noktasında Hausdorff alttan yarı-sürekli olduğundan

∃δ1 > 0 ∀s1 ∈ Bδ1(s) Γ1(s)⊆ Bε(Γ1(s1))

sağlanır ve benzer şekilde Γ2 fonksiyonu s noktasında Hausdorff alttan yarı-sürekli
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oluğundan

∃δ2 > 0 ∀ s2 ∈ Bδ2(s) Γ2(s)⊆ Γ2(s2)

sağlanır. δ = min{δ1,δ2} alınırsa her y ∈ Bδ (s) için

Γ1(s)⊆ Bε(Γ1(y))

Γ2(s)⊆ Bε(Γ2(y))

gerçeklenir. Dolayısıyla

(Γ1∪Γ2)(s)⊆ Bε(Γ1∪Γ2)(y)

elde edilir.

Önerme 4.1.37. Γ1 : S→ 2T kapalı değerli ve Γ2 : S→ 2T kompakt değerli olsun. Γ1 ve

Γ2 Hausdorff üstten yarı-sürekli ise Γ1∩Γ2 fonksiyonu Γ1(s)∩Γ2(s) 6= /0 olacak şekilde her

s ∈ S noktasında Hausdorff üstten yarı-süreklidir ([18]).

İspat. Γ1 ∩ Γ2 fonksiyonunun s0 ∈ S noktasında Hausdorff üstten yarı-sürekli olmadığını

kabul edelim. Bu durumda

∃ ε > 0 ∀δ > 0 (Γ1∩Γ2)(Bδ (s0)* Bε(Γ1∩Γ2(s0))

sağlanır. O halde

∀n ∈ N∗ ∃ sn ∈ Γ1∩Γ2(B 1
n
(s0)) (Γ1∩Γ2)(sn)* Bε(Γ1∩Γ2)(s0)

gerçeklenir. Dolayısıyla

∃ tn ∈ (Γ1∩Γ2)(sn) d(tn,Γ1∩Γ2(s0))≥ ε

olur. Önerme 4.1.30’dan Γ2 fonksiyonu üstten yarı-süreklidir. Γ1, s0 noktasında Hausdorff

üstten yarı-sürekli olduğundan

∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀n≥ N h∗(Γ1(sn),Γ1(s0))< ε
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sağlanır. Buradan

ε =
1
k
∃Nk ∈ N mk ≥ Nk tmk ∈ Γ1(smk) d(tmk ,Γ1(s0))<

1
k

mk < mk+1 < ...

elde edilir. Dolayısıyla limk→∞ smk = s0 , tmk ∈ Γ2(smk) ve Önerme 4.1.20 kullanılırsa (tmk)

dizisi Γ2(s0) kümesinde yığılma noktasına sahip olur. O halde limp→∞ tp = t olacak şekilde

(tmk) dizisinin bir (tp) alt dizisi ve t ∈ Γ2(s0) noktası vardır. Dolayısıyla

d(tp,Γ1(s0))<
1
k

eşitsizliği, limp→∞ tp = t ve Γ1 fonksiyonunun kapalı değerli olması kullanılırsa t ∈ Γ1(s0)

bulunur. Buradan

d(tp,Γ1∩Γ2(s0))≤ d(tp, t)< ε

olduğundan d(tp,Γ1∩Γ2(s0))< ε çelişkisi elde edilir.

Önerme 4.1.38. Γ : S→ 2T olsun. Γ fonksiyonu Kuratowski alttan yarı-sürekli olması için

gerek ve yeter koşul alttan yarı-sürekli olmasıdır ([32]).

İspat. Γ fonksiyonu Kuratowski alttan yarı-sürekli olsun. Herhangi bir s0 ∈ S, limn→∞ sn = s0

olacak şekilde bir (sn) ⊆ S dizisi ve t ∈ Γ(s) alalım. Hipotezden t ∈ liminfs→s0 Γ(s) olur.

Dolayısıyla her n ∈ N için tn ∈ Γ(sn) ve limn→∞ tn = t olacak şekilde bir (tn) ⊆ T dizisi

vardır. Önerme 4.1.6dan Γ fonksiyonu alttan yarı-sürekli olur.

Tersine, Γ fonksiyonu s0 ∈ S noktasında alttan yarı-sürekli olsun. Herhangi bir t ∈ Γ(s0)

alalım. Önerme 4.1.6 gereği limn→∞ sn = s0 olacak şekilde her (sn) dizisi için t ∈ lims→s0 Γ(s)

elde edilir. Dolayısıyla Γ fonksiyonu Kuratowski alttan yarı-sürekli olur.

Önerme 4.1.39. Γ : S→ 2T olsun. Γ fonksiyonunun Kuratowski üstten yarı-sürekli olması

için gerek ve yeter koşul bu fonksiyonun kapalı olmasıdır ([32]).

İspat.Γ fonksiyonu Kuratowski üstten yarı-sürekli olsun. (s, t) ∈ GrΓ alalım. Bu durumda

lim
n→∞

(sn, tn) = (s, t)

olacak şekilde (sn, tn) ⊆ GrΓ dizisi vardır. Dolayısıyla t ∈ limsups′→x Γ(s
′
) gerçeklenir. Γ

Kuratowski üstten yarı-sürekli olduğundan t ∈ Γ(s) olur. Dolayısıyla (s, t) ∈GrΓ elde edilir.
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Tersine, GrΓ kapalı ve s ∈ S olsun. Herhangi bir t ∈ limsups′→s Γ(s
′
) alalım. Bu durumda

limn→∞ sn = s olacak şekilde (sn) ⊆ S dizisi ve her n ∈ N için tn ∈ Γ(sn) olmak üzere

limn→∞ tn = t olacak şekilde (tn) dizisi vardır. Hipotez göz önüne aldındığında t ∈ Γ(s) olur.

O halde limsups′→s Γ(s
′
)⊆ Γ(s) elde edilir.

Sonuç 4.1.40. Önerme 4.1.17’den ötürü eğer Γ fonksiyonu kapalı değerli ve üstten

yarı-sürekli ise bu fonksiyon Kuratowski üstten yarı-süreklidir ([32]).

Not 4.1.41. Yukarıdaki önermenin tersinin her zaman doğru olması gerekmez.

Örnek 4.1.42. Γ : R+→ 2R olsun.

Γ(x) =

{0,
1
x}, x > 0

{0}, x = 0

fonksiyonu Kuratowski üstten yarı-süreklidir fakat x = 0 noktasında üstten yarı-sürekli

değildir [23].

Önerme 4.1.43. Γ : S→ 2T ve T kompakt metrik uzay olsun. Γ fonksiyonu Kuratowski

üstten yarı-sürekli ise üstten yarı-süreklidir ([32]).

İspat. Γ fonksiyonunun s0 ∈ S noktasında üstten yarı-sürekli olmadığını kabul edelim. Bu

durumda Γ(s0)⊆V ve s0 6∈ (Γ+(V ))◦ olacak şekilde bir V ⊆ T açık kümesi vardır. Böylece

∀n ∈ N∗ B 1
n
(s0)* (Γ+(V ))◦

sağlanır. Buradan

∀n ∈ N∗ ∃ sn ∈ B 1
n
(s0) Γ(sn)*V

elde edilir. Dolayısıyla

∀n ∈ N∗ ∃ tn ∈ Γ(sn) tn 6∈V (4.9)

sağlanır. T kompakt olduğundan limk→∞ tnk = t0 olacak şekilde bir t0 ∈ T ve (tn) dizisinin bir

(tnk) alt dizisi vardır. Dolayısıyla

lim
k→∞

(snk , tnk) = (s0, t0)
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olur. Hipotez ve Önerme 4.1.39 göz önüne alındığında t0 ∈ Γ(s0) elde edilir. Γ(s0)⊆V ve V

kümesi açık olduğu kullanılırsa V ∈ V (t0) bulunur. limk→∞ tnk = t0 özelliğinden

∃N ∈ N ∀ k ≥ N tnk ∈V

elde edilir. Bu ise (4.9) ile çelişir.

Önerme 4.1.44. Γ : S→ 2T kapalı değerli fonksiyon ve s∈ S olsun. Bu durumda aşağıdakiler

gerçeklenir ([32]).

(i) Γ fonksiyonunun s noktasında Kuratowski üstten yarı-sürekli olması için gerek ve yeter

koşul her t ∈ T için ϕt : S→ 2R, ϕt(s) = d(t,Γ(s)) şeklinde tanımlı fonksiyonunun alttan

yarı-sürekli olmasıdır.

(ii) Γ fonksiyonunun s noktasında Kuratowski alttan yarı - sürekli olması için gerek ve yeter

koşul her t ∈ T için ϕt : S→ 2R, ϕt(s) = d(t,Γ(s)) şeklinde tanımlı fonksiyonunun üstten

yarı-sürekli olmasıdır.

İspat. (i): Γ fonksiyonu s0 ∈ S noktasında üstten yarı sürekli olsun ve t0 ∈ T noktası için

ϕt0 : S→ R fonksiyonu alttan yarı sürekli olmasın. Bu durumda

∃ ε > 0 ∀n ∈ N∗ ∃ sn ∈ B 1
n
(s0) ϕt0(s0)− ε ≥ ϕt0(sn)

gerçeklenir. Dolayısıyla

d(t0,Γ(s0))− ε ≥ d(t0,Γ(sn))

olur. Buradan limn→∞ d(t0,Γ(sn)) 6= d(t0,Γ(s0)) elde edilir. O halde limn→∞ Γ(sn) 6= Γ(s)

olur. limn→∞ sn = s0 ve Γ Kuratowski üstten yarı-sürekli olması özellikleri kullanıldığında

limsups→s0
Γ(s) ⊆ Γ(s0) bulunur. Öte yandan Γ(s0) ⊆ limsups→s0

Γ(s) kapsaması her

zaman sağlandığından ve Γ kapalı değerli olduğudan limsups→s0
Γ(s) = Γ(s0) bulunur.

Dolayısıyla liminfs→s0 Γ(s) 6= Γ(s0) gerçeklenir. Γ kapalı olduğundan liminfs→s0 Γ(s) ⊆

Γ(s0) kapsaması göz önüne alındığında Γ(s0) * liminfs→s0 Γ(s) elde edilir. Yani ∃ t ∈

Γ(s0) t 6∈ liminfs→s0 Γ(s) olur. liminfs→s0 Γ(s) tanımı gereği limn→∞ sn = s olan (sn) dizisi

için t 6∈ liminfn→∞ Γ(sn) olur. Buradan her n ∈ N için tn ∈ Γ(sn) olacak şekilde herhangi

bir (tn) dizisi için limn→∞ tn 6= t elde edilir. Fakat limsups→s0
Γ(s) = Γ(s0) olduğundan bir

çelişki elde edilir.
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Tersine her t ∈ T için ϕt : S→R fonksiyonu alttan yarı sürekli olsun. GrΓ kümesinin kapalı

olduğunu gösterelim. Herhangi bir (s0, t0) ∈ GrΓ alalım. Bu durumda

lim
n→∞

(sn, tn) = (s0, t0)

olacak şekilde (sn, tn)⊆GrΓ dizisi vardır. Hipotez göz önüne alındığında herhangi bir t0 ∈ T

için

∀ ε > 0 ∃δ > 0 ∀ s ∈ Bδ (s0) ϕt0(s0)− ε < ϕt0(s)

sağlanır. limn→∞ sn = s0 olduğundan δ pozitif sayısı için

∃N ∈ N ∀n≥ N sn ∈ Bδ (s0)

gerçeklenir. Dolayısıyla

∀n≥ N d(t,Γ(s0))− ε < d(t0,Γ(sn))

olur. Her n ∈ N için tn ∈ Γ(sn) ve limn→∞ tn = t0 olduğu göz önüne alındığında

d(t0,Γ(s))− ε < d(t0,Γ(sn)≤ d(t0, tn)

gerçeklenir ve buradan

d(t0,Γ(s0))− ε < 0⇔ t0 ∈ Γ(s0)

olur. Γ fonksiyonu kapalı değerli olduğundan t0 ∈ Γ(s0) elde edilir.

(ii): Önerme 4.1.35 ve Önerme 4.1.38 göz önüne alındığında istenen elde edilir.

Önerme 4.1.45. S ve T herhangi iki normlu uzay ve Γ : S→ 2T kapalı değerli fonksiyon, s0 ∈

S olmak üzere dΓ : S×T → R, dΓ(x,y) = d(y,Γ(x)) fonksiyonu tanımlansın. Bu durumda

aşağıdakiler gerçeklenir ([24]).

(i) dΓ fonksiyonu {s0}×T üzerinde alttan yarı-sürekli ise Γ fonksiyonu s0 noktasında üstten

yarı-süreklidir.

(ii) dΓ fonksiyonu {s0}×T üzerinde üstten yarı-sürekli ise Γ fonksiyonu s0 noktasında alttan

yarı-süreklidir.
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(iii) dΓ fonksiyonu {s0}×T üzerinde sürekli ise Γ fonksiyonu s0 noktasında süreklidir.

İspat.

(i) : dΓ fonksiyonu {s0}×T üzerinde alttan yarı-sürekli olsun. limn→∞ sn = s0 olacak şekilde

herhangi bir (sn)⊆ S dizisi ve herhangi bir t0 ∈ limsupΓ(sn) alalım. Dolayısıyla

∃ tnk ∈ Γ(snk) lim
k→∞

tnk = t0

olur. dΓ fonksiyonu (s0, t0) ∈ {s0}×T noktasında alttan yarı-sürekli olduğundan

dΓ((s0, t0)≤ liminfdΓ(snk , tnk)

sağlanır. Her k ∈N için tnk ∈ Γ(snk) olduğundan liminfdΓ(snk = 0 olduğundan dΓ(((s0, t0) =

0⇔ t0 ∈ Γ(s0) = Γ(s0) olur. O halde limsupΓ(sn) ⊆ Γ(s0) olduğundan Γ, s0 noktasından

üstten yarı-sürekli olur.

(ii) : dΓ fonksiyonu {s0} × T üzerinde üstten yarı-sürekli olsun. Γ fonksiyonunun s0

noktasında alttan yarı-sürekli olmadığını kabul edelim. Bu durumda

∃ (sn)n∈N ⊆ S lim
n→∞

sn = s0 Γ(s0)* liminfΓ(sn)

gerçeklenir. O halde

∃ t0 ∈ Γ(s0) t0 6∈ liminfΓ(sn)

olur. Dolayısıyla

∃ ε > 0 ∀n ∈ N ∃N ≥ n t0 6∈ Bε(Γ(sn)

gerçeklenir. O halde

dΓ(sn, t0)≥ ε (4.10)

olur ve dΓ üstten yarı-sürekliliği göz önüne alındığında

dΓ(sn, t0)< dΓ(s0, t0)+ ε
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eşitsizliği sağlanır. Buradan (4.10) kullanıldığında

ε ≤ dΓ(sn, t0)< dΓ(s0, t0)+ ε ⇔ dΓ(s0, t0) 6= 0 ⇔ t0 6∈ Γ(s0) = Γ(s0)

çelişkisi elde edilir.

(iii): (i) ve (ii) nin bir sonucudur.

Önerme 4.1.46. α ∈]0,1] ve Γ : Rn −→ 2R
n

kapalı değerli fonksiyon olsun. Γ fonksiyonu

α-Hölder sürekli olması için gerek ve yeter koşul p,r,x,y ∈ Rn için

|d(p,Γ(x))−d(r,Γ(y)) | ≤ |p− r|+H |x− y|α (4.11)

gerçeklenmesidir ([24]).

İspat. Γ fonksiyonu α-Hölder sürekli olsun. Herhangi p,r,x,y ∈ Rn ve v ∈ Γ(x), z ∈ Γ(y)

alalım. d fonksiyonunun tanımı gereği

d(p,Γ(x))≤ |p− v|, d(r,Γ(y))≤ |r− z|

sağlanır. Bu durumda,

d(p,Γ(x))−d(r,Γ(y)) ≤ |p− v|− |r− z|

≤ |p− r|+ |r− v|− |r− z|

≤ |p− r|+ |r− z|+ |z− v|− |r− z|

= |p− r|+ |z− v|

≤ |p− r|+H |x− y|α

ve benzer şekilde,

d(r,Γ(y))−d(p,Γ(x)) ≤ |p− r|+H |x− y|α

sağlanır. Böylece (4.11) elde edilir.

Tersine (4.11) sağlansın. (4.11)’de p = r alınırsa Γ fonksiyonunun α-Hölder sürekli olduğu

elde edilir.
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4.2 KÜME DEĞERLİ FONKSİYONLARIN SÜREKLİ SEÇİMLERİ İLE İLGİLİ
BAZI SONUÇLAR

Bu bölümde öncelikle seçim teoremlerinde kullanılacak zayıf alttan yarı süreklilik

kavramının diğer yarı süreklilik kavramları ile ilişkileri ve aksi örnekler verilecektir.

Sonrasında bu teoremler için bazı ön sonuçlardan bahsedilecektir.

Önerme 4.2.1. (S,τ) herhangi bir topolojik uzay, (T,d) herhangi bir metrik uzay ve Γ : S→

2T olsun. Aşağıdaki ifadeleri göz önüne alalım.

(i) Γ alttan yarı süreklidir.

(ii) Γ kuazi alttan yarı-süreklidir.

(iii) Γ zayıf alttan yarı-süreklidir.

Bu durumda (i)⇒ (ii)⇒ (iii) geçişleri sağlanır ([30]).

İspat.

(i)⇒ (ii): Herhangi bir ε pozitif sayısı ve s ∈ S alalım. Her t ∈ Γ(s) için Γ(s)∩Bε(t) 6= /0 ve

Γ alttan yarı-sürekli olması özellikleri göz önüne alındığında s ∈ (Γ −(Bε(t))◦ elde edilir.

Dolayısıyla Γ kuazi alttan yarı-süreklidir.

(ii) ⇒ (iii): Herhangi bir ε pozitif sayısı ve s ∈ S alalım. Γ kuazi alttan yarı-sürekli

olduğundan s ∈ (Γ −(Bε(t))◦ olacak şekilde t ∈ T vardır. Dolayısıyla Γ zayıf alttan

yarı-süreklidir.

Önerme 4.2.2. (S,τ) herhangi bir topolojik uzay, (T,d) herhangi bir metrik uzay ve Γ : S→

2T olsun. Aşağıdaki ifadeleri göz önüne alalım.

(i) Γ Hausdorff alttan yarı-süreklidir.

(ii) Γ zayıf Hausdorff alttan yarı-süreklidir.

(iii) Γ kuazi alttan yarı-süreklidir.

(iv) Γ zayıf alttan yarı-süreklidir.
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Bu durumda (i)⇒ (ii)⇒ (iii)⇒ (iv) geçişleri sağlanır ([30]).

İspat.

(i)⇒ (ii): Herhangi bir ε pozitif sayısı ve s0 ∈ S alalım. Hipotezden

∃δ > 0 ∀ s ∈ Bδ (s0) h∗(Γ(s0),Γ(s)< ε

sağlanır. Böylece zayıf Hausdorff alttan yarı-süreklilik tanımından U = Bδ (s0) ve s = s0

alınırsa istenen elde edilir.

(ii)⇒ (iii): Tanımdan kolayca görülür.

(iii) ⇒ (iv): Herhangi bir s0 ∈ S noktası alalım. Bu durumda kuazi alttan yarı - süreklilik

tanımında yer alan t ∈ Γ(s0) elemanlarının ε yuvarları için (iv) gerçeklenir.

Örnek 4.2.3. Φ : [−1,1]→ 2R ,

Φ(x) =


[−1

n ,∞[, x ∈ {−1
n : n ∈ N∗}

]−∞,n], x ∈ {1
n : n ∈ N∗}

R, diğer noktalarda

kapalı değerli fonksiyonu kuazi alttan yarı-sürekli fakat alttan yarı-sürekli ve zayıf Hausdorff

alttan-yarı sürekli değildir. [30]

Örnek 4.2.4. S = [0,2] , T = [0,1] ve Γ : S→ 2T olsun.

Γ(s) =


{0}, s ∈ [0,1[

[0,1], s = 1

{1}, s ∈]1,2]

fonksiyonu s = 1 noktasında kuazi-alttan yarı sürekli değildir. Dolayısıyla bu noktada zayıf

Hausdorff alttan yarı-sürekli ve Hausdorff alttan yarı-sürekli değildir. s = 0 noktasında alttan

yarı-süreklidir ve Γ kompakt değerli olduğundan bu noktada Hausdorff alttan yarı-süreklidir

[5].

Örnek 4.2.5. S = R , T = R2 , Γ : S→ 2T olsun. Γ(s) = {(s, ts) : t ∈ R} fonksiyonu alttan

yarı-sürekli fakat zayıf Hausdorff alttan yarı-sürekli değildir [30].
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Örnek 4.2.6. S = R, T = R2 , G : S→ 2T olsun.

G(s) =

{(t,0) : t ∈ [0,∞[}, s = {1
n : n ∈ N∗}

{(t,st) : t ∈ [−1,∞[}, diğer noktalarda

fonksiyonu s = 0 noktasında zayıf Hausdorff alttan yarı-sürekli ve alttan yarı-sürekli değildir

fakat aynı noktada kuazi alttan yarı-süreklidir [29] .

Örnek 4.2.7. S = T = [0,1] G : S→ 2T olmak üzere,

G(s) =

 [0, 1
2 ], s ∈ [0, 1

3 [

[0,1], s ∈ [1
3 ,1]

fonksiyonu zayıf alttan yarı-süreklidir fakat s = 1
3 noktasında kuazi alttan yarı-sürekli

değildir.

Not 4.2.8. Örnek 4.2.3’de tanımlanan fonksiyon zayıf alttan yarı-süreklidir fakat x = 1
3

noktasında kuazi alttan yarı-sürekli değildir.

Lemma 4.2.9. (S,τ) bir topolojik uzay, I boştan farklı bir indis kümesi ve {Uα : α ∈ I}

topluluğu yerel sonlu olsun. Bu durumda,

⋃
α∈I

Uα =
⋃
α∈I

Uα

eşitliği gerçeklenir ([28]).

Lemma 4.2.10. S parakompakt Hausdorff uzay ve {Uα : α ∈ I} topluluğu S kümesinin

herhangi bir açık örtülüşü olsun. Bu durumda,

Vα ⊆Uα

olacak şekilde {Vα : α ∈ I} yerel sonlu bir açık örtülüş vardır ([28]).

İspat. A := {A ∈ τ : ∃α ∈ I A ⊆Uα} kümesini tanımlayalım. Önerme 2.0.7 göz önüne

alındığında S kümesi regülerdir. O halde

∀α ∈ I ∃A ∈ τ A⊆ A⊆Uα
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gerçeklenir. Dolayısıyla A topluluğu S kümesinin bir örtülüşü olur. S parakompakt

olduğundan A nın incelmesi olacak şekilde yerel sonlu bir açık örtülüş vardır. Bu örtülüş

B := {Bβ : β ∈ K} olsun. Şimdi Bβ ⊆ Uγ(β ) olacak şekilde γ : K → I fonksiyonunu

tanımlayabiliriz. Her α ∈ I için Vα kümesini

Bα := {Bβ : γ(β ) = α}

topluluğunun elemanlarının birleşimi şeklinde tanımlayalım. Dolayısıyla her Bβ ∈Bα için

Bβ ⊆Uα olur. Bα topluluğu yerel sonlu olduğundan Önerme 4.2.9 dikkate alındığında V α ⊆

Uα gerçeklenir.

Önerme 4.2.11. S parakompakt Hausdorff uzay, I boştan farklı bir indis kümesi ve {Uα :

α ∈ I} topluluğu S kümesinin herhangi bir açık örtülüşü olsun. Bu durumda S üzerinde

{Uα} topluluğunun bir incelmesi olacak şekilde birimin bir parçalanışı vardır ([28]).

İspat. Hipotez gerçeklensin. Bu durumda Lemma 4.2.10’dan {Uα : α ∈ I} açık örtülüşü için

Vα ⊆Uα olacak şekilde S nin yerel sonlu bir {Vα : α ∈ I} açık örtülüşü vardır. Benzer şekilde

Lemma 4.2.10 göz önüne alındığında, {Vα : α ∈ I} topluluğu için Wα ⊆ Vα olacak şekilde

S nin yerel sonlu bir {Wα : α ∈ I} açık örtülüşü vardır. S normal olduğundan Wα ve S \Vα

ayrık,kapalı kümeleri için

ψα =

1, s ∈Wα

0, s ∈ X \Vα

şeklinde tanımlı bir ψα : S→ [0,1] sürekli fonksiyonu vardır. Her s ∈ Vα için ψα(s) 6= 0

olduğundan Vα = suppψα sağlanır. Buradan suppψα ⊆ Vα ⊆Uα elde edilir. Önerme 2.0.5

göz önüne alındığında {Vα : α ∈ I} topluluğu yerel sonlu olur. Dolayısıyla {suppψα : α ∈ I}

topluluğu da yerel sonlu olur.

Ψ : S→ R, Ψ(x) = ∑
α∈I

ψα(s)

fonksiyonunu tanımlayalım. Herhangi bir s ∈ S alalım. Bu durumda

∃{α1,α2, ...αk} ⊆ I, suppψαi ∩Us 6= /0 i ∈ {1,2, ...,k}
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olacak şekilde Us ∈ V (s) vardır. Dolayısıyla Ψ fonksiyonu bu komşuluk üzerinde sonlu

toplama eşittir ve her α ∈ I için suppψα sürekli olduğundan Ψ fonksiyonu Us komşuluğu

üzerinde süreklidir. O halde Ψ fonksiyonu S üzerinde süreklidir. Şimdi

Φα(s) =
ψα(s)
Ψ(s)

fonksiyonunu tanımlayalım. Herhangi bir s ∈ S için ∑α∈I Φα(s) = 1 olduğunu gösterelim.

{suppψα : α ∈ I} yerel sonlu olduğundan

Ψ(x) = ψα1(s)+ψα2(s)+ ...+ψαk(s)

şeklindedir. Dolayısıyla

∑
α∈I

Φα(s) = 1

elde edilir. Böylece istenilen birimin parçalanışı {Φα : α ∈ I} şeklinde belirlenmiş olur.

Önerme 4.2.12. (Michael Seçim Teoremi)

S bir metrik uzay, T bir Banach uzay ve Γ : S→ 2T kapalı - konveks değerli alttan yarı-sürekli

fonksiyon olsun. Bu durumda Γ küme değerli fonksiyonunun sürekli bir seçimi vardır ([2]).

İspat. Bu ispatı üç aşamada yapacağız.

1. Aşama: Herhangi bir Φ : S→ 2T alttan yarı-sürekli ve konveks değerli fonksiyonu ve

herhangi bir ε pozitif sayısı için

∀ s ∈ S, d(ϕ(s),Φ(s))≤ ε

olacak şekilde ϕ : S→ T sürekli fonksiyonunun olduğunu gösterelim. Φ alttan yarı-sürekli

olduğundan herhangi bir s ∈ S ve t ∈Φ(s) alındığında Bε(t) kümesi için

∃δs > 0 ∀ z ∈ Bδs(s) Φ(z)∩Bε(t) 6= /0

gerçeklenir. Önerme 2.0.8’den S kümesi parakompakttır. Dolayısıyla {Bδs(s) : s ∈ S} açık

örtülüşünün {Us : s∈ S} yerel sonlu ve S kümesinin açık örtülüşü olacak şekilde bir incelmesi

vardır. Önerme 4.2.11’den {Us} topluluğunun incelmesi olacak şekilde S üzerinde

{πs(.) : s ∈ S}
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birimin parçalanışı vardır. Şimdi herhangi bir ξ ∈ S için

ϕ(ξ ) = ∑
s∈S

πs (ξ ) tx

şeklinde tanımlı ϕ : S→ T fonksiyonunu ele alalım. {suppπs : s ∈ S} kümesinin yerel sonlu

olmasından dolayı ϕ(ξ ) sonlu toplamdır. Herhangi bir ξ ∈ S seçelim. Bu durumda her s ∈ S

için πs(ξ )> 0 ve Us ⊆ Bδs(s) özelliklerinden fonksiyonun alttan yarı-sürekliliğinden ötürü

ts ∈Φ(ξ )+ εB1(0)

sağlanır. Φ(ξ ) + εB1(0) kümesi konveks olduğundan ϕ(ξ ) ∈ Φ(ξ ) + εB1(0) olur.

Dolayısıyla

d(ϕ(ξ ),Φ(ξ ))≤ ε

elde edilir.

2. Aşama: Şimdi aşağıdaki koşulları sağlayan ve her n ∈ N için sürekli olan γn : S → T

fonksiyonlar dizisinin var olduğunu tümevarım yöntemi ile gösterelim.

(i) ∀ξ ∈ S d(γn(ξ ),Γ(ξ ))≤ 1
2n

(ii) ∀ξ ∈ S ‖γn(ξ )− γn−1(ξ )‖ ≤ 1
2n−2

n = 1 için 1. Aşamadan ε = 1
2 ve Φ = Γ alınırsa istenen elde edilir. n = v için bu sürekli

fonksiyon dizisinin var olduğunu kabul edelim ve n = v+1 için de var olduğunu gösterelim.

Φ(ξ ) = (γv(ξ )+
1
2v B1(0))∩Γ(ξ )

kümesini tanımlayalım. Γ konveks değerli ve γv(ξ ) +
1
2v B1(0) kümesi de konveks

olduğundan Φ(ξ ) konvekstir. Şimdi Φ fonksiyonunun alttan yarı-sürekli olduğunu

gösterelim. Herhangi bir s ∈ S ve t ∈Φ(s), ε pozitif sayısı alalım. Bu durumda

t ∈ γv(ξ )+
1
2v B1(0)
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olduğundan

d(t,γv(s))<
1
2v

sağlanır ve böylece

∃ ε0 > 0 d(t,γv(s)) =
1
2v − ε0

olur. Γ fonksiyonu alttan yarı-sürekli olduğundan k = min{ ε0
2 ,ε} için

∃δ1 > 0 ∀ s′ ∈ Bδ1(s) Γ(s′)∩Bk(t) 6= /0

gerçeklenir. Benzer şekilde γv fonksiyonu sürekli olduğundan

∃δ2 > 0 ∀ s′ ∈ Bδ2(s) d(γv(s),γv(s′))<
ε0

2

gerçeklenir. Şimdi δ = min{δ1,δ2} alınırsa

t ′ ∈ Γ(s′)∩Bk(t)

noktası için

d(t ′,γv(s′))< d(t ′, t)+d(t,γv(s′)

≤ d(t ′, t)+d(t,γv(s))+d(γv(s′),γv(s))

< k+
1
2v − ε0 +

ε0

2

≤ ε0

2
+

1
2v − ε0 +

ε0

2
=

1
2v

olduğundan t ′ ∈Φ(s′) elde edilir. Dolayısıyla

Φ(s′) ∩ Bε(t) 6= /0

bulunur. O halde 1. Aşamadan Φ fonksiyonunun

d(ϕ(ξ ),Φ(ξ ))≤ 1
2v+1

olacak şekilde ϕ : S→ T sürekli seçimi vardır. ϕ(ξ ) = γv+1(ξ ) alınırsa (i) koşulu sağlanır.
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Buradan

γv+1(ξ ) ∈Φ(ξ )+
1

2v+1 B1(0)⊆ γv +(
1
2v +

1
2v+1 )B1(0)

gerçeklendiğinden

‖γv+1(ξ )− γv(ξ )‖ ≤
1

2v−1 (4.12)

elde edilir. Böylece n = v+1 için (ii) sağlanmış olur.

3. Aşama : Bu aşamada oluşturulan fonksiyon dizisinin limiti ile seçim fonksiyonunu

belirleyeceğiz. (4.12)’den ∑
∞
n=0 ‖γn+2(ξ ) − γn+1(ξ )‖ ≤ ∑

∞
n=0

1
2n elde ederiz ve ∑

∞
n=0

1
2n

geometrik serisi yakınsak olduğundan ∑
∞
n=0 ‖γn+2(ξ ) − γn+1(ξ )‖ toplamı sonlu olur.

Dolayısıyla {γn : n ∈ N} fonksiyon dizisi Cauchy dizisidir. C(S) sürekli fonksiyonlar uzayı

Banach uzayı olduğundan {γn} fonksiyon dizisi sürekli bir γ : S→ T fonksiyonuna yakınsar.

(i) koşulu gereği her ξ ∈ S için d(γ(ξ ),Γ(ξ )) = 0 elde edilir ve Γ fonksiyonu kapalı değerli

olduğundan γ(ξ ) ∈ Γ(ξ ) buluruz. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Lemma 4.2.13. (S,τ) parakompakt uzay, (T,‖.‖) Banach uzayı ve Γ : S → 2T kapalı-

konveks değerli kuazi-alttan yarı sürekli olsun. Herhangi bir ε pozitif sayısı, S in herhangi

bir U açık örtülüşü ve Γ fonksiyonunun herhangi bir g seçimi için

d(γ(s),Γ(s))≤ ε, γ(s) ∈ co{g(
⋃
{U ∈ U : s ∈U})}

koşullarını sağlayan sürekli bir γ : S→ T fonksiyonu elde edilir ([30]).

İspat. Herhangi bir s ∈ S ve Us ∈ V(s) alalım. Γ kuazi alttan yarı - sürekli olduğundan ε

pozitif sayısı ve Us ∈ V (s) için

∃q(s) ∈Us ∀ t ∈ Γ(q(s)) s ∈ (Γ−(Bε(t)))◦ (4.13)

sağlanır. h fonksiyonu Γ fonksiyonunun seçimi olduğundan g(q(s)) ∈ Γ(q(s)) olur.

Dolayısıyla y = g(q(s)) için (4.13) dikkate alındığında

∃V ∈ V (s) ∀ s′ ∈V Γ(s′)∩Bε(g(q(s)) 6= /0

sağlanır. S⊆ {U(s)∩V (s) : s ∈ S} ve S parakompakt uzay olduğundan {U(s)∩V (s) : s ∈ S}
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açık örtülüşünün incelmesi olacak şekilde {eα : α ∈ I} yerel sonlu, birimin parçalanışı vardır.

Dolayısıyla

∀α ∈ I ∃ sα ∈ S supp eα ⊆U(sα)∩V (sα)

olur.

Herhangi bir s0 ∈ S ve q(sα) ∈U(sα) olmak üzere,

γ(s0) = ∑
α∈I

eα(s0)g(q(sα))

tanımlayalım. Her α ∈ I için eα fonksiyonu sürekli olduğundan γ fonksiyonu süreklidir.

{eα : α ∈ I} sürekli fonksiyonlar topluluğu yerel sonlu olduğundan {α1,α2, ...,αk} ⊆ I için

γ(s0) = eα1(s0)g(q(sα1))+ eα2(s0)g(q(sα2))+ ...+ eαk(s0)g(q(sαk))

olur. Her i ∈ {1,2, ...k} için eαi(x0)> 0 olduğundan s0 ∈ suppeαi ⊆V (sαi) ve Γ kuazi-alttan

yarı sürekliliği göz önüne alındığında

Γ(s0)∩Bε(g(q(sαi)) 6= /0

sağlanır. Dolayısıyla

∃ zαi ∈ Γ(s0) d((g(q(sαi)),zαi)< ε

gerçeklenir. Bu durumda
k

∑
i=1

eαi(s0) = 1

ve Γ(s0) kümesinin konveks olduğu dikkate alındığında eα1(s0)zα1 + ...+eαk(s0)zαk ∈ Γ(s0)

olur. Buradan

‖γ(s0)− (eα1(s0)zα1 + ...+ eαk(s0)zαk)‖ ≤

eα1(s0)‖g(g(sα1))− zα1‖+ ...+ eαk(s0)‖g(q(sαk))− zαk‖

eα1(s0)ε + ...+ eαk(s0)ε = ε

elde edilir. Dolayısıyla d(γ(s0),Γ(s0))< ε bulunur.
⋃
{U ∈ U : s0 ∈U}= St(s0,U) diyelim.

Şimdi γ(s0) ∈ co{g(St(s0,U))} olduğunu gösterelim. Benzer şekilde her i ∈ {1,2, ...k} için

eαi(s0)> 0 olduğundan s0 ∈ supp eαi ⊆U(sαi)∩V (sαi) sağlanır. O halde U(xαi) ∈ St(s0,U)
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gerçeklenir. Buradan q(sαi) ∈U(sαi) olması göz önüne alınırsa g(q(sαi)) ∈ g(St(s0,U)) elde

edilir. Dolayısıyla γ(s0) ∈ co{g(St(s0,U))} bulunur.

Lemma 4.2.14. (S,τ) parakompakt uzay, (T,‖.‖) Banach uzayı ve Γ : S → 2T kapalı-

konveks değerli kuazi-alttan yarı sürekli olsun. Herhangi ε , δ pozitif sayısı ve

d(g(s),Γ(s)) ≤ δ olacak şekilde sürekli bir g fonksiyonu için aşağıdaki koşulları sağlayan

sürekli bir γ : S→ T fonksiyonu vardır ([30]).

‖γ(s)−g(s)‖< ε +2δ , d(γ(s)),Γ(s))≤ δ

İspat. Herhangi bir s∈ S ve ε pozitif sayısı alalım. d(g(s),Γ(s))< ε eşitsizliği sağladığından

h(s) ∈ Bε(g(s)) olacak şekilde h(s) ∈ Γ(s) vardır. Dolayısıyla h fonksiyonu Γ için bir seçim

olur. w = {g−1(Bδ (t)) : t ∈ T} topluluğu S için bir açık örtülüştür. Bu durumda (h,w,δ )

üçlüsü için Önerme 4.2.13 göz önüne alındığında γ(s)∈ co{h(St(w,s))} ve d(γ(s),Γ(s))≤ δ

özelliklerini sağlayan bir γ sürekli fonksiyonu vardır.

Şimdi herhangi bir s ∈ S için ‖γ(s)− g(s)‖ < ε + 2δ eşitsizliğinin sağlandığını gösterelim.

γ(s) ∈ co{h(St(w,s))} olduğundan ∑
n
i=1 αi = 1 olacak şekilde α1,α2, ...αn pozitif sayıları ve

s1,s2, ...sn ∈ St(w,s) vardır ve γ(s) = α1h(s1)+α2h(s2)+ ...+αnh(sn) olur. i ∈ {1,2, ...,n}

için si ∈ St(w,s) olduğundan

∃ ti ∈ T si ∈ g−1(Bδ (ti))

ve s ∈ g−1(Bδ (ti)) sağlanır. Bu durumda g(si),g(s) ∈ g−1(Bδ (ti)) sağlanır. Buradan

‖g(si)−g(s)‖ ≤ ‖g(si)− ti‖+‖ti−g(s)‖< 2δ

elde edilir.

Önerme 4.2.15. (S,τ) parakompakt uzay, (T,‖.‖) Banach uzayı ve Γ : S → 2T kapalı-

konveks değerli kuazi alttan yarı - sürekli olsun. Bu durumda Γ fonksiyonunun sürekli bir

seçimi vardır ([30]).

İspat. Lemma 4.2.13’den ε = 1 için sürekli γ1 seçimi vardır. Lemma 4.2.14 göz önüne
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alındığında ε = 1, δ = 2−1, γ1 için γ2 seçimi vardır ve

‖γ1− γ2‖∞ < 2

eşitsizliği sağlanır. Benzer şekilde ε = 2−1, δ = 2−2, γ2 için Lemma 4.2.14’den sürekli bir

γ3 seçimi vardır ve

‖γ3− γ2‖∞ < 1

eşitsizliği sağlanır. Adımlara bu şekilde devam edilirse ε = 2−n+1, δ = 2−n ve γn için Lemma

4.2.14’den sürekli bir γn+1 seçimi vardır ve

‖γn+1− γn‖∞ < 2−n+1

eşitsizliği sağlanır. Buradan ∑
∞
n=1

1
2n geometrik serisi yakınsak olduğundan ∑

∞
n=1 ‖γn+1 −

γn‖<∞ olur. Dolayısıyla (γn) sürekli fonksiyon dizisi Cauchy dizisi olur. C(S), Banach uzayı

olduğundan limn→∞ γn = γ olacak şekilde γ sürekli fonksiyon vardır. Şimdi bu fonksiyonun

Γ için seçim olduğunu gösterelim. Herhangi bir s∈ S alalım. Her n∈N için γn , 2−n+1 seçim

olduğundan

d(γn(s),Γ(s))< 2−n+1

olur. Dolayısıyla limite geçersek

d(γ(s),Γ(s))< lim
n→∞

2−n+1 = 0

ve Γ kapalı değerli olduğundan γ(s) ∈ Γ(s) elde edilir. Dolayısıyla γ sürekli fonksiyonu Γ

için bir seçim olur.

Önerme 4.2.16. (S,τ) topolojik uzay, (T,d) metrik uzay ve Φ : S→ 2T kapalı değerli kuazi

alttan yarı - sürekli fonksiyon olsun. Φ fonksiyonunun alttan yarı sürekli bir seçimi vardır

([16]).
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4.3 BİR DİFERANSİYEL DAHİL ETME PROBLEMİYLE İLGİLİ BAZI
SONUÇLAR

Bu bölümde G : S→ 2R
n \{ /0} küme değerli fonksiyon ile verilen diferansiyel dahil etme ile

ilgili Cauchy problemini göz önüne alalım

ẋ(s) ∈ G(s,x(s)) (4.14)

x(0) = c (4.15)

burada b > 0,c ∈ Rn ve S kümesi [0,b]×Rn uzayının (çarpım topolojisine göre) açık bir alt

kümesidir.

(4.15) başlangıç koşulunu ve (4.14) diferansiyel dahil etmesini hemen her yerde s ∈ [0,b]

için sağlayan bir x ∈M([0,b]) fonksiyonuna problemin mutlak sürekli (Caratheodory tipli )

çözümü denir.

(4.14) - (4.15) problemini sağlayan sürekli diferansiyellenebilir bir x fonksiyonuna ise

problemin sürekli diferansiyellenebilir çözümü denir.

Önerme 4.3.1. v ∈M([0,b]), δ > 0 ve

Ωδ (v) := {(s,r) ∈ [0,b]×Rn : s ∈ [0,b], |r− v(s)| ≤ δ}

olmak üzere (4.14) - (4.15) problemi için aşağıdaki hipotezler sağlansın.

(i) Ωδ (v)⊆ S ve G fonksiyonu Ωδ (v) kümesi üzerinde kompakt değerli olsun.

(ii) v ∈M([0,b]) fonksiyonu problemin bir çözümü olsun.

(iii) G(s,r) : s-değişkeni üzerinde sürekli ve Ωδ (v) kümesinde r-değişkeni üzerinden

aşağıdaki şekilde (l sabiti ile) Lipschitz sürekli olsun.

∃ l > 0 ∀ (t,x),(s,r) ∈Ωδ (v) h(G(t,x),G(s,r))≤ l|r− x|.

Bu durumda aşağıdaki koşulları sağlayan sürekli diferansiyellenebilir bir w : [0,b] → Rn
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fonksiyonu vardır,

‖v−w‖∞ < δ ,
∫ b

0
d(ẇ(s),G(s,v(s))ds < δ

İspat. Ωδ (v) kümesi kompakt ve G fonksiyonu Ωδ (v) kümesi üzerinde üstten yarı-sürekli

ve kompakt değerli olduğundan Önerme 4.1.21’den G(Ωδ (v)) ⊆ Rn kümesi kompakt olur.

Bu durumda

∃ k := sup{|a| : a ∈ G(Ωδ (v))} ∈ R

sağlanır. v ∈M([0,b]) olduğundan

∃ϕ ∈ L1[0,b], ∀ s ∈ [0,b], v(s) = c+
∫ s

0
ϕ(λ )dλ ,

bulunur. ϕ fonksiyonu ve ε ∈ ]0, δ

2k(1+lb) [ için Önerme 2.0.11’de verilen Lusin Teoremi

kullanılarak aşağıdaki koşulları sağlayacak şekilde sürekli bir ψ : [0,b]→ Rn fonksiyonu

elde edilir,

µ({s : ϕ(s) 6= ψ(s)})< ε

sup{|ψ(s)| : s ∈ [0,b]} ≤ sup{|ϕ(s)| : s ∈ [0,b]}. (4.16)

Üstelik v, problemin bir çözümü olduğu için (4.16)’dan ötürü

|ψ(s)| ≤ |ϕ(s)| ≤ k, h.h s ∈ [0,b] (4.17)

sağlanır. Şimdi aşağıdaki şekilde w : [0,b]→ Rn sürekli fonksiyonu tanımlayalım,

w(s) = c+
∫ s

0
ψ(λ )dλ
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(4.16) ve (4.17) özelliklerinden s ∈ [0,b] için aşağıdakiler sağlanır.

|w(s)− v(s)|=
∣∣∣∣∫ s

0
(ψ(λ )−ϕ(λ ))dλ

∣∣∣∣
≤
∫ b

0
|ψ(λ )−ϕ(λ )|dλ

=
∫

[0,b]\{s: ϕ(s)6=ψ(s)}

|ψ(λ )−ϕ(λ )|dλ

≤ 2kµ({s : ϕ(s) 6= ψ(s)})< 2kε < δ (4.18)

Böylece {(s,w(s)) : s ∈ [0,b]} ⊆ Ω δ

2
(v) elde edilir. v nin çözüm olması, G fonksiyonunun

Lipschitz özelliği ve (4.18) deki eşitsizlik kullanılarak aşağıdaki eşitsizlikler sağlanır.

∫ b

0
d(ẇ(λ ),G(λ ,w(λ ))dλ ≤

∫ b

0
d(ẇ(λ ),G(λ ,v(λ ))dλ +

∫ b

0
h(G(λ ,v(λ )),G(λ ,w(λ ))dλ

≤
∫ b

0
|ẇ(λ )− v̇(λ )|dλ + l

∫ b

0
|w(λ )− v(λ )|dλ

≤
∫ b

0
|ẇ(λ )− v̇(λ )|dλ + l

∫ b

0

(∫
[0,b]\{s:ϕ(s)6=ψ(s)}

|ψ(λ )−ϕ(λ )|dλ

)
≤ 2kε(1+ lb)< δ .

Not 4.3.2. Dikkat edilecek olursa, diferansiyel denklem teorisindeki Picard’ın yaklaşımlar

yönteminin [16] çalışmasındaki gibi diferansiyel dahil etmeler için kullanımıyla, bu teoremin

bir sonucu olarak (4.14)-(4.15) probleminin sürekli diferansiyellenebilir yaklaşımları

belirlenecektir. Böylece [19] çalışmasında verilen sonuçlar göz önüne alındığında, bu

yaklaşımlar ile problemin sürekli diferansiyellenebilir çözümünün elde edilmesi de mümkün

olacaktır.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çalışmasında, küme değerli fonksiyonlar için üstten yarı-süreklilik, alttan

yarı-süreklilik, Hausdorff yarı-süreklilik, Kuratowski yarı-süreklilik, zayıf yarı-süreklilik

gibi bilinen bazı yarı-süreklilik kavramları ve bunlar arasındaki bilinen bazı ilişkiler

incelenmiştir. Küme değerli fonksiyonlar için yarı-süreklilik kavramlarının, küme değerli

fonksiyonların sürekli seçimleri konusunda bilinen bazı uygulamaları araştırılmıştır. Küme

değerli fonksiyonların bir uygulama alanı olan, diferansiyel dahil etmelerle ilgili bir

Cauchy probleminin mutlak sürekli çözümü ile sürekli diferansiyellenebilir yaklaşımlarla

belirlenebilecek çözümü arasında ilişki niteliğine bir sonuç elde edilmiştir.
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İlter, S., Öztürk, H., Koca,S., A Note on Lusin Theorem and Set-Valued Mappings,
Karabakh III. International Congress of Applied Sciences, Susa, Azerbaycan, 7 -
10 Haziran 2022, cilt.9786258323191, sa.2022, ss.257.
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