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OZET
DINAMIK DENKLEMLERIN SIMETRIK COZUMLERININ

VARLIGI UZERINE
OGMEN, Ceylan
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Yoneticisi: Prof. Dr. F. Serap TOPAL

Subat 2023, 63 sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, tez konusu ve tezde yapilan ¢alismalar hakkinda kisaca bilgi
verilmigtir.

Ikinci béliimde, zaman skalasi teorisi ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer
verilerek, zaman skalas1 teorisi tanitilmigtir.

Ucgiincii boliimde, zaman skalasinda dérdiincii mertebe sinir deger problemi ele
almmistir. Ilk olarak, Green fonksiyonu ve sinir deger probleminin ¢dziimii
incelenmistir. Daha sonra simetrik pozitif ¢oziimlerin varligi i¢in gerekli kosullar
olusturulup, ispatlanmistir. Bu boliimiin devaminda dordiincii mertebe sinir deger
problemi i¢in Krasnosel’skii sabit nokta teoremi ile bir veya daha ¢ok pozitif
¢ozlimlerin varlig ispatlanmustir.

Anahtar sézciikler: Zaman skalasi, ikinci ve Dérdiincii Mertebe Sinir Deger
Problemleri, Simetrik Pozitif C6ztimler, Sabit Nokta Teoremleri.
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ABSTRACT

ON EXISTENCE OF SYMETRIC SOLUTIONS FOR DYNAMIC
EQUATIONS

OGMEN, Ceylan
MSc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. F. Serap TOPAL

February 2023, 63 pages

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, the subject of the thesis and the work done in the thesis are
briefly introduced.

In the second chapter, basic definitions and theorems about time scale theory
are given and time scale theory is introduced.

In the third chapter, the fourth order boundary value problem on time scales is
discussed. First, Green's function and the solution of the boundary value problem
are analyzed. Then the necessary conditions for the existence of symmetric positive
solutions are established and proved. In the rest of this section, Krasnosel'skii fixed
point theorem is used to prove the existence of one or more positive solutions for
the fourth order boundary value problem.

Keywords: Time Scale, Second and Fourth Order Boundary Value Problems,
Symmetric Positive Solutions, Fixed Point Theorems.
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SIMGELER DiZIiNi
Aciklama

Reel Sayilar

Tamsayilar

Dogal Sayilar
Negatif olmayan tamsayilar

Zaman Skalas1

A-tiirevlenebilirlik bolgesi

V- tiirevlenebilirlik bolgesi

T* Nn'T,

t noktasinin § komsulugu

Ileriye sigrama operatdrii

Geriye sigrama operatorii

Ileri tanecik operatorii

Geri tanecik operatorii

f fonksiyonunun A-tiirevi

f fonksiyonunun V-tiirevi

f fonksiyonunun tiirevi

f fonksiyonunun ileri fark operatorii

f fonksiyonunun geri fark operatorii

[0, b] araligindaki sag yogun siirekli fonksiyonlar kiimesi
[0, b] araligindaki sol yogun siirekli fonksiyonlar kiimesi
[0, b] araligindaki reel degerli fonksiyonlar kiimesi

[0, b] araligindaki siirekli tiireve sahip olan fonksiyonlar
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1.GIRIS

Zaman skalasi teorisi, siirekli analiz ve diskret analizi birlestiren ve genelleyen bir
teori olarak, 1988 yilinda Stefan Hilger’in doktora tezinde (Hilger, 1988)
tanitilmistir. Aulbach ve Hilger tarafindan bilim diinyasina sunulmasinin ardindan
ilk calismalar diferansiyel denklemlerin, fark denklemlerinin ve kuantum
denklemlerinin zaman skalasina tasinmasi olmustur. Bu yeni fikir uygulamali
bilimlerde bir ¢ok alanda kendini gostermektedir. Bu alanlardan birisi de zaman
skalasinda dinamik denklemlerdir. Yukaridaki {i¢ tiirde denklemin genellestirilmesi
dinamik denklem olarak adlandirilir. Diferansiyel denklem ve fark denkleminin
dinamik denklem catisi altinda toplanmasi zaman skalasinin birlestirme, ek olarak
kuantum denklemlerinin de dinamik denklem olarak diisiiniilmesi ise zaman
skalasinin genigletme Ozelligini ortaya koyar. Zaman skalas1 teorisi dinamik
denklemlere Agarwal R.P, L. Erbe, Guseinov, Kaymakgalan, tarafindan ilk olarak
aktarildi. Bu yazarlar zaman skalasinda dinamik denklemlerin salinim &zellikleri
ile 1ilgili ilk c¢aligmalar1 verdiler. Zaman skalas1 teorisi ile ilgili ilk kitap
Kaymakgalan, Lakshmikantham ve Sivasundaram tarafindan yazildi. Sonrasinda
Bohner ve Peterson zaman skalasi ile ilgili ilk kitaplarini yazip siirekli ve ayrik
analizle ilgili yapilan calismalarin birgogunu derlediler. ileriki yillarda Saker,S.H,
Sahiner, Y. 2. ve 3. Mertebeden dinamik denklemlerin ¢éziimlerinin davraniglarini
incelediler. Bu incelemeler dinamik denklemlerin salinimli 6zellikleri ve asimtotik
ozellikleri ile ilgili yapilan ¢aligmalardir.

Ayrica zaman skalasinda sinir deger problemlerinin pozitif ¢oziimlerinin
arastirilmasi ile ilgili birgok c¢alisma yapilmistir. (Atic1 ve Guseinov,2002; Wang
and Weng, 2008; Su Li and Sun, 2008; Pei and Chang,2010 ). Fakat simetrik pozitif
¢oziimlerin varligi ile ilgili ¢alismalar az sayidadir. (Fang,2008; Hamal ve
Yériik,2010; Cetin ve Topal, 2012; Anand, Murali and Prasad, 2012). ki noktal,
tic noktali, dort noktali ve m noktali sinir deger probleminin pozitif ¢oziimlerinin
incelendigi, bir¢ok diferansiyel ve dinamik denklem ig¢in; koni teorisi teknigini
kullanilmakta ve sabit nokta teoremlerinden faydalanilmaktadir. Sinir deger
problemleri bir¢ok fiziksel, biyolojik ve kimyasal olayin modellenebilmesine ve bu
modeller iizerinde ¢aligmalar yapilabilmesine olanak saglar.

Bu c¢alismalarda temel amag¢ bilinmeyen fonksiyonu zaman skalasi olarak
adlandirilan reel sayilarin kapali bir alt kiimesi {izerinde tanimli, bir dinamik
denklem i¢in sonug ispatlamaktir. Bu elde edilen sonug, zaman skalasini reel sayilar
kiimesi segerek, adi diferansiyel denklem ile ilgili bir sonucu; zaman skalasini tam
sayilar kiimesi segerek, fark denklemi igin bir sonucu ortaya koyar. Bununla
birlikte, reel sayilar ve tam sayilar kiimelerinden baska bir¢ok zaman skalasi
oldugundan elde edilen sonug, siirekli ve diskret hali genellememize yardimci olur.



Son zamanlarda yapilan caligmalar zaman skalasinda dinamik denklemler
konusunun biiyiik bir uygulama alam oldugunu gostermistir. Ornek vermek
gerekirse bir canli tiiriine ait olan popiilasyonu modelleyebiliriz. Bu tiire ait yagam
stiresi bir birim zaman olsun. Ayrica bu tiir 6lmeden hemen 6nce yumurtlasin ve iki
birim zaman sonra yavrular yumurtadan ¢iksin. Bu durumda ortiismeyen bir
popiilasyon ortaya ¢ikar. Bu bize kapali araliklarin birlesimini verir ve bu zaman
skalasinin tanimidir [M. Tamer Senel (Proje yiiriitiiciisii), Mart 2016, Kayseri, Proje
no: FDA-2015-5841, Zaman Skalasinda Tiimor Biiylimesi Modellemeleri, Erciyes
Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Koordinasyon Birimi]. Doga olaylar1 ne
tam olarak siirekli ne de tam olarak kesiklidir. Bu tiir olaylara iliskin denklemlerin
modellemelerinde zaman skalasi teorisi kullanilir. Zaman skalasinda dinamik
denklem modellemeleri yeni yeni verilmeye baglamistir ve literatiirde bu konudaki
calismalar oldukca azdir. Ornegin;

Zhuang, K zaman skalasinda ilk olarak ekolojik modelleme ve besin zinciri
yapilarini incelemistir.

Wang, Y.L., Ai, L. Zaman skalasinda oriimcek ag1 modellemesi lizerinde ¢alisma
yapmuigtir.

Eggensperger , M. Zaman skalasinda biyolojik popiilasyon modelleme ¢alismasi
yapmuigtir.

Zhuang, K., Wen, Z. Zaman skalasina gecikmeli niifus modellemesinin periyodik
¢oziimlerini incelemislerdir.

Ek olarak Bohner, M., Gelles, G., Heim, J., Li, Y., Yang, L., Zhang , H. Zaman
skalasinda modelleme ¢alismalar1 yapmislardir.

Burada bahsedilen modellemeler ile ilgili daha detayli bilgi i¢in kaynakga
kismina bakilabilir.

Yukarida yapilan ¢alismalarla birlikte Asaduzzaman ve Zulfikar Ali, ‘Lineer
olmayan dordiincii mertebeden adi diferansiyel denklemlerin dort noktali sinir
kosullar1 altinda simetrik pozitif ¢oziimlerinde sabit nokta teorisi yaklasimi’
caligmalarinda,

—u®(®) = f(t,v)
—v® () = g(t,w), t € [0,1]
dordiincii mertebeden adi diferansiyel denklem sisteminin,
u(t) =u(l -1, u"(0) —u'"(1) =u"(t) + u"(ty),

v(t) =v(1—-1t), v""(0)—=v""(1) =v"(t) +v"(ty), 0<t;<t, <1



dort noktali sinir deger kosullar1 altinda simetrik pozitif ¢oziimlerin varligin
arastirmiglardir. Caligmalarinin devaminda Krasnosel’skii Sabit Nokta Teoremi ile
uygun kosullar altinda, yukaridaki problemin koni i¢inde en az bir veya en az iki
simetrik pozitif ¢oziimiiniin varlig1r gosterilmis, ve ¢alismalarini birka¢ ornek ile
tamamlamislardir.

Yongping Sun ve Xiaoping Zhang,
I(u”(t) +al®)f(tu@®) =0 0<t<1

m-—2
u(0) = u(1) = ) @ um),
i=1
Burada 0<n, <, < <nNp2<1/2, a;>0; i=1,2,3,.., m—2

m-—2
Z a; <1,m=>3. a:(01)—=[00), f:[0,1]x [0,) = [0,00)

i=1

m noktal1 sinir deger probleminin simetrik pozitif ¢oztimlerinin varligi hakkinda
calismalar yapmislardir. Bu makalede tek pozitif ¢oziimlerin varligr ve birden ¢ok
pozitif ¢oziimlerinin varligi ile ilgili gerekli kosullar1 belirlediler.

Yukaridaki ¢aligmalar1 goz dniine alarak, ikinci boliimiinde ilk olarak zaman skalasi
kavramy, ileriye ve geriye sicrama operatdrlerinin tanimlart verilmistir. Daha sonra
bu tanimlamalar 1518inda A—  ve V — tirev ile A— V — integral tanim ve
teoremleri ve birkag¢ drnege yer verilmistir.

Ikinci béliimiin son kisminda sinir deger probleminin ¢dziimlerinin varligini
ispatlamakta daha sonra kullanilacak ve sonuclarin olusturulmasina yardimeci
olacak temel tanim ve teoremler ele alinmis, lemmalar verilmistir. Dinamik
denklemlerin ¢dziimlerinin varligini ispatlamakta kullandigimiz Krasnosel’skii
Sabit Nokta Teoremi, Schauder Sabit Nokta Teoremi gibi Onemli teoremlere
verilmistir.

Yukarida inceledigimiz makaleler 15181nda, tez ¢calismamizda,
uv (t) = —f(tu(@®), te [0,b]f
u(t) =ulb—-1t),
ut(0) — ut(b) = u(ty) + u(ty)

Zaman skalasinda ikinci mertebeden sinir deger problemi ile u(t) ¢oziimiiniin
varlig1, Green fonksiyonunun 6zelliklerini kullanarak gosterilmistir.



Tez ¢alismamizin devaminda,

(U ()Y = f(tu®), te [0,b]*
u(t) =ulb—1t),
WB(0) — 1 (b) = u(ty) + u(ty) (LD

udT4(0) — utT(b) = utV(ty) + Ut (t,)

\

Dordiincii mertebeden simir deger probleminin u(t) ¢oziimii elde edilmis; bu
¢oziimiin [0,b] aralifinda, varligi ve simetrikligi ve gerekli birka¢ ozelligi
incelendikten sonra bu bilgiler dogrultusunda koni teorisi teknigi kullanilmis ayrica
farkli sabit nokta teoremlerinden yararlanilmistir. Son béliimlerde bu teknik ve
teoremler 1518inda dordiincii mertebeden sinir deger probleminin sabit noktalar
elde edilerek simetrik pozitif ¢ézlimlere ulasilmis ve ¢alisma tamamlanmustir.



2. ZAMAN SKALASI iLE iLGILi TEMEL BILGILER

Bu boliimde Zaman Skalast iizerinde analiz ile ilgili temel bilgiler verilmistir.
Zaman skalasi iizerinde A veV tirev kavramlart tanitilmigtir ve ormekleri
incelenmistir. Zaman skalasinda integral kavramlari tanitilarak bazi temel 6zellikler
agiklanmis ve 6rnekler ele alinmistir.

Tamm 2.1 Reel sayilarin bostan farkli kapali alt kiimesine zaman skalas1 denir ve
T ile gosterilir. Ornegin; R , Z, N, [0,1]U[2,3], Cantor kiimesi birer zaman skalas1
ornekleridir. R\Q, (0,1), Q zaman skalas1 degildir.

Tanmm 2.2 T bir zaman skalas1 olsun.

Vt €T, t <maxT igin o(t) = inf{s € T:s > t}
olarak tanimlanan o: T — T operatdriine ileriye sicrama operatorii (forward
jump) denir.

Vt € T,t > minT icin p(t) = sup{s € T:s < t}
olarak tanimlanan p: T — T operatoriine geriye sicrama operatorii (backward
jump) denir.

e o(t) € Tdir.

A={s€T:s>t} olsun. AcR oldugundan o(t) = infA€ Adir. T reel
sayilarin kapali alt kiimesi oldugundan AT dir. Buradan o (t) € T oldugu goriiliir.

e p(t) € Tdir.

B = {s € T:s < t} olsun. Benzer sekilde, BCR oldugundan p(t) = supB € B
dir. T reel sayilarin kapali alt kiimesi oldugundan BT dir. Buradan p(t) € T
oldugu gortiliir.

e og(t)=tvep(t) <tdir.
Ayrica, o(maxT) = maxT ve p(minT) = minT ile tanimlanir. t € T noktas,

o ve p operatorleri altindaki goriintiilerinin durumlarina goére asagidaki gibi
siiflandirilir:



e o(t) >t ise t noktasisag yayilmis (right scattered) nokta,
e o(t) =t ise tnoktasisag yogun (right dense) nokta,

e p(t) <t ise tnoktasi sol yayllmis (left scattered) nokta,
e p(t) =t ise t noktasi sol yogun (left dense) nokta,

e p(t) =t =a(t) iset noktasi yogun (dense) nokta,

o p(t) <t <a(t) isetnoktasi ayrik (isolated) noktadir.

Tanecik fonksiyonlari ise,

u:T - [0,0) ve v:T - [0,)
t-ou®) =o()—t t =) =t—p(t)

olarak tanimlanir.

Tamim 2.3 Eger maxT < oo ve maxT sol yayilmis ise T* = T — {maxT} ile
tanimlanir, aksi durumda T* = T olur.

Eger minT > —oo ve minT sag yayilmis ise T* = T — {minT} ile
tanimlanir, aksi durumda Tj, = T olur.

Son olarak T* = T* N T ile tanimlanr.
Ornek 2.1 Eger T = R ise herhangi bir t € R igin
o(t) =inf{s € T:s > t} = inf(t,0) =t
p(t) =sup{s € T:s < t} = sup(—oo,t) =t

bulunur. O halde, her t € R noktas1 yogun noktadir. Ayrica, her t € R noktasi i¢in
u() =0 ve v(t) =0 dir.

Eger T = Z ise herhangi bir t € Z i¢in
o) =inf{lseZ:s>t}={t+1,t+2,..}=t+1
p(t)=sup{seZ:s<t}={.,t—2,t—1}=t—-1

olur. O zaman, her t € Z noktas1 ayrik noktadir. Ayrica, her t € Z noktasi i¢in
u(t) = 1ve v(t) = 1 bulunur.

Ornek 2.2 T = {2™:n € Z} U {0} olsun ve t € T — {0} alalim. O zaman
t = 2™ olacak sekilde bir n € Z vardur.

1 1 1
23 '22 "1

T={2"neZ}u{0} ={..., 1,2,22%, 23, ...}u{0}

e o(t) =0(2") =inf{s € T:s > 2"} = inf{2"*1,2n+2 2n+3 1



=2n+l=pn 2l =2t > ¢

O halde, t sag yayilmustir.

e p(t) =p2™) = sup{s € T:s < 2"} = sup{...,2""2,2""1}

on=L <t

:27’1—1 =
2

N |-

O halde, t sol yayilmustir.

t =0 alalim.
e 0(0) =inf{s € T:s > 0} = 0 olur. Bunu gérmek igin, S = {s € T:s > 0}
olsun. Bu durumda inf S=0 oldugunu gdsterelim.
S kiimesinin tanimlanisindan Vs € §,0 < s olur. O halde,
Ve > 0icin 0 < s < ¢ olacak sekilde bir s € S var oldugunu gorelim.

y ¥ 4 .
lim — = 0’ dur. Limit tammindan,

n—oo

. . . ..o 1
Ve > 0i¢in IN € N vardir ki Vn > N i¢in — < & olur.

. 1 .
O zamann > N olmak lizere s = B € S alabiliriz.

Ve > 0i¢in 0 < s < ¢ olacak sekilde bir s € S vardir.
Buradan inf S = 0 oldugu goriiliir.
e 0 = minT oldugundan p(0) = 0 dur.
O halde,
e Vt € T — {0} noktas1 ayrik noktadir.
¢ 0 noktas1 yogun noktadir.
Ayrica,
e Vt € T noktasi i¢in u(t) = t olur.
e Vt € T noktasiicin v(t) = %Olur.

Tammm 2.4 f : T — R bir fonksiyon olsun. O zaman
f°:T - R fonksiyonu, Vt € Tigin, f°(t) = f(a(t)) =(foa)(t)
fP: T - R fonksiyonu, Vvt € Ticin, f°(t) = f(p(t)) = (f © p)(t)
ile tamimlanir. Yani,

fe=foove ff=fop

olur.



Bir T zaman skalasina ait [a, b] kapali aralig1 a, b € T olmak iizere,
[a,b] ={t€eT:a<t<b}
olarak tanimlanir. Diger araliklar da benzer sekilde tanimlanir.

Zaman skalasinda limit, siireklilik ve tiirev tanimlarini vermeden 6nce zaman
skalasinda komsuluk kavramina ihtiyacimiz olacaktir.

Tammim 2.5 U < T olsun. § > 0 i¢in
Us(t) ={s €T: |s—t| <& }kiimesine t nin § komsulugu denir.
t nin sag komsulugu : Uf(t)={seT:t<s<t+6}
t nin sol komsulugu : U ) ={seT:t—-8<s<t}
ile tanimlanir.

Tammm 2.6 f : T — R bir fonksiyon ve t, € T olsun. Eger sonlu bir [ € R sayis1
icin, € > 0 verildiginde t, noktasinin

lf(t) =1l <&, Vt € Us (ty)
olacak sekilde bir Ug (t,) komsulugu bulunabiliyorsa, [ reel sayismma 'f

fonksiyonunun t, noktasindaki limiti' denir ve tler f(t) = lile gosterilir.
—lo

Tanmm 2.7 f : T —= R birfonksiyonve t, € T olsun. Her € > 0 igin t, noktasinin

If(©) = f(to)| <&, Vt € Us (to)

olacak sekilde bir Ug(t,) komsulugu bulunabiliyorsa, f fonksiyonuna
‘to noktasinda stireklidir’ denir.

Eger, f fonksiyonu T zaman skalasinin her noktasinda siirekli ise f fonksiyonuna
T iizerinde siirekli fonksiyon denir.

2.1 Zaman Skalasinda Tiirev
Zaman skalasinda A —tiirev kavramimni tanimlayabilmek i¢in T den elde edilen
A —tiirevlenebilirlik bolgesi T* tanimlanmas1 gerekmektedir.
A —tiirevlenebilirlik bolgesi T* asagidaki gibi tanimlanr.

Tamim 2.1.1 Eger maxT < oo ve maxT sol yayilmis ise T* = T — {maxT} ile
tanimlanir, aksi halde T* = T dir.



Tamm 2.1.2 f : T — R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Eger sonlu bir a € R sayis1
icin, € > 0 verildiginde t noktasinin

[f(e(®) = f(s) —a(a(t) = s)| < elo(®) —s|, Vs € Us(t)

olacak sekilde bir Ug(t) komsulugu varsa, f fonksiyonuna ‘t noktasinda
A —tiirevlenebilirdir denir. a € R sayisina ‘f fonksiyonunun t noktasindaki
A —tiirevi denir ve a = f2(t) ile gosterilir.

Bu tanima gore,

ACHy — i LE®)=f ()
f (t)_lsl—r>rt1 a(t)-s

yazilabilir.

Eger, f fonksiyonu T* nin her noktasinda A — tiirevlenebilirse f fonksiyonuna

“T* {izerinde A —tiirevlenebilirdir’ denir.

Ornek 2.1.1 T herhangi bir zaman skalas1 olsun.

f: T - R fonksiyonunu, a € R sabit olmak tizere, f(t) = a seklinde
tanimlayalim. Bu durumda Vt € T* icin,
A — i Lo _ j, ae
! sot  o(t)=s sot o(t)=s
olur.

f: T —= R fonksiyonunu Vt € T igin f(t) = t seklinde tanimlayalim. Bu
durumda Vvt € T* igin,

A 1 fle®)-f(Gs) . o)-s _
f B Ll—l;rtl O'(t)—S - Ll_l?tl- g‘(t)—s -
olur.

f:T - R fonksiyonunu Vt € T icin f(t) = t? seklinde tanimlayalim. Bu
durumda vt € T icin,

o fle@) - f) (o) ~s?
fA - lslirtl o(t)—s B Letm
=o(t) +t
olur.

=lima(t) +s
Ss—t
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Ozel olarak :

e T = Ralinirsa, Vt € Rigin f2(t) = 2t,
e T =7 alinirsa, Vt € Z igin f2(t) = 2t + 1,
o T ={§ :n € Ny } almirsa, Vt € T icin f2(t) = 2t +%

olur.

Asagida ispatsiz olarak verilecek olan teoremler; Agarwal and Boher (1999) ; Atici
and Guseinov (2002) ; Bohner and Peterson (2001, 2003); Guseinov (2000-2001) ;
Guseinov and Kaymakgalan (2002) ; Hilger (1990) referanslarinda bulunabilir.

Teorem 2.1.1 f: T — R bir fonksiyon ve t € T* olsun.

I.  f fonksiyonu t de A —tiirevlenebilir ise, f fonksiyonu t de siireklidir.

ii.  f fonksiyonu t de siirekli ve t noktasi sag yayilmis ise, f fonksiyonu t de
A —tiirevlenebilirdir ve t deki A —tiirevi

fle®) = f()
u(t)

A =

ile verilir.

iii.  Eger t sag yogun nokta ise, f fonksiyonunun t de A —tiirevlenebilir olmasi
i¢in gerek ve yeter sart

Y f@®)—f(s)
m————--
st t—s

limit degerinin sonlu olmasidir. Bu durumda

s—t t—s
olur.
iv.  f fonksiyonu t de A —tiirevlenebilir ise
fle®) =f® +u®Of©®
esitligi saglanir.

Teorem 2.1.2 f,g: T - R fonksiyonlar: t € T¥ noktasinda A —tiirevlenebilir
fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda,

i. f+g:T = R fonksiyonu da t de A —tiirevlenebilirdir ve

f+9%® =2 +9°(®)
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olur.

ii. Herhangi bir « sabiti i¢in af fonksiyonu da t de A —tiirevlenebilirdir ve

(af)* () = af*(t)
seklindedir.

Iii. fg:T = R fonksiyonu da t de A —tiirevlenebilirdir ve

FOA®) = FADg®) + f(a(®)g*(@®) = F([OAD) + A g(a(D)

ile verilir.
iv. Eger g(t)g(a(t)) # 0 ise, 0 zaman g fonksiyonu da t de

A — tiirevnebilirdir ve

(g)A 0 = L1090 — fOg*®
9()g(a (1))

esitligi dogrudur.

Zaman skalasinda V —tiirev kavramin agiklayabilmek icin, 6ncelikle T den elde
edilen V —tiirevlenebilirlik bolgesi T}, tanimlanmasi gerekmektedir.

V —tiirevlenebilirlik bolgesi T, asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 2.1.3 Eger minT > —oo ve minT sag yayilmis ise T, = T — {minT} ile
tanimlanir, aksi halde T), = T olur.

Tanmmm 2.1.4 f:T — R bir fonksiyon ve t € T, olsun. Eger sonlu bir a € R sayisi
icin, € > 0 verildiginde t noktasinin

f(p(®) = f(s) —a(p®) = s)| <elp®) —sl , Vs € Us(t)

olacak sekilde bir Ug(t) komsulugu varsa, f fonksiyonuna ‘t noktasinda
V —tiirevlenebilirdir * denir. a € R sayisina ‘f fonksiyonunun t noktasindaki
V —tiirevi * denir ve a = fV(t) ile gosterilir.

Bu tanima gore,

. fle@®) = f(s)
f7(@) = lim o(t) —s

yazilabilir.
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Eger, f fonksiyonu T nin her noktasinda V — tiirevlenebilirse f fonksiyonuna
‘T, tizerinde V —tiirevlenebilir > denir.

Teorem 2.1.3 f:T — R bir fonksiyon ve t € T olsun.

I. f fonksiyonu t de V —tiirevlenebilir ise, f fonksiyonu t de siireklidir.
ii. f fonksiyonu t de siirekli ve t noktasi sol yayilmis ise, f fonksiyonu t
de V —tiirevlenebilirdir ve t deki V —tiirevi

vy fO = F®)
£ ==

ile verilir.

iii. Eger t sol yogun nokta ise, f fonksiyonunun t de V —tiirevlenebilir
olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

y f@®) —f(s)
m———--—--
s>t t—s

limit degerinin sonlu olmasidir. Bu durumda

f@®) = f(s)
—S

V Sl .
fH@) = lim—

olur.

v, f fonksiyonu t de V — tiirevlenebilir ise

flp®) = f(®© +vOf ' ©®
esitligi saglanir.
Teorem 2.1.4 f,g : T — R fonksiyonlar1 t € T} noktasinda V —tiirevlenebilir
fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda
i. f +g: T — Rfonksiyonu da t de V —tiirevlenebilirdir ve
fF+9'® =" +g"®

seklindedir.

ii. Herhangi bir a sabiti i¢cin af  fonksiyonu da t de V—
tiirevlenebilirdir ve

(af)7 () = af"(t)
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olur.

Iii. fg : T — R fonksiyonu da t de V — tiirevlenebilirdir ve

FD'® = FFDg® + f(p®)g"(@®) = F®)G"(®) + T (D) g(p®)

ile verilir.

iv.  Bger g(t)g(p(®)) #0 ise, o zaman g fonksiyonu da t de

V —tirevlenebilirdir ve

(5)‘7 NP ACTIORI(OINO
g g®)g(p(®)

esitligi dogrudur.
Onerme 2.1.1 f, [a, b] = T de monoton artan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

i. Vte€][ab)icin f2(t) =0 dr.
ii. Vte€E (ab]iginfY(t) = 0 dir.

Onerme 2.1.2 f, [a,b] =T de monoton azalan bir fonksiyon olsun. Bu halde

i Vt € [a, b) i¢in f2(t) < 0 dur.
ii. vt € (a,b] igin fV(t) < 0 dur.

Teorem 2.1.5 f: T — R fonksiyonu [a,b] lizerinde siirekli ve [a,b) lizerinde A ve
V — tiirevlenebilir olsun. Eger f(a) = f(b) ise 3¢, T € [a, b) vardir ki

A =014
ff <0<
esitsizlikleri dogrudur.

Teorem 2.1.6 (Ortalama Deger Teoremi) f: T — R fonksiyonu [a,b] iizerinde

stirekli ve [a,b) lizerinde A — tiirevlenebilir olsun. Budurumda 3 ¢, t € [a, b) vardir
Ki

@) < 2D < pa

esitsizligi dogrudur.
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Onerme 2.1.3 f:[a, b] — R fonksiyonu siirekli ve [a,b) iizerinde A —tiirevlenebilir
olsun. Eger her t € [a, b) icin f2(t) > 0 ise, f fonksiyonu artandir.

Onerme 2.1.4 f fonksiyonu t € T¥ noktasinda yerel ekstremuma sahip olsun. Bu
durumda

RO <0
esitsizligi saglanir.

Onerme 2.1.5 f:T - R fonksiyonu T* iizerinde A —tiirevlenebilir ve f2
fonksiyonu T* {izerinde siirekliyse bu durumda f fonksiyonu T, iizerinde
V —tiirevlenebilirdir ve

fY©® = fAp®)
esitsizligi saglanir.

Onerme 2.1.6 f:[a, b] — R fonksiyonu siirekli ve [a, b) iizerinde
A —tiirevlenebilir ve f2 fonksiyonu T¥ iizerinde siirekli olsun.
O zaman dyle bir ¢ € (a, b) vardir ki,

f(c) = max{f(t): ¢t € [a, b]}
ve her t € (¢, b] igin

f@®& <f(),
ve

fAe) <0, fAp(e)) <0
olur.

Tanmm 2.1.5 f:T - R fonksiyonu T* iizerinde A — tiirevlenebilir olsun. Eger
f2:T* - R fonksiyonu T¢* = (T*)* da A —tiirevlenebilir ise f fonksiyonuna
“ikinci mertebeden A —tiirevlenebilirdir denir ve

fAA — (fA)A: ']I‘k3 SR

olur. Benzer sekilde, f fonksiyonunun n.mertebeden A —tiirevleri f2": TK" - R
tanimlanir.

Ayrica, her t € T icin, 62(t) = o(a(t)) ve p(t) = p(p(t)) ve bdylece hern € N
icin ¢™(t) ve p™(t) tanimlanir.
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2.2 Zaman Skalasinda integral
Tamim 2.2.1 f: T — R fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu T zaman skalasinin tiim
sag yogun noktalarindan siirekli ve tiim sol yogun noktalarinda sonlu limite sahipse,
bu fonksiyona sag yogun siirekli veya rd — siirekli fonksiyon denir.

Sag yogun stirekli fonksiyonlarin kiimesi C,; ile gosterilir.

Tammm 2.2.2 f: T — R fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu T zaman skalasinin tim
sol yogun noktalarinda siirekli ve tiim sag yogun noktalarinda sonlu limite sahipse,
bu fonksiyona sol yogun siirekli veya ld — siirekli fonksiyon denir.

Sol yogun stirekli fonksiyonlarin kiimesi C;,4 ile gosterilir.
Ayrica, tiirevlenebilir ve tiirevi rd — stirekli fonksiyonlarin kiimesi
Cra = Cfq = Ciq(T) = C/4(T,R)

ve tiirevlenebilir ve tiirevi d — sturekli fonksiyonlarin kiimesi

Clg = Cig = Cig(T) = Cly(T,R)
ile gosterilir.

Tamm 2.2.3 f:T - R fonksiyon olsun. Eger F: T - R fonksiyonu T* {izerinde
A —tiirevlenebilir ve her t € T¥ i¢in FA(t) = f(t) ise F fonksiyonuna

“ f fonksiyonunun A —anti tiirevi veya A —ilkeli’” denir.

Tanmm 2.2.4 Eger f: T — R fonksiyonunun A —anti tiirevi varsa f fonksiyonuna
A —integrallenebilir fonksiyon denir ve a, b € T olmak iizere f fonksiyonuna a dan
b ye A —integrali

b

[ rac=re) - Fe@

a

olarak tanimlanir.
Teorem 2.2.1 Her sag yogun siirekli fonksiyonun bir A —anti tiirevi vardir.

Teorem 222 f:T—->Rve g:T - R fonksiyonlar1 rd —stirekli fonksiyonlar
olsunlar. Bu durumda her a, b, c,d € T igin asagidaki folmiiller gegerlidir.

b

b b
[ xg@)ac= [ o [ gwn

a
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b b
ii) Her k sabiti icin fkf(t)At = kff(t)At
iii) ff(t)At =0
b a
iv) ff(t)At = —ff(t)At
a b
b c b
v) ff(t)Atz ff(t)At+ff(t)At
b b
v) [ Fle@)g*@ac = gL - [ £ @g(ac

b b
vi) [ F0g* 0t = @912 - [ g

Teoremdeki vi) ve vii) formiillerine kismi integrasyon formiilleri denir.

Sonug 2.2.1 f: T - R fonksiyonu rd —siirekli olsun. Bu durumda her t € T* igin
a(t)
| rens =uwro
t

esitligi dogrudur.
Sonu¢ 2.2.2 aveb, T i¢inde a < b olacak sekilde iki nokta olsun. Eger f

fonksiyonu [a, b] tizerinde siirekli ise asagidaki esitlikler dogrudur.

p(b)

b
D [roac= [ roac+u@reo)

b b
i) [ rwac= [ f@ac+ p@f@
a g(a)
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Ornek 2.2.1 f: T - R rd —siirekli fonksiyon ve a, b € T olsun.
e EgerT =Rise

b b
[ rwac= [ e

olur.
e [Eger [a,b] aralig1 sadece ayrik noktalar1 igeriyorsa

> rOf®, a<b
b t€la,b)
f ftAt = 0, a=
a L— > a>b
te[b,a)

elde edilir. Boylece, T = R ise,

( b—1
) f(), a<b
]f(t)At=< tzao a=bh
a—1
‘ —Z f(), a>b
\ b

seklinde tanimlanir.

Teorem2.23 f:T—>R ve g:T - R fonksiyonlar1 rd — siirekli fonksiyonlar
ve a ve b, T iginde a < b olacak sekilde iki nokta olsun. O halde her t € [a, b]
i¢in

b
1)) f(t) = 0ise ff(t)At >0
b

b
i) fO) =g ise f F(O)AL > f gt

b b
iii) ff(t)At sflf(t)w

esitsizlikleri dogrudur.
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Tamm 2.2.5 f:T - R fonksiyon olsun. Eger F:T — R fonksiyonu T,
iizerinde A —tiirevlenebilir ve her t € T}, igin FV(t) = f(t) ise F fonksiyonuna
“f fonksiyonunun V —anti tiirevi veya V —ilkeli” denir.

Tanmm 2.2.6 f:T — R fonksiyonunun V —anti tiirevi varsa f fonksiyonuna
V —integrallenebilir fonksiyon denir ve a, b € T olmak iizere f fonksiyonunun a
dan b ye V —integrali

b
[ r@ve=re)-F@

olarak tamamlanir.
Teorem 2.2.4 Her sol yogun siirekli fonksiyonun bir V — anti tiirevi vardir.

Teorem 225 f:T—-> R ve g:T — R fonksiyonlar ld — siirekli fonksiyonlar
olsunlar. Bu durumda her a, b, ¢ € T igin asagidaki formiiller gegerlidir.

b b b
i) j(f(t) + g(®)ve= ff(t)Vtijg(t)Vt

ii) Her k sabiti igin,

b b
f kf(DVE = k f F(OVE

a

iii) f fOVE=0
iv) ff(t)Vt = —ff(t)Vt
a b
V) ff(t)Vt= ff(t)Vt+ff(t)Vt

b b
v) [ f®)g @V = F@g @ - [ 7 ©g(erve

b b
vi) [ 108" = @91 - [ FF©gG@)7e
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Ornek 2.2.2 f:T — R bir fonksiyon ve t € T}, olsun. T = Z alirsak bu durumda
her t € Z noktasi sol yayillmis nokta oldugundan Teorem 2.1.3 ii) sikkindan f
fonksiyonu t de V —tiirevlenebilirdir ve

_f(t) — f(p(te)) _ f(O — f(t=1)
v(ty) 1

olur. Buradaki V , fark denklemlerinde kullanilan geri fark operatoriidiir.

fY (o) = f(®) - f(t=1) = V(D)

Ornek 2.2.3

T =7 igina # 0 sabit olmak iizere

[a' Vvt
belirsiz integralini ele alalim. Ornek 2.2.2 den (%)V=V (thll) oldugunu
biliyoruz.
Buradan

(Lﬂ)vzv (at+1) _ attl_qgt _ gt
a—1 a-1 a-1
elde edilir. Boylece ¢ keyfi bir sabit olmak {izere

at+l
fa’Vtz +c
a—1

oldugu gortiliir.

Sonug¢ 2.2.3 f:T - R fonksiyonu ld —siirekli olsun. Bu durumda her t € T,
i¢cin

t
[ rows =v0r@

p(t)
esitligi dogrudur.

Sonuc¢ 2.2.4 aveb, T icinde a < b olacak sekilde iki nokta olsun. Eger f
fonksiyonu [a, b] tizerinde siirekli ise asagidaki esitlikler dogrudur.

p(b)

b
D [r@ve= [ r@ve+omrm

b b
i) [r@ve= [ r@e+ u@fo@),
a o(a)
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Teorem 226 f:T—->R ve g:T - R fonksiyonlar ld — siirekli fonksiyonlar
ve ave b, T iginde a < b olacak sekilde iki nokta olsun. O halde her t € [a, b] i¢in

b
i) f(t) =0ise ff(t)Vt >0

b

b
ii)y f(@) =g(t) ise ff(t)VtZ fg(t)Vt

a

iii)

b
< f F(D)IVe

b
f F(H)Vt

esitsizlikleri dogrudur.

Teorem 2.2.7 Eger f, f%,fV iki degiskenli fonksiyon olarak siirekli ise, bu
durumda asagidaki formiiller dogrudur. Burada f2(t,s) ve fV(t,s) ile s degiskeni
sabit tutularak f(t,s) fonksiyonunun t ye gore sirasiyla A ve V tiirevleri
belirtilmistir.

t
i) (ff(t,s)As

A

t
= Fo(®),6) + f £A(t, $)As

t v t
ii) < | f(t.s)As> — Flo@.pe) + [ @15

¢ A
iii) (f f(t, s)Vs>

t
— F0(©,0@) + [ £2(65)s

t v t
iv) ff(t,s)Vs) =f(p(t),t)+ff‘7(t,s)Vs :
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Sonug¢ 2.2.5 h fonksiyonu T {izerinde siirekli fonksiyon ise asagidaki formiiller
dogrudur.

A

) f h(s)As | = h(b)

\Y

ii) fh(s)As =h(p(®))

A

iii) f h(s)Vs | =h(o(t))

\%

iv) ]h(s)Vs = h(t)

Onerme 2.2.1 f: [a, b] = R fonksiyonu ld — siirekli ve her t € [a, b] i¢in
f () = 0 olsun.

b
Eger ff(t)Vt =0 isehert € (a,b]icin f(t) = 0 dir.

a
Sonug 2.2.6 f: [a, b] = R fonksiyonu Id — siirekli ve her t € [a, b] i¢in
f(t) = 0olsun.
Eger 3¢, € (a, b] icin f(t,) # 0 ise [, f(t)Vt > 0 dur.
Not Sonug 2.2.6 da (a,b] araligini1 [a,b] olarak alamaliyiz.

Yani 3t, € [a,b] igin f(t,) # 0 ise [, f(t)Vt # O olmayabilir.
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2.3 Problemin Coziimiinde Kullanilacak Temel Bilgiler
Bu kisimda, problemimizin pozitif ¢éziimlerinin varliginin ispatinda
kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremleri, ayrica sonuglarimizi olusturmamiza
yardimc1 olacak bazi lemmalar1 verecegiz.

Tamim 2.3.1 Eger bir kiimenin elemanlarinin her dizisinden yakinsak bir alt dizi
secilebiliyorsa bu kiimeye pre kompakt kiime denir. Yakinsadigi deger, kiime
icinde ise bu kiimeye kompakt kiime denir.

Tammm 2.3.2 X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger M < X sinirli kiimesinin
T : X - Yoperatorii altindaki goriintiisiiniin kapanist kompakt ise T operatoriine
kompakt operator denir.

Tamim 2.3.3 (B, || .]|) bir reel Banach uzay1 ve K, B nin bostan farkli, kapall,
konveks bir alt kiimesi olsun.

)} u € Kise u = 0 olmak {izere yu € K ;
i) uekK,—-uekKise u=0

Kosullar saglaniyorsa K kiimesine B Banach uzay: iizerinde bir koni denir.
Ornek 2.3.1 B = R ig¢in,

PL=R*={xeRix>0} ve ,=R™ ={x€R:ix <0}
kiimeleri konidir.
Ornek 2.3.2 B = R? icin,

P =R2 ={(x,x;) €ER?:x; = 0,x, = 0}
kiimesi konidir.

Tamm 2.3.4 (), R vektor uzayi lizerinde konveks bir kiime ve f:Q — R olsun.
Her x,y € Qve Q € (0,1) icin

fAx + (1 =Vy) = AM(x) + (1 - Df(y)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.

Tamim 2.3.5 (Schauder Sabit Nokta Teoremi) E bir Banach uzayve A: E - E
tamamen siirekli bir operator olsun. K < E  smnirli, kapalt ve konveks bir kiime
olmak tizere A operatorii K kiimesini invaryant birakiyorsa ( A(K) c K ) ise bu
durumda A operatériiniin K i¢inde en az bir sabit noktasi vardir.

Tanmm 2.3.6 Eger bir donilisiim her sinirhi kiimeyi pre kompakt bir kiimeye
dontistiiriiyorsa bu doniistime kompakt doniisiim denir.
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Tamm 2.3.7 M, C|a, b] iginde bir kiime olsun.

e VYx €M,Vt € |a,b] igin |x(t)| < colacak sekilde bir ¢ sayisi varsa M
kiimesine ait fonksiyonlara ayni1 dereceden sinirli fonksiyonlar denir.

e &> 0 verilsin, Vt;, t, € [a,b] ve Vx € M i¢in |t; —t,| < & esitsizligi
saglandiginda |x(t;) — x(t;)| < & olacak sekilde bir § >0 sayisi
bulunabiliyorsa M kiimesine ait fonksiyonlara ayni dereceden siirekli
fonksiyonlar denir.

Tammm 2.3.8 (Arzela-Ascoli Teoremi) Bir M c C[a,b] kiimesinin siirekli
fonksiyonlar ailesinin pre-kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M ye ait
fonksiyonlarin ayni dereceden sinirli (equi-bounded) ve ayni dereceden siirekli
(equi-continuous) olmasidir.

Tanmm 2.3.9 Eger bir doniisiim siirekli ve kompakt ise bu donilisiime tamamen
stirekli denir.

Tanmm 2.3.10 E; ve E, uzaylar1 K cismi lizerinde lineer uzaylar olsun. Eger
T:D c E; = E, operatorii Vx,y € D ve a, f € K igin

T(ax + By) = aT (x) + BT (y)
sagliyor ise T operatdriine lineer operatdr ad1 verilir.

Teorem 2.3.1 (Krasnosel’skii Sabit Nokta Teoremi) E bir Banach uzay ve K ¢ E
bir koni olsun.Q; ve Q,, E uzaymin 0 € Q; ve Q; < Q, kosullarini saglayan acik
ve sinirlt alt kiimeleri olsunlar. Eger T : K N (Q, \ ;) — K tamamen siirekli
operatoru

i) u € K NnaQ, i¢in ||Tu|| < ||lu|| ve u € K N aQ, i¢in ||Tu|| = ||lull,
i) u € K N aQ, i¢in ||Tu|| = ||u|| ve u € K N dQ, i¢in ||Tu|| < ||lull,

sartlarindan birini saglarsa T operatdriiniin K N ( Q, \Q,) icinde sabit noktasi
vardir.

Tammm 2.3.11 T = [a,b]r zaman skalas1 asagidaki kosulu sagliyorsa simetrik
zaman skalas1 olarak adlandirilir.

teETeSa+b—-t €T

Tanmim 2.3.12 u:[0,b]y — R fonksiyonu asagidaki kosulu sagliyorsa [0, b]t
tizerinde simetrik fonksiyon olarak adlandirilir.

u(t) =ulb —1t), t € [0,b]y
Tamim 2.3.13 Bir zaman skalasina ait [0, b] araligi i¢in t € [0, b]y iken

b —t € [0, b]y oluyorsa [0, b]y aralig1 simetrik aralik olarak adlandirilir.
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Ornek2.33T =R veT = k Z, (k > 0) zaman skalas1 drnekleri, simetri tanimini
daima saglar.
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3. ZAMAN SKALASINDA DORDUNCU MERTEBEDEN SINIR DEGER
PROBLEMI

Bu béliimde dordiincii mertebeden sinir deger probleminin simetrik pozitif
¢Ozlimlerinin varligini elde etmek i¢in gerekli kosullar verilmistir. Bu amagla Green
fonksiyonu, operator 6zellikleri ve siir kosullar1 kullanilarak dordiincii mertebe
sinir deger problemi bir integral denkleme indirgenmis ve problemin ¢éziimiiniin
varligi, bir operatoriin sabit noktalarinin bulunmasi problemine dontstiirilmiistiir.
Bu amagla tanimlanan operatoriin tamamen stirekli oldugu gosterilmistir. Ayrica
boliimiin devaminda integral denkleminin bir, iki ve daha ¢ok simetrik pozitif
¢Ozlimiiniin varlig1 i¢in sabit nokta teoremi uygulanmuistir.

3.1 Zaman Skalasinda ikinci Mertebe ve Dordiincii Mertebe Simir Deger
Probleminin Simetrik Coéziimlerinin Varhgi
Oncelikle ¢dziimiin yapisini belirleyen lemmalar1 verecegiz.

Lemma 3.1.1 t;vet, nin 0 <t; <t, <b esitsizligini saglayan iki negatif
olmayan sabit oldugunu varsayalim. [0, b] {izerinde h(t) € C[O0, b] simetrik ise, 0
Zaman

ulv(t) = —h(p), t € [0,b]%,
(3.1.1)
u® =ulb—t), ut(0) —ul(b) = ulty) +ulty)
ikinci mertebeden dort noktali lineer sinir deger problemi
b
u(t) = J G(t,s)h(s)Vs
0
ile gosterilen bir tek simetrik ¢oziime sahiptir,
burada G(t,s)
ut¥(6) =0, t €[0,b]§,
u) =ul —t), u0)—ub(b) = u(ty) + u(ty)
homojen sinir deger probleminin Green fonksiyonudur ve
G(t,s) = G1(t,5) + Gy(5)
olmak {izere
o=ty 0zzi
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(t1+t2—25—(b;s)(t1+t2)+1, 0<s<t,
Gz(S)=%<t2—s—(bgs)(tl+t2)+1, t,<s <t

k—(b_s)(t1+t2)+1, t,<s<bh
seklindedir.

(3.1.3)

Ispat: (3.1.1) den u2V(t) = —h(t) esitliginin her iki tarafinin 0 dan t ye V

integrali alinarak,

yani

dolayistyla

elde ederiz.

t

quV(s)Vs = —th(s)Vs

0

ub () —ut(0) = —f h(s)Vs
0

ul(t) = —jh(s)Vs + u2(0)
0

u(t) = u(b —t) oldugundan u?(t) = —u?(b —t) “dir.
Boylece u2(0) = —u?(b) elde edilir. (3.1.4) den,

S

O\

-t

h(s)Vs —u?(0) = —Jh(s)Vs + u2(0)
0

esitligi yazilir. Eger u®(0) = a, alinirsa,

b-t

2a4 =0fh(s)Vs +0f h(s)Vs

olur. Burada gerekli doniistimler ile,

2a, = fh(s)Vs +fh(s)Vs
0 t

(3.1.4)
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esitligi elde edilir. Boylece
b
1
a, = 5 f(b — s)h(s)Vs
0

olur. (3.1.4) de yerine yerlestirilerek,

ulb(t) = —f h(s)Vs + a4

t b
ul(t) = —f h(s)Vs +% f(b —s)h(s)Vs
0 0

elde edilir. Tekrar her iki taraf integre edilerek,

t ; b
u(t) = — j(t — s)h(s)Vs + Bt j(b — 5)h(s)Vs + u(0)
0 0

sonucuna ulasilir. Bu esitlikte u(0) = a, diyelim.

O halde

t b
ul(t) = — f h(s)Vs +% f(b —s)h(s)Vs
0 0

oldugu goriiliir. Bu esitligi t = 0 ve t = b i¢in yazarsak,

0 b
u(0) = — j h(s)Vs +% f(b — s)h(s)Vs
0 0

ve

b b
ut(b) = — J h(s)Vs +% J(b — s)h(s)Vs
0 0

oldugundan,

b

u2(0) —u(b) = f h(s)Vs

0

elde edilir.

(3.1.5)
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u?(0) — u?(b) = u(ty) + u(t,) smir kosullarindan,

b 1 b
j h(s)Vs = — f (t; — s)h(s)Vs +% t; f(b —S)h(s)Vs + a,
0 0 0

2 b
- f (t; — s)h(s)Vs +% ty f(b —5s)h(s)Vs + a,
0 0

elde edilir. Hepsini bir tarafa toplar ve a, yi yalniz birakirsak,
b 1 1 b
2a, = fh(s)Vs + f (ty — s)h(s)Vs — 3 t; f(b — 5)h(s)Vs
0 0 0

2 b
+ f (t, — s)h(s)Vs —% ty j(b — s)h(s)Vs
0 0

Ve
b L1
%] h(s)Vs + %f (t; —s)h(s)Vs — —t1 j(b — s)h(s)Vs
:2 0
+%] (t, — s)h(s)Vs — —tz j(b — s)h(s)Vs
0
elde edilir.

0 <t; <t, < b olmak iizere;

ty t, b t1
= %j h(s)Vs +% j h(s)Vs+%jh(S)Vs +% f(h = $)h(s)Vs
0 t1 tz 0
t1
_zt_z ] (b = $)h(s)Vs — = j (b = $)h(s)Vs — — ] (b= s)h(s)Vs
0
+%j (t, — s)h(s)Vs + % f (t; —s)h(s)Vs
0 t

_zt_z ] (b = $)h(s)Vs — == j (b = $)h(s)Vs — — ] (b= s)h(s)Vs
0
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seklinde parcalarsak,

1 1
=3[ [1+@--FG-5+ -9 -2b-9)|revs
0

t2

+%f [1—%(b—s)+(t2—s)—%(b—s)]h(s)Vs

ty

b

+%f[1—%(b—s)—%2(b—5)]h(5)vs

t;
t1

1 ) ,
=3 j [(tl_s)_(tZ_5)_%(b_5)—%(b—s)+1]h(s)vs

0

j [(tz—s)——(b—s)——(b—s)+l]h(s)Vs

b
1
+ f [——(b —s) ——(b =) +1|h()vs
t2
elde edilir. a, yi (3.1.5) da yerine yazarsak,

b
u(t) = — j (t — $)h(s)Vs + % J (b — $)h(s)Vs
0 0
t1
+% J [CEDEICES ~ -9 -Zb-9+ 1| (s)vs
0
t,

J [(tz—s)——(b—s)——(b—s)+1]h(s)Vs

+%f[——(b—s)——(b—s)+1]h(s)Vs

olup, G(t, s) tanimi kullanilarak
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b b b

u(t) = f G,(t,s)h(s)Vs + f G,(s)h(s)Vs = f[Gl(t, s) + G,(s)]h(s)Vs

0 0 0

yazilir, burada G, (t, s) ve G,(s) lemmada verildigi gibidir.

Sonug olarak, buradan

b

u(t) = fG(t,s)h(s)Vs

0

¢oziimii oldugu goriiliir.

Lemma 3.1.2 G(t, s) Green fonksiyonu simetriktir. Yani, her t, s € T i¢in
Gb—t,b—s)=G(t,>s)
dir.

Ispat: Simetriklik tanimindan G, (¢, s) i¢in, u(b + a — t) = u(t), t € [a, b] olur
ve dolayisiyla 6zel halde u(b —t) = u(t), t € [0,b] esitliginin saglandigini
gostermeliyiz. Burada

s <tigin—s = —t ve b —s = b — t oldugundan,
G,(b—t,b—s)=(b-— t)(b — (b - s)) =(b—-1t)s =G.(t,5s)
olarak bulunur. Ayrica
s>t i¢in —s < —tve b—s < b —toldugundan,
G(b—t;,b—5s)=(b-— S)(b - (- t)) =(b—9s)t=G.(t5)
elde edilir. O halde G,(t,s), T iizerinde simetriktir.

G,(s), T tizerinde simetriktir. Bu durumun kanit1 (Kuyumcu C., 2021) yiiksek
lisans tezinde varsayilan kabullerle benzer olarak gosterilir.

O halde G (t, s), T iizerinde simetrik fonksiyondur. Ispat bdylece tamamlanmis
olur.
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Lemma 3.1.3 G(t,s) Green fonksiyonu pozitiftir.
Ispat: G,(t,s) ve G,(s) pozitif oldugunu gostermeliyiz.

Burada G;(t,s) = 0 oldugunu gosterebilmemiz i¢in s <t ve t < s durumlarin
incelemeliyiz.

_1{s(b-1), 0<s<t<bh
Gl(t’s)_g{ t(b —s), 0<t<s<bh

s<t i¢inj s=0, b>0 ve b—t =0 oldugundan bu kosul altinda Green
fonksiyonu pozitiftir.

t<s i¢ginj t=0, b>0ve b—s=0 oldugundan bu kosul altinda Green
fonksiyonu pozitiftir.

G,(s) = 0 oldugunu gosterebilmemiz i¢in ti¢ durum incelemeliyiz.
1.DURUM: 0 < s < ¢4 igin;

0 < s kosulundan 0 > —s ve 0 > —2s olur. Ayrica t4,t, € [0,b] i¢in t; > 0 ve
t, > 0 oldugundan t; + t, > 0 elde edilir. Burada 0 > —2s esitsizliginin her iki
yanina t; + t, eklenirse t; + t, = t; + t, — 2s olur.

b > b — s > 0 oldugundan esitsizligin her tarafi b — s sayisina boliiniirse ﬁ >

1 olur. Burada == < 1 oldugundan— = > —1 elde edilir.

Bu esitsizlikler birlestirilirse — ? (ty + t3) > —(t1 + t, — 25) olur diizenlenirse
son durumda t; + t, — 2s — ? (t; + t;) + 1 > 1 oldugu goriiliir.

2.DURUM: t; <5 < t; igin;

[k durumda elde edilen esitsizlikler saglanir. Ek olarak elimizdeki smirlardan t, —
s>0 ve s—t; >0 olur. —%(t1 ) > —(t +t,—25) esitsizligi

. . b— e
diizenlenirse t, — s — Ts(t1 +t,) > —t; +s > 0 olur buradan ikinci durumun

pozitifligini de géstermis oluruz.
3.DURUM: t, < s < b igin:

Ik durumdaki elde edilen esitsizlikler saglanir. Buradan —?(tl +t,)>0

oldugundan —%(tl +t,)+1>1 elde edilir, buradan pozitif oldugunu

gostermis oluruz.

O halde G, (t, s) ve G,(s) pozitiftir. Buradan Green fonksiyonu pozitiftir.
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Lemma3.1.4 ty,t, ler 0 < t; <t, < b esitsizligini saglayan iki negatif olmayan
sabit olsun. [0, b] tizerinde h*(t) € C[0, b] simetrik ise dordiincii mertebeden sinir
deger probleminin

W)Y = h* (), t €0, b]’lji
u(t) =ulb —t), u?(0) — ul(b) = u(ty) +u(ty)
utVA(0) — utVA(b) = ulV(ty) +utV(ty), 0<t; <t, <bh

(3.1.6)

bir tek simetrik ¢oziimii,

b b

u(t) =fG(t,s) fG(s,r)h*(r) Vr | Vs,

0 0

olur, burada G(t,s) = G,(t,s) + G,(s) dir. Gy(t,s) ve G,(s), (3.1.2) ve (3.1.3)
lerde tanimlandig gibidir.

Ispat: Bu lemmay1 kanitlamak igin u2V(t) = w(t) kabul edelim. O zaman (3.1.6)
ile verilen sinir deger problemi,

{w” = h*(t), 0<t<b
w®) =wb—-1t), w20)—wlD) =w(t) +w(ty)

homojen olmayan ikinci mertebe sinir deger problemine doniisiir. Lemma 3.1.1 den
bu problemin ¢éziimii

b

w(t) = —fG(t,r)h*(r)Vr 3.1.7)

0

seklindedir ve burada G (t,r)

{ whv =0, 0<t<bh
w®) =w(b —t), wr(0)—wD) =w(t) +w(ty)

homojen problemin ¢6ziimiiniin Green fonksiyonudur.

Ayn1 zamanda,
utv (1) = w(d), t € [0, b,

u@®) =ulb—t), u(0)—ut(b) =u(ty) +u(ty)
probleminin ¢6zliimii i¢in Lemma 3.1.1 kullanilarak

b

u(t) = —fG(t, s)w(s)Vs

0
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elde edilir. Boylece

b

b
u(t) = —fG(t,s) —fG(s,r)h*(r)Vr Vs
0

0

b b

u(t) =fG(t,s) fG(s,r)h*(r) Vr |Vs

0 0
olur.
]

Burada h > 0 ise G(t,s) > 0 oldugundan ve (3.1.7) den w(t) < 0 elde edilir.
ulV(t) = w(t) ve w(t) < 0 saglandigindan u(t) konkavdir, bdylece problemin
¢Oziimiiniin konkav oldugu ispatlanmis olur.

y 4-m(;2
Lemma3.1.5 m;, = min G,(s) ve £ = —=
2 s€[o,b] 4mg,+b

olsun.

O zaman her t,s € [0, b] i¢in G (t, s) Green fonksiyonu,
2G(s,5) < G(t,5) <G(s,s)

esitsizligini saglar, burada G(t,s), G(s,s), G,(s)’ ler Lemma 3.1.1 deki gibi
tanimlanir.

. . . 1(s(b—t), 0<s<t<bh
Ispat: Her t,s € [0, b] lglnGl(t’S):E{t((b—s)) 0<t<s<bh

oldugundan G,(s,s) = % s(b — s) dir.
Ayn1 zamanda

st —5) =7 [1(b—5) +s (~1)]

S

(b — s — s)oldugundan,

1 b -
= (b —2s) = 0igin S=s elde edilir.

1 " -2 b .
Ayn1 zamanda ( Es(b —-5s)) = > < 0 oldugundan s = > yerel maksimum

noktadir. Boylece
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G1(s,s) < Gy (g,g)
=5 (-3)

_1[b b _b* b
" bl272l 4p 4

G.(s,5) < b
1(s,s 2
elde edilir.
me,
= > = . el
6(6:5) = G1(6:5) + G3(5) = 62(8) = o Ga() + 2. 6o (6)
b.mGZ 4m62
- 4mGZ+b 4m62+b ’ G2 (S)
b 4m 4im
== 2 G,(s)
4 4mG2 + b 4‘mG2 + b
oldugundan, G(t,s) = G,(s,5). £+ £.G,(s)

= 2[G:(s,5) + G,(5)]
=£.G(s,S)
dolayisiyla
2G(s,s) < G(t,s)
elde edilir.

Green fonksiyonunun tanimindan

1 1
t<s = Gy(t,59) :Et(b —5) SE s(b —s) = Gy(s,s)

1 1
t=>s = G(t,s) = Es(b —t) < 5 s(b —s) = G(s,s)

saglandigindan,
G(t,s) = G1(t,5) + G,(s) < G1(s,5) + G,(s) =G(s,5)
olur ve buradan
G(t,s) <G(s,s)

elde edilir. O halde
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2G(s,s) < G(t,s) ve G(t,s) < G(s,s)
esitsizliklerinden,
2G(s,s) < G(t,s) <G(s,s)

olur.

Lemma 3.1.6 h*(t) € C[0,b] olsun. O halde (3.1.6) ile verilen smir deger
probleminin tek simetrik ¢6ziimii u(t), [0, b] tizerinde negatif degildir.
Ispat: h*(t) € C[0, b] oldugunu varsayalim. t € [0, b],

b
utV (@) = w(t) = — j G(t,s)h"(s)Vs <0

0

ile birlikte G(t,s) = 0ve h*(s) = 0 oldugundan u(t) konkavdir.

(3.1.6) ile verilen problemin sinir noktalarindan,

b b

u(0) = u(b) =fG(b,s) fG(b,r)h*(r)Vr Vs

0 0

b
= fG(b s) 1f(tl +t,=2r—(b—r)(ty +t,) + )" (r)Vr | Vs

b
G(b s) %f ti—r—MBb-=-r)(ty +t;) + H)h*(r)Vr | Vs
0

G(b s) J( (b—r)(t; +t;))+ DA (r)Vr |Vs =0

elde edilir.Boylece

b b

u(t) =fG(t,s)fG(s,r)h*(r)Ver >0
0

0

olur. Bu ispat1 tamamlar.
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Lemma 3.1.7 h*(t) € C[0, b] olsun.

. > 2
ter[r(}}ljrll u(t) = £%||ul| (3.1.8)

esitsizligini saglayan (3.1.6) ile verilen siir deger probleminin tek simetrik
¢ozimi u(t) dir, burada £ ; Lemma 3.1.5 deki gibi tanimlanmustir.

Ispat: Herhangi t € [0,b] icin, Lemma 3.1.5 den, G(t,s) < G(s,s) oldugunu
biliyoruz. Buradan

b b
u(t) = | G(t,s) G(s,7)h*(r)Vr | Vs
Joen(]
b b
< | G(s,s) G(r,m)h*(r)Vr | Vs
feeol]
olur. O halde
b b
lul| < | G(s,s) G(r,r) h*(r)Vr |Vs
ool

elde edilir. Herhangi t € [0,b] icin, Lemma 3.1.5 de #G(s,s) <G(t,s)
esitsizliginden
b b

u(t) = fG(t,s) fG(s,r)h*(r) Vr | Vs

0 0

b b
>¢| G(s,s)| £ | G(r,r)h*(r) Vr | Vs
foco(e]

0

elde edilir. Buradan ter[%izﬁ u(t) = €2 ||lu|| oldugu goriiliir. Boylece

ispat tamamlanmis olur.

Bu bilgiler 1s1ginda problemin ¢6zlimiiniin varligini gosteren teoremi ifade

edecegiz.
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Teorem 3.1.1 f(t,u(t)), [0, b]xR siirekli olsun. Q > 0 sayisi igin
Q = max{|f(t,u(®))| : t € [0,b], |lull < M}

esitsizligi saglansmn; eger M > 0 sayis1 A%.Q < M esitsizligini saglarsa, (1.1) ile
verilen dordiincii mertebe smir deger probleminin bir u(t) ¢6ziimii vardir, burada

b
A= f G(s,s)Vs (3.1.9)
0
olarak tanimlanmustir.
Ispat: ||u|| = trer%gl%(]lu(t)l ile normlanmigs B = C[0, b] Banach uzayin1 alalim.

K; ={u € B, ||lu|]| < M} olsun.K;, B nin kapali, smirli ve konveks bir alt
kiimesidir. Dordiincii mertebe sinir deger problemini ¢6zmek

b b

Tu(t) =jG(t,s) jG(s,r)f(r,u(r))Vr Vs

0 0

ile tanimladigimiz  T:K; — B operatdriin sabit noktasin1 bulmaya denktir.
Oncelikle T: K; — B siirekli oldugunu gosterelim.

Ve > 0icin 36(e) > 0 vardwr oyleki, [|lu —uy|| < & esitsizligi saglandiginda
ITu — Tuyl|| < € olur.

ITu(t) — Tuo ()]

b b b b

= ]G(t,s)jG(s,r)f(r,u(r))Ver—fG(t,s)fG(s,r)f(r,uo(r))Ver
0 0 0 0
b b

< ]G(s,s)]G(r,r)[f(r,u(r)) —f(r,uo(r))]Ver
0 0

elde edilir. [lu —uyl| <& oldugundan tg%gﬁ]lu(t) —up(t)| < & esitsizligi

dogrudur. O zaman her t € [0, b] igin |u(t) — uy(t)| < 6 elde edilir.

lluoll = tg%g)b(]luo(t)l : =y ise her t € [0, b] igin |uy(t)| < c; olur.
|lu — uy| < & ise norm o6zelliginden |||u|| — |lugll] < & elde edilir ki buradan t €

[0, b] i¢in
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=6 <|lull = [lupll <6
olur.

l|ugll] = ¢, olmak tizere; -8 + ¢; < |lu]l < § + ¢; elde edilir.

Kapali ve smirly,
E={(tt): 0<t<b, |1|<1+4+c¢;}c[0,b]xR

kiimesini alalim. f(t,t) fonksiyonu E bolgesi iizerinde siirekli oldugundan bu
bolgede de siirekli olur.

O halde basta ele aldigimiz her €'a gore dyle bir 6 > 0 (6 < b) bulanabilir ki
|t; —t,] <6, |ty — 15| <8 olmak lizere her (t;,7,), (t;,7,) €EB igin
|f(t1,7.'1) - f(tz,Tz)l <e&g EIde edl|ll’ Béylece

b b
Ta(®) = Tuo(®)] < [1669)1 [ 166G ut) = £ 00 GD|Trs
0 0

b b
<ég¢ fIG(t,s)I fIG(s,r)IVer
=0 =0

S T
b b
szG(s,s)fG(r,r)Ver < ehN =g
0 0

olur.

Bu esitsizlikte her iki taraftan maksimuma gecilirse,
ITu(t) = Tue (DIl < &

esitsizligi elde edilir ve bu esitsizlik T operatoriiniin siirekli oldugunu gosterir.
Simdi T operatdriiniin kompakt oldugunu gosterelim. Bu amagla herhangi sinirh
K; c [0, b] kiimesi ele alinsin. T (K;) kiimesinin C[0, b] i¢inde pre-kompakt oldugu
gosterilmelidir. Bunu gostermek i¢in Arzela-Ascoli Teoreminden yararlanilacaktir.

b

b
|Tu(t)| = fG(t,s)fG(s,r)f(r,u(r))Ver
0

0

b b

< f G(t,5)| f 16(s, P (t,u(r))| Vrvs
0

0

esitsizliginde
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Q = max{ |f(t, u(®)|: t € [0,b], llull < M }

oldugu icin
b b b b

ITu(t)| =Q [|G(t,s)| ||G(s,r)|VrVs <Q | G(s,s) | G(r,r)VrVs
Jrocear] Jees)]

<QAN <M

elde edilir. Bu esitsizlikte her iki taraftan maksimuma gegilirse her u € K; i¢in
ITu(t)|l < M olur. Buradan T(K;) ya ait fonksiyonlarin ayni dereceden sinirli ve
T operatoriiniin K; kiimesini invaryant biraktigi goriiliir. u € K; alinirsa verilen her
€ > 0 sayisi igin 6yle § > 0 bulunabilir ki |t; — t,| < § igin;

ITu(t,) — Tu(t,)l

b

dl

0

b

b b
G(tl,s)jG(s,r)f(r,u(r))Ver—JG(tz,s)jG(s,r)f(r,u(r))Ver
0 0

0
b b
< j 1G(t1,5) = G(tz, )] f 1G5, )1 (r,u(r)| Vr¥s
0 0

elde edilir. f (r, u(r)) fonksiyonu siirekli oldugundan kapali bdlgede sinirlidir. Bu
nedenle

T'E[O,l}{la|§|SM |f(ri u(T))| = C2

olarak tanimlanirsa,
|Tu(t,) — Tu(ty)| < €*c, b2 A

elde edilir. Boylece T(K;)ya ait fonksiyonlar ayni dereceden siireklidir.
Arzelo-Ascoli Teoremiile T : K; = K; kompakt bir operatordiir. Schauder Sabit
Nokta Teoreminden T operatorii, K; da bir sabit noktaya sahiptir.

Sonug: f (t, u(t)), [0, b]xR de sinirli ve siirekli ise dordiincii mertebe sinir deger
probleminin bir ¢oziimii vardir.

Ispat: £(t, u(t)) smrh oldugundan supremum degeri vardir. Bu nedenle,
P > sup{ |f(t,u(t))| : 0<t<b, ue ]R}

olacak sekilde bir P ve P A? < M olacak sekilde yeterince biiyiikk M sayisi
secebiliriz.
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Boylece, Q = max {|f(t,u(t))| :t €10,b], |lull <M} olmak lizere P = Q
M M
olacak sekilde bir Q sayis1 vardir ve N < - < 2 esitsizligi saglanir. Boylece

Teorem 3.1 den dolayi sinir deger probleminin bir ¢6ziimii vardir.

Problemin ¢odziimiiniin varligini gosteren diger teoremleri ifade edebilmek amaci

ileyine |lull = trer%gg]lu(t)l normu ile normlanmis B = ([0, b] Banach uzay1 ve
bu uzayda

I{u € CT[0,b] : u(t), [0, b] tzerinde simetrik, konkav, pozitif ve\I
K = : > 2

i ter[gg}u(t) = £°(|ull }

konisini tanimlayalim. B Banach uzayi i¢inde

b b

Tu(t) =fG(t,s) fG(s,r)f(r,u(r))Vr Vs (3.1.10)

0 0

seklinde tanimli T: K — ([0, b] integral operatoriinii alalim. u = u(t) nin (1.1) ile
verilen sinir deger probleminin bir simetrik ¢6ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
u’ nun, (3.1.10) da tanimlanan T integral operatoriiniin de bir sabit noktasi
olmasidir.

Oncelikle T operatdriiniin tamamen siirekli oldugunu gésterelim.

Lemma 3.1.8 (3.1.10) de tanimlanan T : K — K operatorii tamamen siireklidir.

Ispat : Burada [0,b] iizerinde Tu simetriktir ciinkii,

b b

Tu(b—t) = f G(b—t5s) f G(s,r)f(r,u(r))VrVs
0

0

b b

_ f G(t.s) f G(s, ) f(r,u())ViVs = Tu(t)
0

0

oldugu kolayca gortiliir. Ayrica



41

b

(TwAV(¢t) = —f G(t,s)f(s,u(s))Vs < 0

0

saglandigindan Tu konkavdir. Tu igin Lemma 3.1.6 i uygularsak Tu € C*[0, b]
saglanir o halde Tu kapalidir. Boylece Lemma 3.1.5 den ve f nun negatif
olmamasindan,

b
Tu(t) =fG(t,s)<
b
< | G(s,s)
oo

b b
< | G(s,s) G(r,r)f (r, u(r))Vr
feco

O\c‘

G(s,r)f(r, u(r))Vr) Vs

G(s,r)f (r, u(r))Vr) Vs

O\U‘

Vs
elde edilir, buradan

b b
| Tu| SfG(s,s) (jG(r,r)f(r,u(r))Vr Vs
0 0

N——

esitsizligine ulagilir. Lemma 3.1.5 nin diger kismindan,

b b

Tu(t) =jG(t,s) fG(s,r)f(r,u(r))Vr Vs

0 0

b

b
> {’JG(S,S) JG(s,r)f(r,u(r))Vr Vs
0

0

b

b
> 4?[6(5,5) #fG(r,r)f(r,u(r))Vr Vs
0

0

olur ve bdylece

b b

Tu ZBZJG(S,S) fG(r,r)f(r,u(r))Vr Vs

0 0

esitsizligi elde edilir. Ulasilan bu esitsizlikler ile Tu > £2||Tu|| oldugu goriiliir.
Boylece Vt € T igin trgj%n Tu(t) = £?||Tul| oldugu goriiliir. Diger bir deyisle
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T[K] c K elde edilir. Buradan G(t,s), f(t, u(t)) siirekli oldugundan T operatorii
stireklidir. K kiimesi kapali ve siirli oldugundan T operatorii kompaktir. Boylece
T : K - K operatoriiniin tamamen siirekli oldugu ispatlanmis olur.

Bu kisimda (1.1) sinir deger probleminin pozitif ve simetrik ¢6ziimlerinin varlig
tizerine farkli sonuglar1 verecegiz. Bu amagcla,

(A) vt € [0, b] igin u(t) simetrik, sonlu, pozitif ve konkav olsun,

kosulunun saglandigin1 kabul edecegiz. Ayrica T:K — K operatoriinii ve K
konisini Lemma 3.1.8 deki gibi alacagiz. Bu kisimda (1.1) probleminin tek ve ¢ok
sayida pozitif, simetrik ¢ozlimlerinin varligini inceleyecegiz.

Asagida ¢aligmamizin devaminda kullanacagimiz gosterimleri verecegiz:

t,u t,u
fo =1lim inf AGL)) = oo, foo = lim inf [ =
u—0 te[0,b] u u—oo te[0,b] u
t,u t,u
f%=1lim sup I« )=O, f® = lim inf I )=0

u=0 te[0,b] u u—oo te[0,b] u
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3.2 Tek Simetrik Pozitif Coziimiin Varhg

Bu kisimda (1.1) sinir deger probleminin bir simetrik ¢Oziimiiniin varlig
Krasnosel’skii Sabit Nokta Teoremi yardimiyla gosterilecektir.

Teorem 3.2.1 Kabul edelim ki (A) kosulu saglansin. A, (3.1.9) ile verilen say1 ve
R, Ve R, ler 0 < R; < £?R, olacak sekilde iki sabit olmak iizere

(D) f(tu)<— Ry, V(tu) € [0,b]x[¢2Ry,Ry] Ve
ftw) = 5 Ry, V() € [0,b]x[€2Ry, Ry]
veya

(Dy) f(t,u) = Ry, V(t,u) € [0,b]x[#%, R,] Ve

= e
f(tw) < = Ry, V(&) € [0,b]x[£2Ry, Ry ;

kosullarindan biri saglaniyorsa (1.1) sinir deger probleminin

R; < |lull £ R, esitsizligini saglayan en az bir u simetrik pozitif ¢6ziimi vardir.

Ispat: Kabul edelim ki (D;) kosulu saglansin.
Q={wu€E,|ull <R}
ve
Q, ={uw:u€E,|ull| <R}
yuvarlarini tanimlayalim.

u € K i¢in Lemma 3.1.7 dan ter[%ig]l u(t) = £2||ul| oldugunu biliyoruz.
Boylece u € K N 90, i¢in u(s) € [#?Ry,R,] ve s € [0, b] i¢in

f(s,u(s)) < % R,

elde ederiz. Burada, (3.1.10) ve Lemma 3.1.8 ile birlikte

b b
Tu(t) = JG(t, S)JG(S, ) f(r,u(r))Ver
0 0
b
<

|

0

b
G(s,s) f Gr,r)f (r, u(r))Ver
0
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olur. (D,) kosulunundan

b b
R
SA—; fG(s,s)fG(r,r)Ver
0 0

elde edilir. (3.1.9) da A tanimlamasini kullanarak
Ry
Tu(®) =3 A2 = Ry = ul

olur ki, her iki taraftan norma gegersek,
ITull < |lull, ue KnaQ,
elde edilir.
Diger taraftan, u € K N 9Q, i¢in u(s) € [£?R,, R,] oldugu goriiliir.

O halde,

1

f(s,u(s)) = iz Ra

elde edilir. t € [0, b] i¢in,

b

|

0

Tu(t)

b
G(t,s) f G(s, ) f(r,u())VrVs
0

b b

R
> {2—/2\2 JG(t,s)JG(s,r) VrVs
0 0

b b
R
> {2/2\2 j{’G(s,s)j{’G(r,r) VrVs
0 0
esitsizliginden
R
Tu(t) > 2 A* = Ry = ||ull
olur.

Benzer sekilde yine her iki taraftan norma gecersek;
ITull = llull, u€ KnaQ,

elde edilir. Yukarida elde edilen esitsizlikler ve Teorem 2.3.1 den T operatorii
u€ Kn(Q, \Q) gibi bir sabit noktaya sahiptir. Béylece u, (1.1) sinir deger
probleminin bir simetrik pozitif ¢éziimiidiir. ]
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Teorem 3.2.2 Kabul edelim ki (A) kosulu saglansin ve A, (3.1.9) daki gibi
tanimlansin.

1 w 1
(D3) fo>45ms Ve [P <5
(diger bir degisle; f, =00 , f* =0)

veya

1
24N

1

(Dy) fO< Ve fo>

(diger bir deyisle; f°=0, f, = o)

kosullarindan biri saglaniyorsa o zaman (1.1) sinir deger probleminin en az bir
simetrik pozitif ¢6zlimii vardir.

Ispat: (D3) durumunu kullanarak kanitlayalim. f, > #% olsun.

(t,u) € [0,b]x[0,Ry] igin f(t,u) = 7

tanimindan biliyoruz. V t € [0, b] i¢inu € K N 9, olarak alalim.
QO ={wu€kE,|ull <R;}, Lemma3.1.5ve Lemma 3.1.8 den;

u olacak sekilde R; > 0 varligini limit

b

|

0

Tu(t)

b
G(t,s) j G(s,m)f(r,u(r))VrVs
0

b

b
1
> £4A2j6(t,s)JG(s,r) u(r) Vrvs
0

0

b

>1j
= p4 a2
£*a?)

b
£G (s, s)f{’G(r, r) €?||u|| VrVs
0

b b
= 41 2€4f G(S'S)IG(T‘.T‘) ||ul| VrVs
A . .

elde edilir. Boylece,
1 2
Tu(t) = 5 A% llull = [lull

olur.

Buradan,
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Tull = |lul, u€KnaoQ,

saglandig1 goriliir.

. 1 — . 1
Diger taraftan, f© < = olsun. R > 0 olacak sekilde f(t,u) < =W

(t,w) € [0, b]x(R, ) igin, R, > max {Ry, 2} olsun.

Q, ={wu € E,||u|]l| £R,}alalm. u € K N dQ, oldugundan,
u(t) = £%||ul| = £2R, > R elde edilir. Ayrica

b b

Tu(t) =fG(t,s)fG(s,r)f(r,u(r))Ver

0

b b

1
< | G(s,s) | G(r,r)— u(r)VrVs

b b

1

< FIIuII]G(s,s)fG(r,r) VrVs
0 0

elde ederiz. O halde,
1 2
Tu(t) = 5 llull A% = [lul

olur.
Buradan,

ITull < |lull, u € K ndQ,

elde edilir.

Yukarida elde edilen esitsizliklerden ve Krasnosel’skii sabit nokta teoreminden T
operatorii u € K N (Q,\Q;) gibi bir sabit noktaya sahiptir. Bdylece u, (1.1) sinur
deger probleminin bir simetrik pozitif ¢coziimiidiir.
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Teorem 3.2.3 Kabul edelim ki (A) nin kosullari saglansin. Ek olarak 0 < R; < R,
olacak sekilde R, ve R, sabitlerini alalim. Eger

(Ds) Vt € [0,b] i¢in [0, R,] arahiginda f(t, .) azalmayan,

1

(Dg) ¥t € [0,b] igin f(s,£2Ry) = 7

Ry ve f(t,Ry) < % R;,
saglaniyorsa, 0 halde (1.1) sinir deger probleminin
Ry < |lull =R,

esitsizligini saglayan en az bir u simetrik pozitif ¢6ziimii vardir.
Ispat: O = {wu € E, |lull <R,}
ve

Q, ={uw:u€E,|ull| <R}
yuvarlarini alalim. Lemma 3.1.7 dan ter[%,ilﬂ u(t) = £%||ul| oldugunu biliyoruz.
Boylece,
u € K NnaQ, icin, s € [0, b] lizerinde;

u(s) = £2||lul| = #2R,

elde edilir ve burada (Ds) ve (Dg) kosullart ile birlikte,

b b

Tu(t) =jG(t,s)fG(s,r)f(r,u(r))Ver
0

0
olur. Burada u > #2R, iken f(s,#%R,) artandir. O halde,

b b

> jG(t,s)ofG(s,r)f(r,{’le)Ver

0

elde ederiz. G(t,s) = €G (s, s) oldugundan ve (Dg) kosulundan

b b
1

> Ja?G(s,s)Ji’G(r,r)m R, VrvVs
0 0

b b

= P2 Ry JG(S,S)JG(T,T)VTVS
0

£2A\?
0

elde edilir. Burada (3.1.9) ile
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Tu(t) =02 5 A2 = Ry = |[ul]
olur.
O halde,
ITull = ||ull, u€KnaoQ,
saglandig1 goriiliir.
Diger taraftan u € K N 09, i¢in s € [0, b] de u(s) < R, olur.

(Ds) ve (Dg) kosullarindan, u < R, iken f(s,u) < f(s,R,) elde edilir. Bu
kosullar ve Lemma 3.1.6 ile birlikte

b b

Tu(t) =fG(t,s)fG(s,r)f(r,u(r))Ver
0

0
b b

SfG(t,s)ofG(s,r)f(r,Rz)Ver

0

olur. Béylece (3.1.9) ile

b b

1
Tu(t) < jG(s, s)]G(r,r)pRz VrVs
0 0

, 1
=A FRzszz [l
esitligine ulasilir. Buradan
ITull < llull, weKnaQ,

elde edilir.

O halde, Teorem 2.3.1 den ve yukarida elde edilen esitsizliklerden, T operatoriiniin
u€Kn(Q, \Q) olacak sekilde R; < |lul|l < R, esitsizligini saglayan bir
sabit noktasi vardir. Boylece (1.1) sinir deger probleminin R; < |lu|| <R,
esitsizligini saglayan pozitif ve simetrik bir ¢oziimiiniin var oldugu kanitlanmis
olur.
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3.3 Bir¢ok Pozitif Coziimlerin Varhgi Ve Sabit Nokta Teoreminin
Genellestirilmesi
Bu boliimde (1.1) sinir deger probleminin en az iki pozitif ¢éziimiiniin varligi
Teorem 2.3.1 yardimiyla f fonksiyonu {izerinde uygun kosullar verilerek
incelenecektir.

Teorem 3.3.1 Kabul edelim ki (A) kosulu saglansin. Ek olarak, asagidaki kosullari
saglayacak sekilde

(D7) fo> 7amz v for> ars
( Diger bir deyisle f = foo, = ©);
(D) f(su) <=p1, (s,u) € [0,b]x[¢2py, pi]
bir p, sabiti var olsun. O zaman (1.1) sinir deger probleminin
0 <llwll < py < lluzll
esitsizligini ger¢ekleyen en az iki simetrik pozitif u; ve u, ¢oziimii vardir.

Ispat: (D;) kosulunun saglandigim varsayalim. O halde

. . 1

esitsizligini saglayan Ry € (0, p1) sayist vardir.

Qp, = {u:u € E, |lull <Ry} yuvarini alalim. O zaman u € K N 9Q, i¢in

b b

Tu(t) =JG(t,s)JG(s,r)f(r,u(r))Ver
0

0
b b

ZJG(t,S)OjG(s,r)

0

1
£4A?

u(r)VrVs

olur. Burada Lemma 3.1.5 ve Lemma 3.1.7 ile

b b

1
Tu(t) > i f{’G(s, S)J{’G(r, r)#2||u||VrVs
0 0




50

b

b
€4||u||fG(s,s)fG(r,r)Ver
0 0

2472

olur. Burada (3.1.9) ile

1 472
Tu(e) = 5 €402 ull = Jlul

elde edilir. Her iki taraftan norma gegersek
ITull = [lull, u€ K nNoQg,

elde edilir. Diger taraftan,

1
£4A?

foo > ﬁ icin f(r,u) = u, (r,u) € [0,b]x[0,R,]

olacak sekilde R, € (pq, ) secelim. Qg _{u : u € E, |[ul| < R; } olarak alalim.
u € K igin, Lemma 3.1.7 dan, r € [0, b] igin u(r) = £2||u|| dir.

Ayrica, u € K N 0Qg, i¢in, v € [0,b], u(r) € [£2Ry, R;] dir yani

1 1 1

f(ru@) = |2l

esitsizligi saglanir. Buradan

b b

Tu(t) =fG(t,s)fG(s,r)f(r,u(r))Ver
0

0

b b
1

> fG(t, S)fG(S,T‘) 7272 ||u]| VrVs
0

0

olur ve Lemma 3.1.5 ile

b b

1
Tu(t) = 1?ZAZf{’G(s,s)f#Cr‘(r,r)IIuIIVer
0 0

b b

1
= P2 )2 1?ZfG(S»S)fG(T”,T”)”u”VT‘VS
0 0

olur. Yani

Tu(t) > 22 A2 Jull = [Jull

_BZAZ
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elde edilir. Boylece
u € KNoQyg, icin ||Tull = [lul|
esitsizligi saglanir.

Son olarak, Ry < p; < R; olacak sekilde Q, = {u:u € E, |lull < p,} kiimesini
alalim.

Herhangi u € K n 0Q,, i¢in, r € [0, b] olmak iizere u(r) € [£%py, p;1] olur.

(3.1.10) ve (Dg) den,
b b

Tu(t) =fG(t,s) fG(s,r)f(r,u(r)Vr Vs

0 0

b b

1
< | G(t,s) | G(s,r)—=u(r)VrVs

b b

1
SplG(s,s)JG(r,r)IIuIIVer
0

0

olur. Boylece

1
Tu() < 5 A lull = flull

elde edilir. Sonug olarak
ITull < llull, ueKnaq,,
esitsizligi saglanir.

Burada yukarida elde edilen esitsizliklerden ve Teorem 2.3.1 den T operatériiniin
Ry < p; <R, esitsizligini  saglayan, u; € K N ( Q_pl \QRl) ve u, EKnN
( Q—Rz \Q, 1) iki sabit noktasidir. Hem u; hem de u, (1.1) sinir deger probleminin
simetrik pozitif ¢oziimleridir ve 0 < |luq]| < p; < ||u,|| esitsizligi saglanir.
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Teorem 3.3.2 Kabul edelim ki (A) kosulu saglansin. Ek olarak asagidaki kosullar;

1

1
(Do) fO<A2 vef°°<ﬁ

(diger bir deyisle f© = f° = 0)

1
(DIO) f(S, ’U,) > PAN2 P2 (S; u) € [Or b]x[fzpy ,02]
saglaniyorsa 0 zaman (1.1) sinir deger probleminin

0 <llull < p2 < lluzll

esitsizligini ger¢ekleyen en az iki simetrik pozitif u; ve u, ¢dziimii vardir.

Ispat: (Do) kosulunun gerceklendigini varsayalim. O halde f° < % icin

f(r,u) < %u esitsizligini saglayan R, € (0, p,) sayis1 vardir.

Qp, = {w:u € E, |[u|| < R;} alalim o halde u € K N 00y, igin,

b b

Tu(t) =fG(t,s)fG(s,r)f(r,u(r))VrVS
0

0

b b

S!G(t,s)!G(s,r)%u(r)Ver

b b
1
SF IIullfG(s,s)fG(r,r)Ver
0 0
olur ayrica (3.1.9) dan
1 2
Tu(t) = - Ilull A% = [jull
seklinde diizenlenir. Boylece,
u € KN aQyg, icin [|[Tull < [lull

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan

f7< % i¢in f(t,u) < %u, (t,u) € [0,b]x[R, ) ve R > 0 olacak sekilde

R, secelim. R, > maX{Rl,[—ﬁz} olsun.
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Qg, = {u:u € E, |lu]l < R} olarak alahm.
u € K N 0Qp, i¢in, Lemma 3.1.7 den u(s) = £?|lul| = £*R, > Rolur.

Boylece,

b

b
Tu(t) =fG(t, s)fG(s,r)f(r,u(r))Ver

0

b

b
SfG(s,s)OfG(r,r)%u(r)Ver

0

_AZ IIuIIfG(s s)fG(r r)VrVs

olur. Buradan
1 2
Tu(t) = 2z |l A% = [Jul|

saglanir. O halde,

ITull < [lull , u€KnNdQ,
esitsizligi gergeklenmis olur.
Sonolarak, R; < p, < R, olacak sekilde Q,, = {u:u € E, ||u|| < p,} alalim.
Herhangi u € K N 04, i¢in, u(r) € [£%p,, p,], r € [0, b] olsun.

(3.1.10) ve (D,,) dan,

b

Tu(t) =fG(t,s)fG(S,r)f(r,u(r))Ver
0

0
b

fG(t s)fG(s ) {)4/\2 u(r)vrvs

0

elde edilir. Lemma 3.1.5 ve Lemma 3.1.7 kullanilarak

b

Tu(t) = f{’G(s s)f{’G(r )

0

34/\2 22 ||u||Vrvs
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b

b
€4||u||fG(s,s)fG(r,r)Ver
0 0

£4N?
seklinde diizenlenebilir. Boylece
1 .
Tu(t) = 5 A%ljull = flul

olur. Buradan,
u € KnoQ,, i¢in [[Tull = [|ull
esitsizligi saglanir.

O halde yukarida elde edilen esitsizlikler ve Teorem 2.3.1 ile T operatdriiniin
Ry < p, <R, esitsizligini  saglayan; u; € KN ( ‘Q_Pz \QRI) ve u, EKnN
( Qr, \Q,,) iki sabit noktasi vardir. Buradau; ve u, (1.1) sinr deger
probleminin simetrik pozitif ¢oztiimleridir ve 0 < [|uq || < p < |lu,|| esitsizligini
saglar.

Teorem 3.3.3 Kabul edelim ki (A) kosulu saglansin. Ek olarak
(D11) f(s,u) < 57ic , (5,u) € [0, b]x[£2n, 7] Ve

f(s,u) = =R, (5,u) € [0,b]x[€2R, Ry], (k =12,...,7)
veya

1
P22

1., (s,u) € [0,b]x[£%ry, 1] Ve

(D12) f(s,u) =
f(s,u) < %Rk, (s,u) € [0, b]x[£?Ry,R,], (k=12,..,n)

olacak sekilde r; < #?R; <1, < 2R, < --- <1, < ¥?R,, esitsizligini saglayan
T, Rk, (k=1,2,...,n); pozitif sayillar1 mevcut ise o zaman (1.1) smir deger
probleminin, 7, < [lug|l < R, k =1,2,...,n esitsizligini saglayan n simetrik
pozitif u, ¢éziimii vardir.
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Teorem 3.3.4 Kabul edelim ki (A) kosulu saglansin. Ek olarak

(Dq3) f(t,.), tumt € [0, b] igin, [O,R,] lizerinde azalmayan;

(D1a) f(s,€%1) = 5 Ve f(s,Re) < Ry, (k=12,..,m) Vs €[0,b]
icin y <R, <1, <R, < <1, <R, olacak sekilde 2n tane pozitif sayilari
varsa, 0 zaman (1.1) sinir deger probleminin 7y, < |lugll < R, (k =1,2,...,n)
esitsizligini saglayan n tane simetrik pozitif u, ¢6ztimii vardir.
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4. SONUC

Bu tez ¢alismasinda, herhangi bir T simetrik zaman skalasinda 4. Mertebeden dort
noktali simir deger probleminin simetrik pozitif ¢oziimlerinin varligini géstermek
icin ¢esitli yaklasimlar olusturulmustur. Ele alinan problemin tek pozitif
¢ozlimlerinin varligi ve bir¢ok pozitif ¢éziimlerinin varlig ispatlanmustir.
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