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ÖZET 

 

Bu tezde, klasik Bernstein tipi rasyonel fonksiyondan daha iyi tahminlere sahip olan 

Bernstein tipi rasyonel fonksiyonun yeni bir genellemesi tanımlandı. Tanımlanan operatörün 

yaklaşım özellikleri süreklilik modülü cinsinden ve Lipschitz fonksiyonları yardımı ile 

verildi. Tensör çarpım tip iki değişkenli operatör tanımlandı ve tensör çarpım tip iki 

değişkenli operatörün GBS (Genelleştirilmiş Boolean Toplamı) operatörü tanımlanarak 

yakınsaklık oranları elde ederek yaklaşım özellikleri incelendi. Ayrıca tensör çarpım tip iki 

değişkenli operatör ve GBS operatörünün yakınsaması grafikler yardımıyla gösterildi.   
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In this thesis, we introduce a new generalization of a Bernstein type rational function 
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(Generalized Boolean Sum) operator, and we investigate their approximation properties by 

obtaining their rates of convergence. Moreover, we present some graphical comparisons 

visualizing the convergence of tensor-product kind bivariate operator and its GBS operator. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

  

Simgeler  Açıklamalar  

 

𝑩𝒏(𝒇; 𝒙)                       Bernstein Polinomu 

𝑩𝒏,𝒎
𝑮 (𝒇; 𝒙)               Tensör Çarpım tip İki Değişkenli Operatörün GBS (Genelleştirilmiş 

Boolean Toplam) Operatörü 

𝑪([𝟎, 𝒓𝟏] × [𝟎, 𝒓𝟐])      [0, 𝑟1] × [0, 𝑟2] Üzerinde Tanımlı Sürekli Fonksiyonlar Uzayı 

𝑪𝑩([𝟎, ∞))               [0,∞) Üzerinde Tanımlı Reel Değerli Sürekli ve Sınırlı  

Fonksiyonların Banach Uzayı 

𝑪𝓑(𝑨)                           A Üzerindeki Bögel Sürekli Fonksiyonlar Uzayı 

𝑳𝒊𝒑𝑴(𝜶)                       Lipschitz Sınıfından Fonksiyonlar 

𝑳𝒊𝒑𝑴(𝒂, 𝒃)                   İki Değişkenli Lipschitz Sınıfından Fonksiyonlar 

𝑳𝒊𝒑𝑴
𝓑 (𝒇; 𝒂, 𝒃)               Lipschitz Sınfından Bögel Sürekli Fonksiyon 

𝑹𝒏(𝒇; 𝒙)                       Bernstein Tip Rasyonel Fonksiyon 

𝑹𝒏
𝑮(𝒇; 𝒙)                       Genelleştirilmiş Bernstein tip Rasyonel Fonksiyon 

𝑹𝒏,𝒎(𝒇; 𝒖, 𝒗)                İki Değişkenli Bernstein tip Rasyonel Fonksiyon 

𝑹𝒏,𝒎
𝑮 (𝒇; 𝒖, 𝒗)                İki Değişkenli Bernstein tip Rasyonel Fonksiyon 

𝝎(𝒇; 𝜹)                         𝑓 Fonksiyonunun Süreklilik Modülü 

𝝎(𝒇; 𝝁𝟏, 𝝁𝟐)                 İki Değişkenli 𝑓 Fonksiyonunun Tam Süreklilik Modülü 

𝝎(𝟏)(𝒇; 𝝁𝟏)                   𝑓 Fonksiyonunun 𝑥’e Göre Kısmi Süreklilik Modülü 

𝝎(𝟐)(𝒇; 𝝁𝟐)                   𝑓 Fonksiyonunun 𝑦’ye Göre Kısmi Süreklilik Modülü 

𝝎𝒎𝒊𝒙𝒆𝒅(𝒇; 𝒖, 𝒗)            𝑓 Fonksiyonunun Bögel (karma) Süreklilik Modülü 

𝚫(𝒖,𝒗)𝒇[𝝉, 𝝇; 𝒖, 𝒗]          Karma Fark Fonksiyonu 
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1. GİRİŞ 

 

Bernstein polinomları, Weierstrass Teoremini ispatlamak amacıyla 1912 yılında [0,1] 

aralığında tanımlı reel değerli 𝑓 fonksiyonları için 

 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) = ∑ 𝑓 (
𝑘

𝑛
) (𝑛

𝑘
)𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘      , 𝑛 = 1,2, …

𝑛

𝑘=0
                      (1.1) 

 

olarak tanımlanır. Eğer 𝑓, [0,1] aralığında sürekli bir fonksiyon ise, bu durumda 𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) 

polinomlar dizisi [0,1] üzerinde 𝑓 fonksiyonuna düzgün yakınsar [14]. 

 

𝑓, [0, ∞) üzerinde reel değerli bir fonksiyon olmak üzere, Bernstein tip rasyonel 

fonksiyonlar 

 

𝑅𝑛(𝑓; 𝑥) =
1

(1+𝑎𝑛𝑥)𝑛 ∑ 𝑓 (
𝑘

𝑏𝑛
) (𝑎𝑛𝑥)𝑘      , 𝑛 = 1,2, …

𝑛

𝑘=0
                         (1.2) 

 

İle tanımlanır [10]. Burada, (𝑎𝑛) ve (𝑏𝑛), her 𝑛 ∈ ℕ için uygun olarak seçilmiş dizilerdir 

[10]. 

 

𝑘 = 1,2, … , 𝑛  için 

 

𝑃𝑘(𝑥) = 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 

 

𝑟𝑘(𝑥) =
(𝑎𝑛𝑥)𝑘

(1 + 𝑎𝑛𝑥)𝑛
 

 

olarak alındığında 

 

𝑟𝑘(𝑥) = 𝑃𝑘 (
𝑎𝑛𝑥

1 + 𝑎𝑛𝑥
) 

 

bağıntısı elde edilir. 𝑏𝑛 = 𝑛 için 
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𝑅𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝐵𝑛 (𝑓;
𝑎𝑛𝑥

1 + 𝑎𝑛𝑥
) 

 

eşitliği elde edilir. (1.2) ile tanımlanan operattör, Bernstein-tip rasyonel fonksiyon olarak 

bilinir. Balázs [2], [0, ∞) üzerinde tanımlı her reel değerli 𝑓 fonksiyonu için yakınsama 

oranını elde etmiş ve bazı reel 𝜏 sayıları için, 𝑓(𝑥) = Ο(𝑒𝜏𝑥), 𝑥 → ∞ koşulu altında 

asimptotik yaklaşım teoremini ispatlamıştır. 

 

1982 de Balázs ve Szabados [11], (1.2) ile tanımlanan operatör için 𝑓, [0,∞) üzerinde düzgün 

sürekli olmak üzere 0 < 𝜁 ≤
2

3
, 𝑛 = 1,2, … için 𝑎𝑛 = 𝑛𝜁−1 ve  𝑏𝑛 = 𝑛𝜁 dizilerini ele alarak 

daha kısıtlanmış şartlarda pozitif reel eksende Bernstein tip rasyonel fonksiyonların 

yakınsama oranı vermişlerdir. Yaklaşım Teorisinin en önemli problemlerinden biri de bir 

operatörün doymuşluk sınıfını elde etme problemidir. Totik [40], Bernstein tip rasyonel 

fonksiyonların doyma(saturation) özelliklerini incelemiştir. 1985’de Balázs [12], [−𝐴 −

𝜀, 𝐴 + 𝜀] üzerinde tanımlı sürekli reel değerli fonksiyonların süreklilik modülü yardımıyla 

Bernstein tip rasyonel fonksiyonlar için yakınsama oranları elde etmiştir. 2000 yılında Abel 

ve Vecchia [1], Balázs-Szabados operatörleri için Voronovskaja tip asimptotik sonuçlar elde 

etti. 

 

Holhoş [26], Balázs-Szabados operatörleri için süper-üstel fonksiyonlar aracılığıyla yeni 

yaklaşım sonuçlarını göstermiştir. 

 

İspir ve Atakut [8], Bernstein tip rasyonel fonksiyonların bir genellemesini 

 

𝐺𝑛(𝑓; 𝑥) =
1

𝜙𝑛(𝑎𝑛𝑥)
∑

𝜙𝑛
(𝑘)

𝑘!
(𝑎𝑛𝑥)𝑘𝑓 (

𝑘

𝑏𝑛
)   , 𝑛 ∈ ℕ,

∞

𝑘=0

 𝑥 ≥ 0 

 

olarak tanımlamışlardır. Burada, 𝑎𝑛 ve 𝑏𝑛, pozitif reel sayı dizileri ve 𝜙𝑛 de belirli koşulları 

sağlayan bir fonksiyon dizisidir. Son zamanlarda, Agratini [11], Bernstein tip rasyonel 

fonksiyonların bir sınıfını, (𝜆𝑛) dizisi olmak üzere lim
𝑛→∞

𝜆𝑛 = 0 koşulunu sağlayan kesin 

azalan pozitif reel sayılar dizisi 
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𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) =
1

(1+𝜆𝑛𝑥)𝑛
∑ 𝑓 (

𝑘

𝑛𝜆𝑛
) (𝑛

𝑘
)(𝜆𝑛𝑥)𝑘   , 𝑛 = 1,2, …  

𝑛

𝑘=0
                        (1.3) 

 

tanımlayarak, bu operatör ile ilgili yaklaşım sonuçlarını elde etmiştir. Burada, 𝑓, belirli bir 

büyüme koşulunu sağlayan [0,∞) üzerinde sürekli fonksiyondur. Agratini, yakınsama 

oranını hem lokal hem de global bir tahminini araştırmış ve ağırlıklı süreklilik modülünü 

kullanarak ağırlıklı bir yaklaşım sonucunu bulmuştur. Diğer Bernstein tip rasyonel 

fonksiyonların yaklaşım özellikleri ile ilgili sonuçlar [22-25, 28, 31-36] referanslarında 

bulunabilir. 

 

𝐶𝐵([0, ∞)), [0,∞) üzerinde reel değerli sürekli ve sınırlı fonksiyonların uzayı olmak üzere 

bu uzayda norm ‖𝑓‖∞ = 𝑠𝑢𝑝𝑥∈[0,∞]|𝑓(𝑥)| olarak tanımlanır. 

 

[𝑎, 𝑏] ⊂ [0, ∞) kapalı bir alt aralığı için bu norm ‖𝑓‖[𝑎,𝑏] = 𝑠𝑢𝑝𝑥∈[a,b]|𝑓(𝑥)| ile ifade edilir. 

 

Bu tez, birinci bölüm giriş bölümü olmak üzere beş bölümden oluşmaktadır. 

 

İkinci bölümde, tezin anlaşılırlığını kolaylaştıracak temel kavramlar verilerek 

tanımladığımız 𝑅𝑛
𝐺 genelleştirilmiş Bernstein tip rasyonel fonksiyonun test fonksiyonuna 

ilişkin sonuçlar elde edilmiştir ve Bohman-Korovkin teoreminin koşullarının sağlandığı 

gösterilmiştir. Ayrıca lokal ve global yaklaşım sonuçları elde edilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde, 𝑅𝑛
𝐺 operatörünün tensör çarpım tip iki değişkenli operatörü tanımlanarak 

bu operatörün [0, 𝑟1] × [0, 𝑟2], 𝑟1, 𝑟2 > 0, dikdörtgensel bölge üzerinde yaklaşım özellikleri 

ile ilgili sonuçlarına yer verilmiştir. Daha sonrasında, tensör çarpım tip iki değişkenli 

operatörün GBS (Genelleştirilmiş Boolean Toplamı) operatörünü tanımlayıp bu operatörün 

dikdörtgensel bölge üzerinde yaklaşım sonuçları incelenmiştir. 

 

Dördüncü bölümde, önceki bölümlerde verilen operatörlerin belirli fonksiyonlara 

yaklaşımlarını veren grafiklere yer verilmiştir. 

 

Beşinci bölümde, bu çalışmamızdan elde ettiğimiz sonuçlar verilmiştir. 
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2. GENELLEŞTİRİLMİŞ BALAZS OPERATÖRLERİNİN 

YAKLAŞIMI 
 

Bu bölümde, (1.2) ve (1.3)’e indirgenebilen Bernstein tip rasyonel fonksiyonun yeni bir 

genellemesi tanımlanıp yaklaşım özellikleri incelenecektir. 

 

(𝛼𝑛), (𝛽𝑛) ve (𝛾𝑛) negatif olmayan reel dizileri 𝛾𝑛 = 𝑛𝛼𝑛 olmak üzere 

 

lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 , lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 = 1  ve lim
𝑛→∞

𝛾𝑛 = ∞                          (2.1) 

 

koşulları sağlansın. 𝑓, [0,∞) için genelleştirilmiş Bernstein tip rasyonel fonksiyon 

 

𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) = ∑ 𝑓 (

𝑘

𝛾𝑛
) (𝑛

𝑘
)

(𝛼𝑛𝑥)𝑘(𝛽𝑛)𝑛−𝑘

(𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥)𝑛  , 𝑥 > 0, 𝑛 ∈ ℕ 
𝑛

𝑘=0
         (2.2) 

 

ile tanımlayalım. 𝑅𝑛
𝐺 operatörü, iyi tanımlı, lineer ve pozitif bir operatördür. 𝛽𝑛 = 1, 𝛼𝑛 =

𝑎𝑛 ve 𝛾𝑛 = 𝑏𝑛 olarak alındığında bazı reel 𝜏 sayıları için 𝑓(𝑥) = Ο(𝑒𝜏𝑥), 𝑥 → ∞ koşulu 

altında 𝑅𝑛
𝐺 operatörü, (1.2)’de verilen Bernstein tip rasyonel fonksiyona indirgenir. 𝛼𝑛 ∶= 𝛾𝑛 

kesin azalan pozitif reel bir dizi ve 𝛽𝑛 = 1 olduğunda (2.2) operatörü, (1.3)’de verilen 

Agratini'nin modifikasyonuna indirgenir. Ayrıca, (1.1)’de verilen Bernstein polinomu ile 

arasındaki bağıntı, 𝛽𝑛 = 1 için 𝛾𝑛 = 𝑛 olduğunda 

 

𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) = 𝐵𝑛 (𝑓;

𝛼𝑛𝑥

𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥
) 

 

eşitliği ile verilebilir. 𝑅𝑛
𝐺 operatörüne, genelleştirilmiş Bernstein tip rasyonel fonksiyon adı 

verilir [37]. 

 

2.1. Lemma 

 

𝑒𝑖(𝑡) = 𝑡𝑖 , 𝑖 = 0,1,2, dizileri (2.1) koşulları sağlansın. Bu durumda, 𝑅𝑛
𝐺 operatörü için 

aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 

 

𝑅𝑛
𝐺(𝑒0; 𝑥) = 1,    (2.3) 



6 

𝑅𝑛
𝐺(𝑒1; 𝑥) =

𝑥

𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥
,                                      (2.4) 

 

𝑅𝑛
𝐺(𝑒2; 𝑥) =

(1−
1

𝑛
)𝑥2

(𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥)2 +
𝑥

𝛾𝑛(𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥)
.             (2.5) 

 

İspat 

 

1 = ∑
(

𝑛
𝑘

)(𝛼𝑛𝑥)𝑘(𝛽𝑛)𝑛−𝑘

(𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥)𝑛
𝑛
𝑘=0                  (2.6) 

 

eşitliğini dikkate alarak aşağıdaki eşitlikler yazılabilir. 

 

𝑅𝑛
𝐺(𝑒0; 𝑥) = 𝑅𝑛

𝐺(1; 𝑥) = ∑ (𝑛
𝑘

)
(𝛼𝑛𝑥)𝑘(𝛽𝑛)𝑛−𝑘

(𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥)𝑛 = 1
𝑛

𝑘=0
  

 

𝑅𝑛
𝐺(𝑒1; 𝑥) = 𝑅𝑛

𝐺(𝑡; 𝑥) = ∑
𝑘

𝛾𝑛
(

𝑛

𝑘
)

(𝛼𝑛𝑥)𝑘(𝛽𝑛)𝑛−𝑘

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)𝑛

𝑛

𝑘=0

 

 

=
𝑛𝛼𝑛𝑥

𝛾𝑛(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)
∑ (

𝑛 − 1

𝑘
)

(𝛼𝑛𝑥)𝑘(𝛽𝑛)𝑛−1−𝑘

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)𝑛−1
=

𝑛𝛼𝑛𝑥

𝛾𝑛(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)

𝑛−1

𝑘=0

 

 

=
𝑥

𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥
 

 

𝑅𝑛
𝐺(𝑒2; 𝑥) = 𝑅𝑛

𝐺(𝑡2; 𝑥) = ∑
𝑘2

𝛾𝑛
2

(
𝑛

𝑘
)

(𝛼𝑛𝑥)𝑘(𝛽𝑛)𝑛−𝑘

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)𝑛

𝑛

𝑘=0

 

 

=
𝑛(𝑛 − 1)𝛼𝑛

2𝑥2

𝛾𝑛
2(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2

∑ (
𝑛 − 2

𝑘
)

(𝛼𝑛𝑥)𝑘(𝛽𝑛)𝑛−2−𝑘

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)𝑛−2

𝑛−2

𝑘=0
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+
𝑛𝛼𝑛𝑥

𝛾𝑛
2(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)

∑ (
𝑛 − 1

𝑘
)

(𝛼𝑛𝑥)𝑘(𝛽𝑛)𝑛−1−𝑘

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)𝑛−1

𝑛−1

𝑘=0

 

 

=
𝑛(𝑛 − 1)𝛼𝑛

2𝑥2

𝛾𝑛
2(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2

+
𝑛𝛼𝑛𝑥

𝛾𝑛
2(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)

 

 

=
(1 −

1
𝑛) 𝑥2

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2
+

𝑥

𝛾𝑛(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)
 

 

2.2. Lemma 

 

(2.2) ile tanımlanmış 𝑅𝑛
𝐺 operatörü için 2.1. Lemma göz önünde bulundurularak operatörün 

birinci ve ikinci momenti aşağıdaki gibi ifade edilir[37]. 

 

𝑅𝑛
𝐺(𝑒1 − 𝑥; 𝑥) =

(1−𝛽𝑛)𝑥

𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥
−

𝛼𝑛𝑥2

𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥
                               (2.7) 

 

𝑅𝑛
𝐺((𝑒1 − 𝑥)2; 𝑥) =

𝛽𝑛𝑥

𝛾𝑛(𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥)2 +
(1−

1

𝑛
+𝛼𝑛+𝛽𝑛(𝛽𝑛−2))𝑥2

(𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥)2 +
2𝛼𝑛(1−𝛽𝑛)𝑥3

(𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥)2 +
𝛼𝑛

2 𝑥4

(𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥)2          (2.8) 

 

İspat 

 

(2.3), (2.4) ve (2.5) eşitlikleri dikkate alındığında, 

 

𝑅𝑛
𝐺(𝑒1 − 𝑥; 𝑥) = 𝑅𝑛

𝐺(𝑒1; 𝑥) − 𝑥𝑅𝑛
𝐺(𝑒0; 𝑥) =

𝑥

𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥
− 𝑥  

 

=
𝑥−𝑥𝛽𝑛−𝛼𝑛𝑥2

𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥
=

(1−𝛽𝑛)𝑥

𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥
−

𝛼𝑛𝑥2

𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥
  

 

𝑅𝑛
𝐺((𝑒1 − 𝑥)2; 𝑥) = 𝑅𝑛

𝐺(𝑒2; 𝑥) − 2𝑥𝑅𝑛
𝐺(𝑒1; 𝑥) + 𝑥2𝑅𝑛

𝐺(𝑒0; 𝑥) 

 

=
(1 −

1
𝑛) 𝑥2

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2
+

𝑥

𝛾𝑛(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)
− 2𝑥

𝑥

𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥
+ 𝑥2 
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=
𝛽𝑛𝑥

𝛾𝑛(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2
+

(1 −
1
𝑛 + 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛(𝛽𝑛 − 2)) 𝑥2

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2
+

2𝛼𝑛(1 − 𝛽𝑛)𝑥3

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2
+

𝛼𝑛
2𝑥4

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2
 

 

olur. 

 

2.3. Teorem 

 

𝑅𝑛
𝐺, (2.2)’de tanımlanmış genelleştirilmiş Bernstein tip rasyonel fonksiyon olsun. Eğer 

(𝛼𝑛), (𝛽𝑛) ve (𝛾𝑛), her 𝑛 ∈ ℕ için (2.1)’deki koşulları sağlayan negatif olmayan reel dizileri 

ise o halde, [0, 𝑟] ⊂ [0, ∞) (𝑟 > 0) olmak üzere 𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑟]) için 𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥), 𝑓(𝑥)’e [0, 𝑟] 

aralığı üzerinde düzgün yakınsaktır [37]. 

 

İspat 

 

Bu teoremin ispatı için Bohman-Korovkin teoreminin koşullarının sağlandığını göstermek 

yeterlidir. 2.1. Lemma’daki (2.3)’den 

 

lim
𝑛→∞

‖𝑅𝑛
𝐺(𝑒0; . ) − 𝑒0(. )‖[0,𝑟] = 0                                       (2.9) 

 

dir. Her bir 𝑥 ∈ [0, 𝑟] için 
1

𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥
≤

1

𝛽𝑛
 olduğundan 2.2. Lemma’dan  

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑒1; 𝑥) − 𝑒1(𝑥)| = |𝑅𝑛

𝐺(𝑒1 − 𝑥; 𝑥)| = |
(1−𝛽𝑛)𝑥

𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥
−

𝛼𝑛𝑥2

𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥
|  

 

≤
|1−𝛽𝑛|𝑟

𝛽𝑛
+

𝛼𝑛𝑟2

𝛽𝑛
∶= 𝜇𝑛

1     

  (2.10) 

olup (2.1)’deki koşullar göz önüne alındığında lim
𝑛→∞

𝜇𝑛
1 = 0 olur. O halde, (2.10)’dan 

 

lim
𝑛→∞

‖𝑅𝑛
𝐺(𝑒1; . ) − 𝑒1(. )‖[0,𝑟] = 0    (2.11) 

 

bulunur. 2.1. Lemma’daki (2.5) eşitliğinden 
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|𝑅𝑛
𝐺(𝑒2; 𝑥) − 𝑒2(𝑥)| = |

𝑥

𝛾𝑛(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)
+

(1 −
1
𝑛) 𝑥2

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2
− 𝑥2| 

 

≤
𝑥

𝛾𝑛(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)
+

|1 −
1
𝑛 − 𝛽𝑛

2| 𝑥2

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2
+

2𝛽𝑛𝛼𝑛𝑥3

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2
+

𝛼𝑛
2𝑥4

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2
 

 

≤
𝑟

𝛾𝑛𝛽𝑛
+

|1−
1

𝑛
−𝛽𝑛

2|𝑟2

𝛽𝑛
2 +

2𝛼𝑛𝑟3

𝛽𝑛
+

𝛼𝑛
2 𝑟4

𝛽𝑛
2 ∶= 𝜇𝑛

2      (2.12) 

 

elde edilir. (2.1)’deki koşullar göz önüne alındığında lim
𝑛→∞

𝜇𝑛
2 = 0 olur. O halde, (2.12)’den 

 

lim
𝑛→∞

‖𝑅𝑛
𝐺(𝑒2; . ) − 𝑒2(. )‖[0,𝑟] = 0    (2.13) 

 

elde edilir. (2.9), (2.11) ve (2.13) eşitliklerinden Bohman-Korovkin teoreminin şartları 

sağlanmış olur. O halde, 

 

lim
𝑛→∞

‖𝑅𝑛
𝐺(𝑓) − 𝑓‖[0,𝑟] = 0 

 

dir. Yani, 𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥), 𝑓(𝑥)’e düzgün olarak yakınsar. 

 

2.4. Tanım 

 

Herhangi bir 𝜇 > 0 için 𝑓 ∈ 𝐶𝐵([0, ∞)) olsun. 

 

𝜔(𝑓; 𝜇) = 𝑠𝑢𝑝0<ℎ≤𝜇𝑠𝑢𝑝𝑥∈[0,∞)|𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)|                       (2.14) 

 

ifadesine 𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülü denir ve 𝜅, 𝜇 > 0 için 

 

𝜔(𝑓; 𝜅𝜇) ≤ (𝜅 + 1)𝜔(𝑓; 𝜇)   (2.15) 

 

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca 𝑓, [0, ∞) aralığı üzerinde düzgün sürekli ise lim
𝜇→0+

𝜔(𝑓; 𝜇) = 0 dır 

[21]. 
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2.5. Teorem 

 

(𝛼𝑛), (𝛽𝑛) ve (𝛾𝑛) dizileri için (2.1)’deki koşullar sağlansın. Her 𝑓 ∈ 𝐶𝐵([0, ∞)) için 

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝜔(𝑓; √𝜇𝑛

𝑥) 

 

dir. Burada, 

 

𝜇𝑛
𝑥 ∶=

𝛽𝑛𝑥

𝛾𝑛(𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥)2
+

(1−
1

𝑛
+𝛼𝑛+𝛽𝑛(𝛽𝑛−2))𝑥2

(𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥)2
+

2𝛼𝑛(1−𝛽𝑛)𝑥3

(𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥)2
+

𝛼𝑛
2 𝑥4

(𝛽𝑛+𝛼𝑛𝑥)2
                       (2.16) 

 

dir [37]. 

 

İspat 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝐵([0, ∞)) olsun. (2.15)’den 

 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ (1 +
|𝑡−𝑥|

𝜇
) 𝜔(𝑓; 𝜇)   (2.17) 

 

yazılır. (2.17)’ye 𝑅𝑛
𝐺, lineer ve pozitif operatörü uygulanırsa 

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ |𝑅𝑛

𝐺(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑅𝑛
𝐺(𝑓(𝑥); 𝑥)| 

 

= |𝑅𝑛
𝐺(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥); 𝑥)| 

 

≤ 𝑅𝑛
𝐺(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|; 𝑥)  

 

≤ 𝑅𝑛
𝐺 ((1 +

|𝑡 − 𝑥|

𝜇
) 𝜔(𝑓; 𝜇); 𝑥) 

 

≤  𝜔(𝑓; 𝜇) (1 +
1

𝜇
𝑅𝑛

𝐺(|𝑒1 − 𝑥|; 𝑥)) 
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eşitsizliği elde edilir. 𝑅𝑛
𝐺(|𝑒1 − 𝑥|, 𝑥) ifadesine Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa 

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔(𝑓; 𝜇) (1 +

1

𝜇
√𝑅𝑛

𝐺((𝑒1 − 𝑥)2; 𝑥))           (2.18) 

 

eşitsziliği bulunur. 2.2. Lemma’daki (2.8)’den 

 

𝜇𝑛
𝑥 ∶= 𝑅𝑛

𝐺((𝑒1 − 𝑥)2; 𝑥) 

 

=
𝛽𝑛𝑥

𝛾𝑛(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2
+

(1 −
1
𝑛 + 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛(𝛽𝑛 − 2)) 𝑥2

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2
+

2𝛼𝑛(1 − 𝛽𝑛)𝑥3

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2
+

𝛼𝑛
2𝑥4

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)2
 

 

olarak alınıp, 𝜇 ∶= √𝜇𝑛
𝑥 seçilirse 

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝜔(𝑓; √𝜇𝑛

𝑥) 

 

eşitsizliği elde edilip ispat tamamlanır. 

 

2.6. Sonuç 

 

2.5. Teorem’de 𝜇𝑛
𝑥, 𝑥’e ve seçilen (𝛼𝑛), (𝛽𝑛) ve (𝛾𝑛)’e bağlıdır. (𝛼𝑛), (𝛽𝑛) ve (𝛾𝑛), 𝜇𝑛

𝑥 ≥ 0 

eşitsizliğini sağlayan negatif olmayan reel diziler olmalıdır. Örneğin, 𝛽𝑛 ≥ 1 ve 𝛼𝑛 +

(𝛽𝑛 − 1)2 ≥
1

𝑛
 ise 𝜇𝑛

𝑥 ≥ 0 olur. 

 

Ayrıca, 𝑓 ∈ 𝐶𝐵([0, 𝑟]) için 2.5. Teorem aşağıdaki eşitsizliğe indirgenir: 

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝜔(𝑓; √𝜇𝑛), burada 

 

𝜇𝑛 ∶=
𝑟

𝛾𝑛𝛽𝑛
+

(𝛼𝑛+(𝛽𝑛−1)2−
1

𝑛
)𝑟2

𝛽𝑛
2 +

2𝛼𝑛(𝛽𝑛−1)𝑟3

𝛽𝑛
2 +

𝛼𝑛
2 𝑟4

𝛽𝑛
2                    (2.19) 

 

dir. 
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2.7. Tanım 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝐵([0, ∞)) olsun.  

 

𝐶𝐵
(2)

([0, ∞)) ∶= {𝑔 ∈ 𝐶𝐵([0, ∞)): 𝑔′, 𝑔′′ ∈ 𝐶𝐵([0, ∞))}  

 

olmak üzere 

 

𝐾2(𝑓; 𝜇) = 𝑖𝑛𝑓
𝑔∈𝐶𝐵

(2)
([0,∞))

{‖𝑓 − 𝑔‖∞ + 𝜇‖𝑔′′‖∞}                      (2.20) 

 

ifadesine Petree 𝐾-fonksiyoneli denir. Petree 𝐾-fonksiyoneli ve  

 

𝜔2(𝑓; √𝜇) = 𝑠𝑢𝑝0<ℎ≤√𝜇𝑠𝑢𝑝𝑥∈[0,∞)|𝑓(𝑥 + 2ℎ) − 2𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝑓(𝑥)|   (2.21) 

 

ile tanımlı 𝜔2(𝑓; . ) ikinci süreklilik modülü arasındaki bağıntı 

 

𝐾2(𝑓; 𝜇) ≤ 2𝜔2(𝑓; √𝜇)                         (2.22) 

 

dir [15]. 

 

2.8. Teorem 

 

(2.1)’deki koşulları sağlayan (𝛼𝑛), (𝛽𝑛) ve (𝛾𝑛) reel dizileri 𝛾𝑛 = 𝑛𝛼𝑛 olsun. Her 𝑓 ∈

𝐶𝐵([0, ∞)) ve 𝑥 ≥ 0 için 

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶 {𝜔2 (𝑓; √𝜇𝑛

𝑥) + √𝜇𝑛
𝑥} 

 

olacak şekilde bir 𝐶 > 0 vardır. Burada, 𝜇𝑛
𝑥, (2.16)’da verilmiştir [37]. 

 

İspat 

 

Herhangi bir 𝑔 ∈ 𝐶𝐵
(2)

([0, ∞)) için Taylor formülünden 
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𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥) = 𝑔′(𝑥)(𝑡 − 𝑥) + ∫ (𝑡 − 𝑢)𝑔′′(𝑢) 𝑑𝑢
𝑡

𝑥
                     (2.23) 

 

yazılabilir. (2.23) eşitliğinin her iki tarafına 𝑅𝑛
𝐺 operatörü uygulanırsa 

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ |𝑔′(𝑥)||𝑅𝑛

𝐺(𝑡 − 𝑥; 𝑥)| + |𝑅𝑛
𝐺 (∫(𝑡 − 𝑢)𝑔′′(𝑢) 𝑑𝑢

𝑡

𝑥

; 𝑥)| 

 

≤ ‖𝑔′‖∞𝑅𝑛
𝐺(|𝑡 − 𝑥|; 𝑥) + ‖𝑔′′‖∞|𝑅𝑛

𝐺((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)|       (2.24) 

 

elde edilir. 𝑔′ ∈ 𝐶𝐵([0, ∞)) olduğunda ‖𝑔′‖∞ = 𝑘0 olacak şekilde bir 𝑘0 > 0 vardır. Bu 

nedenle, Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulandığında 

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ 𝑘0√𝑅𝑛

𝐺((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) + ‖𝑔′′‖∞𝑅𝑛
𝐺((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)    (2.25) 

 

bulunur. 

 

Ek olarak, 𝑓 ∈ 𝐶𝐵([0, ∞)) için 

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥)| ≤ ∑ |𝑓 (

𝑘

𝛾𝑛
)| (

𝑛

𝑘
)

(𝛼𝑛𝑥)𝑘(𝛽𝑛)𝑛−𝑘

(𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝑥)𝑛
  

𝑛

𝑘=0

 

 

≤ ‖𝑓‖∞𝑅𝑛
𝐺(𝑒0; 𝑥) = ‖𝑓‖∞                              (2.26) 

 

dir. (2.24) ve (2.26) eşitsizlikleri dikkate alınarak 

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ |𝑅𝑛

𝐺(𝑓 − 𝑔; 𝑥) − (𝑓 − 𝑔)(𝑥)| + |𝑅𝑛
𝐺(𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| 

 

≤ |𝑅𝑛
𝐺(|𝑓 − 𝑔|; 𝑥)| + |(𝑓 − 𝑔)(𝑥)| + |𝑅𝑛

𝐺(𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| 

 

≤ 2‖𝑓 − 𝑔‖∞ + ‖𝑔′′‖∞𝑅𝑛
𝐺((𝑒1 − 𝑥)2; 𝑥) + 𝑘0√𝑅𝑛

𝐺((𝑒1 − 𝑥)2; 𝑥)     (2.27) 
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yazılabilir. (2.27)’de, 2.2. Lemma’yı göz önünde bulundurup 𝜇𝑛
𝑥’i (2.16)’daki gibi seçerek 

son eşitsizliğin sağ tarafında infimum alınırsa, 𝑔 ∈ 𝐶𝐵
(2)

([0, ∞)) için 

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝐾2(𝑓; 𝜇𝑛

𝑥) + 𝑘0√𝜇𝑛
𝑥                             (2.28) 

 

elde edilir. 

 

Son olarak, (2.22)-(2.28)’den 

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑐0𝜔2 (𝑓; √𝜇𝑛

𝑥) + 𝑘0√𝜇𝑛
𝑥 

 

olup burada, 𝑐0 > 0 vardır. 𝐶 = 𝑚𝑎𝑥{𝑘0, 𝑐0} seçilerek teorem ispatlanmış olur. 

 

2.9. Sonuç 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝐵([0, 𝑟]) için 2.8. Teorem, 𝐶 > 0 için 

 

‖𝑅𝑛
𝐺(𝑓; . ) − 𝑓‖[0,𝑟] ≤ 𝐶{𝜔2(𝑓; √𝜇𝑛) + √𝜇𝑛} 

 

eşitsizliğine indirgenip burada, 𝜇𝑛, (2.19)’daki gibidir. 

 

2.10. Tanım 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝐵([0, 𝑟]) olsun. 𝐸, ℝ’nin herhangi bir alt kümesi ve 𝜃 ∈ (0,1] olsun. 𝑡 ∈ 𝐸̅ ve 𝑥 ≥ 0 

için 

 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓|𝑡 − 𝑥|𝜃 

 

koşulunu sağlayan fonksiyonlara Lipschitz sınıfındandır, denir ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀𝑓
(𝐸, 𝜃) ile 

gösterilir. Burada, 𝑀𝑓, 𝑓’ye bağlı bir sabit ve 𝐸̅, [0, ∞) üzerinde 𝐸’nin kapanışıdır. 
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2.11. Teorem 

 

 (𝛼𝑛), (𝛽𝑛) ve (𝛾𝑛) dizileri (2.1)’deki koşulları sağlasın. Her 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀𝑓
(𝐸, 𝜃) için 

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓 {(√𝜇𝑛

𝑥)
𝜃

+ 2(𝑑(𝑥, 𝐸))𝜃} 

 

eşitsizliği sağlanır. Burada, 𝜇𝑛
𝑥, (2.16)’da verildiği gibidir [37]. 

 

İspat 

 

𝑡 ∈ [0, ∞) ve 𝑥 ∈ 𝐸̅, 𝑑(𝑥, 𝑥0) = |𝑥 − 𝑥0| olsun. Bu durumda 

 

|𝑓(. ) − 𝑓(𝑥)| ≤ |𝑓(. ) − 𝑓(𝑥0)| + |𝑓(𝑥0) − 𝑓(𝑥)|                       (2.29) 

 

yazılabilir. 𝑅𝑛
𝐺 operatörünün (2.29)’a uygulanarak Lipschitz sınıfından fonksiyonun tanımı 

ve 𝑅𝑛
𝐺 operatörünün lineerliği ve pozitifliği dikkate alınarak 

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑅𝑛

𝐺(|𝑓(. ) − 𝑓(𝑥0)|; 𝑥) + 𝑅𝑛
𝐺(|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)|; 𝑥) 

 

≤ 𝑀𝑓{𝑅𝑛
𝐺(|𝑒1 − 𝑥0|𝜃𝑒0; 𝑥) + 𝑅𝑛

𝐺(|𝑥 − 𝑥0|𝜃𝑒0; 𝑥)} 

 

= 𝑀𝑓{𝑅𝑛
𝐺(|𝑒1 − 𝑥0|𝜃𝑒0; 𝑥) + |𝑥 − 𝑥0|𝜃𝑅𝑛

𝐺(𝑒0; 𝑥)}                             (2.30) 

 

elde edilir. (2.30)’da, 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olacak şekilde 𝑝 =

2

𝜃
 ve 𝑞 =

2

2−𝜃
 için Hölder eşitsizliği 

uygulayıp, 2.1. Lemma ve 2.2. Lemma’nın (2.8) eşitliği dikkate alınırsa 

 

|𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓{(𝑅𝑛

𝐺(|𝑒1 − 𝑥|𝜃𝑝; 𝑥))1 𝑝⁄ + (𝑅𝑛
𝐺((𝑒0)𝑞; 𝑥))1 𝑞⁄ + 2(𝑑(𝑥, 𝐸))𝜃} 

 

= 𝑀𝑓{(𝑅𝑛
𝐺((𝑒1 − 𝑥)2; 𝑥))𝜃 2⁄ (1)(2−𝜃) 2⁄ + 2(𝑑(𝑥, 𝐸))𝜃} 

 

= 𝑀𝑓 {(√𝜇𝑛
𝑥)

𝜃

+ 2(𝑑(𝑥, 𝐸))𝜃} 
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olup teorem ispatlanmış olur. 

 

2.12. Sonuç 

 

𝑥 ∈ [0, 𝑟] ∶= 𝐸 ⊂ [0, ∞) olduğunda 𝑑(𝑥, 𝐸) = 0 dır. 2.11. Teorem’den 

 

‖𝑅𝑛
𝐺(𝑓; . ) − 𝑓‖[0,𝑟] ≤ 𝑀𝑓(√𝜇𝑛)

𝜃
 

 

olup, burada 𝜇𝑛, (2.19)’daki gibidir. 
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3. TENSÖR ÇARPIM TİP İKİ DEĞİŞKENLİ OPERATÖR 

 

Atakut ve İspir [7]’de, (1.2) ile tanımlanan Bernstein tip rasyonel fonksiyonun iki değişkenli 

operatörünü 𝑢, 𝑣 ≥ 0  ve 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝑅𝑛,𝑚(𝑓; 𝑢, 𝑣) = ∑ ∑ (
𝑗

𝑏𝑛
,

𝑘

𝑏𝑚
) (

𝑛
𝑗 ) (

𝑚
𝑘

)
(𝑎𝑛𝑢)𝑗(𝑎𝑚𝑣)𝑘

(1+𝑎𝑛𝑢)𝑛(1+𝑎𝑚𝑣)𝑚
𝑚
𝑘=0

𝑛
𝑗=0   (3.1) 

 

şeklinde tanımlamışlardır. Burada, ℎ = 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ için 𝑏ℎ = ℎ𝑎ℎ olacak şekilde 𝑎𝑛, 𝑎𝑚, 𝑏𝑛 

ve 𝑏𝑚 negatif olmayan diziler ve 𝑓, [0, ∞) × [0, ∞) üzerinde reel değerli fonksiyondur. 

Atakut ve İspir, 𝑓 fonksiyonunun tam süreklilik modülü yardımıyla, 𝑅𝑛,𝑚 operatörü için 

yakınsaklık oranı elde edip; bu operatör için asimptotik yaklaşım teoremini ispatlamışlardır. 

Ayrıca Atakut [8]’da, 𝑅𝑛,𝑚 operatörünün türeviyle ilgili bazı yaklaşım sonuçlarını elde 

etmiştir. 

 

Bu bölümde, tensör çarpım tip iki değişkenli operatörü tanımlayıp bu operatörün 

[0, 𝑟1] × [0, 𝑟2], 𝑟1, 𝑟2 > 0, dikdörtgensel bölge üzerinde yaklaşım özellikleri elde 

edilecektir. Daha sonra bu operatörün Genelleştirilmiş Boolean Toplam (GBS) operatörünü 

tanımlayıp yaklaşım özelliklerini inceleyeceğiz. 

 

3.1. Tanım 

 

(𝛼1
𝑛), (𝛼2

𝑚), (𝛽1
𝑛), (𝛽2

𝑚), (𝛾1
𝑛) ve (𝛾2

𝑚) negatif olmayan reel dizileri, (𝜙, ℎ) = (1, 𝑛), (2, 𝑚) 

için 𝛾𝜙
ℎ = ℎ𝛼𝜙

ℎ  olmak üzere 

 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝛼𝜙
ℎ = 0 , lim

𝑛,𝑚→∞
𝛽𝜙

ℎ = 1  ve lim
𝑛,𝑚→∞

𝛾𝜙
ℎ = ∞          (3.2) 

 

koşullarını sağlasınlar. 

 

𝑓, [0, ∞) × [0, ∞) üzerinde reel değerli sürekli bir fonksiyon olmak üzere genelleştirilmiş 

Bernstein tip rasyonel fonksiyonların tensör çarpım tip iki değişkenli operatörü: 𝑢, 𝑣 ≥ 0, 

𝑛, 𝑚 ∈ ℕ için 
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𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓; 𝑢, 𝑣) = ∑ ∑ 𝑓 (

𝑗

𝛾1
𝑛 ,

𝑘

𝛾2
𝑚) 𝑠𝑛,𝑗(𝑢)𝑠𝑚,𝑘(𝑣)𝑚

𝑘=0
𝑛
𝑗=0   (3.3) 

 

olacak şekilde tanımlayalım. Burada, 𝑠𝑛,𝑗(𝑢) = (𝑛
𝑗
)

(𝛼1
𝑛𝑢)𝑗(𝛽1

𝑛)𝑛−𝑗

(𝛽1
𝑛+𝛼1

𝑛𝑢)𝑛  , 𝑠𝑚,𝑘(𝑣) =

(𝑚
𝑘

)
(𝛼2

𝑚𝑣)𝑘(𝛽2
𝑚)𝑚−𝑘

(𝛽2
𝑚+𝛼2

𝑚𝑣)𝑚  dir. Her 𝜙, 𝜑 ∈ ℝ ve 𝑓, ℎ, [0, ∞) × [0, ∞) üzerinde reel değerli sürekli 

fonksiyonları için 

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝜙𝑓 + 𝜑ℎ; 𝑢, 𝑣) = 𝜙𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (𝑓; 𝑢, 𝑣) + 𝜑𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (ℎ; 𝑢, 𝑣) 

 

sağlandığından iki değişkenli 𝑅𝑛,𝑚
𝐺  operatörü lineerdir. Eğer 𝑓, [0, ∞) × [0, ∞) üzerinde 

𝑓(𝑢, 𝑣) ≥ 0 koşulunu sağlıyor ise 𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓; . ) ≥ 0 dır, yani 𝑅𝑛,𝑚

𝐺  pozitif operatördür. Bu 

nedenle 𝑅𝑛,𝑚
𝐺  iki değişkenli operatörü lineer ve pozitif bir operatördür [38]. 

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺

𝑥 (𝑓(𝜏, 𝜍); 𝑢, 𝜍) ∶= ∑ 𝑓 (
𝑗

𝛾1
𝑛 , 𝜍)𝑛

𝑗=0 𝑠𝑛,𝑗(𝑢),  

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺

𝑦 (𝑓(𝜏, 𝜍); 𝜏, 𝑣) ∶= ∑ 𝑓 (𝜏,
𝑘

𝛾2
𝑚)𝑚

𝑘=0 𝑠𝑚,𝑘(𝑣),  

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺  iki değişkenli operatörü 𝑅𝑛,𝑚

𝐺
𝑥 , 𝑅𝑛,𝑚

𝐺
𝑦  operatörlerinin tensör çarpımıdır. Yani, 

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺 = 𝑅𝑛

𝐺
𝑥 ∘ 𝑅𝑚

𝐺
𝑦 = 𝑅𝑚

𝐺
𝑦 ∘ 𝑅𝑛

𝐺
𝑥   

 

dir. Gerçekten de, 𝑔(𝜏, 𝑢) ∶= 𝑅𝑚
𝐺

𝑦 (𝑓(𝜏, 𝜍); 𝜏, 𝑣) dersek, 

 

𝑅𝑛
𝐺

𝑥 ( 𝑅𝑚
𝐺

𝑦 (𝑓(𝜏, 𝜍); 𝜏, 𝑣); 𝑢, 𝑣) = 𝑅𝑛
𝐺

𝑥 (𝑔(𝜏, 𝑢); 𝑢, 𝑣) 

 

=∑ 𝑔 (
𝑗

𝛾1
𝑛 , 𝑣)

𝑛

𝑗=0

𝑠𝑛,𝑗(𝑢) 

 

= ∑ (∑ 𝑓 (
𝑗

𝛾1
𝑛 ,

𝑘

𝛾2
𝑚) 𝑠𝑚,𝑘(𝑣)𝑚

𝑘=0 )𝑛
𝑗=0 𝑠𝑛,𝑗(𝑢)  
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= ∑ ∑ 𝑓 (
𝑗

𝛾1
𝑛 ,

𝑘

𝛾2
𝑚) 𝑠𝑛,𝑗(𝑢)𝑠𝑚,𝑘(𝑣)

𝑚

𝑘=0

𝑛

𝑗=0

 

 

= 𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓(𝜏, 𝜍); 𝑢, 𝑣) 

 

elde edilir [37]. Benzer şekilde, 

 

𝑅𝑚
𝐺

𝑦 ( 𝑅𝑛
𝐺

𝑥 (𝑓(𝜏, 𝜍); 𝑢, 𝜍); 𝑢, 𝑣) = 𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓(𝜏, 𝜍); 𝑢, 𝑣)  

 

olduğu gösterilebilir. Eğer (𝜙, ℎ) = (1, 𝑛), (2, 𝑚) için 𝛼𝜙
ℎ = 𝑎ℎ, 𝛾𝜙

ℎ = 𝑏ℎ ve 𝛽ℎ = 1 ise 

tensör çarpım tip 𝑅𝑛,𝑚
𝐺   operatörü, (3.1)’de tanımlanan iki değişkenli 𝑅𝑛,𝑚 operatörüne 

indirgenir. Bu nedenle, tensör çarpım tip 𝑅𝑛,𝑚
𝐺  operatörü, (3.1)’de tanımlanan iki değişkenli 

𝑅𝑛,𝑚 operatörünün bir genelleştirmesidir [38]. 

 

3.2. Lemma 

 

𝜓𝑖,𝑗(𝜏, 𝜍) = 𝜏𝑖𝜍𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 0,1,2, iki değişkenli test fonksiyonları olsun. (3.3) ile tanımlanan 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺  operatörü için aşağıdaki eşitlikler sağlanır [38]. 

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝜓0,0; 𝑢, 𝑣) = 1, 

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝜓1,0; 𝑢, 𝑣) =

𝑢

𝛽1
𝑛+𝛼1

𝑛𝑢
, 

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝜓0,1; 𝑢, 𝑣) =

𝑣

𝛽2
𝑚+𝛼2

𝑚𝑣
, 

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝜓2,0; 𝑢, 𝑣) =

(1−
1

𝑛
)𝑢2

(𝛽1
𝑛+𝛼1

𝑛𝑢)2 +
𝑢

𝛾1
𝑛(𝛽1

𝑛+𝛼1
𝑛𝑢)

, 

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝜓0,2; 𝑢, 𝑣) =

(1−
1

𝑚
)𝑣2

(𝛽2
𝑚+𝛼2

𝑚𝑣)2
+

𝑣

𝛾2
𝑚(𝛽2

𝑚+𝛼2
𝑚𝑣)
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İspat 

 

[37]’de Lemma 1’in ispatından, 

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝜓0,0; 𝑢, 𝑣) = ∑ ∑ 𝑠𝑛,𝑗(𝑢)𝑠𝑚,𝑘(𝑣)𝑚

𝑘=0
𝑛
𝑗=0 = 1  

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝜓1,0; 𝑢, 𝑣) = ∑

𝑗

𝛾1
𝑛 𝑠𝑛,𝑗(𝑢) ∑ 𝑠𝑚,𝑘(𝑣)

𝑚

𝑘=0

𝑛

𝑗=0

 

 

=
𝑢

𝛽1
𝑛 + 𝛼1

𝑛𝑢
∑ 𝑠𝑛−1,𝑗(𝑢) ∑ 𝑠𝑚,𝑘(𝑣)

𝑚

𝑘=0

𝑛−1

𝑗=0

 

 

=
𝑢

𝛽1
𝑛+𝛼1

𝑛𝑢
  

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝜓2,0; 𝑢, 𝑣) = ∑ ∑ (

𝑗

𝛾1
𝑛)

2

𝑠𝑛,𝑗(𝑢)𝑠𝑚,𝑘(𝑣)

𝑚

𝑘=0

𝑛

𝑗=0

 

 

= ∑ (
𝑗

𝛾1
𝑛)

2

𝑠𝑛,𝑗(𝑢) ∑ 𝑠𝑚,𝑘(𝑣)

𝑚

𝑘=0

𝑛

𝑗=0

 

 

=
(1 −

1
𝑛) 𝑢2

(𝛽1
𝑛 + 𝛼1

𝑛𝑢)2
∑ 𝑠𝑛−2,𝑗(𝑢) ∑ 𝑠𝑚,𝑘(𝑣)

𝑚

𝑘=0

𝑛−2

𝑗=0

+ ∑ 𝑠𝑛−1,𝑗(𝑢) ∑ 𝑠𝑚,𝑘(𝑣)

𝑚

𝑘=0

𝑛−1

𝑗=0

 

 

=
(1 −

1
𝑛) 𝑢2

(𝛽1
𝑛 + 𝛼1

𝑛𝑢)2
+

𝑢

𝛾1
𝑛(𝛽1

𝑛 + 𝛼1
𝑛𝑢)

 

 

elde edilir. 

 

Benzer şekilde, 𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝜓0,1; 𝑢, 𝑣) ve 𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (𝜓0,2; 𝑢, 𝑣), 𝑠𝑛,𝑗(𝑢)’de 𝑗, 𝑛 ve 𝑢 bileşenlerinin 

yerine 𝑘, 𝑚 ve 𝑣 ile ve 𝑠𝑚,𝑘(𝑣)’ de 𝑘, 𝑚 ve 𝑣 bileşenlerinin sırasıyla 𝑗, 𝑛 ve 𝑢 ile yer 

değiştirerek kolayca hesaplanabilir. 
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Not 

 

3.2. Lemma’dan 

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝜏 − 𝑢; 𝑢, 𝑣) =

(1−𝛽1
𝑛)𝑢

𝛽1
𝑛+𝛼1

𝑛𝑢
−

𝛼1
𝑛𝑢2

𝛽1
𝑛+𝛼1

𝑛𝑢
, 

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝜍 − 𝑣; 𝑢, 𝑣) =

(1−𝛽2
𝑚)𝑣

𝛽2
𝑚+𝛼2

𝑚𝑣
−

𝛼1
𝑚𝑣2

𝛽2
𝑚+𝛼2

𝑚𝑣
, 

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺 ((𝜏 − 𝑢)2; 𝑢, 𝑣) =

𝛽1
𝑛𝑢

𝛾1
𝑛(𝛽1

𝑛+𝛼1
𝑛𝑢)2 +

(𝛼1
𝑛+(𝛽1

𝑛−1)2−
1

𝑛
)𝑢2

(𝛽1
𝑛+𝛼1

𝑛𝑢)2 +
2𝛼1

𝑛(𝛽1
𝑛−1)𝑢3

(𝛽1
𝑛+𝛼1

𝑛𝑢)2 +
𝛼1

𝑛𝑢4

(𝛽1
𝑛+𝛼1

𝑛𝑢)2, 

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺 ((𝜍 − 𝑣)2; 𝑢, 𝑣) 

 

=
𝛽2

𝑚

𝛾2
𝑚(𝛽2

𝑚 + 𝛼2
𝑚𝑣)2

+
(𝛼2

𝑚 + (𝛽2
𝑚 − 1)2 −

1
𝑚) 𝑣2

(𝛽2
𝑚 + 𝛼2

𝑚𝑣)2
+

2𝛼2
𝑚(𝛽2

𝑚 − 1)𝑣3

(𝛽2
𝑚 + 𝛼2

𝑚𝑣)2
+

𝛼2
𝑚𝑣4

(𝛽2
𝑚 + 𝛼2

𝑚𝑣)2
 

 

elde edilir. 

 

3.3. Tanım 

 

𝐴 ⊂ [0, ∞) × [0, ∞), ℝ2’nin kompakt bir alt kümesi ve 𝐶(𝐴), 𝐴 üzerinde reel değerli sürekli 

𝑓 fonksiyonlarının uzayı olsun. Bu uzayda ‖𝑓‖ = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝑢, 𝑣)|: (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐴} normu 

tanımlanabilir. 

 

3.4. Teorem 

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺 , 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ, (3.3)’de tanımlanan tensör çarpım tip iki değişkenli operatör ve 

(𝛼1
𝑛), (𝛼2

𝑚), (𝛽1
𝑛), (𝛽2

𝑚), (𝛾1
𝑛) ve (𝛾2

𝑚), (3.2)’deki koşulları sağlayan diziler olsun. O halde, 

her 𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑟1] × [0, 𝑟2]), 𝑟1, 𝑟2 > 0, için 𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓), [0, 𝑟1] × [0, 𝑟2] üzerinde 𝑓’ye düzgün 

olarak yakınsar [38]. 
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İspat 

 

Bu teoremin ispatı, 𝑅𝑛,𝑚
𝐺  operatörünün [41]’de verilen Volkov Teoremi’nin koşullarını 

sağladığı 3.2. Lemma’da elde edilen eşitlikler yardımıyla kolayca gösterilebilir. 

 

3.5. Tanım 

 

𝜇1, 𝜇2 > 0 olsun. 

 

𝜔(𝑓; 𝜇1, 𝜇2) = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝜏, 𝜍) − 𝑓(𝑢, 𝑣)|: |𝜏 − 𝑢| ≤ 𝜇1, |𝜍 − 𝑣| ≤ 𝜇2, (𝜏, 𝜍), (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐴} 

 

ifadesine iki değişkenli fonksiyon için tam süreklilik modülü denir. Ayrıca,  

 

𝜔(1)(𝑓; 𝜇1) = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝜏, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)|: |𝜏 − 𝑢| ≤ 𝜇1; (𝜏, 𝑣), (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐴}, 

 

𝜔(2)(𝑓; 𝜇2) = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝑢, 𝜍) − 𝑓(𝑢, 𝑣)|: |𝜍 − 𝑣| ≤ 𝜇2; (𝜏, 𝜍), (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐴} 

 

ifadelerine ise sırasıyla 𝑥 ve 𝑦’ye göre kısmi süreklilik modülü denir ve tam süreklilik 

modülünün özelliklerini sağlar. İki değişkenli fonksiyonların süreklilik modülleri ile ilgili 

detaylı sonuçlar [6]’da bulunabilir. 

 

3.6. Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑟1] × [0, 𝑟2]), ]), 𝑟1, 𝑟2 > 0, olsun. O halde, 

 

|𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓; 𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| ≤ 4𝜔(𝑓; 𝜇𝑛

𝑢, 𝜇𝑚
𝑣 ) 

 

eşitsizliği sağlanır. Burada, 𝜇𝑛
𝑢 ∶= (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜏 − 𝑢)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 ve 𝜇𝑚
𝑣 ∶= (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜍 −

𝑣)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 dir [38]. 
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İspat 

 

𝑅𝑛,𝑚
𝐺  operatörünün lineerliği ve pozitifliği kullanılarak ve tam süreklilik modülünün 

özellikleri uygulanarak 

 

|𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓; 𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (|𝑓(𝜏, 𝜍) − 𝑓(𝑢, 𝑣)|; 𝑢, 𝑣) 

 

≤ 𝜔(𝑓; 𝜇1, 𝜇2) [1 +
1

𝜇1
𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (|𝜏 − 𝑢|; 𝑢, 𝑣) +
1

𝜇2
𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (|𝜍 − 𝑣|; 𝑢, 𝑣)  

 

+
1

𝜇1𝜇2
𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (|𝜏 − 𝑢||𝜍 − 𝑣|; 𝑢, 𝑣)] (3.4) 

 

yazılabilir. (3.4)’e Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa 

 

|𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓; 𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝜔(𝑓; 𝜇1, 𝜇2) [1 +

1

𝜇1
(𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜏 − 𝑢)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 

 

+
1

𝜇2
𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜍 − 𝑣)2; 𝑢, 𝑣)1 2⁄ +
1

𝜇1𝜇2
(𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜏 − 𝑢)2(𝜍 − 𝑣)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

]  (3.5) 

 

elde edilir. (3.5)’de 3.2. Lemma dikkate alınarak ve 𝜇1 ∶= 𝜇𝑛
𝑢 ∶= (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜏 − 𝑢)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 

ve 𝜇2 ∶= 𝜇𝑚
𝑣 ∶= (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜍 − 𝑣)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 seçildiğinde ispat tamamlanmış olur. 

 

3.7. Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑟1] × [0, 𝑟2]), ]), 𝑟1, 𝑟2 > 0, olsun. O halde, 

 

|𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓; 𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| ≤ 2[𝜔(1)(𝑓; 𝜇𝑛

𝑢) + 𝜔(2)(𝑓; 𝜇𝑚
𝑣 )] 

 

eşitsizliği sağlanır [38]. 
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Kısmi süreklilik modülünün tanımı dikkate alınarak ve Cauchy-Schwarz eşitsizliği 

uygulanırsa, 

 

|𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓; 𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (|𝑓(𝜏, 𝜍) − 𝑓(𝑢, 𝑣)|; 𝑢, 𝑣) 

 

≤ 𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (|𝑓(𝜏, 𝜍) − 𝑓(𝑢, 𝜍)|; 𝑢, 𝑣) + 𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (|𝑓(𝑢, 𝜍) − 𝑓(𝑢, 𝑣)|; 𝑢, 𝑣) 

 

≤ 𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (|𝜏 − 𝑢|; 𝑢, 𝑣) + 𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (|𝜍 − 𝑣|; 𝑢, 𝑣) 

 

≤ 𝜔(1)(𝑓; 𝜇1) [1 +
1

𝜇1
𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (|𝜏 − 𝑢|; 𝑢, 𝑣)] + 𝜔(2)(𝑓; 𝜇2) [1 +
1

𝜇2
𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (|𝜍 − 𝑣|; 𝑢, 𝑣)] 

 

≤ 𝜔(1)(𝑓; 𝜇1) [1 +
1

𝜇1
(𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜏 − 𝑢)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

] 

 

+𝜔(2)(𝑓; 𝜇2) [1 +
1

𝜇2
(𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜍 − 𝑣)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

]  

 

yazılabilir. Burada, 𝜇1 ∶= 𝜇𝑛
𝑢 ∶= (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜏 − 𝑢)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 ve 𝜇2 ∶= 𝜇𝑚
𝑣 ∶= (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜍 −

𝑣)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 seçildiğinde ispat tamamlanmış olur. Şimdi, 𝑅𝑛,𝑚
𝐺  operatörünün yakınsaklık 

oranını Lipschitz sınıfından fonksiyonlar yardımıyla bulalım. 

 

3.8. Tanım 

 

𝑀 > 0 ve 0 < 𝑎, 𝑏 ≤ 1 olsun. (𝜏, 𝜍), (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐴 için 

 

|𝑓(𝜏, 𝜍) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝑀|𝜏 − 𝑢|𝑎|𝜍 − 𝑣|𝑏 

 

koşulu sağlanıyor ise 𝑓 ∈ 𝐶(𝐴) fonksiyonuna Lipschitz sınıfındandır, denir ve 𝑓 ∈

𝐿𝑖𝑝𝑀(𝑎, 𝑏) ile gösterilir. 
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3.9. Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝑎, 𝑏) olsun. O halde, her (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑟1] × [0, 𝑟2] ve 𝑀 > 0 için 

 

|𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓; 𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝑀(𝜇𝑛

𝑢)𝑎(𝜇𝑚
𝑣 )𝑏 

 

olup burada, 𝜇𝑛
𝑢 ∶= (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜏 − 𝑢)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 ve 𝜇𝑚
𝑣 ∶= (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜍 − 𝑣)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 dir [38]. 

 

İspat 

 

Teoremin hipotezinde 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝑎, 𝑏) olduğundan, 

 

|𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓; 𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (|𝑓(𝜏 − 𝜍) − 𝑓(𝑢, 𝑣)|; 𝑢, 𝑣) 

 

≤ 𝑀𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (|𝜏 − 𝑢|𝑎|𝜍 − 𝑣|𝑏; 𝑢, 𝑣) 

  

= 𝑀𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (|𝜏 − 𝑢|𝑎; 𝑢, 𝑣)𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (|𝜍 − 𝑣|𝑏; 𝑢, 𝑣)  

 

yazılabilir. Eşitsizliğe 
1

𝑝𝑖
+

1

𝑞𝑖
= 1, 𝑖 = 1,2, olacak şekilde 𝑝1 =

2

𝑎
,  𝑞1 =

2

2−𝑎
, 𝑝2 =

2

𝑏
 ve 𝑞2 =

2

2−𝑏
 için Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

|𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓; 𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝑀 (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜏 − 𝑢)2; 𝑢, 𝑣))
𝑎 2⁄

(𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (1; 𝑢, 𝑣))

(2−𝑎) 2⁄

 

 

× (𝑅𝑛,𝑚
𝐺 ((𝜍 − 𝑣)2; 𝑢, 𝑣))

𝑏 2⁄

(𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (1; 𝑢, 𝑣))

(2−𝑏) 2⁄

 

 

= 𝑀(𝜇𝑛
𝑢)𝑎(𝜇𝑚

𝑣 )𝑏 

 

olup, böylece teorem ispatlanmış olur. 
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3.1. GBS Operatörü 

 

Şimdi, Bögel’in GBS operatörü ile ilgili verdiği bazı temel gösterimleri verelim. Konu ile 

ilgili ayrıntılı bilgiler [16-18] kaynaklarında bulunabilir. 

 

3.1.1. Tanım 

 

𝐴, ℝ2 nin kompakt bir alt kümesi olsun. 

 

Δ(𝑢,𝑣)𝑓[𝜏, 𝜍; 𝑢, 𝑣] = 𝑓(𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝜍) − 𝑓(𝜏, 𝑣) + 𝑓(𝜏, 𝜍)  

 

ifadesine karma fark denir ve 

 

Δ(𝑢,𝑣)𝑓[𝜏, 𝜍; 𝑢, 𝑣] = 0 

 

ise (𝜏, 𝜍) ∈ 𝐴 için 𝐴 üzerindeki reel değerli bir fonksiyona Bögel sürekli fonksiyon denir. 

 

3.1.2. Tanım 

 

𝐴, ℝ2 nin bir alt kümesi olsun. Eğer 𝑀 > 0 ve her (𝜏, 𝜍), (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐴 için 

 

|Δ(𝑢,𝑣)𝑓[𝜏, 𝜍; 𝑢, 𝑣]| ≤ 𝑀 

 

koşulu sağlanıyorsa, 𝑓 fonksiyonuna 𝐴 üzerinde Bögel sınırlı fonksiyon denir. 𝐴, ℝ2 nin 

kompakt bir alt kümesi olsun. Bu durumda, her bir Bögel sürekli fonksiyon Bögel sınırlı 

fonksiyondur.  

 

𝐶ℬ(𝐴), 𝐴 üzerinde tanımlanmış reel değerli Bögel sürekli fonksiyonların uzayı olsun. Bu 

uzay üzerindeki norm, 

 

‖𝑓‖ℬ = 𝑠𝑢𝑝{|Δ(𝑢,𝑣)𝑓[𝜏, 𝜍; 𝑢, 𝑣]|: (𝑢, 𝑣), (𝜏, 𝜍) ∈ 𝐴} 

 

olarak tanımlanır. Burada, 𝐶(𝐴) ⊂ 𝐶ℬ(𝐴) olduğu açıktır. 
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Şimdi, 𝑅𝑛,𝑚
𝐺  operatörünün Genelleştirilmiş Boolean Toplamı (GBS) operatörünü 

tanımlayalım. 

 

𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑟1] × [0, 𝑟2]), 𝑟1, 𝑟2 > 0, her (𝑢, 𝑣), (𝜏, 𝜍) ∈  [0, 𝑟1] × [0, 𝑟2] ve 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝐵𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓(𝜏, 𝜍); 𝑢, 𝑣) = 𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (𝑓(𝑢, 𝜍) + 𝑓(𝜏, 𝑣) − 𝑓(𝜏, 𝜍); 𝑢, 𝑣)                                        (3.6) 

 

ile tanımlanan operatörüne 𝑅𝑛,𝑚
𝐺  operatörünün Genelleştirilmiş Boolean Toplamı (GBS) 

denir [38]. Dolayısıyla, 

 

𝐵𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓(𝜏, 𝜍); 𝑢, 𝑣) = ∑ ∑ 𝑠𝑛,𝑗(𝑢)𝑠𝑚,𝑘(𝑣)

𝑚

𝑘=0

𝑛

𝑗=0

 

 

× [𝑓 (𝑢,
𝑘

𝛾2
𝑚) + 𝑓 (

𝑗

𝛾1
𝑛 , 𝑣) − 𝑓 (

𝑗

𝛾1
𝑛 ,

𝑘

𝛾2
𝑚)]                                                                       (3.7) 

 

yazılabilir [37]. Burada, 𝑠𝑛,𝑗(𝑢) = (𝑛
𝑗
)

(𝛼1
𝑛𝑢)𝑗(𝛽1

𝑛)𝑛−𝑗

(𝛽1
𝑛+𝛼1

𝑛𝑢)𝑛  , 𝑠𝑚,𝑘(𝑣) = (𝑚
𝑘

)
(𝛼2

𝑚𝑣)𝑘(𝛽2
𝑚)𝑚−𝑘

(𝛽2
𝑚+𝛼2

𝑚𝑣)𝑚  ve 

(𝛼1
𝑛), (𝛼2

𝑚), (𝛽1
𝑛), (𝛽2

𝑚), (𝛾1
𝑛) ve (𝛾2

𝑚), (3.1)’deki koşulları sağlayan ve (𝜙, ℎ) =

(1, 𝑛), (2, 𝑚) için 𝛾𝜙
ℎ = ℎ𝛼𝜙

ℎ  eşitliği ile verilen negatif olmayan reel sayı dizileridir. 𝐵𝑛,𝑚
𝐺  

operatörü, 𝐵𝑛,𝑚
𝐺 : 𝐶ℬ([0, 𝑟1] × [0, 𝑟2]) → 𝐶([0, 𝑟1] × [0, 𝑟2]) dönüşümü yapan lineer ve 

pozitif bir operatördür [38]. 

 

3.1.3. Tanım 

 

𝑓 ∈ 𝐶ℬ(𝐴) fonksiyonu için 

 

𝜔𝑚𝑖𝑥𝑒𝑑(𝑓; 𝑢, 𝑣)  

 

= 𝑠𝑢𝑝{|Δ(𝑢,𝑣)𝑓[𝜏, 𝜍; 𝑢, 𝑣]|: |𝜏 − 𝑢| ≤ 𝜇1, |𝜍 − 𝑣| ≤ 𝜇2, (𝑢, 𝑣), (𝜏, 𝜍) ∈ 𝐴}  (3.8) 

 

ifadesine karma süreklilik modülü denir [9].  
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 𝜆1, 𝜆2 > 0 ve her (𝑢, 𝑣), (𝜏, 𝜍) ∈  [0, 𝑟1] × [0, 𝑟2] için 

 

𝜔𝑚𝑖𝑥𝑒𝑑(𝑓; 𝜆1𝜇1, 𝜆2𝜇2) ≤ (1 + 𝜆1)(1 + 𝜆2) 𝜔𝑚𝑖𝑥𝑒𝑑(𝑓; 𝜇1, 𝜇2) 

 

özelliğini sağlar. 

 

3.1.4. Teorem 

 

Her 𝑓 ∈ 𝐶ℬ([0, 𝑟1] × [0, 𝑟2]) için 

 

|𝐵𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓; 𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| ≤ 4𝜔𝑚𝑖𝑥𝑒𝑑(𝑓; 𝜇𝑛

𝑢, 𝜇𝑚
𝑣 ) 

 

eşitsizliği sağlanır. Burada, 𝜇𝑛
𝑢 ∶= (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜏 − 𝑢)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 ve 𝜇𝑚
𝑣 ∶= (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜍 −

𝑣)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 dir [38]. 

 

İspat 

 

Karma süreklilik modülünün özelliğinden, 

 

|Δ(𝑢,𝑣)𝑓[𝜏, 𝜍; 𝑢, 𝑣]| ≤ |𝑓(𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝜍) − 𝑓(𝜏, 𝑣) + 𝑓(𝜏, 𝜍) | 

 

≤ 𝜔𝑚𝑖𝑥𝑒𝑑(𝑓; |𝜏 − 𝑢|, |𝜍 − 𝑣|)  

 

≤ (1 +
|𝜏−𝑢|

𝜇1
) (1 +

|𝜍−𝑣|

𝜇2
) 𝜔𝑚𝑖𝑥𝑒𝑑(𝑓; 𝜇1, 𝜇2)                                                                  (3.9) 

 

elde edilir. (3.6)’dan 

 

𝑓(𝑢, 𝜍) + 𝑓(𝜏, 𝑣) − 𝑓(𝜏, 𝜍) = 𝑓(𝑢, 𝑣) − Δ(𝑢,𝑣)𝑓[𝜏, 𝜍; 𝑢, 𝑣] 

 

yazabiliriz. Dolayısıyla, 𝑅𝑛,𝑚
𝐺  ve 𝐵𝑛,𝑚

𝐺  operatörlerinin tanımları göz önünde 

bulundurulduğunda 
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𝐵𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓(𝜏, 𝜍); 𝑢, 𝑣) = 𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (𝑓(𝑢, 𝜍) + 𝑓(𝜏, 𝑣) − 𝑓(𝜏, 𝜍); 𝑢, 𝑣)  

 

= 𝑓(𝑢, 𝑣)𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝜓0,0; 𝑢, 𝑣) − 𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (Δ(𝑢,𝑣)𝑓[𝜏, 𝜍; 𝑢, 𝑣]; 𝑢, 𝑣) 

 

elde edilir. (3.9) ve Cauchy-Schwarz eşitsizliği dikkate alınırsa 

 

|𝐵𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓(𝜏, 𝜍); 𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| ≤ [𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (1; 𝑢, 𝑣) +
1

𝜇1
(𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜏 − 𝑢)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 

 

+
1

𝜇2
(𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜍 − 𝑣)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

+
1

𝜇1𝜇2
(𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜏 − 𝑢)2; 𝑢, 𝑣)𝑅𝑛,𝑚
𝐺 ((𝜍 − 𝑣)2; 𝑢, 𝑣))

1 2⁄

]  

 

× 𝜔𝑚𝑖𝑥𝑒𝑑(𝑓; 𝜇1, 𝜇2)  

 

bulunur. 𝜇1 ∶= 𝜇𝑛
𝑢 ∶= (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜏 − 𝑢)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 ve 𝜇2 ∶= 𝜇𝑚
𝑣 ∶= (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜍 − 𝑣)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 

seçildiğinde istenilen sonuç elde edilir. 

 

3.1.5. Tanım 

 

𝑓 ∈ 𝐶ℬ(𝐴), (𝑢, 𝑣), (𝜏, 𝜍) ∈ 𝐴 ve 0 < 𝑎, 𝑏 ≤ 1 için eğer 

 

|Δ(𝑢,𝑣)𝑓[𝜏, 𝜍; 𝑢, 𝑣]| ≤ 𝑀|𝜏 − 𝑢|𝑎|𝜍 − 𝑣|𝑏 

 

olacak şekilde 𝑀 > 0 mevcut ise 𝑓 fonksiyonuna Lipschitz sınıfından Bögel sürekli 

fonksiyon denir ve 𝐿𝑖𝑝𝑀
ℬ (𝑎, 𝑏) ile gösterilir. 

 

3.1.6. Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀
ℬ (𝑎, 𝑏) olsun. O halde, her (𝑢, 𝑣) ∈ [0, 𝑟1] × [0, 𝑟2] ve 𝑀 > 0 için 

 

|𝐵𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓; 𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝑀(𝜇𝑛

𝑢)𝑎(𝜇𝑚
𝑣 )𝑏 
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eşitsizliği sağlanır. Burada 𝜇𝑛
𝑢 ∶= (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜏 − 𝑢)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 ve 𝜇𝑚
𝑣 ∶= (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜍 −

𝑣)2; 𝑢, 𝑣))
1 2⁄

 dir [38]. 

 

İspat 

 

𝐵𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓; 𝑢, 𝑣) = 𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (𝑓(𝑢, 𝜍) + 𝑓(𝜏, 𝑣) − 𝑓(𝜏, 𝜍); 𝑢, 𝑣) 

 

= 𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓(𝑢, 𝑣) − Δ(𝑢,𝑣)𝑓[𝜏, 𝜍; 𝑢, 𝑣]; 𝑢, 𝑣) 

 

=  𝑓(𝑢, 𝑣)𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (𝜓0,0; 𝑢, 𝑣) − 𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (Δ(𝑢,𝑣)𝑓[𝜏, 𝜍; 𝑢, 𝑣]; 𝑢, 𝑣) 

 

olduğundan 

 

|𝐵𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓; 𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (|Δ(𝑢,𝑣)𝑓[𝜏, 𝜍; 𝑢, 𝑣]|; 𝑢, 𝑣) 

 

≤ 𝑀𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (|𝜏 − 𝑢|𝑎|𝜍 − 𝑣|𝑏; 𝑢, 𝑣) 

 

= 𝑀𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (|𝜏 − 𝑢|𝑎; 𝑢, 𝑣)𝑅𝑛,𝑚

𝐺 (|𝜍 − 𝑣|𝑏; 𝑢, 𝑣) 

 

yazabiliriz. Eşitsizliğe 
1

𝑝𝑖
+

1

𝑞𝑖
= 1, 𝑖 = 1,2, olacak şekilde 𝑝1 =

2

𝑎
,  𝑞1 =

2

2−𝑎
, 𝑝2 =

2

𝑏
 ve 𝑞2 =

2

2−𝑏
 için Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

|𝐵𝑛,𝑚
𝐺 (𝑓; 𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝑀 (𝑅𝑛,𝑚

𝐺 ((𝜏 − 𝑢)2; 𝑢, 𝑣))
𝑎 2⁄

(𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (1; 𝑢, 𝑣))

(2−𝑎) 2⁄

 

 

× (𝑅𝑛,𝑚
𝐺 ((𝜍 − 𝑣)2; 𝑢, 𝑣))

𝑏 2⁄

(𝑅𝑛,𝑚
𝐺 (1; 𝑢, 𝑣))

(2−𝑏) 2⁄

 

 

= 𝑀(𝜇𝑛
𝑢)𝑎(𝜇𝑚

𝑣 )𝑏 

 

olup teorem ispatlanmış olur. 
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4. GRAFİK KARŞILAŞTIRMALARI 

 

4.1. Örnek 

 

𝑥 ≥ 0 ve 𝑛 ∈ ℕ için 𝑓(𝑥) = 𝑥 (𝑥 +
1

2
) (𝑥 +

1

3
), 𝛼𝑛 =

1

𝑛
, 𝛾𝑛 = √𝑛 seçelim. 

 

Şekil 4.1 ve Şekil 4.2’de, 𝛽𝑛 = 1 −
1

𝑛
 seçilerek 𝑛 =50, 75 ve 100 için 𝑅𝑛

𝐺(𝑓; 𝑥)’in 𝑓(𝑥)’e 

yaklaşımının grafik karşılaştırması [0, ∞) ve [0,3] üzerinde gösterilmiştir. 𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥)’in 

𝑓(𝑥)’e yaklaşımı, 𝑛’nin artan değerleri için diğerlerinden daha iyi olduğu görülmektedir 

[37]. 

 

 
 

Şekil 4.1. [0, ∞) üzerinde 𝛽𝑛 = 1 −
1

𝑛
 ve 𝑛 =50, 75 ve 100 için 𝑅𝑛

𝐺(𝑓; 𝑥) operatörünün 

𝑓(𝑥)’e yaklaşımı 

 

 

 

 

 

1 

 
Bu bölümde, grafikler E. Y. Özkan tarafından Maple Software yazılımı kullanılarak çizilmiştir. 
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Şekil 4.2. [0,3] üzerinde 𝛽𝑛 = 1 −
1

𝑛
 ve 𝑛 =50, 75 ve 100 için 𝑅𝑛

𝐺(𝑓; 𝑥) operatörünün 𝑓(𝑥)’e 

yaklaşımı 

 

Şekil 4.3 ve Şekil 4.4’de, 𝛽𝑛 = 1 −
1

𝑛
 seçilerek [0, ∞) ve [0,3] üzerinde 𝑛 =25 için 

𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥)’in (1.2) ile verilen klasik Bernstein tip rasyonel fonksiyon ile 𝑓(𝑥)’e yaklaşımları 

grafik olarak karşılaştırılmıştır. 𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) operatörünün 𝑓(𝑥)’e yaklaşımı, [0, ∞) ve [0,3] 

üzerinde 𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥)’in 𝑓(𝑥)’e yaklaşımından diğerlerine göre daha iyi olduğu görülmektedir 

[37]. 
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Şekil 4.3. [0, ∞) üzerinde 𝛽𝑛 = 1 −
1

𝑛
  ve 𝑛 = 25 için 𝑅𝑛

𝐺(𝑓; 𝑥) ve 𝑅𝑛(𝑓; 𝑥) operatörlerinin 

𝑓(𝑥)’e yaklaşımlarının karşılaştırılması 

 

 
 

Şekil 4.4. [0,3] üzerinde 𝛽𝑛 = 1 −
1

𝑛
  ve 𝑛 = 25 için 𝑅𝑛

𝐺(𝑓; 𝑥) ve 𝑅𝑛(𝑓; 𝑥) operatörlerinin 

𝑓(𝑥)’e yaklaşımlarının karşılaştırılması 

 

Şekil 4.5 ve Şekil 4.6’da, 𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥) ∶= 𝑅𝑛

𝐺(𝑓; 𝑥, 𝛽𝑛) belirterek ve 𝛽𝑛 = 1 −
2

𝑛
, 1, 1 +

2

𝑛
 

seçilerek 𝑅𝑛
𝐺 (𝑓; 𝑥, 1 −

2

𝑛
), 𝑅𝑛

𝐺(𝑓; 𝑥, 1) ve 𝑅𝑛
𝐺 (𝑓; 𝑥, 1 +

2

𝑛
) grafik olarak karşılaştırılmıştır. 

Burada, 𝑅𝑛
𝐺(𝑓; 𝑥, 1) ve 𝛽𝑛 = 1 için 𝑅𝑛(𝑓; 𝑥)’e indirgendiği açıktır. Eğer 𝛽𝑛’i, lim

𝑛→∞
𝛽𝑛 = 1 
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ve 𝛽𝑛’in sabit olmadığı bir reel dizi olarak seçersek o halde, [0, ∞) ve [0,3] üzerinde 

𝑅𝑛
𝐺 (𝑓; 𝑥, 1 −

2

𝑛
)’in yaklaşımı, 𝑅𝑛

𝐺(𝑓; 𝑥, 1) = 𝑅𝑛(𝑓; 𝑥) ve 𝑅𝑛
𝐺 (𝑓; 𝑥, 1 +

2

𝑛
)’den diğerlerine 

göre daha iyi olduğu grafiklerden görülmektedir [37]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.5. [0, ∞) üzerinde 𝛽𝑛 = 1 −
2

𝑛
, 1,1 +

2

𝑛
  ve 𝑛 = 25 için 𝑅𝑛

𝐺(𝑓; 𝑥) operatörünün 

𝑓(𝑥)’e yaklaşımı 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.6. [0,3] üzerinde 𝛽𝑛 = 1 −
2

𝑛
, 1,1 +

2

𝑛
  ve 𝑛 = 25 için 𝑅𝑛

𝐺(𝑓; 𝑥) operatörünün 𝑓(𝑥)’e 

yaklaşımı 
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4.2. Örnek 

 

(𝑢, 𝑣) ∈ [0,3] × [0,3] için 𝜑(𝑢, 𝑣) = (𝑢 − 𝑣)2 alalım. 

 

(𝜙, ℎ) = (1, 𝑛), (2, 𝑚), 𝑛, 𝑚 = 1,2, … için 𝑛 = 𝑚, 𝛼𝜙
ℎ = 𝑛−1 2⁄ , 𝛾𝜙

ℎ = 𝑛1 2⁄  ve 𝛽𝜙
ℎ = 1 −

5𝑛−1 seçelim [38]. 

 

Şekil 4.7’de 𝑅5,5
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣) (kırmızı), 𝑅25,25

𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣) (sarı) ve 𝑅75,75
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣) (yeşil) 

operatörlerinin 𝜑(𝑢, 𝑣) (mavi)’ye yaklaşımının grafik olarak karşılaştırması [0,3] × [0,3] 

üzerinde gösterilmiştir. 𝑛’nin artan değerleri için 𝑅𝑛,𝑛
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣) operatörünün 𝜑(𝑢, 𝑣)’ye 

yaklaşımı diğerlerine göre daha iyidir [38]. 

 

Şekil 4.8’de 𝐵5,5
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣) (kırmızı), 𝐵25,25

𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣) (sarı) ve 𝐵75,75
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣) (yeşil) 

operatörlerinin 𝜑(𝑢, 𝑣) (mavi)’ye yaklaşımının grafik olarak karşılaştırması [0,3] × [0,3] 

üzerinde gösterilmiştir. 𝑛’nin artan değerleri için 𝐵𝑛,𝑛
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣) operatörünün 𝜑(𝑢, 𝑣)’ye 

yaklaşımı diğerlerine göre daha iyidir [38]. 

 

 
 

Şekil 4.7. [0,3] × [0,3] üzerinde 𝑛 = 5 (kırmızı), 𝑛 = 25 (sarı) ve 𝑛 = 75 (yeşil) için 

𝑅𝑛,𝑛
𝐺 (𝜑) operatörünün 𝜑 (mavi)’ye yaklaşımı 
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Şekil 4.8.  [0,3] × [0,3] üzerinde 𝑛 = 5 (kırmızı), 𝑛 = 25 (sarı) ve 𝑛 = 75 (yeşil) için 

𝐵𝑛,𝑛
𝐺 (𝜑) operatörünün 𝜑 (mavi)’ye yaklaşımı 

 

4.3. Örnek 

 

(𝑢, 𝑣) ∈ [0,3] × [0,3] için 𝜑(𝑢, 𝑣) = (𝑢 − 𝑣)2 alalım. 

 

(𝜙, ℎ) = (1, 𝑛), (2, 𝑚), 𝑛, 𝑚 = 1,2, … için 𝑛 = 𝑚 = 75, 𝛼𝜙
ℎ = 𝑛−1 2⁄ , 𝛾𝜙

ℎ = 𝑛1 2⁄  ve 𝛽1 =

𝛽𝜙
ℎ = 1 − 5𝑛−1 𝛽2 = 𝛽𝜙

ℎ = 1 − 10𝑛−1 ve 𝛽3 = 𝛽𝜙
ℎ = 1 − 15𝑛−1 seçelim [38]. 

 

Şekil 4.9’da 𝑅75,75
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣; 𝛽1) (kırmızı), 𝑅75,75

𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣; 𝛽2) (sarı) ve 𝑅75,75
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣; 𝛽3) 

(yeşil) operatörlerinin 𝜑(𝑢, 𝑣) (mavi)’ye yaklaşımının grafik olarak karşılaştırması 

[0,3] × [0,3] üzerinde gösterilmiştir. 𝑅75,75
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣; 𝛽3) operatörünün 𝜑(𝑢, 𝑣)’ye 

yaklaşımının diğerlerine göre daha iyi olduğu görülebilir [38]. 

 

Şekil 4.10’da 𝐵75,75
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣; 𝛽1) (kırmızı), 𝐵75,75

𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣; 𝛽2) (sarı) ve 𝐵75,75
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣; 𝛽3) 

(yeşil) operatörlerinin 𝜑(𝑢, 𝑣) (mavi)’ye yaklaşımının grafik olarak karşılaştırması 

[0,3] × [0,3] üzerinde gösterilmiştir. 𝐵75,75
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣; 𝛽1) (kırmızı) ve 𝐵75,75

𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣; 𝛽3) 

(yeşil) operatörünün 𝜑(𝑢, 𝑣)’ye yaklaşımları bölgenin alt kısımlarında 𝐵75,75
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣; 𝛽2) 

(sarı) operatörünün (𝑢, 𝑣) (mavi)’ye yaklaşımından diğerlerine göre daha iyidir [38]. 
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Şekil 4.9. [0,3] × [0,3] üzerinde 𝛽1 = 1 − 5𝑛−1 (kırmızı), 𝛽2 = 1 − 10𝑛−1 (sarı) ve 𝛽3 =
1 − 15𝑛−1 (yeşil) için 𝑅75,75

𝐺 (𝜑) operatörünün 𝜑 (mavi)’ye yaklaşımlarının 

karşılaştırılması 

 

 
 

Şekil 4.10. [0,3] × [0,3] üzerinde 𝛽1 = 1 − 5𝑛−1 (kırmızı), 𝛽2 = 1 − 10𝑛−1 (sarı) ve 𝛽3 =
1 − 15𝑛−1 (yeşil) için 𝐵75,75

𝐺 (𝜑) operatörünün 𝜑 (mavi)’ye yaklaşımlarının 

karşılaştırılması 
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4.4. Örnek 

 

(𝑢, 𝑣) ∈ [0,3] × [0,3] için 𝜑(𝑢, 𝑣) = (𝑢 − 𝑣)2 alalım. 

 

(𝜙, ℎ) = (1, 𝑛), (2, 𝑚), 𝑛, 𝑚 = 1,2, … için 𝑛 = 𝑚, 𝛼𝜙
ℎ = 𝑛−1 2⁄ , 𝛾𝜙

ℎ = 𝑛1 2⁄  ve 𝛽𝜙
ℎ = 1 −

5𝑛−1 seçelim [38]. 

 

Şekil 4.11’de 𝑅75,75(𝜑; 𝑢, 𝑣) (yeşil), 𝑅75,75
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣) (kırmızı) ve 𝐵75,75

𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣) (sarı) 

operatörlerinin 𝜑(𝑢, 𝑣) (mavi)’ye yaklaşımının grafik karşılaştırması [0,3] × [0,3] üzerinde 

gösterilmiştir. 𝐵75,75
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣) (sarı) operatörünün 𝜑(𝑢, 𝑣) (mavi)’ye yaklaşımı diğerlerine 

göre en iyisidir. 𝐵75,75
𝐺 (𝜑; 𝑢, 𝑣) (sarı) operatörü 𝜑(𝑢, 𝑣) (mavi)’ye çok yakındır [38]. 

 

 
 

Şekil 4.11. [0,3] × [0,3] üzerinde 𝑅75,75(𝜑) (yeşil), 𝑅75,75
𝐺 (𝜑) (kırmızı) ve 𝐵75,75

𝐺 (𝜑) (sarı) 

operatörlerinin 𝜑 (mavi)’ye yaklaşımlarının karşılaştırılması 
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5. SONUÇ 

 

Bu bölümde çalışmamızda elde ettiğimiz bazı sonuçlardan söz edilecektir. 

 

(1.2) ile tanımlanan klasik Bernstein tip rasyonel fonksiyonunu ve (1.3) ile tanımlanan 

Agratini’nin modifikasyonunu içeren yeni bir genelleştirilmiş 𝑅𝑛
𝐺 Bernstein tip rasyonel 

fonksiyonu tanımlanmıştır. Yeni tanımladığımız genelleştirilmiş Bernstein tip rasyonel 

fonksiyonun, seçilen (𝛼𝑛), (𝛽𝑛) ve (𝛾𝑛) negatif olmayan reel dizileri için (1.2) ile 

tanımlanan klasik Bernstein tip rasyonel fonksiyondan daha iyi sonuçlar verdiği 

gösterilmiştir. 

 

[37]’de tanımlanmış 𝑅𝑛
𝐺 genelleştirilmiş Bernstein tip rasyonel fonksiyonun, 𝑅𝑛,𝑚

𝐺  tensör 

çarpım tip iki değişkenli operatörü tanımlanmıştır ve [0, 𝑟1] × [0, 𝑟2], 𝑟1, 𝑟2 > 0, 

dikdörtgensel bölge üzerinde bu operatörün yaklaşım özellikleri bulunmuştur. Ayrıca, 𝑅𝑛,𝑚
𝐺  

tensör çarpım tip iki değişkenli operatörünün GBS (Genelleştirilmiş Boolean Toplam) 

operatörü tanımlanmıştır. GBS operatörünün karma süreklilik modülü ve karma Lipschitz 

sınıfından fonksiyonu ile yakınsama oranı bulunmuştur. Ayrıca, 𝑅𝑛,𝑚
𝐺  tensör çarpım tip iki 

değişkenli operatörünün, 𝐵𝑛,𝑚
𝐺  GBS operatörünün grafik yardımıyla klasik Bernstein tip 

rasyonel fonksiyondan daha iyi yaklaşıma sahip olduğu ile ilgili bazı örneklere yer 

verilmiştir. 
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