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1. GIRIS VE LITERATUR OZETI

Son yillarda, matematik ve fizik alaninda kontak geometri genis uygulama alani nedeniyle
geometricilerin zengin bir arastirma konusu olmustur. Altmanifoldlarin geometrisi kavrami
ylizeyin dissal geometrisi fikri ile baslamis olup zamanla ortam uzayi i¢in gelistirilmistir.
Giliniimilizde bu teori, bilgisayar tasariminda, gorintii islemede, ekonomik modellemede

oldugu kadar matematiksel fizik ve mekanikte de 6nemli rol oynar.

Bir manifoldu formal olarak su sekilde tanimlayabiliriz. M bir topolojik uzay olsun.
M deki her noktanin bir komsulugu n —boyutlu Oklid uzaymdaki bir acik komsuluga
homeomorf oluyorsa M, n —boyutlu manifold olarak adlandirilir. Bir ¥ manifoldunun
herbir x noktasinin komsulugunda manifolda teget olan vektor uzayr manifoldun tanjant
uzay1 olarak adlandirlir ve T (x) ile gosterilir. Eger M iizerinde bir metrik tanimli olmasi
durumunda M’ye bir Riemann manifoldu denir. Bazi sartlar altinda bir Riemann manifoldu
Oklid uzaymnm bir alt kiimesi olarak diisiiniilebilir, bu durum Riemann manifoldunun
Oklid uzayina gémiilmesi olarak adlandirilir. Oklid uzaymin yapisal durumlari Riemann

metrigi yardimi ile manifold yapisi iizerine indirgenebilir.

Manifold yapis1 bizlere metrikden ve topolojiden bagimsiz geometri yapma olanagi saglar.
Bu duruma 6rnek verecek olursak bir vektor uzayr bir manifolddur, bir egri 1-boyutlu bir
manifolddur, orijinden ge¢en dogrular kiimesi bir manifolddur. Bu 6rnekler genisletilebilir.
Burada ilging olan bir durum ise bu manifoldlarin hepsinin kendine has geometrisinin
olmasidir. Cebiri geometri ile, geometriyi cebir ile; analizi geometri ile geometriyi analiz

ile... birbirinden farkli gibi goriinseler de ortak yonleri s6z konusudur.

Oklid uzayinda iki nokta arasindaki en kisa uzaklik bir dogru pargasi belirttigini biliyoruz.
Oysa kiire de dogrular, kiirenin biiyiik ¢emberleri olup kiire iizerinde iki nokta arasindaki

en kisa uzakligin1 gdsterir. Burada bir manifoldun dogrularina geodezikler denir.

Slant altmanifoldlar, invariant ve anti-invariant altmanifoldlarin bir genellemesi olarak
1990 yilinda B.Y. Chen tarafindan tanitildi. Ilerleyen zamanlarda bu konu birgok

geometricinin  ilgisini ¢ekmis olup genis c¢apta incelendi. Diferansiyellenebilir



manifoldlarin farkli tiirlerinde slant altmanifoldlar, semi-slant, pseudo slant, bi-slant

altmanifoldlar baslig altinda genellestirildi.

Hemen hemen bir Hermityen manifoldunun slant altmanifoldlar1 konusunu B. Y. Chen
tarafindan ortaya atilmistir (Chen 1990). C? ile C* kompleks manifoldlarm slant
altmanifold &rnekleri B. Y. Chen ile Y. Tazawa vermistir (Chen ve Tazawa 1990). ilk
olarak A. Lotta hemen hemen kontak metrik manifoldunun slant altmanifoldunu
tamimlamis ve incelemistir (Lotta, 1996). Lotta ayn1 zamanda bir K Kontak manifoldun
anti-invaryant olmayan 3 boyutlu slant altmanifoldlarinin geometrisinde ¢alismisir (Lotta,
1998). L. Cabrerizo ve arkadaslar1 da bir Sasakian manifoldun slant altmanifoldunu
incelemis ve ¢ok sayida enteresan sonuglar elde etmistir (Cabrerizo, Carriazo, Fernandez
ve Fernandez 2000; Cabrerizo, Carriazo, Fernandez ve Fernandez, 2000). M. Atgeken de
Riemanniann product, paracontact metrik manifold ile Kenmotsu manifoldlarinda Semi -
slant altmanifoldlarinin geometrisi iizerinde ¢aligsmalar yiirtitmistiir (Atgeken, 2010). 2007
ile 2011 yillinda M. Khan ile arkadaslari, ¢alismlarimi1 proper slant ve pseudo slant
altmanifoldlar tizerinde ylirtiterek bilim diinyasina kazandirmiglardir (Khan ve Arkadaslar
2011; Khan ve Khan 2007). 2013 yilinda da M. Atgeken (LCS), — bir manifoldun kontak
pseudo slant altmanifoldu {izerinde ¢alismistir (Atgeken ve Hui. 2012; Atgeken, Dirik ve
Yildirim, 2015). S. Dirik son zamanlarda kontak pseudo-slant altmanifoldlar iizerinde ¢ok
sayida ¢alisma yapmustir (Dirik ve Cetin, 2022; Dirik, 2019; Dirik, 2019; Dirik ve Atgeken
2014; Dirik ve Atgeken 2016; Dirik, Atgeken, ve Yildirim, 2016).

Tezimizde, bu bilgiler 1s18inda, (x,p) —kontak metrik manifoldun kontak pseudo-slant
altmanifoldlarinin diferansiyel geometrisi ¢alisildi. Bir (x, ) —kontak metrik manifoldun
altmanifoldlarinin kontak pseudo-slant altmanifold olmasi i¢in gerek ve yeterli sartlar
verilip, bir (x,p) —kontak metrik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldunun
tanimindan ortaya ¢ikan distribiisyonlarin integrallenebilirligi i¢in gerek ve yeter sartlar
arastirilldi. Son olarak, distribiisyonlarin geodeziklik kavramlari tanimlandi ve bazi

sonuclar elde edildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Manifoldlar

Bu bolimde, oncelikle koordinat komsulugu kavrami tanitildiktan sonra topolojik
manifoldlar tanitilacaktir. Sonra da manifold {izerinde diferansiyellenebilir atlas
tanimlandiktan sonra 7’inci mertebeden diferansiyellenebilir manifold tanitilip bir
manifoldun diferansiyellenebilir yapisi anlatilacak ve manifoldun Lie braketi, diferansiyel
formu, tensor, vektor alani, tiirev donlisimi, kovaryant tiirev v.s. birgok kavram

tanimlanacaktir.

2.1.1.Tanim X bir hausdorff uzayr olmak {izere herhangi bir U c X ag¢ik kiimesinden

V' < R" bolgesinde tanimli

¢p: U >V cR"

homeomorfizmine X de tanimli n —boyutlu harita veya koordinat sistemi denir. U agik
ciimlesine de ¢ koordinat sisteminin koordinat bélgesi veya koordinat komsulugu olarak

adlandirilir. Bu koordinat sistemi (U, ¢») bi¢ciminde tanimlanir. Sayet, x U’nun elemani ise

(]5(96) = (Xl, X7, ...,Xn) € R"
dir. Burada ¢ haritasinda x noktasinin koordinatlari x4, x5, ... ,x, Reel sayilar1 seklindedir.

2.1.2. Tanim M bostan farkli bir kiime olmak iizere M nin her noktasmin E™’e veya
E™in bir U agik altkiimesine homeomorf olan bir koordinat komsulugu varsa M’ya

n—boyutlu topolojik manifold ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.3. Tanim R™ uzayma ait acik bir U climlesinde tanimlanan Reel degerli siirekli bir
fonksiyon f olsun. k < r olmak sartiyla siirekli f fonksiyonunun k —inci mertebeden
kismi tiirevleri varsa o zaman f fonksiyonu r —inci mertebeden diferansiyellenebilirdir

denir ve bu f € C™ (U, R) seklinde gosterilir. Sayet her r € Z* olmak tlizere f € C" (U, R)



oluyorsa f fonksiyonu diferansiyellenebilirdir denir. Bu f € C* (U, R) seklinde belirtilir
(Hacisalihoglu, 1980).

2.1.4. Tanim M topolojik manifoldunun bir agik ortiisii {U,} olmak iizere {U,} acik ortiisii
icin U, acik kiimelerinin a indislerinin kiimesi A oluyorsa {U,}, € A scklinde yazilir.
E™de tanimhi U, ya bir ¢, homeomorfizmi altinda homeomorf olan ag¢ik kiime ¢, olmak
tizere olusan (¢,, U,) haritalarinin {(¢,, U,)}a € A koleksiyonuna bir atlas (koordinat

komgulugu sistemi) ad1 verilir.

2.1.5. Tamim n —boyutlu M topolojik manifoldunun bir atlast S = {Ug, g}, olsun.

r = 1olup, U, N Ug # @ olacak sekilde S atlasi her a, f € Aigin

bpa = YpoPe i Yo (Ug N Uy) = g (Ug N U,)

ve
¢)a,8 = lpaowﬁ_l:lpﬁ(UB NnUg) - lpa(UB NUg)

ozelligini sagliyorsa S’ye C" — sinifindandir denir. Burada ¢g, ile ¢,p fonksiyonlar: da
ikiserli homeomorfizmalarin bileskesi oldugu icin birer homeomorfizmadir. Tanimlanan
¢pa ile ¢gp fonksiyonlart €™ — smifindan diferansiyellenebiliyor ise S atlasma C" —

Swmifindan diferansiyellenebilirdir denir.

Eger M iizerindeki S atlasi C” — smifindan ise 0 zaman S’ye bir C" — simfindan

diferansiyellenebilir yap: denir.

Sayet M manifoldu iizerindeki r’inci mertebeden diferansiyellenebilir bir atlas var ise M

manifolduna r ’inci mertebeden diferansiyellenebilir manifold denir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.6. Tamm M ile N iki manifold ve ¢: M — N diferansiyellenebilir bir doniisiimiin tersi
var ve tersi de diferansiyellenebilir oluyorsa ¢ doniistimiine diffeomorfizma denir. Ayrica

M'den N'ye bir diffeomorfizma varsa M ile N manifoldlarina diffeomorfiktirler denir.



2.1.7. Tanim M topolojik manifold ve p € M olsun. M manifoldunun p noktasmin bir

komsulugu U olmak iizere

C*W,R) = {f|f: VLD Ry

ciimlesini ele alirsak bu ciimlede her f ve g € C*(U, R) ve k ve t € R igin

i) Lineerlik

W (kf + tg) = k,L(f) +t(9)
ii) Leibnitz

W (F-9) =V(Hg®) +f®)V%(9)

dzellikleri saglaniyorsa V, fonksiyonuna M nin p noktasindaki tanjant vektérii adi verilir.

T3 (p), M manifoldunun p noktasindaki tanjant vektorlerinin kiimesi olsun. O zaman

lineer, Leibnitz

Ta®) =V, | Vp: C*(M,R) ———— R
dir. Bu cimlede i¢ islem

@: Tu() X Tup) = Tu(p)
(Vp, Wp) =V, @ Wp: C*(M,R) » R

ve f € C*(M,R) igin

(Vo + W) lf1=Wlf] + Wplf]

bigiminde tanimlanir. Boylece (T 5 (p),®) ikilisi degismeli grup adimi alir. Bu ciimlede dis

carpim iglemi

O:RXxTy) - Tulp)



(A4, V) > A0V,: C*(M,R) » R
ve f € C°(M,R) igin,
QO[] = 11,[f]

seklinde tanimlanir. Béylece T (p), reel sayilar cisminde bir vektor uzayi oldugu goriiliir.

Bu uzay M’nin p noktalarindaki tanjant uzay: olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.8. Tamim f: E™ — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 17; € Tgn(p) olsun. Bu halde

710 = W olacak sekilde,

—

d
Volfl == (f(PL+t(Q1=PD), ., f (Patt(@n=Po)))i=0

reel sayismma f fonksiyonunun V)p vektor yoniindeki tiirevi olarak adlandirilir

(Hacisalihoglu, 1980).

2.1.9. Tanim Reel sayilar cismindeki r adet vektor uzay1 Vy, V,, Vs,..., V. olsun.
fVixVy,xVs...,V. >R

fonksiyonu u;, v; € V;ve a,b € Rolmakiizere 1 < i < rigin

f(ul, oy Ujmg, aV; + buy,, vy q, ...,,vr) = af (Vy, ., Vi_1, Vjy ver) Uy)

+bf (V1) oo, Vic1, Uiy weey, Uyr)

kosullart saglaniyorsa f fonksiyonuna r—lineer fonksiyonu adi verilir (Hacisalihoglu,
1983).

2.1.10. Tammm n —boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold M olsun. M’nmn p

noktasindaki tanjant uzaymm Ty (p) olarak adlandiralim. Bu durumda Tg(p) tanjant



uzaymin dual uzayma M manifoldunun p’deki kotanjant uzay: denir ve kotanjant uzay:

T (p) ile gosterilir. O halde,

lineer

Ti(@) = {w|w : Ty(p) — R}

dir. Ty (p) kotanjant uzaymin elemanlarina da M manifoldunun p’deki kotanjant vektérii

denir.

2.1.11. Tanim V reel sayilar cisminde vektdr uzayi olsun. Bu durumda V’nin dual uzay1 V*

olmak tizere,

r+s—lineer

LT, VS5 R) = {fIf : V7 x V<

uzayindaki i¢ ve dis islemlerini tanimlarsak sirastyla

P g)(ay,..,ar,byq,...,bg) = f(ay,..,a, by, ..., bg) + glaq, ..., a,, by, ..., b)

ve

N (a4, ...,a,, by, ...,bs) = Af(ay, ..., ay, by, ..., bg)

bi¢iminde tanimlayabiliriz. Bu uzaya r-inci mertebeden kovaryant ve s-inci mertebeden

kontravaryant tensor uzay: adi verilir. Bu uzayin elemanlarina da (r, s)—tipinde bir tensor

denir (Boothby, 1986).

2.1.12. Tanim M diferansiyellenebilir herhangi bir manifold ve M iizerindeki
diferansiyellenebilir fonksiyonlarin ciimlesi C®(M,R) olsun. Her f,g € C®(M,R) ve
k,t € R olmakiizere X : C*(M,R) - C®(M, R) doniisiimii

) X(kf +tg) = kX(f) + tX(g)

i) X(fg) =X(f)g + fX(9)



sartlarin1 sagliyorsa X’e M manifoldunda vektor alant adi verilir. M manifolduna ait tiim

vektor alanlarmin kiimesi y(M) seklinde gosterilir (Boothby, 1986).

Bu kapsamda herhangi bir manifolda ait bir vektor alani, bu manifoldun her bir noktasini

birer tanjant uzayu ile karsilik getirir.

2.1.13. Tanim M diferansiyellenebilir manifoldunun vektor alanlarmnin kiimesi y(M)

olsun. Bu durumda X;,Y; € y(M) igin,

[1:x(M) x x(M) —x(M)
(X1, Y1) = [Xy, Y1]

doniisiimiinde

i) 2-lineer, yani her k,t € Rile X,,Y;,Z; €' (TM) igin
kX, + tYy,Z1] = k[Xy, Z,] + t[Y1, Z4]
i) Anti-simetrik yani her X;,Y; € I(TM) igin
[X1, V1] = —[Y1, X1]
iii) Her X,,Y; ve Z, €' (TM) olacak sekilde
[[X1, Y11, Z,] + [[Z0, X1, Y] + [[Ya, Z3, X, | = O

sartlar1 saglaniyorsa [,] fonksiyonuna M manifoldu iizerindeki bir Lie operatérii denir
(Boothby, 1986).

Lie operatdrii doniisiimii, M diferansiyellenebilir manifoldu iizerindeki vektdr alanlarinin

ciimlesi y(M) olsun. Her X;,Y; € x(M) ve f € C*®(M,R) fonksiyonu igin,

[1:x(M) x x(M) —x (i)
(X1, Y1) = [Xy, Y1]

(X, Y11(f) = X1(Y1(f)) - Y1 (X1(f)) (2.1.1)



bigiminde tanimlanir. Burada X;(f), f fonksiyonunun X; vektor alaninin yone gore

tirevidir.

M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold ve her X;,Y, € y(M) olmak iizere f,g €

C*®(M,R) iki fonksiyon ve 1 € R reel sayis1 i¢in Lie operatorii,

) X, Y(f +g9) = X, () + [X, Y1](9)
i) [Xy, Y11(Af) = A[X,, Y11(f)

i) [X1, 11(fg) = glX1, 11(f) + f[X1, Y11(9)
esitliklerini saglar (Lotta, 1998).

2.1.1. Teorem M diferansiyellenebilir manifold olmas1 durumunda her X;,Y; € y(M) ile

f,g € C*(M,R) igin,
[f X1, gY1] = FP[X, 1] + fXig(M) — gVi ()X, (2.1.2)
esitligi vardir (Yano ve Kon 1984).

2.1.14. Tamm M ile N sirasiyla m ile n —boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar ve

f:M — N fonksiyonu p noktasindaki diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere,

f:Ta) = Te(f (@)
W - f*lp(Vp) = (Vp[flnf(p)' ""Vp[fn“f(p))

biciminde tanimli f, operatdriine f fonksiyonunun tiirev operatorii denir. Sayet g €

C* (M, R), f (p)’nin komsulugunda diferansiyellenebilir bir fonksiyonsa

(£(%)) g = Vo(gof)

bi¢iminde verilir (Fidan 2019).
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2.1.2. Teorem M ile N diferansiyellenebilir iki manifold ve f: M — N diferansiyellenebilir

bir doniisiim olsun. O zaman f, tiirev doniisiimii lineerdir. Bu déniisim M manifoldunda

secilen egriden bagimsizdir (Yano ve Kon 1984).

2.1.15. Tanim M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold ve M iizerindeki C* vektor
alanlarinin ciimlesi y(M) olsun. M manifoldundan R’ye C* fonksiyonlarinin ciimlesi

C®(M,R) olmasi durumda her X;, Y;, Z; € x(M) ile k,t € Rigin,
g: x(M) x x(M) — C*(M,R)
doniistimii,

) Simetrik,
g(Y1,X1) =9(X1, Y1)
i) Pozitif tanimlilik
X1 #0 icing(X,X;) >0 veg(X, X)) =0 X; =0,
i) Bilineer;
gkX, +tY,Zy) = kg(Xy,Z,) + tg(Yy,Z7),

esitliklerini sagliyorsa g fonksiyonuna M manifoldu iizerinde (2, 0) mertebeli metrik

tensor veya bir Riemann metrigi ve (M,g)’ye de bir Riemann manifoldu denir (O’Neill
1983).

2.1.16. Tamm M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold ve M manifoldu iizerindeki

C* vektor alanlarmin ciimlesi y(M) olmak iizere,

2—lineer

V:x(M) x x(M) ——— x(M)
X1, Y1) — §(X1'Y1) = §X1Y1

doniisiimii her X, ¥;, Z; €x(M) ile fveg € C®°(M, R) icin,
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|) ﬁxl(yl + Zl) = ﬁxlyl + ﬁxlzl
i) vfx1+ngZl = fﬁXlzl + 96Y121
iii) 6xl(ﬂﬁ) =f?x1Y1 + XN

esitlikleri sagliyorsa V’ya M’da bir afin konneksiyon ve Vy e de X;’e gore kovaryant

tiirev operatdrii ad1 verilir (Yano ve Kon, 1979).

2.1.17. Tannm M n —boyutlu bir manifold olmak iizere M manifoldu iizerindeki

konneksiyon da V olsun. Bu durumda

T: x(M) x x(M) — x (M)
(X,Y)) > T(Xy,Y) = ?lel a ?lel — [X1, Y]

seklinde tamimlanan vektor degerindeki tenséore M manifoldunda tanimli  V
konneksiyonunun torsiyon tensorii adi verilir. Torsiyon tensoriiniin anti-simetrik oldugu

kolayca goriilebilir.

2.1.18. Tanim Bir Riemann manifoldu (M, g) ve V’da M manifoldu iizerinde tanimlanan
herhangi bir afin konneksiyon olsun. Bu durumda her X,,Y;,Z; € y(M) olmak sartiyla V

dontisimii

) ?Xl Y; — ?Yle = [X;, Y1] (Konneksiyonun sifir torsiyon esitligi)

i) X,9g(11,Zy) = g(?lel,Zl) + g(Yl,ﬁlel) (Konneksiyonun metrikle bagdasma
kural1)

ozelliklerini sagliyorsa, V konneksiyonuna M manifoldunda Riemann konneksiyonu yani
sifir torsiyonlu konneksiyon ya da Levi-Civita konneksiyonu adi verilir (Yano ve Kon,
1979).

n —boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve V konneksiyonu M manifoldunda tanimli Levi-

Civita konneksiyonu olsun. Her X;,Y; ,Z; € x(M) igin,
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29(§X1Y1»Z1) = X9, Zy) +Y19(Z1,X1) — Z,9(X1, Y1)
—9(X1, 1, Z:1]) — gV, [X1, Z1]) + g(Z1, [ X1, Y1 ]) (2.1.3)

ile verilen esitlige Kozsul formiilii denir.

2.1.19. Tamm (M, g bir Riemann manifoldu olsun. y(M)nin eleman: X, igin Ly,

operatori, keyfi (r,s) tipinden bir tensor alanini tekrar (7, s) tipinden bir tensor alanina

dontistiitiiyorsa, X; vektor alani cinsinden Lie tiirev operatérii denir.

(Lde))(Xll ...,Xr, Yl' ey Y;-) = de)(Xll "'IXTI Yl' ey Y;)
—p(Lx, X1, o X Vi, o, Ys) — d(X, oo, X, Ve, oo, Ly Ys)

seklinde gosterilir. Ozel olarak Y; € y(M) olmak iizere,
LX1Y1 = [Xy, Y]

bigiminde tanimhdir. Ayrica f € C(M, R) icin, Ly, f = X1(f) seklindedir. Her X4,Y;,Z; €

x(M) olmak iizere g Riemann metrik tensdriiniin X; vektor alani cinsinden Lie- tiirev

operatori de,

(Lx,9) (Y1, Z1) = Ly, 9(Y1, Z1) — g(Lx, Y1, Z1) — 9(Y1, Ly, Z1)
= X:1(9(Y1,21)) — g(X, 1), Z) — g (Y, [Xy, Z4])
= 9(Vi, Y0 Z1) + 9 (Y Vi %) — 9(Vi, Y0 21)
+9(Vy, X1,21) — g (Yl,Vlel) +9(Yy, V. Xy)

= 9(Vy, X1, %) + g (Y0, V, 1)

bi¢iminde tanimlanir. Sayet Ly g = 0 oluyorsa X; vektor alanina bu durumda Killing

vektor alan adi verilir (Chen, 1973; Uygun, 2019).

2.1.20. Tanim (M, g) Bir Riemann manifoldu olsun. M manifoldu {izerinde tanimlanan

her bir diferensiyel r-forma bir diferensiyel (r + 1)-form karsilik getiren diferensiyel
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operatore dis tiirev operatérii denir ve d seklinde gosterilir. Sayet w bir r—form ise,

Xo, X1, ., X, € x(M)  igin,

s

1 |

dw(Xo, Xy, o, X,) = H—l{Z(—l)‘Xi(w(Xo, o X1 X ) X
i=1

.
1 o
L Z (D™ o([Xi, X;1, Xo, r Xic1, Xiy o0, Xp )}

i,j=0
bigiminde tanimlanir. Ozel olarak 1—form ile 2—formun dis tiirev operatorii X,,Y;,Z; €
x(M) igin,
2dw(Xy, Y1) = X1 (w(Yy)) — Y1(0)(X1)) — w([Xy, V1] (2.1.4)
ve

3dp(Xy,Y1,Z1) = X1(p(Y1,Z1)) + Vi (9(Zy, X1)) + Z1(p(X1, Y1)
_¢([X1ﬁ Yl]:Zl) - ¢([Y1'ZI]'X1) - ¢([Zl,X1], Yl) (215)

bigiminde tanimlanir (Yano ve Kon 1984).

2.1.21. Tanim (M, g) bir Riemann manifold ve V konneksiyonu da M manifoldu iizerinde

Levi-Civita konneksiyonu olsun. Her X,,Y;, Z; € x(M) icin

Rix(M) x x(M) x x(M) — x(M)
X, 11,2Z,) — ﬁ(Xp Y1)Z,

olmak tlizere

R(Xl' Y1)Z, = %{1?1/121 - §Y1§X1Z1 - ﬁ[xl,yl]z1 (2.1.6)
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olarak tanimlanan R fonksiyonu M manifoldunda (3,1) — tipinde bir tensor alanidir.
(3,1) — tipindeki bu tensor alanina M manifoldunun Riemann egrilik tensorii denir. Ayrica
X, Y1, Zy, Wy € (M) olmak iizere K(Xy,Yy,Zy, Wy) = g(R(Xy,Yy) Zy,W;) bigiminde
tammmlanan K tensoriine, M manifoldunun Riemann-Christoffel egrilik tensérii denir.
Riemann egrilik tensorii sifira esit olan manifolda flat manifold adi verilir. (M, g) Riemann
manifoldunun iizerindeki konneksiyon V olsun. Sayet VR = 0 oluyorsa M manifolduna
lokal simetrik manifold adi verilir. Bu durumda X,,Y;,Z;, W; € x(M) icin Riemann

egrilik tensorii R,

i) ﬁ(Xp Y1)z, = _ﬁ(Y1;X1)Zl

i) g(ﬁ(Xp Y1)Zy, W1) = —g(ﬁ(Xp Y1)W1,Z1)

i) R(Xy,Y))Z, + R(Yy,Z)X, + R(Z,, X,)Y; = 0 (1. Bihanchi 6zdesligi)

iv) g(ﬁ(X1:Y1)21»W1) = g(ﬁ(zlt W1)X1:Y1)

ozelliklerini saglar (O’Neill 1983).

2.1.22. Tamm Bir n-boyutlu Riemann manifold (M,g), ve x(M)’in bir baz

{eq, ey, ..., e} lokal ortonormal vektor alanlar olsun.

Q:I'(TM) - I'(TM)
X, > 00X =QX; =%, E(Xl' e;)e; (2.1.7)

esitligi ile verilen Q operatorine M manifoldunun Ricci operatérii denir (Khan ve
Arkadasglar1 2011).

(M,g),n—boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. R da M Riemann manifoldunun
Riemann egrilik tensorii olsun. Bu durumda {e;, ey, ..., e,} ciimlesi (M) vektdr alaninin

ortonormal vektor alanlari olacak sekilde her X;,Y; € y(M) igin,

S: x(M) x (M) - C*(M,R)
(X, Y1) > S(X, Y1) =¥, g(ﬁ(Yl,el-)el- , X1) (2.1.8)
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bi¢iminde tamimli (2,0) —tipindeki bu tensére M manifoldunun Ricci tensérii denir.
Burada Ricci tensoriiniin simetrik oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica M manifoldunun

Ricci operatorii Q olmak kaydiyla,

S(X, Y1) = g(QX, Y1) (2.1.9)
seklinde tanimlanabilir (Yano ve Kon 1984).

n —boyutlu (M, g) manifoldu bir Riemann manifoldu ve lokal ortonormal vektor alanlart

da {e;, ey, ..., e,} 0lsun. O zaman

p= Z S(e, e) (2.1.10)
i=1

esitligine M manifoldunun skaler egrilik fonksiyonu denir (Yano ve Kon 1984).

Ote yandan bir (M, g), Riemann manifoldunun X; yoniindeki Ricci egriligi,

S(X1,X1)

k(X)) =2555 (2.1.11)
esitligi ile tanimlanir.
(M, g) n —boyutlu bir Riemann manifold olsun. Her X,,Y; € x(M) igin,
S(X, Y1) =Ag(X, 1) (2.1.12)

olacak sekilde bir A fonksiyonu M manifoldu iizerinde varsa, yani ¥ manifoldunun S Ricci
tensorii, g metrik tensoriiniin bir kat1 oluyorsa M’ye Einstein manifoldu denir. Burada

ortonormal baz olarak X; =Y, =¢;, 1 < i < nalinirsald = g oldugu goriiliir.
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(M, g) n —boyutlu bir Riemann manifold olsun. Sayet S Ricci tensérii olacak sekilde
X,,Y; € x(M) olmak iizere,

S(X1, Y1) = ag(Xy, Y1) + bn(X)n(Y1) (2.1.13)

esitligi saglaniyorsa M’ye n —Einstein manifoldu denir. Bu esitlikteki a ile b, M manifoldu

tizerinde birer fonksiyon ve n da 1 — formdur (Yano ve Kon, 1979).

2.1.23. Tamm (M, g) bir Riemann manifoldu ve IT de Tg(p) tanjant uzayinda iki

boyutlu alt uzay olsun. IT de alinan X;, Y; tanjant vektorleri igin,

9gX1,X)g(Yy, 1) — g(Xy, Y1)2 # 0
olmak Uzere

r g(R(X1,Y1)Y1,X1)
K(Xl AN ) T 9(X1,X1)g(Y1,Y)—g(Xy,Y1)? (2114)

esitligiyle tamimlanan K (X, A Y;)’e Il 'nin kesit egriligi ad1 verilir ve bu K(II) seklinde
belirtilir. Kesit egriliginin, Tz (p) tanjant uzaymin iki boyutlu alt uzay1 II’nin bazlarindan

bagisizdir.

le, YlpETM(p) ve her p € M igin K(le,Ylp) sabit oluyorsa M manifolduna reel uzay

form veya c —sabit kesit egrilikli uzay denir. n —boyutlu bir M manifoldunun uzay formu
M™(c) sembolii ile belirtilir. Bu durumda M Riemann manifoldu ¢ — sabit egrilikli reel
uzay formsa; M nin Riemann egrilik tensérii R, V X, Yy, Z,, W, € x(M) igin

g(ﬁ(Xl, Y1)Z,, W1) =c{g(Y1,Z)gX, W) — g(X1,Z) g (Y1, W1)} (2.1.15)

bi¢imindedir. Eger

i- ¢ = 0 oluyorsa M"*(c) =~ E™ ¢klit uzayidir.
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ii- ¢ = — oluyorsa M"(c) = S™(r) kilresidir.
li-c = — riz oluyorsa M™(c) = H™(r) Hiperbolik uzayidr.

Burada, eger sabit egrilikli bir Riemann manifoldun egriligi sifirdan biiyiikse eliptik,
sifirdan kiiciikse hiperbolik ve sifira esitse diizlemsel (flat) yada lokal 6klidyen manifold
olarak adlandirilir. Boylece Riemann egrilik tensorii sifira esit olan manifoldlara flat

manifoldlar denir.

2.2 Altmanifoldlar

2.2.1. Tanim M ile M sirasiyla n ve m boyutlu birer Riemann manifoldu olsun.
fiM->M

diferansiyellenebilir doniisiimil igin, boy(f.(Ty(p))) = q ise bu durumda f nin p € M
noktasindaki ranki g'dur denir. f'nin p € M noktasindaki ranki da rank,(f) =q

seklinde belirtilir.

Sayet boy(M) = rank(f) oluyorsa f fonksiyonuna daldirma (immersiyon) denir. O
zaman f(M)'ye de M manifoldunun gémiilmiis (immersed) altmanifoldu adi verilir.
f daldirmasi bire-bir oluyorsa f fonksiyonuna gémme (imbeding) denir. Bu durumda

M'ye de M manifoldunun gomiilen altmanifoldu veya sadece altmanifoldu olarak
adlandirilir (Fidan 2019).

2.2.2. Tamm (M, g) ile (M, g) sirastyla n ile m boyutlu birer Riemann manifold, f: M —
M bir daldirma olsun. Her X,,Y; € Ty, (p) igin,

G(fepX1, fipY1) = 9(X1, Y1)

oluyorsa f’ye metrik koruyan immersiyon (izometrik immersiyon) denir (Chen, 1973).
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2.2.3. Tanim m —boyutlu bir ¥ manifoldunun bir p noktasindaki tanjant vektor uzay:

T (p) olsun.

D:M - T (p)
p = D, € Ty(p)

ile tanimlanan D déniisiimiine bir distribiisyon ad1 verilir. Yani, M manifoldu iizerindeki
bir r —boyutlu D distribiisyonu, her p € M noktasin1 r —boyutlu altuzaya gotiiriir. Her
X, € x(M) vektor alani i¢in, p M nin elemam olmak iizere X » € D, ifadesi X; vektor
alaninin D distribiisyonuna ait oldugunu gosterir. Eger M’min her p noktasi i¢in D
distriblisyonunun r tane diferansiyellenebilir lineer bagimsiz vektorii varsa D

distribiisyonuna diferansiyellenebilir distribiisyon denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

2.2.4. Tanim Bir M C*® manifoldunun alt manifoldu M olmak iizere, D distribiisyonu M
manifoldu iizerinde q —boyutlu bir C* distriblisyon olsun. Eger M manifoldunun her
p noktasindaki tanjant uzaytyla D), ayni oluyorsa M manifolduna D’nin integral manifoldu

denir. Bu halde,
fiM—>M

bir gdmme (imbedding) olacak sekilde her p € M igin,

f(Tu()) = Dy
dir. Sayet M manifoldundan baska D distribiisyonunu kapsayan bir integral manifoldu
yoksa M manifoldu D distribiisyonunun bir maksimal integral manifoldu olarak
adlandirilir.
M diferansiyellenebilir manifoldunun bir alt manifoldu M olmak iizere her p € M igin D

nin p noktasii igeren bir maksimal integral manifoldu mevcutsa D integrallenebilirdir

denir (Duggal ve Bejancu, 1996).
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M manifoldunun lineer konneksiyonu V olmak iizere X3,Y; € I'(D) i¢in Vy Y; € I'(D)

oluyorsa D paralel distribiisyondur denir.

D, n —boyutlu bir M Riemann manifoldu {izerindeki distribiisyon olmak iizere [X;,Y;] €
I'(D) olacak sekilde X;,Y; € I'(D) vektor alanlar1 varsa D’ye involutive distriblisyon adi
verilir. M manifoldu tizerindeki bir distribiisyon integrallenebilmesi i¢in gerekli ve yeterli

sart D’nin involutive olmasidir (Duggal ve Bejancu, 1996).

2.2.5. Tanim Bir Riemann manifoldu (M, §) ve M manifoldunun bir altmanifoldu da M

olsun. M nin her p noktasi igin,
TM = {V; € T (p): § (X1, %) = 0, VX;, € Tyy(p)}

bi¢iminde tanimlanan altuzaya M manifoldunun normal uzay: denir. V, vektoriine M
manifoldunun normal vektori, V, vektoriintin birim vektor olmast durumunda V,’ye M
manifoldunun birim normal vektérii adi verilir. M manifoldunun her normal vektoriinii

igeren T+ M uzayina da M manifoldunun normal demeti denir.

2.2.1.Not Bir Riemann manifoldu M’nin altmanifoldu M olsun. Bu durumda M
altmanifoldunun tanjant demeti TM ve tiim normal vektdrlerinin vektdér demeti de T+M

ile gosterilsin. O zaman, M nin tanjant demeti
TM =TM @ T*M
bi¢ciminde yazilabilir.

2.2.6. Tamim (M, §) bir Riemann manifoldu ve M de M nmn altmanifoldu olsun. M ve M

iizerindeki Riemann konneksiyonlar sirasiyla V ile V olmak iizere her X;,Y; € y(M) igin,

o x(M) x x(M) - x*+(M)
(X1, Y1) = o(Xy, Y1) = §X1Y1 —Vx, 1
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bi¢iminde tanimli simetrik o bilineer formuna M nin ikinci temel formu adi verilir. Sayet

o= 0 oluyorsa M ye total geodezik altmanifold denir.
ﬁxlyl = VX1Y1 + O-(Xl, Yl) (221)

seklinde verilen formiile de Gauss formiilii ad1 verilir. Burada ?Xl Y; in teget ve normal
bilesenleri sirastyla Vy Y; ve o(X;,Y;)’dir. M’nin ikinci temel formu c’nin kovaryant

tirevi Vo’1da her X;,Y;,Z; € y(M) igin,
(Vxl o)(Y1,Z1) = lel o(Y1,Z1) — G(VX1Y1,Z1) — o(Yy, Vxlzﬂ (2.2.2)

seklinde tanimlariz. 6'nun kovaryant tiirevi Vo’a M nin igiincii temel formu denir (Chen,

1973).

n —boyutlu Riemann manifoldu (M, §)’nin bir altmanifoldu M ve p € M noktas
icin, {eq, €y, ...,en} Ty (p)’nin lokal otonormal bazi olsun. O zaman M ’nin ikinci temel

formu o’nin normu

n

ol = > g (olewes), olewey)) (223)

ij=1
seklinde tanimlidir.

2.2.7. Tamim n —boyutlu Riemann manifoldu M’nin bir altmanifoldu M olsun. , M
manifoldunun ikinci temel formu olacak sekilde M iizerindeki bir p noktast i¢in Ty, (p) nin

{eq, ey, ..., €4} lokal ortonormal bazini ele alalim.

n

H = %Z G(ei, ei) (224)

i=1

seklinde taniml1 vektdre M nin ortalama egrilik vektorii adi verilir. Sayet ortalama egrilik

vektori sifir oluyorsa M’ye minimal altmanifold ad1 verilir (Pandey ve Gupta, 2008).
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2.2.8. Tanim n —boyutlu Riemann manifoldu M’nin bir altmanifoldu M ve o, M
manifoldunun ikinci temel formu, H da ortalama egrilik vektorii olsun. Her X;,Y; € y(M)
i¢in,
o(X, Y1) = g(X, Y1)H (2.2.9)
oluyorsa M’ye M’nin total umbilik altmanifoldu denir. Sayet
g(O'(Xl, Yl)iH) = AQ(XL Yl)l A € C( M' R) (226)
esitligi saglaniyorsa M’ye M’nin pseudo-umbilik altmanifoldu denir. Her total umbilik
altmanifold pseudo-umbilik altmanifoldu oldugu kolayca goriilebilir. Ancak tersi dogru

degildir (Pandey ve Gupta, 2008).

2.2.9. Tamim n —boyutlu Riemann manifoldu M’nin bir altmanifoldu M ve V* de M’nin

normal demetindeki konneksiyon olsun. Her X; € y(M) ile V € (M) igin,

Az (M) X x(M) - x(M)
(V,X1) » A(V,Xy) = AyX, = Vg V =V V

ile tanimlanan bilineer doniisiime M ’nin sekil operatérii ad1 verilir (Chen, 1973).
Vi,V = —ApX,+Vix V (2.2.7)

formiiline de Weingarten formiilii adi verilir. M’nin sekil operatorii Ay, ’nin kovaryant

tiirevi de,
(vxlA)Vyl = VX1AVY1 - AVJ.X1VY1 - AVVXIYI (228)

seklinde tanimlanir (Chen, 1973; Chen 1990).
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Her Y; € (M) ileV € y*(M) i¢cin g(Y;,V) = 0 esitliginin X; € y(M) ye gore kovaryant

tiirev alinirsa,
X19(Y1,V) = g(Vx, Y1, V) + g(¥, Vg, V) = 0 (2.2.9)
elde edilir. Burada Gauss ile Weingarten formiilleri uygulanirsa
g(VXlYl, V) + g(o(X, 11),V) — g(Y1, AvX1) + (Y3, lelv) =0
dir. Buradan gerekli sadelestirmelerle

94y, X1) = g(o(X1, 11),V) (2.2.10)

esitligi elde edilir. M nin Ay, sekil operatorii ile ikinci temel formu o arasindaki baglantiyi

bu son esitlik verir (Chen, 1973).
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3- (k, 1) KONTAK METRIiK MANIiFOLDLAR

3.1 Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlar

3.1.1. Tanim Diferansiyellenebilir bir M manifoldunun her p noktasi i¢in J?> = —I olacak
sekilde Ty (p) tanjant vektor uzaymin bir J lineer doniisiimiiniin olmasi durumunda J
tensor alanina M manifoldu iizerinde bir hemen hemen kompleks yapt adi verilir. Bir |
hemen hemen kompleks yapisiyla belirtilen manifolda da bir hemen hemen kompleks

manifold ad1 verilir.

Diferansiyellenebilir bir M manifoldu iizerinde (1,1) —tipinden tensér alam1 J olsun. O

zaman her X;, Y; €x(M) igin,

N, (X1, Y1) = J?[X, Vil + UX1, Y1l = JU X4, Yal = J (X1, /Y1)
= —[X, V1] + UXy,JY1] = JU X1, Y1l = J[X1,JY1]

bigiminde tamiml1 N; tensor alanina / hemen hemen kompleks yapisinin Nijenhuis tensorii

denir (Atceken ve Arkadaslar1 2015).

3.1.2. Tamim Bir hemen hemen kompleks manifold (M,]) nin Nijenhuis tensorii sifir
oluyorsa yani N; = 0 ise M manifolduna bir kompleks manifold adi verilir (Yano ve Kon,

1984; Yano ve Kon, 1979).
M manifoldu iizerinde her X;, Y; € y(M) igin,

gUJX,JY1) = g(X1, Y1)

oluyorsa bu duruda g Riemann metrigi Hermitian metrik olarak adlandirilir. O halde
Hermitian metrigi ile verilen hemen hemen kompleks manifolda hemen hemen Hermitian
manifold denir. Ayrica, Hermitian metrigi ile verilen kompleks manifolda da Hermitian
manifold denir (Yano ve Kon 1984).
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M hemen hemen Hermitian manifold olmak iizere hemen hemen Hermitian yapisinin

temel 2 —formu, asagidaki @ doniisiimii ile verilir.

P(X1, Y1) = g(X1, /1)

M hemen hemen Kompleks manifold olmak iizere eger temel 2-formun tiirevi sifir, yani
(d® = 0) oluyorsa o zaman M manifoldundaki g Hermitian metrigi, Kaehlerian metrik
olarak adlandirilir. M kompleks manifoldu Kaehlerian metrigine sahip ise o zaman

manifolda Kaehlerian manifold denir (Yano ve Kon, 1979).

3.1.3. Tamim (2n + 1) —boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold M olsun. ¢, M iizerinde
birinci mertebeden kovaryant ve birinci mertebeden kontravaryant yani (1, 1) —tipinden
bir tensér, & bir vektor alani,  da & nin duali (1-form) olmak iizere her X; € y(M) igin,

asagidaki esitlik saglaniyorsa (¢, &, 1) yapisina hemen hemen kontak yap: denir.

X1 = —Xi + n(X)é p&= 0, n(eX) =0, n(&) =1. (3.11)

Hemen hemen kontak yapi ile verilen manifolda da hemen hemen kontak manifold denir
(Koufogiorgos, 1997; Yano ve Kon 1984).

3.1.4. Tamm (¢,§n) hemen hemen kontak yapisina sahip (2n + 1) —boyutlu M

manifoldu, hemen hemen kontak manifold olsun. Bu durumda her X;, ¥; € y(M) igin

g:x(M) x x(M) - R

olmak tlizere

n(X1) = 9(X1, ) (3.1.2)

ve

9(pXq, ¢¥1) = g(Xy,Y1)- n(X)n(Yy) (3.1.3)
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kosullarina sahip bir g Riemann metrigi varsa M iizerinde (¢,&,1,9) yapisina hemen
hemen kontak metrik yap1, bu yapiya sahip M manifolduna da hemen hemen kontak metrik

manifold denir (Koufogiorgos, 1997).

3.1.1. Teorem (2n + 1) —boyutlu hemen hemen kontak metrik manifold M(g, & 7, g)
olsun. O zaman manifold iizerinde asagidaki g Riemann metrigi her X,,Y; € (M) igin,

daima vardir (Yano ve Kon, 1979).

9(pXq, ¢¥1) = g(Xy,Y1)- n(X)n(Yy) (3.1.4)

3.1.1. Sonu¢ (2n + 1) —boyutlu M(g, & 1, g) hemen hemen kontak metrik manifoldu
verilmis olsun. Her X;,Y; € (M) i¢cin ¢ : (M) — x(M) olmak iizere

9(@X1, Y1) = — g(X1, p11), (3.1.5)

esitligi vardir. Bu esitlik bize ¢ nin g Riemann metrigine gore anti-simetrik bir tensor alani

oldugunu gosterir (Koufogiorgos, 1997).

3.1.5. Tamm M(g, & 17,g) (2n + 1) —boyutlu diferansiyellenebilir manifoldu iizerinde,
(¢, €,1, g) hemen hemen kontak metrik yapisi verilsin. Bu durumda her X3, Y; € x(M) icin,

D(X1, Y1) = g(Xy, 1) (3.1.6)

bi¢imindeki @ doniisimii hemen hemen kontak metrik yapinin temel 2 —formu olarak

adlandirilir. O zaman her X, Y; € (M) igin

(X, Y1) = g(Xy, oY1) = —g(Y1, 0 X1) = —@(Y1, X;)

dir. Buda @ temel 2 —formun anti-simetrik oldugunu gdsterir (Yano ve Kon, 1979).

3.1.6. Tamm M (g, & n,g) hemen hemen kontak metrik manifold olsun. M(¢, & 1, g)

{izerinde tanimli (1,1) —tipindeki ¢ tensér alan1 igin her X;,Y; € (M) olmak iizere
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N,(Xy,Y1) = ?*[X1, 1] + [oX, V1] — oleX1, V1] — ol Xy, oY) ]

bigiminde tanimli (1,2) —tipinden N, tensor alani varsa bu tensor alanina manifoldun

Nijenhuis tensorii denir.

3.1.7. Tamm M (o, &,m, g) bir hemen hemen kontak metrik manifold olsun. Bu durumda

M(p, & n,9) X R iizerinde herhangi bir vektor alan

(s

bigiminde tanimlanir. Burada X;, M (¢, & 7, g) manifolduna teget bir vektor alani; t, R nin

bir koordinatidir. M (¢, & 1, g) X R deki bir hemen hemen karmasik yapi

(% 35) = (o8~ FEn0t)3)

biciminde tanimlanir. Boylece gerekli islemler yapilirsa

P (s ) == (v )

oldugu agiktir. Bu durumda ] lineer doniisiimiiniin M(g, & 7,g) x R hemen hemen

kompleks yap1 olmasi, J2 = —I oldugundan kaynaklaniyor (Yano ve Kon 1984).

3.1.8. Tamim 2n —boyutlu bir Hemen hemen kompleks manifold M olsun. Bu manifold
lizerinde tanimli / hemen hemen kompleks yapisinin Nijenhuis tensérii N; = 0 oluyorsa J

doniistimiine integrallenebilirdir ad1 verilir.

(2n + 1) —boyutlu hemen hemen kontak metrik manifold M (g, & 7, g) ve Reel dogru R
olmak iizere M(¢p & n,g) X Rdeki ] ile verilen hemen hemen kompleks yapi
integrallenebilirse (¢, & 7, g) hemen hemen kontak metrik yapisina normaldir denir (Yano
ve Kon 1984).
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3.1.9. Tanim  M(¢, & 1,9),(2n + 1) —boyutlu hemen hemen kontak metrik manifold

olsun. Sayet
N,+2dn®&=0

oluyorsa M (g, & 1, g) manifolduna normaldir denir. Burada dn dis tiirev operatorii her X,

Yl EX(M) i(}in,
2dn(X, Y, ) = Xy n(M1) —Yin(Xy) — n([X, Y1 D
ile tanimlidir (Yano ve Kon 1984).

Bir M(¢, & 1, g) kontak metrik manifoldunda L Lie tiirevi, h simetrik tensorii olmak iizere;

h: x (M) — x(M)

1 1
X, — h(Xy) = B (L§¢’)X1 = E{L§¢X1 - (0L§X1}

seklinde tanimli (1,1) tipinden h tensdr alani verilsin. O zaman h simetrik tensorii

asagidaki esitlikleri saglar.
hp=—¢h, h§=0, iz(h) = iz(ph) =0, (3.1.7)

M (@, & 1, g) kontak metrik manifoldunun Riemann egrilik tensorii R olmak iizere X;, ¥

ex (M) igin,
ﬁ(XpYﬂf = k{n(Y)X; — n(XDY1} + u{n(¥1)hX; — n(X)hYq}, (3.1.8)

esitligini saglaniyorsa manifolda (x ,p) —kontak metrik manifold denir. Burada k ve p
reel sabitlerdir. Ayrica (3.1.8) de p = 0 ve k = 1 olmas1 durumunda manifolda Sasakian

manifoldu ad1 verilir.

M(p &n,9), (2n + 1) —boyutlu (k, 1) —kontak metrik manifoldu olmak iizere
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h? = (k- 1)¢, K < 1igin (3.1.9)

dir. Ayrica (2n + 1) —boyutlu bir (x, ) —kontak metrik manifoldu her Xy, ¥, ex (M)

i¢in,
(Vx, 91 = g(Xy + Xy, Y)E— n(Y) (X, + hX,) (3.1.10)

esitligini saglar. Burada V, Riemann konneksiyon, g de Riemann metrigidir, (3.1.10)’da

Y;=¢&alimirsa

?lez —@X1 — phX, (3.1.11)
elde edilir (Venkatesha, Srikantha ve Siddesha, 2019).
3.1.10. Tamm M, hemen hemen kontak metrik manifoldu M(g & i,g)’nin  bir
altmanifoldu olsun. O zaman M (¢, & 7, g) deki g Riemann metrigi M {izerine indirgenmis
olur. Boylece (M, g) de bir Riemann manifoldu olur (Dirik ve Atgeken 2014) Her X,
€ y(M)veVe (xt(M) igin
ve

oV =BV +CV (3.1.13)

seklinde gosterilebilir. Burada ¢X; in teget ve normal bilesenleri sirasiyla EX; ile FX;, ¢V

nin teget ve normal bilesenleri de sirasiyla BV ile CV seklindedir. Bu durumda alt

manifolda indirgenen tensorler,

E:x(M)— x(M), F:x(M)— xy*(M)

Ve
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B: x*(M) —> (M), C:x*(M)— x(M)

seklinde tanimli lineer doniistimlerdir. Burada F = 0 ise M ye invaryant, E = 0 ise M

ye M (o, & 1, g) nin anti-invaryant altmanifoldu denir (Pandey ve Gupta, 2008).

Simdi her X; € y(M) igin, (3.1.12) denklemine ¢ uygulanirsa

?*X; = p(@X,) = p(EX; + FX;)

yazilir. Burada (3.1.1) denklemi kullanilirsa

X1+ n(X1)&= p(EXy) + o(FXy)

= FEEX, + FEX, + EFX, + FFX;

= E2X, + FEX, + BFX, + CFX, (3.1.14)
oldugu goriiliir. (3.1.14) denkleminin teget bilesenlerinden

E?’X, + BFX, = =X, +n(X,)¢&
yazilir. O halde
E?=—-1+n®&— BF (3.1.15)
dir. Simdi (3.1.14) esitliginin normal bilesenlerinden,
FEX, + CFX, =0

yazilir. Bundan

FE +CF =0 (3.1.16)

esitligi bulunur.
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Benzer olarak V ey (M) igin,

PV ==V +nl)¢

esitligi yazilir. Burada (3.1.13) denklemi ve n(V' ) = 0 esitligi kullanilirsa

—V = (V) = p(BV) + p(CV)
= EBV + FBV + BCV + C%V (3.1.17)

bulunur. Boylece (3.1.17) esitligin teget bilesenlerinden

EBV + BCV =0

dir. O zaman

EB+CB=0 (3.1.18)

esitligi yazilir. (3.1.17) denkleminin normal bilesenlerinden

FBV 4+ C?V =-V

dir. Buradan da

FB +C? = —I (3.1.19)

bulunur.

Ayrica, her X1,Y; ex(M) igin (3.1.5) denkleminden

9(@X1, Y1) = —g(Xq, oY1)
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yazilabilir. Boylece (3.1.12) denklemi kullanilirsa

g(EXI + FXl; Yl) = _g(XliEYI + FYl):
g(EXy,Y,) = —g(X1, EY;) (3.1.20)

dir. Benzer olarak her V, W; ext(M) igin (3.1.5) denkleminden
g(¢V) Wl) = _g(Vl §0W1)
yazilir. Burada (3.1.13) esitligi kullanilirsa

g(BV + CV, Wl) = _g(V,BW1 + CWI),
gv,cwy) = —g(Cv,wy) (3.1.21)

dir. Benzer sekilde her X; € y(M) ve V e (1 (M) igin (3.1.5) denkleminden
9(0X1,V) = —g(Xy, oV)
yazilir. Boylece (3.1.12) ile (3.1.13) esitlikleri kullanilirsa

g(EX; + FX,,V) = —g(Xy, BV + CV)
g(FXy,V) = —g(Xy, BV) (3.1.22)

esitliklerinin oldugu gortiliir.

Ayrica, M(¢, & n,g) hemen hemen kontak metrik manifoldu iizerinde V Levi-Civita

konneksiyonunu belirtmek iizere ¢ tensoriiniin kovaryant tiirevi her X;, ¥; € y(M) i¢in
(Vx,0)Y1 = Vi, 0¥ — oV Yy (3.1.23)

bi¢imindedir.
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Burada altmanifolda indirgenen tensorlerin kovaryant tiirevleri de her Xy, Y; € y(M) ve

Vexyt(M) igin

(Vx,E)Y, = Vx EY, —EVy Y, ve (Vx F)Y, = Vx FY, —FVx Y,  (3.1.24)
ve

(Vx,B)V =Vx, BV —BVy,V ve (Vx,C)V = Vx,CV —CVy,V (3.1.25)
seklinde tanimlanirlar (Pandey ve Gupta, 2008).

3.1.1 Yardimct Teorem Bir M(p & n,g) (x,n) —kontak metrik manifoldunun
altmanifoldu M olmas1 durumunda X, Y; ex(M) ve V ex* (M) igin,

(Vx,E)Yy = Bo(X1, Y1) + Apy, X1

+9( Xy + hX,Y)E— n(Y) (X, + h Xy) (3.1.26)
(Vx,F)Y, = —o(X,EY,) + Co(Xy, Y1) (3.1.27)
(Vx,B)V =Acy X, —EAy X, (3.1.28)
(Vx,C)V = —o(X,,BV) — FAy X, (3.1.29)

seklinde tanimlanir. (2.2.1), (3.1.10) ve (3.1.11) denklemlerinden her X, ex(M) ve
Vext(M) igin

VX1§: _EX1 - Eth,

seklinde verilir.
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4 KONTAK PSEUDO-SLANT ALTMANIFOLDLAR
4.1 . (k, ) Kontak Metrik Manifoldlarin Kontak Pseudo-Slant Altmanifoldlari

4.1.1. Tanim Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu M (¢, & 7, g) nin bir altmanifoldu
M olmak iizere, M nin her bir p noktasindaki Ty (p) tanjant uzaym r —boyutlu D, alt
uzaya gotiiren doniisiim D olsun. ¢ € y(M) olmak lizere her p € M ve her Xy, €T(Dp)
vektorii icin, @X; » Ve D,, vektor alt uzaymin arasindaki 6, (p) acis1 bagimsiz ve sabit
yani p € M ve X; » € ['(Dp) se¢iminden bagimsiz ise M lizerinde D distribiisyonuna

slant distribiisyon denir. 8 sabit agisina da D distribiisyonunun slant a¢is: denir. Bundan

sonra slant distribiisyon Dy ile gosterilecektir.

4.1.1. Teorem M(¢,&,m,g) hemen hemen kontak metrik manifoldunun bir altmanifoldu M
ve Dg da M iizerinde & ye ortogonal distriblisyon olsun. O zaman Dg distribiisyonunun

slant olmasi i¢in gerek ve yeter sart her X; €1(Dg) igin
(PT)2X1 = —/1X1

olacak sekilde bir A € [0,1] (A = cos? ) sabitinin var olmasidir. Burada P, Dy
tizerinde bir ortogonal projeksiyondur (Cabrerizo, Carriazo, Fernandez ve Fernandez,
1999).

4.1.2. Tanim M (o, &,m, g) hemen hemen kontak metrik manifoldun bir altmanifoldu M ve
p € M igin &, ile lineer bagimli olmayan sifirdan farkl bir vektor X; olsun. EX; ile pX; in
arasindaki agiya slant agisi denir. Bu aciy1 8 (p) ile gosterirsek Vp € M noktasi ve VX; €

Ty(p) — {&p} icin O(p) slant agis1 sabit ise M ye M (o, & n, g) nin slant altmanifoldudur
denir. Ayrica 8(p) € [0,%] dir (Cabrerizo ve Arkadaslar1 2000).

Buna gore bir hemen hemen kontak metrik manifoldunun

a) Anti-invaryant altmanifoldlar1 6zel olarak 6 = g slant ac1l1 slant altmanifoldlardir.
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b) Invaryant altmanifoldlari ise & = O slant agil1 slant altmanifoldlardir.

Bir slant altmanifold ne invaryant ne de anti-invaryant altmanifold ise proper slant

altmanifold olarak adlandirilir.

4.1.2. Teorem Bir hemen hemen kontak metrik manifold M(¢, & 7, g) nin & ye teget

altmanifoldu M olsun. O zaman M nin slant altmanifold olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

E2= -1 -1®& (4.1.1)

olacak bicimde bir A € [0, 1] sabiti vardir. Ayrica M nin slant agis1 8 ise A2 = cos?8 dir
(Cabrerizo ve Arkadaslar1 2000).

4.1.1. Sonug Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu M (g, & 7, g) nin 6 slant acili bir
slant altmanifoldu M olsun. O halde her X;, Y; € x(M) igin

9(EXy, EYy) = cos?0{g(Xy, Y1) — n(X) (Y1)} (4.1.2)

ve

g(FXy,FY;) = sinZB{g(Xl, Y1) — n(X) (Y1)} (4.1.3)

dir (Cabrerizo ve Arkadaslar1 2000).

Ispat (3.1.20) denkleminde X, yerine EX; almirsa ve (4.1.1) denklemi kullanilirsa

g(EXy,EYy) = _Q(EZXL Y1)
= g(cos*0(Xy — n(X)& Y1)
= cos*0{g(X,, Y1) — n(X) n(Y)}

yazilir. Boylece (4.1.2) esitligi ispatlanmis olur. Diger taraftan (4.1.3) esitligini ispatlamak
icin (3.1.3) ve (3.1.12) denklemleri kullanilirsa
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9(@Xy, oY1) = g(X1, Y1) — n(Xn(Yy)
g(EX; + FX,EY, + FY,) = g(X1, Y1) — n(X)n(Yy)
g(EX, EYy) + g(FX1,FY;) = g(Xy, Y1) — n(X)n(Yy)

dir. Burada, (4.1.2) denklemi kullanilirsa

g(FX, FY)) = g(X1, Y1) — n(Xpn(Yy) — COSZQ{Q(XL Y1) — n(X)n(Y)}
= sin®0{g(X,, Y1) — n(X) n(Y)}

dir. Boylece (4.1.3) denklemi de ispatlanmis olur.

4.1.3. Tanim Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu M (¢, & 7, g) nin bir altmanifoldu

M olsun. Bu durumda

a) TM = D@Dy, € I'(Dy)

b) D+ distribiisyonu, anti-invaryant distribiisyon, yani,

eD* c (T*M)

C) M izerinde Dy, 6 —slant agili slant distribiisyon olacak sekilde Dy ve ¢(Dpg)
arasindaki sabit slant ag1 68 # /2 dir.

Sartlarin1 saglayan iki ortogonal distribiisyon D ve Dy varsa M ye M(¢, & n,g) nin
kontak psedo-slant alt manifoldu denir (Khan ve Khan 2007).

Bu tanimda 6 = 0 ise kontak pseudo slant altmanifold semi-invaryant altmanifold adini
alir. Boylece kontak pseudo slant altmanifold semi-invaryant altmanifoldlarin bir
genellemesidir. Diger taraftan eger, boy(D*) = d, ve boy(Dy) = d, ile gosterilirse

asagidaki kosullar elde ederiz.

i) d, = 0ise M, bir anti- invaryant altmanifolddur.
i) d; = 0ved = 0ise M, bir invaryant altmanifolddur.

iii) d; = 0ved =+ 0ise M, @ slant agil1 proper-slant altmanifoldur.
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iv) Egerd;.d, #0ved € (0, g) ise M proper kontak pseudo-slant altmanifolddur.

Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu M(¢, & n,g) nin kontak pseudo-slant

altmanifoldu M olsun.
Py i x(M)—I(D*), Py : x(M)— I'(Dy)
ortogonal projeksiyonlar1 gostersinler. Her X; € y(M) i¢in
X1 =P Xy + PX (X)) ¢ (4.1.4)
seklinde yazilabilir. O halde P, X, €I(D*) ile P,X; €I(Dy) dir.
Simdi (4.1.4) denklemine ¢ uygulanirsa,
pX1 = P X, + P X4
yazilir. Burada (3.1.12) esitligi kullanilirsa
EX, + FX, = EPi Xy + FP;X; + EP,X; + FP,X;
oldugu goriiliir. P,X; € I'(D*) oldugundan EP,;X; = 0 dir.
EX, + FX, = EP,X, + FP, X, + FP,X; (4.1.5)
olur. Boylece bu denklemin teget ile normal bilesenleri sirasiyla
EX; = EP,X;
Ve

FXl = FP1X1 +FP2X1
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oldugu goriiliir. Burada

(pP:le =FP1X1, EP1X1 =0

ve

P, X, = EP,X, + FP,X,, EP,X,E€I(Dy)

dir.

D+ ve Dy, M iizerinde ortogonal distribiisyonlar oldugundan her X; € I'(Dy) ve Z; €
(DY) igin

ve

90Zy =EZ, +FZ, =FZ, € F(DY), EZ, =0 4.1.7)

dir. Simdi (3.1.3) esitliginden

90X, 0Z1) = g(X1,Z1) — n(ZIn(X1)

yazilir. O halde (4.1.6) ile (3.1.12) denklemleri kullanilirsa

g(EX1 + FX1,FZ1) = g(X1'Z1) - TI(X1)Q(Z1' f)
9(EXy,FZ,) + g(FX1,FZy) = g(X1,Z,)
g(FX,FZ;)= 0

oldugu goriiliir. Burada FX; € F(Dy) ve FZ, € F(D") oldugundan, F(D*) ve F(Dp)
distribiisyonlarinin  birbirlerine ortogonal oldugunu gosterir. Boylece T-M —normal

uzayint
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T<M = F(D4) ® F(Dg) ® W
biciminde ifade edebiliriz. Burada ', ¢(TM) nin T*M deki ortogonal tiimleyenidir.
4.1.3. Teorem M, M(g, &1, g) (i, b) —kontak metrik manifoldunun kontak pseudo-slant
altmanifoldu olmas1 durumunda D+ anti-invaryant distribiisyonu daima integrallenebilirdir
(Dirik, 2019).

Ispat Her X4, Y; el (D?) igin, esitlik (3.1.10) kullanilirsa

ﬁxl @Y; = (0§X1Y1 + 99Xy + hXy, Y1) E— Apy Xy + VéFYi
= EVy. Yy + FVy Y, + Bo(Xy,Y;) + Co(Xy, ¥y) + g(Xy + hXy, 1) &

yazilir. Bu denklemin teget kisimlar alinirsa
—Apy, X1 = EVg Y1 + Bo(Xy, Y1) + g(X1 + hX1,11)¢ (4.1.8)
dir. Daha sonra yukaridaki denklemde X, ile Y; yer degistirilirse
—Apx, Y1 = EVy Xy + Bo(Yy, X)) + g(Yy + hYy, X,) € (4.1.9)
elde edilir. (4.1.8) ve (4.1.9) den gerekli islemler yapilirsa,
E[Yy, X,] = Apx, Yy — Apy, X (4.1.10)

olur. Diger taraftan, (2.2.1) (2.2.7) (2.2.10) ve (3.1.10) esitlikleri kullanilirsa ve her
Ueyx(M) igin,

g(AFX1Y1 — Apy, X1, U) = g(a(Yy,U),FX;) — g(o(Xy,U), FYy)
= g(o(Y, U),FX;) — g(VyXy, FY1)

= g(a(Y1,U),FX;) — g ((ﬁu (0)Y1 + oVy Y1:X1)
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= g(o(1y, U),FX,) = g(g(U + hU, YD) & X))+ g(oVy Y1, X1
= H(AFX1Y1» U) — 9(6UY1 , 0X1)
= g(AFxlyb U) — g(o(Y,,U),FY;) =0
boylece
9(Arx, Y1 — Apy, X1, U) = 0 (4.1.11)
bulunur. Boylece (4.1.10) ve (4.1.11) denklemlerinden
E[Y;,X]=0
bulunur. Bu da teoremi ispatlar.
4.1.4. Teorem M(g, & n,g) bir (1) —kontak metrik manifoldunun kontak pseudo-slant
altmanifoldu M olsun. Bu durumunda slant distribiisyon Dg’nin integrallenebilir olmasi
icin gerekli ve yeterli kosullardan biri her X;,Y; e/(Dg) ve Z, e[{D%) igin
9(ApcrZy + EApz, Y1, X1) = 9(Acrx,Z1 + EApz, X1, Y1)

olmasidir (Dirik, 2019).

Ispat Her X,,Y, eI(Dg) ve Z; eI(D?) i¢in, (3.1.3) ve (3.1.29) kullanilarak,

9([X1, 1], Z1) = g(?lelﬁzl) - g(ﬁlel,Zl)
= g(ﬁylzp)ﬁ) - g(ﬁlel, Y1)
= g((oﬁYlZl' €0X1) - g((oﬁlel, ¢7Y1)

(2.2.7), (3.1.23) ve (3.1.10) esitligi kullanilirsa

9Xu112) =g (V0% — (V, 921, 0%:) = g (Vx, 0% — (V, 927, 013)

= 9(Vy, 021, X,) — g(g(Yy + hYy, Z1) & 0X,)
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~9(Vx, 0Z1, oY1) + g(g(Xy + X1, Z1)& oY)
= g(ﬁn (PZ1’EX1) + g(ﬁyl §DZ1'FX1) - g(ﬁxl ¢Z1'EY1) -
9(Vx, ¢Z1, FY,)
= —g(A,2,EX1, Y1) + 9(A,2,EY1, X1) — (V2 X1, oF Y1) —
9(61/121’ (PFX1)
= 9(Ayz,EY1, X1) — (Apz,EX1, Y1) + g(Vx, Z1, BFY;)
—9(Vy,Z1,BFX,) + g(Vx,Z,, CFY;) — g(Vy, Zy, CFX,)

yazilir. Buradan da (4.1.2) ve (4.1.3) esitlikleri kullanilirsa

= 9(Apz,EYs + EA 7, Y1, Xq) — sin?0g(Vx, Z1, Y1)

0Zy

+sin?0g(Vy,Z, , X1) — g(o(Xy1,Zy), CFY;)

—g(G(Yl, Zl)) CFXl);
= Q(EA¢21Y1 + A¢ZlEY1:X1) + sinzeg([Xl, Y11,Z,) + g(ACFY1X1 -

ACFlelle) :
Boylece,
cos*0g([X1,Y11,Z,) = g(EA(le Y, + A(leEYl'Xl) + Q(ACFY1X1 — Acrx, Y1, Z1)
sonucuna ulasiriz. Bu da ispat1 tamamlar.

4.1.4. Tamm Bir (x, ) —kontak metrik manifoldu M (g, & 1, g) 'nin bir kontak pseudo-

slant altmanifoldu M olsun.

i. HerX;, Y;eI'(Dy) i¢in o(X1,Y,) = 0 ise M’ye Dy —total geodezik altmanifold,
ii. Her Z, W, el(D?) icin, o(Z,, W;) = 0 ise M’ye D+ —total geodezik altmanifold,

iii. Her X;el(Dy) ve Z;el(DY) icin, o(Xy,Z;) =0 ise M’ye mixed-total geodezik

altmanifold denir.
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4.15. Teorem M(g & n,g) bir (k,n) —kontak metrik manifoldunun proper kontak
pseudo-slant altmanifoldu M olsun. M altmanifoldu ya bir anti-invaryant ya da mixed-total
geodezik altmanifolddur (Dirik, 2019).

Ispat Her X, el(Dy), Y; e[(D*) ve V ey (M) igin (3.1.10), (3.1.23), (3.1.25), (3.1.28) ve
(3.1.29) kullanarak,

gAvX,Y) = g(Vx,Y1,V) = —g(Vi, V. Y1) — 9(oVi,V, 0X1)
= 9((Vx,0)V = Yy, 0, )
= g((X; + hX, Y))EFX,) — g(Vx BV + Vi CV,FV)
= —g(o(Xy,CV),FY;) — g(Vx,CV,CY;)

Buradan gerekli islemler yapilirsa

9(AvX1, 1) = —g(o(Xy, BV), FY) = g ((V, OOV + CV5,V,FV)

= g(o(Xl’BV)'Fyl) - g(_G(Xl,BV) - FAVXlr FV)
= g(FAyX,,FY;) = —g(BFAy X4, Y1)

elde ederiz. Boylece gerekli islemler yapilir ve (3.1.15) denklemi kullanilirsa

g(AyX1, V) = —g(—ApXy + n(AyX,)E— E*AyX,, Yy)
=g(AyX, 1) + g(EzAVXp Y1),

yazilir. Yani;
—cos*8g(AyXy + n(AyX,)&Y) = —cos?0g(AyX,, Y1) = 0

dir. Bu bize ya M mixed-total geodezik ya da bir anti-invaryant altmanifold oldugunu

gosterir.
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4.1.6. Teorem M(p & n,9) bir (x,u) —kontak metrik manifoldunun proper kontak

pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda M, ya bir anti-invaryant ya da D+ —total
geodezik altmanifolddur (Dirik, 2019).

Ispat Z,, W, eI (D) ve Vely*(M) igin (3.1.10), (3.1.23), (3.1.25), (3.1.28), (3.1.29) ve
(3.1.30) kullanilirsa,

elde edilir.

veya

9(o(Z, W), V) = —g(Vw,V. Z1) = —g(¢Vw,V, ¢Z1)
= 9 (w0 — Vu, oV, 0Z:)
=—-g(Vw,BV,FZ,) — g(Vw,CV,FZ,)
—g(o(Wy,CV),FZ,) — g(Viy,,CV, FZy)

Buradan da (3.1.15) denklemi kullanilirsa

9(o(Z,W1),V) = —g(o(W,, BV),FZ,) — g((V,,, O)V,FZ,
= —g(o(Wy,BV),FZ;) + g(o(Wy, BV) + F(Ay Wy, FZ,)
= g(FAyW,,FZ,) = —g(BFAy,Z;)
—g(—AyWy + n(AyW) &+ E2 Ay Wy, Z,)
= g(AyWy,Z1) + g(E*Ay Wy, Z1)

—cos?0g(AyW; — n(AyW1)& Z,) = —cos*0g(AyW,,Z1) = 0

elde edilir. Buradan —cos?6g(o(Z,,W;),V) = 0 dir. Bu da M 'nin D+ —total geodezik

ya da bir anti-invaryant altmanifold oldugu anlamina gelir.

4.1.7. Teorem Bir (x,u) —kontak metrik manifoldu M (¢, & i, g)’nin proper kontak

pseudo-slant altmanifoldu M olsun. B paralel ise M ya mixed geodezik ya da anti-invariant
altmanifolddur (Dirik ve Cetin, 2022).



43

Ispat Her X, € I'(Dg) ve Y; € I'(DY) igin, Esitlik (3.1.27) ve (3.1.28) ve (3.1.22) den B

paralelse F paraleldir. Yani VF = 0 dir. Buradan
Co(Xy, Y1) — oX,EY;)) =0
yazilir. Y; € I'(D?), EY; = 0 oldugundan yukaridaki denklemde X;'in yerine EX; yazilirsa
Co(EX,,Y) =0

denklemi elde edilir. Tekrar yukaridaki denklemde X, in yerine EX; kullanilir ve (4.1.1)

uygulanirsa
C G(szl, Yl) = _C COSZGG(X:L, Yl) = 0

esitligi elde edilir. Dolayisiyla ya o(X;,Y;) = 0 (M mixed geodezik) yada 6 = % (M anti-

invariant) dir.
4.1.8. Teorem M bir (x,p) —kontak metrik manifoldu M (¢, & 7, g)’nin proper total
umbilik kontak pseudo-slant altmanifold olsun. Bu durumda eger B paralel ise, M ya

minimaldir ya da anti- invaryant altmanifolddur.

Ispat Her X; €I'(Dy), Y, € (D7) igin, (3.1.27) ve (3.1.28) dan B paralel ise F paraleldir.
Yani VF = 0 dir. Buda

Co(Xy, Y1) — o(Xq,EY;) =0
anlamina gelir. Buradan Y; €I'(D*) ve EY; = 0 igin
Co(X,Y1) =0
olur. Yukaridaki denklemde X; in yerine EX; kullanilirsa.

CU(EXI, Yl) =0
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denklemi elde edilir. M total umbilik oldugundan
C g(EX, Y, )H =0
dir. Tekrar yukaridaki denklemde X; in yerine EX; kullanilir ve (4.1.1) uygulanirsa
Cg(E?X,,Y))H = —C cos?0g(X,,Y})H =0
elde edilir. Buradan daya 6 = % (M anti-invariant) yada H = 0 (M minimal) dir.

4.1.9. Teorem M (¢, & 17,g) bir (x, ) —kontak metrik manifoldunun kontak pseudo-slant
altmanifoldu M olsun. Eger F tensorii Dy slant distribiisyon iizerinde paralel ise M
Dy —geodeziktir ya da o(X;,Y;), Dy iizerinde —cos?6 karakteristik degeri ile C2'nin bir
karakteristik vektoriine sahiptir (Dirik ve Cetin, 2022).
Ispat Her X,,Y; € I'(Dy) igin, (3.1.27) den,
C G(X:l, Yl) - U(Xl, EYl) = 0 (4112)
denklemi vardir. Diger taraftan Dg slant oldugundan Y; yerine Y; —n(Y;)¢& yazilirsa
C o(X,Y1 —n(Y1)¢) — o(Xy,EY;) =0

olur. Boylece

Co(Xy, Y1 —n(Y1) &) = o(Xy, EY,) (4.1.13)
esitligine sahibiz. Simdi £’yi (4.1.13)’e uygularsak

C? o(Xy,Y; —n(¥1)&) = Co(Xy, EY;) (4.1.14)

elde ederiz. (4.1.12)’de Y; yerine EY; alinirsa,
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O-(Xl,Ezyl) = CO-(X:[, EYl) (4115)
elde ederiz. Dolayisiyla (4.1.1), (4.1.14) ve (4.1.15)’y1 kullanilirsa
C? o(X1, Y1 —n(Y1)&) = Co(Xy, EY;) = o(Xy, E?Y;) = — cos?0 o(X,, Y, — (Y1) &)

esitliklerini elde ederiz. Burada ya o= 0’dir. Bu da M’nin Dy —geodezik yada o,

— c0s20 karakteristik degerli C? nin bir karakteristik vektoriidiir.

4.1.10. Teorem M, bir (k, ) —kontak metrik manifoldu M (¢, & 1, g) nm kontak pseudo-
slant altmanifoldu olsun. Bu durumda anti-invariant distribiisyonu D+ daima
integrallenebilirdir (Dirik ve Cetin, 2022).

Ispat Her Z;, W, € (D) igin, (3.1.10)’da

(ﬁz1 §0)W1 =g(Zy + hZ,W)é— n(Wy)(Zy + hZy)
=g(Zy + hZ,Wy)¢&

esitligi vardir. (3.1.10) denkleminde (2.2.1), (2.2.7), (3.1.12) ve (3.1.13) kullanilirsa

ﬁzl oW, — (0621W1 —9(Zy+hz;,W)é= 0,

V2, FWy — (Vg Wi + o(Z1, W) — g(Zy + hZ;, W) E= 0,
—Apw, Zy + Vg Wy — EV, Wy — FV, Wy — Bo(Zy, W,)

—Co(Z,W,) — g(Zy + hZ;,W)E= 0

esitlikleri elde edilir. Teget bilesenleri karsilastirilirsa
_AFW1Z1 - E'VZ1 W]_ - BG(Z]_, Wl) - g(Zl + th, Wl)é: = 0 (4116)

denklemini elde ederiz. Denklemde Z; ve W; yer degistirirse
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—Apz, W1 — EViy, Zy — Bo(Wy, Z,) —g(Wy + AWy, Z,)E= 0 (4.1.17)

esitligini elde ederiz. (4.1.16) denkleminden (4.1.17) denklemini ¢ikararak ve o ile h’nin

simetrik oldugu kullanilirsa,

AFW1Z1 - AF21W1 + E[Vzlwl - Vlel] = 0,
AFW121 - AF21W1 + E[er Wl] =0,
E[Wl, Zl] = Alezl - AF21W1- (4118)

esitligi elde edilir. Ote yandan, her U € y(M) icin, (2.2.1), (2.2.7), (2.2.10), (3.1.10) ve

kullanilirsa,

Q(AFW121 — Apz, Wy, U) = g(o(Z,,U), FW,) — g(o(W,,U), FZ,)
= 9(0(Zy,U), FWy) — g(VyWy, FZy)
= g(o(Zy, U), FWy) + g(9pVyWy, Z1)
= g(o(Z, U), FWy) + g(Vy oWy — (Vy )Wy, Z1)
= g(0(Z,, U), FWy) + g(=Apw, U + VyFWy, Z;)
99U + hU,W1)¢ Z1)
= g(o(Z1,U),FW;) — g(Apw, U, Zy)
= g(o(Z,U),FWy) + g(o(Z,U),FW;) =0

esitligi saglanir. Burada
AFW121 = AF21W1

Sonucu ortaya cikar. Bu esitlik geregince (4.1.18)’da [Wy,Z;] € I'(D*) oldugundan
E[W,,Z,] = 0 dir. Béylece D daima integrallenebilirdir.

4.1.11. Teorem Bir (x, p) —kontak metrik manifoldu M (¢, & 1, g) min kontak pseudo-slant
altmanifoldu M olsun. O zaman Dy slant distribiisyonu integrallenir. Ancak ve ancak her
X1, Y1 € I'(Dy) igin,
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Pi{Vx EY; — Apy, X1 — EVy X, — Bo(Xy, Y1) + n(Y))(X; + hX;)}=0
dir (Dirik ve Cetin, 2022).

Ispat D+ ve Dy iizerindeki projeksiyonlar1 sirasiyla P; ve P, ile gosterelim. Her X;,Y; €
I'(Dy) igin, (3.1.10) denkleminden

(ﬁxl (0)Y1 = g(X, + hXy,Y)DE— (V) (X, + hX,)
esitligi vardir. (3.1.23) uygulanirsa
Vi, oY1 — oVy Y1 — g(X1 + hXy, V) E+ n(Y) Xy + hX,) =0
yazilir. (2.2.1) ve (3.1.12) kullanilirsa

Vi, EYy + Uy, FY, = (Vi Yy + o(X1, 1))

—g(X1 + hXy, Y&+ n(Y) (X, + hXy) = 0.
Boylece (2.2.1), (2.2.7), (3.1.12) ve (3.1.13) uygulanirsa

VX1EY1 + o(X,,EY;) — Aplel + V)l(lel — EVX1Y1 — FVX1Y1
—Bo(X,,Y1) — Co(Xy, Y1) — g(Xy + h X, V) E+ n(Y)(Xy + hX;) =0

esitligini elde ederiz. Bu esitligin teget bilesenlerini karsilastirirsak
Vx, EY; — Apy,x1 — EVx Y; — Bo(Xy, Y1) — g(X1 + hXy, Y1) &+ n(Y)(X; + hXy) = 0.
Yukaridaki denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

Vx, EY; — Aple —EVy X1 +EW X, —EVy Y, — Bo(X,,Y;) —
gXy + hX, Y1) E+ n(Y) (X + hX;) =0,
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elde edilir.

E[X, 1] = Vx,EY; — AFY1X1 —EVy X, — Bo(X1, 1)
—g(Xy + hXy, Y1)E+ n(V) (X1 + hXy).

Burada X1, Y; €I'(Dg), [X1,Y1] €I(Dg), dir. Boylece, yukaridaki denklemin her iki tarafina
P; uygulanirsa P, E[X4,Y;] = 0 oldugundan

Pi{Vx, EY; — Apy, X1 — EVy Xy — Bo(X1, Y1) + n(Y)) (X, + hX;)}=0
dir. Bu da teoremi ispatlar.
4.1.12. Teorem Bir (x, ) —kontak metrik manifoldu M (¢, & 7, g) nin total umbilik kontak
pseudo-slant altmanifoldu M olmasi durumunda asagidaki 6nermelerden en az biri dogru

olur (Dirik ve Cetin, 2022).

I- M proper kontak pseudo-slant altmanifolddur.
lI-H € I'(y).

l1l- boy (D*) = 1.

Ispat X, € I'(D*) olsun. (3.1.10) kullanilirsa,
(Vx, 0)X1 = g(X1 + hXy, X1)E— n(X) Xy + hXy)
yazilir. Buradan (2.2.1) ve (3.1.12) uygulanirsa
Vi, FX, — go(VXle + o(Xy,X1)) = g(Xs + Xy, X)E=0,
yazilir. Buradan (2.2.7) ve (3.1.13), uygulanirsa

—Apx, X1 + Vx,FX1 — FVx X, — Bo(Xy,X;)
—Co(Xy,X1) —g(X, + hX1,X)E=0
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denklemleri elde edilir. Bu denkllemin teget bilesenlerinden

—Apx, X1 + Bo(Xq,X1) + g(X; + hXy,X1)E= 0.

yazilir. Bu denklemin her iki tarafi W, € I'(D%) ile ¢arparsak,

9(Apx, X1, W) + g(Bo(X1,X,), W) =0

elde ederiz. M total umbilik altmanifold oldugundan,

g(Apx, W1, X1) + g(Bo(Xy,X1),W;) =0
g(o(Wy, X1), FX1) — g(o(X1,X,), FW;) = 0
gWy, X1)g(H,FX,) — g(X1,X1)g(H,FW;) = 0
9(X1,X1)g(BH,W,) — g(Wy, X1)g(BH, X;) = 0

esitligini elde ederiz. Yani

9(BH,W1)X, — g(BH,X;)W; =0

olur. Burada BH = 0 yada X; ve W, lineer bagimlidir. Eger BH #+ 0 ise bu H € I'(p)
demektir. Eger X; ve W, lineer bagimli ise bu da anti-invaryant distribiisyon D-’in bir
boyutlu oldugunu gésterir. Dolayisiyla boy(D+) =1 dir. M kontak pseudo-slant
altmanifold oldugundan boy(Dgy) # 0 ve 6 # 0 dir. d;d, # 0 ve 6 # 0 oldugundan M

proper kontak pseudo-slant altmanifolddur

4.1.13. Teorem Bir (x, u) —kontak metrik manifoldu M (¢, & n,g) nin bir kontak proper

pseudo-slant altmanifoldu M olmasi durumunda

1- F paraleldir,

2- B paraleldir,
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3- Herhangi bir Y; € y(M) ve V € y*(M)igin A, Y, + AyEY; = 0.
ifadeleri esdegerdir (Venkatesha ve Arkadaslari, 2019).
Ispat F paralel olsun. Herhangi bir X;,Y; € y*(M),V € y*(M) igin (3.1.27) den,
9((V, )Y, V) = g(Co(X1,Y1),V) — g(o(X1, EY;),V) = 0 (4.1.19)
denklemini elde ederiz. (2.2.10) ve (3.1.28) g6z oniine alindiginda, yukaridaki denklem,;
—g(Acy X1, Vy) + g(EAy Xy, Yy) = —g(Acy Xy — EAyXy, Yy) = —g ((V, B)V. Y1) = 0

dir. Dolayisiyla B paraleldir. Tersi agiktir. Yine, eger F paralel ise, o zaman (4.1.19)'da
(2.2.10) kullanillirsa,

—g(AcyX1, Y1) — g(Ap X, EYy) = —g(AeyYs + AyEY, X)) =0
yazilir. Tersine
—g(AcyY: + AvEY;,X,) =0

Buradan
—g(Acy X1, Y1) — g(AyX,,EY)) =0

yazilir. Bu da bize F ve B tensorlerinin paralel oldugunu soyler.
4.1.14. Teorem Bir (x, ) —kontak metrik manifoldu M (¢, & 1, g)’nin bir kontak proper
pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda E'nin kovaryant tiirevi anti-Ssimetriktir

(Venkatesha ve Arkadaslari, 2019).

Ispat Herhangi bir X;, Yy, Z; € y*(M) igin (3.1.26)'dan.
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9((VX1E)Y1'21) = g(AFY1X1 + Bo(Xy, Y1) + g(X1 + hXy, Y1) E— n(Y) (X, + hX1);Z1)
denklemine sahibiz.

Yukaridaki denklemde (2.2.10)'u kullanarak;

9 (Vi E)1.21) = g(o(Xy, 2,), FYy) + g(Bo(Xy, V), Z1)
+g(X, + RX, YD 0(Z) — n(Y)g(Xy + hXy, Zy)
= —{g(Bo(X1,Z1), Y1) + g(o(X1, Y1), FZ,) —
gX, + hX, Y n(Zy) + n(Y)g(Xy + hXy,Z1)}
= —g((Vx,E)Z;, Y1)

denklemini elde ederiz. Boylece teoremimizi ispatlamis oluruz.

4.1.15. Teorem Bir (x, ) —kontak metrik manifoldu M (g, & 7, g) nm bir kontak proper
pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Eger B paralel ise M ya mixed-geodezik yada anti-

invaryant altmanifolddur (Venkatesha ve Arkadaslari, 2019).

Ispat X, € I'(Dy), Y, € I(D*) ve B paralel olsun. O zaman Teorem 4.1.13’e gore F
paraleldir ve dolayistyla (VxlF )Y1 = 0 dir. Bu,

Co(Xy, Y1) — o(X,EY;) =0
oldugu anlamina gelir.
Yukaridaki denklemde X, yerine EX; Kullanilirsa
Co(EX,,Y;) — o(EX{,EY;) =0
Ayni zamanda Y; € I'(D1) i¢in EY; = 0 oldugundan

CG(EXI, Yl) = 0
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dir. Yukaridaki denklemde X; yerine EX; Kkullaniir ve ayni zamanda esitlik (4.1.1)

uygulanirsa
_G(szl, Yl) = COSZHU(X]_, Yl) =0
denklemine indirgenir.

Buradan da ya 0 = g (M anti-invaryant) ya da o(X;,Y;) =0 (M mixed-geodezik)

altmanifold olur. Bu da ispatimizi tamamlar.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezimizde, (x,u) —kontak metrik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldlarinin
diferansiyel geometrisi ¢alisildi. Bir (x, u) —kontak metrik manifoldun altmanifoldlarinin
kontak pseudo-slant altmanifold olmasi i¢in gerek ve yeterli sartlar verildi. Bir
(x, w) —kontak metrik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldunun tanimindan ortaya
cikan distribiisyonlarin integrallenebilirligi i¢cin gerek ve yeter sartlar arastirildi. Son

olarak, distribiisyonlarin geodeziklik kavramlar1 tanimlandi ve bazi sonuglar elde edildi.

Teoremlerde elde edilen sonuglar baska manifoldlarda da ¢alisilabilir ve farkli songlar elde

edilebilir.
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