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OZET

LOBATTO-CHEBYSHEV YONTEMININ IKi CATLAK iCEREN BiR
ELASTISITE PROBLEMINE UYGULAMASI

OZKAN, Sabahat
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Ana Bilim Dah
Tez Damsmani: Dr. Ogr. Uyesi Ilkem Turhan CETINKAYA
Ocak, 2023, 50 sayfa

Bu tez calismasinda homojen olmayan bir ortamda iki catlak igeren bir
elastisite problemi ele alinmigtir. Problem elastisite teorisinin temel denklemleri,
problemin smnir kosullari, Airy gerilme fonksiyonunun Fourier doniisiim teknigi
kullanilarak bir singiiler integral denklem sistemine indirgenmistir. Elde edilen singuler
integral denklem sistemi Gauss-Chebyshev ve Lobatto-Chebyshev yontemi yardimiyla
¢coOziilmiistiir. Boylece catlak uclarindaki normalize edilmis gerilme siddet faktorleri
(GSF) farkl yiikleme sartlar1 altinda belirlenmistir. Sonuglar ayrintili bir sekilde analiz

edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Catlak problemleri, Gauss-Chebyshev Yontemi, Gerilme Siddet

Faktori, Lobatto-Chebyshev Y&ntemi, Singiiler Integral Denklem
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ABSTRACT
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ELASTICITY PROBLEM WITH TWO CRACKS

OZKAN, Sabahat
Master Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. ilkem Turhan CETINKAYA
January, 2023, 50 pages

In this thesis study, an elasticity problem with two cracks in an
nonhomogeneous medium is considered. The problem is reduced to a system of singular
integral equations with the help of the basic equations of the elasticity theory, boundary
conditions of the problem and Fourier transform of Airy stress function. The reduced
system of singular integral equations is solved by Gauss-Chebyshev method and
Lobatto-Chebyshev method. Normalized stress intensity factors (SIFs) are determined

under different loading conditions. The numerical results are analyzed in detailed.
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GIRIS

Integral denklemler ile ilgili ilk calismalar 19.yy’in baslarinda baslamis
olmakla beraber ayni yiizyilin ortasindan itibaren arastirmalara daha ¢ok 6nem verilerek
elde edilen verilerden sonuglar alimmaya baslanmustir. Integral denklemler ¢ok genis
kapsamli bir konu oldugu icin denklem siniflarina ayrilmistir. Singiler integral
denklemler teorisi ise Poincare ve Hilbert tarafindan baglatilmis olup Mikhlin,
Muskhelishvili ve arkadaslar1 tarafindan hidrodinamik ve elastisite teorisindeki
problemlerin  uygulamalar1 igin gelistirilmistir. ~ Singller integral denklemler,
aerodinamik, hidrodinamik, elastisite ve plastisite ile ilgili problemlerin ¢éziminde
yaygin olarak kullanilmigtir. Uygulamali fizik ve miihendislikte kullanilan karma tip
sinir deger problemlerin formiilasyonunda ise birinci ve ikinci ¢esit Cauchy tipli
singller integral denklem ve denklem sistemleri elde edilmektedir. Bu tir denklemler
katt mekanigindeki catlak problemlerinin biylk bir ¢ogunlugunun ¢éziimiinde 6nemli
bir etkiye sahiptir.

Simdi de singiiler integral denklemler ve ¢atlak problemleriyle ile ilgili yapilan

bazi ¢alismalardan bahsedelim.

Ozellikle mekanik problemlerin modellemesinde karsimiza cikan singiiler
integral denklemlerle ilgili literatiirde bir¢ok calisma yapilmistir. Bunlardan bazilari

asagida 6zetlenmistir.

Krenk (1975) de singiiler integral denklemler probleminin farkli indeks
degerler icin Gauss-Jacobi kuadratiir formiilii verilmistir. Yontemin farkli indeks
degerleri i¢in yakinsamasi incelenmistir. Bir elastisite problemi 6rnek verilerek sayisal
sonuglar gosterilmistir. Theocaris ve Ioakimidis (1977) de sonsuz izotropik ve elastik
bir ortamda catlak problemi ele alinmistir. Lobatto-Chebyshev ve Gauss-Chebyshev
kuadratiir yontemleri probleme uygulanmis, catlak uclarindaki GSF degerleri
hesaplanmistir. Lobatto-Chebyshev yonteminin daha hassas sonuglar verdigi ve daha
hizli yaklasim gosterdigi sonucuna varilmigtir. Gerasoulis ve Srivastav (1981) de
Cauchy cekirdekli singuler integral denklemlerin ¢ézimdi icin alternatif bir teknik
verilmistir. Elde edilen sonuglar Gauss-Chebyshev, Lobatto-Cheyshev kuadratiir
yontemleri ve gergek ¢oziim ile karsilastirilmistir. loakimidis (1981) de bir elastisite
problemi Uzerinde Gauss-Jacobi, Radau-Jacobi ve Lobatto-Jacobi kuadratur yontemleri

kullanilarak x = -1 indis durumu icin singuler integral denklem sistemi, lineer denklem



sistemine indirgenmistir. Gerekli diizenlemeler yapilarak 6zel olarak, Gauss-Chebyshev,
Radau-Chebyshev ve Lobatto-Chebyshev kuadratir yontemlerinin de probleme
uygulanabilirligi aciklanmistir. Toakimidis (1983) de catlak problemlerindeki GSF
degerlerini hesaplamak i¢in Cauchy tip singiiler integral denklemlere Lobatto-
Chebyshev yontemi ile yaklasildigindaki yakinsaklik durumu incelenmistir. Venturino
(1993) de singiiler integral denklemlerin ¢ozlimiinde kullanilabilmesi i¢in bir kuadratiir
yontem gelistirilmistir. Yontemi destekleyecek sayisal 6rnekler verilmistir ve farkli
indeks degerleri igin yakinsama degerleri bulunmustur. Abdou ve Nasr (2003) da bir
temas probleminden elde edilen Cauchy cekirdekli ikinci ¢esit Fredholm integral
denkleme Legendre polinomlar1 yardimiyla yaklasilmistir. Problem bir lineer denklem
sistemine indirgenmistir. Yontemin sayisal uygulamasi yapilmistir. Okecha (2007) de
birinci ¢esit Cauchy singuler integral denklemlerin ¢6zimine Lagrange enterpolasyonu
ve Gauss-Jacobi kuadratiir yontemine dayanan bir yontemle yaklagilmistir. YOntemin
dogrulugunu gostermek i¢in sayisal drnekler verilmis ve yakinsaklik analizi yapilmistir.
Jin, Keer ve Wang (2008) de ikinci gesit singiiler integral denklemler ele alinmis, pratik
bir yaklasim verilmistir. Coziime, Cauchy singiiler terimin bir kismi1 kapali formda
belirlenerek, diger kismi da Gauss Jacobi kuadratiiriiyle hesaplanacak sekilde ikiye
ayrilarak yaklagilmistir. Uygulamast ve programlamasi kolay bir algoritma

sunmuslardir.

Bizim de tez konumuz olan ve mekanikte cok énemli bir yere sahip olan ¢atlak

problemleri ile ilgili bazi calismalar asagida 6zetlenmistir.

Erdogan ve Biricikoglu (1973) de Cauchy singiler integral denklemleri
yardimiyla elastik yar1 diizlem {izerinde ele aldiklar1 arayiizeyden gegen sonlu bir ¢atlak
igceren iki bagl elastik yar1 diizlem problemi modellenmistir. Catlak uglarindaki GSF,
singiiler noktadaki normal ve kayma bilesenleri, catlak yilizeyi yer degistirmeleri
bulunmustur. Ratwani ve Gupta (1974) de paralel c¢atlaklara sahip ¢ok katmanli bir
kompozitin diizlem sekil degistirme problemi ele alinmistir. Problem, singiiler integral
denklem sistemine indirgenmistir. Birbirinden farkli iki ornek verilerek paralel ve
esdogrusal catlaklar arasindaki etkilesim incelenmistir. Malzeme O6zelliklerinin gatlak
uclarindaki GSF degerlerine etkisi incelenmistir. Krenk (1975) de elastik bir seritte egik
catlak iceren bir catlak problemini ele almistir. Catlak iceren bir dizlem ve catlak
igermeyen bir serit i¢in bir metot sunmustur. Erdol ve Erdogan (1976) da pertirbasyon

probleminin ¢dziimii i¢in kullanilan gatlak yiizey ¢ekmelerinin degerlendirilmesinde iki



boyutlu stirekli bir serit ele alinarak egilme etkisindeyken GSF degerleri belirlenmistir.
Adams (1980) da sonsuz elastik bir serit yiizeyine yerlestirilmis Griffith c¢atlaklar
iceren bir problem ele alinmistir. Problem singiiler integral denkleme indirgenmistir.
Farkli durumlar i¢in GSF degerleri, catlak yer degistirmeleri ve catlak enerjileri
bulunmus ve karsilastirilmistir.  loakimidis ve Theocaris (1980) de izotropik bir
diizlemde kose noktasi olan bir catlak problemi ele alinmigtir. Cauchy tipli singiiler
integral denklem Lobatto —Chebyshev yontemi ile ¢ozdiiriilmiistiir. Problemin catlak
uclarindaki GSF degerlerinin elde edilebilmesi i¢in bir yontem Onerilmistir ve bu
yontemin gecerliligini gosterebilmek i¢in sayisal sonuglar tablo ile verilmistir.
Gerasoulis (1986) da Gauss-Chebyshev ve Lobatto-Chebysbev yontemleri igin tekil
deger ayristirmasi ele alinmistir. Gauss-Chebyshev ve Lobatto-Chebyshev matrislerinin
tekil degerleri ve tekil vektorleri i¢in kapali form ifadeleri bulunmustur. Tekil deger
ayrisimlar elde edilmistir. loakimidis (1981) tarafindan Onerilen iteratif bir yontemin
yakinsakligin1 arastirmak i¢in bu aynistirma farkli 6rnek problemler Gzerinde
kullanilarak ¢oziiliip, sonuglar karsilastirtlmistir. Ladopoulos, Zisis ve Wang (1988) de
daha once integral doniisiim teknigi kullanilarak Hilbert uzayinda c¢oziilen sabit bir p
gerilmesine maruz kalan sonsuz bir dizlemde simetrik olmayan bir catlak problemi ele
alimmustir. Daha onceki yapilan ¢alismalarla karsilagtirmak i¢in problemin simetrik hali
de incelenmistir. Catlak uglarindaki GSF degerleri bulunmustur. Delale ve Erdogan
(1988) da daha dnce ele alinmis olan homojen olan ve homojen olmayan iki yar1 diizlem
arasinda bir arayiiz ¢atlagi iceren elastisite problemi ele alinmistir. Problem singiiler
integral denklemler sistemine indirgenmistir. Problemin catlak uglarindaki asimptotik
davranigi incelenmistir. Problemin GSF degerleri bulunmustur. Elde edilen sonuglarin
birbirlerini nasil etkiledikleri ac¢iklanmistir. Suo ve Huthinson (1990) da genel kenar
yuklerine maruz kalan iki sonsuz elastik tabakanin ara yiizii boyunca uzanan yar1 sonsuz
catlak problemi igin temel ¢6zim yontemi sunulmustur. Yontemin uygulanabilirligi
gosterilmistir. (Yusufoglu ve Turhan 2012, 2013) de, ortotrop bir seritte tek catlak
iceren bir karma tip smir deger problemine sirasiyla, iteratif yontem ve Gauss-
Chebyshev yontemleri uygulanmistir. Galybin (2018) de bir dizlem boyunca
ortiismeyen dikdortgen catlaklar durumu igin standart integral denklem sistemi, singiiler
integral denklem sistemine indirgenmistir. Kesme ytklemesi icin integral denklemlerin
normal yiiklemedeki forma doniistiiriilebilecegi gosterilmistir. Gauss-Chebyshev

kuadratiir yontemi kullanilarak c¢atlak problemleri ¢6ziilmistiir. Catlak agilmalari



hesaplanmistir. Gelistirilen yaklagimin hidrolik kirilma yayiliminin modellenmesinde

onemli olan siireksiz yiikleri kaldirabildigi gosterilmistir.

Bu tez c¢alismasi ii¢ boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, singiiler
integraller denklemlerin Gauss kuadratir formulleri ve Lobatto-Chebyshev ydntemi ile
¢dziimleri hakkinda bilgi verilmistir. ikinci boliimde, homojen olmayan ortamdaki bir
elastisite problemi, elastisite teorisinin temel denklemleri ve Airy gerilme fonksiyonun
Fourier doniisimii kullanilarak Cauchy tlr singiler integral denklem sistemine
doniistirilmistir. Elde edilen singiiler integral denklem sistemi Gauss-Chebyshev ve
Lobatto-Chebyshev ydntemi ile bir lineer denklem sistemine indirgenmistir. Ucgiincii
bolimde normalize edilmis GSF i¢in niimerik ¢oziimler verilmis, bu c¢oziimler
grafiklerle sunulmus ve yorumlanmistir. Son olarak sonu¢ béliminde, elde edilen

nlimerik sonuglar mekanigin 1s1ginda yorumlanmastir.



BIRINCI BOLUM

SINGULER INTEGRAL DENKLEMLERIN SAYISAL COZUM YONTEMLERI



1.1. ON BIiLGIiLER

Uygulamali fizik ve muhendislikteki problemlerin modellenmesinde singuler
integral denklemler ortaya ¢ikar. Ozellikle kati mekanigindeki catlak ve temas
problemlerinin ¢6ziiminde énemli bir rol oynar. Bu bélimde, (1.1) denklemi ile verilen
birinci ¢esit Cauchy cekirdekli singuler integral denklem ele alinmistir (Erdogan, Gupta
ve Cook, 1973).

1t4(t)dt 1

— | —=——+=| K(xt)g(t)dt="f , (-1 1 1.1

Ilt_x +EI1 (xt)g(t)dt="F(x) , (-L<x<1) (1.1)

burada ¢(X) bilinmeyen fonksiyon, f(x) ve K(x,t) [-1,1] araliginda H-strekli bilinen

fonksiyonlardir. (1.1) singiiler integral denklemi bir Riemann-Hilbert problemine
indirgenebilir. Plemelj formiilleri yardimiyla elde edilen Riemann-Hilbert probleminin
¢cozimu

1

X (2)=(2-1)2" (2+1)z
olarak ifade edilebilir (Erdogan, Gupta ve Cook, 1973; Muskhelishvili, 1953).
z—o0 iken Z"MX(z)>1ve N,M e¢ dir. Burada N ve M genellikle
asagidaki sekilde secilebilir:

—1<%+N <1, —1<_?1+M <1 (1.2)

Bu durum, -1 ya da 1 uglarinda ¢ bilinmeyen fonksiyonunun ya sinirli ya da
integrallenebilir singiilerlige sahip oldugunu vurgular. (1.2) denklemindeki keyfi N ve

M tamsayilarinin se¢imi, problemin indeksi tanimin1 dogurur yani;
k=—(N+M)

seklindedir. Boylece, fundamental fonksiyon

1 1

o(x)=(1-x)2 " L+x)2 " (-l<x<1)

olarak ifade edilir.



Indeks teorisine gore (Erdogan, Gupta ve Cook, 1973; Muskhelishvili, 1953),
eger ¢ fonksiyonu her iki ugtada integrallenebilir singiilerlige sahipse, (1.2)

denkleminde N =-1, M =0 dir. Boylece
=1 ’ X (Z) :(22 _1)—1/2 ’ a)(X) — (l_XZ)—1/2

dir. Bu durumda, tek ¢6ztum elde edebilmek igin, ¢ asagidaki ek sart1 saglamalidir;

[ p(x)dx=A (1.3)

burada A sifirda olabilen bilinen bir sabittir.
Eger ¢ fonksiyonu bir ugta smirli ve bir diger ugta integrallenebilir
singiilerlige sahipse,
N=0,M=0, «=0 icin

-1/2 1/2 -1/2

X(2)=(z-2)"(z+2) ", o(x)=(1-x)"* (1+x)

ya da,
N=-1 M =1, =0 icin
X(2)=(z-1)"(z2+2)" , o(x)=(1-x)"*(1+x)"
dir.
Eger ¢ fonksiyonu her iki u¢ta da sinirli ise (1.2) denkleminde N =0, M =1
dir. Boylece

12

Kk=-1, X(z):(zz—l)ll2 . o(x)=(1-x)

dir. Bu durum, ek olarak ¢6ziimiin asagidaki tutarlilik denklemini saglamasini gerektirir:

j F(t)dt 0o (1.4)



1.2. SINGULER INTEGRAL DENKLEMLERIN GAUSS INTEGRASYON
FORMULLERI iLE NUMERIK COZUMU

Bu bolimde (1.1) singiler integral denkleminin ¢ézimi Gauss kuadratlr

formulleriyle belirlenecektir (Erdogan, Gupta ve Cook, 1973).
p(x)=w(x)g(x) , (-1<x<1) (1.5)
seklinde ¢6ziim aransin. Burada
o(x)=(1-x)"(1+x)" , -1<(a,) <1, |x<1
ve

g (X) , —1<X<1 kapali arahiginda sinirli siirekli bir fonksiyondur. (1.5)

denklemi (1.1) denkleminde yazilarak

%j%@(t)dt +:1[k(x,t)g(t)a)(t)dt: f(x), (-l<x<1)  (16)

elde edilir. Bylece (1.6) denklemi bilinmeyeni g(t;) , (j=1....,n) olan

13 1
;;WJQ (tJ )l:t —X

+7rk(xi,tj)}=f(xi) (i=1..n—x)
j i
lineer cebirsel denklem sistemine indirgenebilir. Burada t;, (j=1..,n) Gauss

kuadratiirle ilgili ortogonal polinomlarim sifirlart ve W; agirhiklardir. t; ve x;, [—1, 1] de

ortogonal olan Pk(a’ﬂ ) (X) Jacobi polinomlar1 aracilifiyla asagidaki sekilde belirlenir:

Pl (1,)=0,

n ]
=) (a+K,ﬂ+K)(Xi):O Kk==1

n—x

icin,

icin,



icin, Gauss kuadratiir formiilleriyle ilgili ayrintili bilgi i¢in (Hochstrasser,1964) e

bakiniz.

Farkli indeks durumlar1 i¢in, (1.1) singiiler integral denkleminin ¢oziimleri

asagidaki sekilde 6zetlenebilir.

1.2.1. k¥ =0 i¢in Gauss-Jacobi Integrasyon Formiilii

(1.1) singuler integral denkleminin c¢ozimi sol ucta integrallenebilir

singiilerlige sahip, sag ugta ise sinirli olsun. Bu durumda

k=0, a= —%,,B :% ve o (t)=(1-t) 2 (1+1)"

oldugu biliniyor. (1.6) integral denklemi asagidaki lineer cebirsel denklem sistemine

indirgenebilir:

0, 2(1+t,)

> G g(ti)Li _1Xk+7rk(xk,ti)}:f(xk) (k=1...,n)

i=1

burada t; ve X,

B 2i-1 .
p (212 (1) t = , =1..,
n (I) ! COS(Zn‘l‘lﬂ-j (I n)

_ 2k
p W2-v2) =0, x, = ( ) , k=1...,
) (%) X =008| 2 ( n)

ile verilir.

(1.1) singiiler integral denkleminin ¢O0ziimii sag wugta integrallenebilir

singiilerlige sahip, sol ugta ise sinirlt olsun. Bu durumda,

1/2 -1/2

k=0, a:%,ﬂ:—% ve o (t) =(1-t)"* (1+1)

oldugu biliniyor. (1.4) denklemi

2(1-t,)

i 2n+1 g(ti){

i=1

— +7zk(Xk,ti)}= f(x) . (k=1...n)

lineer cebirsel denklem sistemine indirgenebilir, burada t; ve x,
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B 2ir .
P(llz, 1/2) t)=0, t= ( j , =1...,
) (t) . =C0S o (i n)

) 2k -1
P( 1/2,1/2) -0 — k=1..
n (%)=0 % COS(2n+1ﬂj’( )

ile verilir (Erdogan, Gupta ve Cook, 1973).
1.2.2. x =1 Icin Gauss-Chebyshev integrasyon Formiili

(1.1) singuler integral denkleminin ¢6zumu u¢ noktalarda integrallenebilir

singiilerlige sahip olsun. Bu durumda

=1, aZﬁz—% ve a):(l_tZ)*”2

oldugu biliniyor. Bu durumda ilgili ortogonal polinomlar p () (t), birinci ¢esit

Chebyshev polinomu olan T, (t) ye indirgenir. Boylece (1.6) singuler integral denklemi

ve (1.3) ek sart1

S2a0) Lok 1)

i=1 ti - Xk

lineer cebirsel denklem sistemine indirgenir, burada

Tn(ti)=0,ti=cos(7z%j (=)

n

U.(%)=0,x :cos(%kj , (k=1..,n-1)

olarak ifade edilebilir (Erdogan, Gupta ve Cook, 1973).

1.2.3. k¥ =—1 I¢in Gauss-Chebyshev integrasyon Formiilii

(1.2) singuler integral denkleminin ¢ézima olan ¢(t) fonksiyonu her iki ucta da

sinirli olsun. Bu durumda

K:—l,a=ﬁ:% ve a):(l—tz)ﬂ2
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p W2172)

oldugu biliniyor. Burada ilgili P, (t) Jacobi polinomlari, ikinci gesit Un(t)

Chebyshev polinomlarina indirgenebilir ve agirlik fonksiyonu igeren singiiler integral
icin bir Gauss-Chebyshev integrasyon formiilii gelistirilebilir. (1.6) singiler integral

denklemi

it n+1 t — X,

Zn:l_tizg(ti){ Mk(xk,ti)}f(xk)

lineer cebirsel denklem sistemine indirgenir, burada

U,(t)=0,t :cos(%j ,(i=1,...n)
”Zk_lj ,(k=1..,n+1)

Toa (%) =0 x, =cos(§ X

dir. Mevcut yontem kullanilarak (1.4) tutarlilik denkleminin otomatik olarak saglandigi

gorilur (Erdogan, Gupta ve Cook, 1973).

1.3. SINGULER INTEGRAL DENKLEMLERIN LOBATTO-CHEBYSHEV
YONTEMI iLE NUMERIK COZUMU

Catlak problemlerinde siklikla karsilagilan birinci ¢esit singiiler integral
denklemlerin ¢oziimiine, yaygin olarak literatiirde Gauss-Chebyshev yontemi ile
yaklasilir. Elastik bir ortamda catlak uglarindaki gerilme siddet faktorlerinin
belirlenmesi bazi durumlarda daha yiliksek dogruluk ve cok daha az hesaplama ile
Lobatto-Chebyshev yontemi ile yapilabilir. Yontemi 6zetlemek igin asagidaki singiiler

integral denklem sistemi ele alinsin (Theocaris ve loakimids, 1977):

> cij(x)j%(tx)duijKij(t,x)goj(t)dt:fi(x), 12N, (L7)

burada bilinmeyen ¢, (t) fonksiyonunun t—+1 iken integrallenebilir singiilerlige

sahip oldugu varsayilsin. Bu durumda
-1/2 .
o;(H)=(1-t") "g;(t)  j=L2.,N
seklinde ¢6ziim aranacaktir.

Erdogan ve Gupta (1972), tarafindan Gauss-Chebyshev yontemine uygulanan

asagidaki basit kesirlere a¢ilimi ele alalim:



12

T h-1 3 k 2
00 e x ()0 )
burada,
Tn—h—l(tk)
K=" 9
“ [(1-t)U, . (8) ] (19)
dir.

(1.8) denkleminin sol tarafindaki kesrin agiliminda, paym polinomunun

derecesi, paydanin polinomunun derecesinden kii¢iik olmalidir, yani
0<n-h-1<n-1yada 0<h<n-1.
Birinci ¢esit Chebyshev polinomu T, (X)Ve ikinci ¢esit Chebyshev polinomu

U., ( X) ’i tanimlayan

T (x)=cos(n9), Unl(x)stiE]n;), x=cos(9),

formiiller yardimiyla,

[(1-X°)U,, () | ==xU,, ()= (n=1)T, 4 (x),

Tons (X) =T, ()T, (X)+U,, (¥)(1-%*)U, ,(x) . h=0
esitliklerinin saglandig asikardir.

t=-1,t=1,U_,(t)=0, k=23,...,n-1,

n

Ta(0=1, T (-1)=(-1" U, (1)=n-1 U,,(-1)=(-1)"(n-1)

oldugu goz oniinde bulundurularak, ¢, katsayilari i¢in (1.8) ifadelerinden

elde edilir. Boylece (1.8) denkleminin seri agilimi
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n (t) T, (%) T, (X)
+
;ﬂ"k n— 1)(t —x) (1-%*)U,, (%)
1 ) (1.10)
=, =1,
4 ={2 "
1, k=2,3,..,n-1
seklinde yazilabilir. X, noktalar
T.(x)=0 , r=12..,n-1
esitliginden secilerek ve (1.10) seri agilim1 uygulanarak,
Zik (t) =U,, (%), U, (x)=0, h=01..,n-1 (111

)(t —X%)

elde edilir. (1.11) denklemi ve

1} B0 v, 00, UL

=0
X1t
bagintis1 karsilastirilarak, singiiler integraller i¢in
1
J;tk X (1— )1’2 Zﬂkt —X

seklinde verilen niimerik integrasyon yontemi elde edilir. Bdylece, regiiler kisma da
Lobatto-Chebyshev yonteminin uygulanmasiyla, (1.7) singller integral denklem sistemi

asagidaki lineer denklem sistemine indirgenir.

N N n

L Gy Z)‘k t i =2 2 4K (L% )g; ()= fi(x).  (L12)

=X n—l j=1 k=1

(1.7) singuler integral denklem sistemindeki bilinmeyen ¢; (t) fonksiyonunun

t — 11 iken integrallenebilir singiilerlige sahip oldugu varsayimindan ek kosula ihtiyag
vardir. Bu ek kosul

jf p(x)dx=A

seklindedir. Burada A sifir da olabilen bir keyfi sabittir. A=0 alinarak, benzer prosediir

uygulanirsa



14

> 49;(t)=0 (1.13)

denklemi bulunur. Béylece (1.7) singuler integral denklem sisteminin ¢ézimi (1.12)-

(1.13) lineer cebirsel denklem sisteminin ¢ézimdane indirgenir.



IKINCi BOLUM

HOMOJEN OLMAYAN ORTAMDA iKi CATLAK PROBLEMI
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2.1. HOMOJEN OLMAYAN ORTAMDA iKi CATLAK PROBLEMIi

Delale ve Erdogan (1983) ¢alismasinda homojen olmayan izotrop bir ortamda
tek catlak iceren bir elastisite problemini incelemistir. GSF degerlerini elde etmek igin
elde edilen singiiler integral denkleme Gauss integrasyon yontemiyle yaklasilabilecegi
sOylenmistir. Ayrica (Delale ve Erdogan, 1983) de ele alinan tek gatlak probleminin
singuler integral denkleminin tlretilmesi igin ayrintili bir analiz (Chan ve Koshkin,
2019) tarafindan verilmistir. Ayrica (Ozturk ve Erdogan, 2001) ortotrop bir ortamdaki
kolineer ¢atlak problemini ele almistir. Bu tez ¢alismasinda ise (Delale ve Erdogan,
1983) de ele alinan homojen olmayan ortamda bir catlak i¢eren bir elastisite problemi x-
ekseni iizerine yerlesen iki catlak durumuna genellestirilmistir (Sekil 2.1). Bu izotrop
problem elastisite teorisinin temel denklemleri, Airy gerilme fonksiyonunun Fourier
doniistimii ve problemin sinir kosullar1 yardimiyla birinci ¢esit Cauchy tip bir singuler
integral denklem sistemine indirgenmistir. Farkli yiikleme sartlar1 altinda c¢atlak
uclarindaki Mod I GSF degerleri Gauss-Chebyshev ve Lobatto-Chebyshev yontemleri

kullanilarak hesaplanmistir

Sekil 2.1: Problemin Geometrisi.

a, b, a, b,

W

2.2. PROBLEMIN SINGULER INTEGRAL DENKLEM SiSTEMINE
INDIRGENMESI

Bu bolimde, ele alinan eclastisite problemi, elastisite teorisinin temel
denklemleri, Airy gerilme fonksiyonu ve problemin sinir kosullar1 yardimiyla singiiler
integral denklem sistemine indirgenecektir. Oncelikle, uzama-yer degistirme bagntilari,

uygunluk denklemi ve Genellestirilmis Hooke yasasi sirasiyla
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_6_u ov ou ov

Ex =2 EWZE : ;/yxza+&, (2.1)
Pep oy O (2.2)
o o oxdy
ve
&, _%u Oy , € _Zy VO 7 _ Ty (2.3)

E E Y E E 'Y G

ile verilir Burada, Young modili E=E(X,y) ve kayma modili

G=G(xy)= 2E ((1):'_% ile tanimlanir. Simdi gerilme bilesenleri, ¢=¢(X,y) Airy

gerilme fonksiyonu yardimiyla

o9 ol M (2.4)

o, = , O =—% , O, =—
“oy? W ox? Y oxoy

seklinde tanimlansin. (2.4) denklemi, (2.3) ile verilen Hooke yasasinda yerine

yazildiginda elde edilen

10°¢ v o
““Eo Eox
10°¢ v 0%
"Ea Eof
1 0%
Y G oxdy

denklemleri (2.2) uygunluk denkleminde yerine yazilirsa

52 102¢_182¢+02 182¢_182¢ _82 _iaz¢
oy’\Eoy> Eox?) ox*| Eox® Eoy? )| oxoyl G oxoy

ve
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Z(Ejzﬁ_i(azj@+2_5_¢] 1%,
E®\oy ) oy E?l oy’ oy> oyoy’) Eoy

(aqu 1(62E@+265 &g ) 1 ¢j£

X2 oy’ ox’ ayaxay TE o

8¢ 1(82E82¢+2E6¢ 19 (2 OE a¢

o ox: ox o) Eoxt

3

) 82E82¢ L,0E @ ) 1 0% ||__20a606
ox* oy>  ox oxoy® ) E ox*oy’

a¢ (ae a¢+aG ¢ L6 %9 j_l o'¢

axay G2\ oxoy oxdy oy ox’0y Ox oxoy? ) G oxPoy?
~ CE(xy) N
olarak bulunur. G = G(X, y) y (1 ) bagintis1 géz oniinde tutularak sadelestirilirse,
+v

diizlemsel gerilme durumu igin

2 [ Z_L@_E_ﬂ(an LV O 2 EDY
E*\ oy E? oy> E*(ox E* ox* |oy> E? oy oy°

1)o' [ 2v(eE) v &@E 2(EY 1 5E P
HE || = Tt T s e — e

EJoy' | E'lay) E*oyf Elox) EPox’ |ox

3
+ 255 ¢ 2 0 +( 228Ej6¢ 18% 5
E7 oy Joxtoy E ooy’ | EXox Jod | Eox'

J[2voE 2(1+v)oE) &' (4(1+V)IEGE 2(1+V)

E? ox E? axay2 E3  ox oy E2

LOEN % _

axﬁy axay

elde edilir. Duzlemsel deformasyon durumu igin, E = ve v=1L yazilabilir.
-V

2

E = E,e”7” kullanilarak (2.5) denklemi agagidaki gibi olur:
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3

23 e 3p-3ry (on/eﬁx+yy)2 _ 12 g 2PUVE 2PNy 2V apeary
EO EO EO

V. e—Zﬁx 2yy

X(Eolgeﬁx+7y )2 6y2 E -

0

2
ﬂ e/i'x+;/y :|7/ ¢ 2 e—Z/i’x 2;/yE 7eﬁx+yy

a 1 a-2hx-27y o* ¢ 2_\/39—3ﬂx—3ﬁy y ( Eoyeﬁx+yy )2 n le—Zﬁx—Zyy Eoyzeﬂxwy
' E, ay* E,
2

+E_e’3ﬁxf3ﬂy (Eoﬁeﬂx+yy )2 El e’zﬂx 27yE ﬂ eﬂx+7)’}g ¢ |:E 5 e’zﬂX’ZVYon/eﬂX+7y

0

3 2
0 0

_ 2 (1+ V) % e*ZﬂX*ZVV Eoyeﬂx*” } 83¢ + {_&eﬂxw + 2 (1+ V) efﬁ’xf}'y } 64¢

E,’ oxy | E, E, ox2oy?
2 -2Bx-2yy p 83¢ 1 X— a ¢ —2 X—2 X+
— =@ E pafrry — e -Bx=ry B WE eﬂ vy
E’ of T E, x E, EZ° of
2(1+v 3 4(1+v
_ ( . ) efZﬁXfZ;/y Eoﬂeﬂx+}’)'j| aiéf/z |:+ (E - ) e73ﬂX737y Eoﬂeﬂxwy EOQ/E’BH”
0 0
_ 2(1+2V)e 2px— 27yE ﬂyeﬁxwy 62¢ =0
E, Xy

ve yeniden diizenlenirse, E, =0 , ”? #0 oldugundan,

iyze_ﬂx 7y ie_ﬁx_}/yyz 5
E, E, E, E, oy

_ 27/eiﬂxf}’y a?’_¢+i —pBx-yy 84¢ +{_£72e_ﬁx_yy 4+ 2 —PBx=yy

2v —ﬁx ”ﬂ +— ,3 e—ﬁX—Wjﬁ

e Y€
E, & E o' | E B
+£ﬂ e*ﬂx—yy _iﬂzefﬂx 7y 62¢ Zye_ﬂx_yy 83¢ +£efﬁx—yy
E, E, o |\ E Xy E,
09 2 pren @, Lm0 2 per &
“oxoy? E, ¢ E, o’ oxoy?

+[4(1+V)ﬂ7/eﬁ”y ~ 2(1+v)ﬁyeﬁ”y] % L

E, E, oxoy

olur.

(7 -v8) S8 -2y S5+ S8 (vt ) S0y 22

2 3 }/ 2
ZZ¢ ?3/415 ?‘;ﬁ ¢ 823? (26)
(v*-vB )ay2 YAy Howt+ B) 2 ey ="
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bulunur. Problemin geometrisinden E(X,y)=E(X) oldugu soylenebilir. Boylece

y =0alinirsa (2.6) denklemi asagidaki gibi yazilabilir:

09 09 09, O

g 39 . P
o o oy + 2.3 0 (2.7)

o ox oxoy?

—vp -2p

(2.7) denkleminin ¢6zumu Fourier integrali yardimiyla ifade edilsin:
¢(x, y):i]gcb(y,a)e‘i”da (2.8)
2r =,

(2.8) denklemi (2.7) denkleminde yerine yazilirsa

dd

17 ,d’® d'o , , ) - .
— | |-V + -pa®-2a 2P’ D+ "D
Zn_w{ p dy?  dy* p 7~ 2P
2
+2fic : cﬂe‘i“da =0
dy
bulunur. Ters Fourier doniisiimiinden
4 2
9D+ (~vp - 20 +2iaf) S 2 1 (~a?f2 ~2ia*f+a' ) =0 2.9)

dy* dy?

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢ozimunt bulmak igin

oncelikle karakteristik denklem yazilsin:
m* +(—vﬂ2 —-2a% + Ziaﬂ)m2 +(—a2ﬁ2 - 2ia3ﬂ+a4) =0.
Elde edilen karakteristik denklemin kokleri,
M’ =t =t* +(-vp* - 2a” + 2iap)t+(-a’f* - 2’ B+a') =0

. _Vp+2a" ~2iap myV2B* +4aV B —diav
1,2 —
' 2

oldugundan

. rr\/vﬁz +20° = 2iaf + V2 B* + 4a?V B — diav
1,3
' 2

— r'_\/\//32 +20° = 2iaf - V2 B* + 4’V B — diav
2,4

2
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olarak bulunur. Burada m., i=1..4, «,Bvev nin fonksiyonudur. Bdylece, (2.9)

diferansiyel denkleminin ¢6zimd
D(y,a)=c (a)e™ +c,(a)e™ +c,(y)e™ +c,(y)e™

olarak elde edilir. x*+Yy®> — o iken gerilmeler ve yer degistirmeler yok olacagmdan
¢0zum

O(y,a)=c,(ax)e™ +c,(a)e™ (2.10)

olarak yeniden yazilabilir. (2.10) denklemi (2.8) denkleminde yerine yazilsin:

0

#(xy) :% [[c:(a)e™ +c,(a)e™ Je™ da.

—00

Bu ifade (2.4) denkleminde yazilirsa, gerilmeler

O =% T [c;(a)me™ +¢,(a)m,e™ |e " da
Oy = % T - [ g™y 4-c, (a)em“y:le_iaxda (2.12a50)
Oy = i ]ZOC[ yme™ +c, (a)m,e™’ }e—iaxda

seklinde yeniden ifade edilebilir. Simdi problemin sinir sartlar1 tanimlansin:

0,(x0)=0 , —o<x<m®
p(x) ., xe(a.b),i=12

X,0)= pbx), X)= 2.12ap,

o (x0)- 0, {0 T
b(x0)=0 ., xg(a.b)
ve yar1 diizlem ¢cekme giicline maruz kalsin:

X,0)=0(X), (-o<x<
5, (40)=(x). (~o<x<) .

O'Xy(X,O):z'(X),

burada,
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dir. Simdi ilgili sinir sartlar1 kullanilarak C, ve C, katsayilar belirlenecektir. Bunun

icin (2.11p) ve (2.133) denklemleri birlikte kullanildiginda

0

GW(X,O):G(X):% [ e (¢ (@) +¢, (@) e™dx=o(x)

—00

bulunur. Ters Fourier doniisiimiinden

—a® (¢, (a)+¢, (@)= T o (x)e"*dx (2.14)

—00

elde edilir. Benzer sekilde (2.11¢) ve (2.13p) denklemleri denklemlerinden

oxy(x,O)=r(x):>i;ia(cs(a)m3+C4(a)m4)ei”‘xda:r(x)

bulunur ve ters Fourier doniistimii alinarak
iar(c, (a)m, +c, (a)m, )= jr(x)ei‘”dx (2.15)
elde edilir. (2.11¢) ve (2.12,) denklemlerinden

axy(x,0)=0:i [ a(c,(@)m,+c,(a)m,)e " *da =0

ve ters Fourier doniisimiinden
C;(a)my+c¢,(a)m, =0 (2.16)

bulunur.

0
Simdi ¢ (X) = &U ( X, +0) yardimc1  fonksiyonu  tanimlansin.  (2.1)

denkleminden v = ¢,, oldugu goz 6niinde tutularak ve (2.3) denklemi kullanilarak

ov O o

V'3
y E E

yazilabilir. (2.11ap) denklemleri kullanilarak
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%zﬁ]i_az(%(a)emﬂ_i_c( )em4y) —|axda
_ﬁi(c (a)mzem3y+c ( )m 2em4y) -iax o
T

oldugu goriiliir. Bu ifade integrallenirse diisey yer degistirme bileseni

27nE 7, m, m,

U(X, y):i _az(C3(a)em3y+C4(a)em4yje—iaxda

(2.17)
Vv

o (c:(@)me™ +c, (a)me™ )e"da+c(x)
7 —0

olarak elde edilir. E = E,e”* olmak tizere (2.17) denkleminin x e gore tiirevi,

_ij’ az C30£ m3y+caem4y ﬁ e—ﬁxe—iax
2r *, m, E

0

1 s Vv
——eMiae™ |da —— j (c305m3em3y +c4am4em4y)
E
0

x(i g Prgiox _ Eieﬂxiace‘”‘X j da+c'(x)
0

0

olarak bulunur. %U(X,O) = g(x) oldugundan

0(0)= o {-ar S A L i

v{(cs<a>m3+c4<a>mj)[§o . j( - naﬂ}dmc'(x)

seklinde elde edilir. Ters Fourier doniistimiinden

a2(ﬁ+ia){c3(a)+c 2 (a )} (ﬂ+la [C ym, +¢, (@ )mJ:T(g(t)—c'(t))e(ﬂ”“)tdt

E, m, m,

bulunur. Bu denklemin diizenlenmesiyle

2 ot e Jree o owm |- (o0 0)er 0 @

3 4

—00

elde edilir. (2.16) ve (2.18) denklemlerini kullanarak ¢, (@) ve c, («) katsayilari
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E 42 3 ° +ia)t
CB(“):_(mia)ZT(z;—mf)£g(t)e(ﬂ o
_ E m, m ﬁ+|a
C4(a)_(ﬂ+|a) j 9t

olarak elde edilir. Simdi bu ifadeler gz 6nunde tutularak (2.12p) kosulu yardimiyla
singuler integral denklem sistemi turetilecektir. (2.12p) den o, (x,0)= §4x) oldugu

biliniyor. Bu sart kullanilarak,

I|m—j o[ ¢, (a)e™ +c,(a)e™ Je *da = Pfx)

y—0 27[

ve bdylece

.1 A E,m, me ° p(Bia)
Ilm—_[o—a ( Tz Lg dt

g(t)e” " dt |e"da = phx)

m
3
w
N
& |3
é'—:S

bulunur. Integrasyon sirasi degistirilerek

E m m3 (m4em3y _ m3em4y)eia(t_x)d06 _ ﬁ/éx) (219)

J’(,H+|oz (m?—m?)

I|m—j g(t)e™dt

y—0 ﬂ'

elde edilir. Singiiler terimi ¢ikarmak i¢in asimptotik davranisin incelenmesi

gerekmektedir. |a| — o iken

. \/vﬁz +20° = 2iaf+ V2 B* + dav B —diav 5
3 = — )
2

2 .
\/\/,82+2_2|ﬁ’+2
a a o

2 4 :
v € +4vp? —ﬂvﬂ3
(04 (04

m; = _|a| 2

ve bdylece m3—>—|a| oldugu goriiliir. Benzer sekilde m4—>—|a| olur. (2.19)

denkleminin i¢ integrali asagidaki sekilde yeniden yazilsin:

h(x,yt)= j K(y,e)e" ™ da,
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burada

E,m,m,

(B+ia)(m?-m})

K(y,a)= (m4em3y —m3e”‘4y)

dir. Boylece h(x,y,t) fonksiyonu

h(xy,t)= T[K(y,a)— K, (y.a) ™ da+ ]ﬁ K, (y,0)e™da, (2.20)

sekilde yeniden ifade edilebilir. Burada K_, K(y,a) mn asimptotik degeridir.

|a| — oo iken

2 -] _
E, || (m4e Y _m,e ‘“‘y)

-2(B+ia)(my—m,)|a|

K, (y.e)=

olarak bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa K (y, ) nin asimptotik davranis

E, |a|ef‘a‘y

Km(y’a): 2ai

olarak elde edilir. (2.20) denkleminin ikinci integralini yeniden ele alinsin:

© ES) —‘a‘y
I K, (v,@)e" ™ da = Im

—» —00

e (cos((t —X)ar)+isin((t— x)a))da ,

Kosiniis ve siniis fonksiyonlarinin ¢iftlik ve teklik 6zelliklerinden,

o0

I K, (y,a)e™da= T
0

—0

E, |0‘|

a

e sin((t-x)a)da
olarak elde edilir. Bu integralin ¢6ziimii Laplace doniisiimiinden faydalanilarak,

[ K. (y.a)eda :LZ‘X)
i (t—x)" +y’

bulunur. Boylece (2.19) denklemi y — 0 iken limit durumu da g6z 6niine alinarak

< E0m3m4 Eo |O{| i(t-x)a Eo
— da+——;dt=
_J;[—(ﬂ+ia)(m3+m4) 2ai | T x )

seklinde elde edilir.
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0

T E,m,m,e' ™) _T E,m,m,e' ™) J- E,m,m,e' ™)
( ( (

N ,B+ia)(m3+m4)da_ N ,B+ia)(m3+m4)da+o— ﬂ+ia)(m3+m4)d“

integralinde « = —a = da =-da degisken doniisiimii yapilarak,

2 E m.m,e ™ E,m,m,e T Emme
J' o'ti3llly J’ J'
(

—,B+ia)(m3+m (B-ia)(m+m,) ¢—(B+ia)(m,+m,)

bulunur.

olarak tanimlanirsa,

o i(t-x)a
—[—(/Eirr;;n1)4(em3+m )da = J a)+M (= ))da
olur. Boylece
T —%‘(H)“da = —T E,sin((t-x)a)da
s, eal 0
olmak Utzere

dt=6x) (2.21)

olarak bulunur.

—0 __'/0
2 l+x

esitligi géz onilinde bulundurularak

fo(e [I[M (@)+M (_a)_sin(a(t_x))]dmi]dt 21 gy

—00

elde edilir. Boylece (2.21) denklemi

2 J a0 (knn+2 Ja= o) @22

olarak yeniden yazilabilir. Burada,
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k(x,t):I(M ()M (=) —sin(a(t-x)))da

dir. Simdi problemin konumu geregi, (2.22) singiiler integral denklemi,

by by pt b,
1 p 1t0,(t)e 1 p
;jgl(t)e tk(x,t)dtJr;j?dtJr;a[gz(t)e 'k(x,t)dt

oo ety
292 e + K
- dt = , ,
+7r5[ t—x 41, pl(X) Xe(al bl)
1% p 1%g,(t)e” 1% p
;ajgl(t)e tk(x,t)dt+;adet+;ajgz(t)e 'k (x,t)dt
1 1 ; (2.24)

1%g,(t)e”" . 1+
+;a[ zt(—)x dt = 4;1’: p,(x) , xe(a,.b,)

singller integral denklem sistemine doniistiiriiliir. (2.23) ve (2.24) denklem sisteminde

_b-a  b+a
X= 5 r+ 5 , xe(a,h)

_b-a b+a
2 2

dt=2 "% g (2.25)

ve

t=a,=>s=-1
t=hb,=>s=1

degisken dontigiimlerinin yerine yazilmasiyla X € (al, b1) icin,
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ijg(bl—aiHbﬁaij AP (bl a, ., bta b-a b1+a1jb1 & 4o
73702 2 2 2 2 2 2
1 gl(bl a1 b1+a1j (bl s blzalj 1
2 2 b-a 1 (@—% @+%j
+— ds+— S+
7ib-a _ bta b-a bta 2 HE 2
2 2 2 2
o bz*az) b-a  b+a b-as b+a )b -a
xe 2 ’ 2 |22 7% 4o
( 2 2 2 2 ) 2
1 QZ(bz_az S+bz+azjeﬂ{%%Hszzj(bz_az)ds
1 2 2 2 1+x (Q—% Q+%)
+_I = Py r+
T, bz_azs+b2+az_b1_air_b1+a1 4u, 2 2
2 2 2 2

ve X €(a,,h,) icin,

Ig(bl a b1+a1j o2 blzaljk(bz—azr+bz+az bl—aiS+b1+agjlol—a1dS
x4 M2 2 2 2 ' 2 2 2
blal b1+a1
1 (bl a, b+ aaj[ ) 1
L1 2 % b b-a I%(b—a s+b+aj
7T_1b1_313+b1+a1_ 2_a2r_ ,+ta, 2 b 2 2
2 2 2 2
Xeﬂ[bzzazs+b2*2a2}k(b2—a2r+b2+a2 bz—aZSer2+a2jb2—a2 ds
2 2 2 2 2
g bz_azs+b2+a2 eﬂ[WTazs+l)2+Ta2]
1720 2 2 b, —a 1+x _(b,—a, b,+a
+_I . 2 "% s = p,| 2242
72'_1 zgaz(s_r) 2 4/10 2 2

%j@(s)kﬂr,s)dw%jmds

% Jos—r
17 11 @, (s)ds lx (2.26)
+= s)k,, (r,s)ds+— 2 = r
aarsjos | S

bz_az bz_az

ve X &(a,,h,) icin,
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1¢ 1¢ ¢ (s)ds
;_[¢1(5)k21(r,8)ds+;.[s b, az b1+a1 b, —a,
b - 31 b -2 (2.27)
17 ,(s) 1
+;Il¢2 (S)kzz(r S dS+ I¢ (I’ ds = 4;I:q2(r)

singller integral denklem sistemi elde edilir. Burada

ve

a(s)=e ) (blzai blzal]

_ 'B[bZ_TaZH%j b,-a,  b,+a,
¢,(s)=e gz( 5 S+ > j

 (1,5) = k bl—a1r+b1+a1,b1—ais+b1+a1]bl—a1,
2 2 2 2 2
- b, —a

Ky (1,5) =k b1231r+b1‘;a1, 22 2

b, +

S+

2

Ky, (r,5) =k b2;a2 r+b2+a2,b1;ais+b1;
r

%j@—%

2!

aij—
2

b-a
K (r s):k bz—azHb2+az,b2—azs+b2 a, bz—a21
2 2 2 2

+
2 2

dir. Ayrica, ek kosullar

olarak verilir.

0,(r) = z(bzgaz bz;aﬂ
[4(s)ds=0 (2.28)
[#.(s)ds=0 (2.29)
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2.3. SINGULER INTEGRAL DENKLEM SIiSTEMININ GAUSS-CHEBYSHEV
YONTEMI iLE COZUMU

Bu bolimde, (2.26)-(2.29) singiler integral denklem sisteminin Gauss

Chebyshev yontemi ile ¢6zimu verilecektir. Bunun igin

b(5)=EL i

seklinde ¢6ziim arayalim.

j=0
olarak alalim. Bu durumda ilgili ortogonal polinomlar birinci ¢esit Chebyshev polinomu

olan T, (t) ye indirgenir. Yani

8

vi(s)=2_B;T;(s)

=0

olarak yazilir. Asagidaki bilinen baglantilar ele alinsin (Erdogan ve Gupta, 1972):

L T (s)d
1 —J(S) > =U,(r), j>0 , -1<r<1
7 (s—r)y1-s°
n Tm(sk) 0 , m=0
Zn(s —r): U, (1) O<m<n
k=1 k — N m-1 Ul ,

Burada U, , (X) , (m —1). mertebeden ikinci ¢esit Chebyshev polinomlaridir

ve

dir. Boylece singller integraller

1 l//,(S) = ; l T(S S= r
I(s—r)\/l_r _zo ﬁjl s—r)\/l—sOI ZB"U”()
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olarak yeniden ifade edilebilir. r =1, yazilirsa, singiiler integral

le)zds:Zp:BuUj—l(ﬁ): = -3 ls)

72 (s—1)V1-s?

olarak bulunur. Ilgili singiiler integral denklemin regiiler kisimlarma da bilinen Gauss-

Chebyshev polinomlar1 uygulanarak

Zn:{[.,,1(sk)ku(|r|,sk)J+ A EACHLAILY

n(s.—r) n

1 v, (s.) 1ix (2.30)
+ b1 a1 b+a _bl_a1 _4 ql(rl)
S — n+ 2 2 Ho
, — 8, bz —&,
Wl(sk)
n Wl(sk)k21(r"sk)+sk_b2—azr|+b1+a1—b2—az 231
2 b -a, b, -2, (231)
v, (S 1+«
a5 e (.8 2B L )
bulunur. Benzer prosedir (2.28)-(2.29) ek kosuluna uygulanirsa
>y, (s)=0 (2.32)
ke N
> Zy,(s)=0 (2.33)
ke N

elde edilir. Boylece (2.26)-(2.29) singuler integral denklem sisteminin ¢6zimu (2.30)-

(2.33) lineer cebirsel denklem sisteminin ¢ézimdane indirgenir.

2.4. SINGULER INTEGRAL DENKLEM SIiSTEMININ LOBATTO-
CHEBYSHEV YONTEMI iLE COZUMU

Bu boélimde, (2.26)-(2.29) singuler integral denklem sisteminin Lobatto-

Chebyshev yontemi ile ¢ozimu verilecektir.

a(s)=2L) i1o (2.34)
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seklinde ¢oziim aransin. (2.34) denklemi (2.26) ve (2.27) denklemlerinde yerine

yazilirsa, sirastyla

%'[1 vi(s) Ky (r,s)ds+ 1_[ ds+ _[\/1_7) ky, (r,s)ds

1-s° 75 (s-
17 s)ds 1+
= lgz( ) =", (r) (2.:35)
nl[s_bl a  b+a bl—al}/l—z Ho
bz_az bz_az
ve
1 1
ij v(s) kzl(r,s)ds+£'[ vi(s)ds
7T N1-58° ”1(S_b2_a2r+b1+a1_b2_azJ g2
b -2 b -a (2.36)
1 1
+£j WZ(S) kzz(r,s)ds+lj l/lz(S) d :1+K 2( )
7T \1-¢? 75 (s—r)y1-s? 4,
olarak ifade edilebilir. Bolim 1.2 de anlatilan Lobatto-Chebyshev yonteminin

uygulanmasiyla (2.35) ve (2.36) denklem sistemi x e (a,,b,) i¢in

i{M[kll(rm,sk)+ a WZ [klz )

x| n-1 Sk_rm_
(2.37)
N 1 :1+Kq( )
s D= Bt obma 4 T
, — &, i bz a,
ve x e(a,,b,) igin
C ﬂ’kl//l(sk) 1
k 1
2070 | Kl Sk)+5k b,—a, _b+a-b-4
n-a " b-a (238)
0, (S 1 1+x
+Akn+(1k){k22(rm’sk)+sk—r }}: ™ 0, (r,)

lineer cebirsel denklem sistemine indirgenir. Benzer sekilde (2.28) ve (2.29) ek

kosullarindan
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Zﬂky/l(sk)z 0 (2.39)
k=1
D AW, (s)=0 (2.40)
k=1
denklem sistemi bulunur. Burada
1
—, k=1n
A =42

ve

(1-s2)U,,(s,)=0

dir. Boylece (2.26)-(2.29) singller integral denklem sisteminin ¢6zimu (2.37)-(2.40)

lineer cebirsel denklem sisteminin ¢ozumune indirgenir.



UCUNCU BOLUM
GERILME SIDDET FAKTORUNUN HESAPLANMASI VE NUMERIK
SONUCLAR
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3.1. GERILME SIDDET FAKTORUNUN HESAPLANMASI VE NUMERIK
SONUCLAR

Bu boéliimde, mekanikte 6nemli bir yere sahip olan c¢atlak uglarindaki
normalize edilmis GSF degerleri ¢atlak yiizeyine diizgiin yayili yiik ( #x)=—p,) ve
eksponansiyel fonksiyonla degisen yayili yiik ﬁ/éx) =—¢g,E,e” olmak iizere iki farkli

yiikleme sart1 altinda hesaplanacaktir. Catlak u¢larindaki mod I GSF degerleri
(1) = lim (2(x-B,)e, (x0)
k,(a,) = lim /2(a, - x)o,, (x,0) (3.1abcad)

X—>a;

k,(b,)= lim /2(x-b,)o,, (x,0)

x—h,"

k,(a,) = lim \/2(a, - x)o,, (X,0)

formulleriyle belirlenir (Ozturk ve Erdogan, 1999).

Delale ve Erdogan (1977) de verilen teknik kullanilarak mod I GSF degerleri
yeniden ifade edilecektir. Ilk olarak b, ucundaki GSF ifadesi yeniden elde edilsin.

Bunun igin

V()= AT, (5) ve v, (5)= BT, (5)

seklinde tanimlansin. Bu ifadeleri (2.35) denkleminde yazarak

S LA (G (1) 4G (1)) 4B, (G (1)+Goa (1) ] = 2 (1)

n=0 4:u0 '

elde edilir, burada

1 tT (s)ky(r,s)ds
Gnl(r):;J‘ ( ) 11( 2 ) ’
he 1-s
1¢ T.(s)ds
an(r):;I 2) ’
1V1-5s°(s—r)
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1 ¢T,(s)ky(r,s)ds

Gna(r):;,[ \/1—82

ve
s (r)—ij T,(s)ds
“Uoad(. b-a  b+a-b-a) =
S— r+—2—2= 1-s
bz_az bz_az

dir. G,(r), G(r) ve G, (r) sl fonksiyonlar oldugu i¢in sadece G,,(r)

fonksiyonunun asimptotik davranisi incelenecektir. Bilinen

bagintisindan

(r—sgn(r)\/m)n

sgn(r)\/rz—l

an_

olarak ifade edilebilir. Béylece r — ni iken G, (r) nin asimptotik davranist sirasiyla,

ve

6, (=" .k,

Jri-1

olarak bulunur. G, (r), G,,(r) ve G, (r) ifadelerinin m de sonlu oldugu ve birinci

gesit Chebyshev polinomlarmm T, (1)=1 ve T, (-1)=(-1)" oldugu géz oniinde

tutularak (2.35) denkleminden r — i iken sirasiyla,

1+Kq1(r):_ AL +Ry(r)

Au, Vri-1

ve
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elde edilir. (2.25) ile verilen degisken doniisiimii kullanilarak

1+x

Y1 (1) i ﬁé)( X)

T e
J[(Xz)m} -

SRS

bulunur, burada

dir. x > b iken

b, —a,
1 D=5
K G (%0 :—W()—2+I'Qg°(x)
4o 2(x=h)

olarak yeniden ifade edilebilir. Bu ifade (3.1a) de yerine yazilirsa, b, ucundaki GSF

kl(bl) = _14:1;( v, (1) bl%ai

olarak elde edilir. Diger u¢lardaki GSF ifadeleri benzer yaklagimla,

()= oy, () (B2

ve

olarak bulunur.

Ayrimtili analizlere gegmeden 6nce c¢alismanin dogrulugunu kanitlamak i¢in iki
catlak durumunda i¢ noktalar birbirine yeterince yakin segilerek tek catlak problemine

yaklastig1 durum i¢in elde edilen sonuglar Tablo 3.1 ve Tablo 3.2 ile verilecektir.
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Tablo 3.1 ve Tablo 3.2 olusturulurken (Delale ve Erdogan, 1983) de verilen
sonuglarla kargilagtirmak amaciyla —a, =b, =a olarak se¢ilmistir.

Tablo 3.1: Duzgun Yayih Yiik Durumunda Normalize Edilmis GSF Degerlerinin
Tek Catlak Durumuyla Karsilastirilmasi.

k (a)/( o) k (b;)/( po/a)
fa Gauss- Lobatto- (Delale, Gauss- Lobatto- (Delale,
Chebyshev  Chebyshev  Erdogan; 1983) Chebyshev =~ Chebyshev  Erdogan; 1983)
0 1 1 1 1 1 1
0.25 0.91563 0.94158 0.931 1.04569 1.05918 1.067
0.50 0.84265 0.88274 0.863 1.09563 1.11849 1.117
0.75 0.78065 0.83004 0.801 1.15692 1.17742 1.170
1 0.72214 0.77714 0.745 1.20563 1.23553 1.222

Tablo 3.2: Eksponansiyel Yayih Yiik Durumunda Normalize Edilmis GSF

Degerlerinin Tek Catlak Durumuyla Karsilastirilmasi.

k(a)/(£Eoa) K (b,)/(£,E,Va)
pa Gauss- Lobatto- (Delale, Gauss- Lobatto- (Delale,
Chebyshev ~ Chebyshev  Erdogan; 1983) Chebyshev  Chebyshev  Erdogan; 1983)
0 1 1 A 1 1 1
0.25 0.80456 0.82891 0.821 1.18056 1.19918 1.203
0.50 0.64568 0.67727 0.667 1.41647 1.43446 1.439
0.75 0.51575 0.54507 0.539 1.70659 1.71556 1.721
1 0.41156 0.42021 0.433 2.04579 2.05424 2.063

Tablo 3.1 ve Tablo 3.2’den goriildiigii gibi iki catlak igeren problem igteki
uclar birbirine yeterince yaklastiginda tek catlak igeren problemdeki GSF degerlerine

yeterince yaklasir. Ayrica fa non homojenlik parametresi arttiginda a, ucundaki

normalize edilmis GSF degeri azalirken b, ucundaki normalize edilmis GSF degerleri

artar.

Ozturk ve Erdogan (2001) calismasinda, homojen olmayan ortotrop bir
ortamdaki ¢oklu ¢atlak problemini incelemistir. Ikincil catlagin yerinin ve bagil
boyunun dominant catlak iceren ortotrop non homojen bir ortamdaki GSF degerleri
lizerine etkisi arastirilmistir. Ayrica 6zel bir durum olarak, izotrop durum niimerik
sonuglar kisminda bazi grafikler ve tablolar da yer almistir. Bu da bize elde ettigimiz

sonuglar1 karsilastirma olanagi sunar. Sekil 3.1 de temsili olarak diizgiin yayil yiik

(f6x)=—p,) altinda (c,+c,)/d parametresinin normalize edilmis GSF iizerindeki
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etkisi hesaplanmis ve (Ozturk ve Erdogan, 2001) de verilen grafikle uyumlu oldugu

goriilmistiir. Burada C, ve C, sirasiyla birinci ve ikinci ¢atlaklarin boylarinin yarisi, d

ise catlaklarin orta noktalar1 arasindaki uzakliktir.

Buradan sonra tim hesaplamalar Lobatto-Chebyshev yontemi kullanilarak
yapilmustir.
Sekil 3.1: Homojen Olmayan Bir Ortamda Diizgiin Yayili Yiik Altinda (¢, +c,)/d

Parametresinin Normalize Edilmis GSF Uzerindeki Etkisi.

24

k(@)
CHTS

1.2 —i

0.8 —

0.4

0 0.2 04 06 08 1
(cy+ey)/d

Sekil 3.1°den goriildiigii gibi (¢, +¢,)/d —1 iken, yani iki catlak, tek ¢atlaga
yaklasirken, i¢ uglardaki GSF degerleri (k; (bl) /k,) sonsuza gider.
Tablo 3.3 ve Tablo 3.4 diizgiin yayili1 yiik altinda homojen durumdaki bir

problemde ¢atlak uglarindaki normalize edilmis GSF degerlerini gosterir. Tablo 3.3 ve

Tablo 3.4 den homojen ortam i¢in i¢ ve dis uglardaki normalize edilmis GSF

k(a) _ k(b)
po (bl_al)/z po (bz_az)/2

degerlerinin esit oldugu, yani ve

K (bl) = i (aZ) oldugu goriliir. Ayrica c¢atlak boylarinin
pm/(bl—al)/Z po (bz_az)/z

bliylimesinin normalize edilmis GSF degerlerinin biiylimesine yol actig1 goriliir.
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Tablo 3.3: Duzglin Yayih Yiik Altinda Catlak Uglarindaki Normalize Edilmis GSF

Degerleri (¢, =—-p,, 0,=-p,, v=0.3, pa=0).

ai, bi

ki (2,)

ky(0,)

ki (2,)

ky(b,)

Poy/(b—a,)/2

po\/(bl—al)lz

po\/(bz—az)lz

Poy/(b,—a,)/2

ai=-2a, bi1=-a, a»=a, 1.012487644 1.017615972 1.017616019 1.012487651
b,=2a

a1=-3a, b1=-a, a»=a, 1.027953087 1.047959978 1.047960004 1.027953188
b,=3a

a1=-ba, b1=-a, a»=a, 1.051681214 1.112470131 1.112470163 1.051681571
b>=5a

a1=-8a, b1=-a, a»=a, 1.075152573 1.201649996 1.201650028 1.075152581
h,=8a

a1=-10a, b1=-a, a>=a, 1.086335361 1.255122228 1.255122219 1.086335259
bo,=10a

Tablo 3.4: Duizglin Yayih Yiik Altinda Catlak Uglarindaki Normalize Edilmis GSF

Degerleri (0, =-p,, 0,=-p,, v=0.3, pa=0).

ai, bi

ki (a)

ki (b))

ki (2,)

K (b:)

Poy/(b—a,)/2

Poy/(0,—a,)/2

Poy/(b,—a,)/2

Poy/(b,—a,)/2

a1=-10a, b1=-a, 1.086335361 1.255122228 1.255122219 1.086335259
a>=a, h.=10a

a1=-10a, b1=-2a, 1.051681494 1.112470133 1.112470223 1.051681576
a>=2a, bo=10a

a1=-10a, b1=-3a, 1.032562985 1.058727159 1.058727132 1.032562807
a>=3a, h>=10a

a1=-10a, b1=-5a, 1.012487669 1.017615974 1.017615888 1.012487651
a>=5a, b>=10a

a1=-10a, b1=-8a, 1.001469578 1.001643107 1.001643172 1.001469767
a>=8a, h»=10a

Tablo 3.5 ve Tablo 3.6 diizgiin yayili yik altinda homojen olmayan bir

ortamdaki normalize edilmis GSF degerleri verilmistir. Tablo 3.5 ve Tablo 3.6 dan
gortldiigli gibi her bir ¢atlak icin sol ugtaki normalize edilmis GSF degerleri sag ugtaki
normalize edilmis GSF degerlerinden kiiciiktiir. Ayrica ¢atlak boylar1 biiyiidiikce b2

ucundaki normalize edilmis GSF degerleri artar.
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Tablo 3.5: Duizglin Yayih Yiik Altinda Catlak Uglarindaki Normalize Edilmis GSF
Degerleri (¢, =-p,, 0,=-p,, v=0.3, pa=0.5).

2, b kl(al) kl(bl) kl(az) kl(bZ)
Poy/(b—a,)/2 po\/(bl—al)lz po\/(bz—az)lz Poy/(b,—a,)/2
ai=-2a, bi=-a, ar=a, 1.029589130 1.099735950 0.9338733123 0.9739929003
b,=2a
ai=-3a, bi=-a, ar=a, 0.7511637204 1.188782686 0.8712305364 1.297551776
b.=3a
ai=-5a, bi=-a, ar=a, 0.6045535045 1.276556662 0.7231110866 1.691269375
b,=5a
ai=-8a, bi=-a, ar=a, 0.2056800393 1.421656626 0.7354093662 2.101045951
b,=8a
ai=-10a, bi=-a, ar,=a, 0.4338277174 1.303941182 0.5580088821 2.479358844
b.=10a

Tablo 3.6: Duizglin Yayih Yiik Altinda Catlak Uglarindaki Normalize Edilmis GSF
Degerleri (¢, =—p,, 4,=-p,, v=0.3, pa=0.5).

8, bi kl(al) kl(bl) kl(az) kl(bZ)
Po (bl_al)/2 pO\/(bl_al)lz pO\/(bz_az)/2 Po (bz_a-z)/2

a1=-10a, bi=-a, ar=a, 0.4338277174 1.303941182 0.5580088821 2.479358844
b>=10a
a1=-10a, b1=-2a, a»=2a, 0.2450840280 1.069098896 0.3589073016 2.080141680
b.=10a
a1=-10a, b1=-3a, a»=3a, 0.4917573172 1.272651216 0.6534136924 1.854349634
b,=10a
a1=-10a, b1=-5a, a>=5a, 0.5619325954 1.555251924 0.6875207118 1.726326400
b,=10a
a1=-10a, b1=-8a, a»=8a, 0.9211605772 1.049492621 0.9729507504 1.087194593
b,=10a

Tablo 3.7 ve Tablo 3.8 homojen bir ortamdaki iki ¢atlak icin eksponansiyel
yayil yiik altinda catlak ug¢larindaki GSF degerlerini gostermektedir. Tablo 3.7 den dis
uclardaki normalize edilmis GSF degerlerinin esit oldugu ve catlak boylar1 biiyiidiik¢e
catlak uglarindaki GSF degerlerinin arttig1 goriilmektedir. Tablo 3.8 den dis ¢atlak
uclar1 sabit tutulup, catlak aralarindaki mesafe arttiginda catlak u¢larindaki normalize

edilmis GSF degerlerin azaldig1 goriilmektedir.



Tablo 3.7: Eksponansiyel Yayih Yiik Altinda Catlak Uglarindaki Normalize

Edilmis GSF Degerleri (0, = —¢,E,6”, 0, =-¢E£”, v=0.3, fa=0).

ai.bi ki (a,) k; (b;) ki (a,) k; (b,)
&E, (bl—al)/2 &E, (bl—al)/2 &E, (bz—az)/2 &E, (bz—az)/2
ai=-2a, b1=- 1.012487644 1.017615972 1.017616019 1.012487651
a, az=a,
b,=2a
ai1=-3a, b1=- 1.027953087 1.047959978 1.047960004 1.027953188
a, az=a,
b,=3a
ai=-5a, b1=- 1.051681214 1.112470131 1.112470163 1.051681571
a, az=a,
bo=5a
ai1=-8a, b1=- 1.075152573 1.201649996 1.201650028 1.075152581
a, a2=a,
b.=8a
ai1=-10a, b1=- 1.086335361 1.255122228 1.255122219 1.086335259
a, d2=a,
b.=10a

Tablo 3.8: Eksponansiyel Yayih Yiik Altinda Catlak Uglarindaki Normalize

Edilmis GSF Degerleri (0, = —¢,E,6”, q,=-¢E£”, v=0.3, fa=0).

ai, bi

ACY)

ky (b,)

k()

ky(b,)

&Eoy(b—a,)/2

&E, (bl—al)/2

&Eyy/(b,—a,)/2

&Eyy/(b,—a,)/2

a1=-10a, b1=-
a, az=a,
b,=10a

1.086335361

1.255122228

1.255122219

1.086335259

a1=-10a, b1=-
2a, ax=2a,
b2=10a

1.051681494

1.112470133

1.112470223

1.051681576

ai1=-10a, b1=-
3a, ax=3a,
b2=10a

1.032562985

1.058727159

1.058727132

1.032562807

ai1=-10a, b1=-
5a, a;=b5a,
b2=10a

1.012487669

1.017615974

1.017615888

1.012487651

ai1=-10a, b1=-
8a, a»=8a,
b.=10a

1.001469578

1.001643107

1.001643172

1.001469767

Sekil 3.2’de a, =-2a, b =-a, a, =a, b, =2a boyunca yerlesen ¢atlaklar igin

non homojenlik parametresi f3(b,—a,)/2 nin diizgiin yayili yiik altinda normalize

edilmis GSF {izerindeki etkisi verilmistir. Non homojenlik parametresi arttik¢a

normalize edilmis GSF degerleri birinci catlagin a, ucunda artarken, ikinci catlak

uclarinda azalmaktadir.
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Sekil 3.2: Non Homojenlik Parametresinin Diizgiin Yayili Yik Altinda Catlak

Ucglarindaki Normalize Edilmis GSF Uzerindeki Etkisi (v =0.3).

12

ky(a1)

pov(b,-a,)/2
K,(b1)

. p,V(b,a,)2

L A
o 01

0.2 0.3
B(by-a,)/2

(a)

04

0.5

1.04

0.84

ky(az)
PoV(by-ay)/2
ky(b3)

pyV(b2-ay)/2

0.1

04 0.5

0.2 0.3
B(by-a,)/2

(b)

Sekil 3.3’de homojen bir ortam igin ai=-2a, bi=-a, a»=a, b.=2a boyunca

yerlesen catlaklar i¢in Poisson oran1 v niin diizgiin yayili yiik altinda normalize edilmis
GSF iizerindeki etkisi gosterilmistir. Sekil 3.3 den goriildiigii gibi Poisson orant v nln

normalize edilmis GSF {izerinde kayda deger bir etkisi yoktur.

Sekil 3.3: Homojen Bir Ortamda Diizgiin Yayili Yiik Altinda Poisson Orani v ’nin
Normalize Edilmis GSF Uzerindeki Etkisi.

1.018 1.018
ky(a;) kq(a,)
1.016 — PoV(b-aq)/2 1.016 —| peV(by-ay)/2
ky(b1) k(b2)
p,V(b;-a,)/2 poV(ba;)2
1.014 — 1.014 —
1.012 | ‘ ‘ 1.012 ‘ T ‘ |
0 0.2 04 0.8 08 0 0.2 0.4 0.6 0.8
v V]

(@) (b)
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Sekil 3.4’de homojen olmayan bir ortamda a, =—2a, b, =-a, a,=a, b, =2a
boyunca yerlesen catlaklar i¢in Poisson oram1 v niin diizgiin yayilh yik altinda
normalize edilmis GSF iizerindeki etkisi gosterilmistir. Sekil 3.4’ten goriildigli gibi

Poisson oran1 v niin normalize edilmis GSF iizerinde kayda deger bir etkisi yoktur.

Sekil 3.4: Homojen Olmayan Bir Ortamda Diizgiin Yayili Yiik Altinda Poisson Orani
v’niin Normalize Edilmis GSF Uzerindeki Etkisi.

1.24 0.94
1.2 —
/ 0.92 —//
118:~) ky(ay) ky(a,)
J PoV(bs-a,)/2 09 — PoV(bz-a;)/2
ky(b1) ky(b2)

112 — T piba) 7 poV(b,ma,)/2

1.08 —

1.04 —

0.84

V] V]

(a) (b)

Sekil 3.5’de a, =—2a, b, =-a, a, =a, b, =2a boyunca yerlesen ¢atlaklar i¢in
non homojenlik parametresi [ (bl—ai)/ 2 nin eksponansiyel yayili yiik altinda

normalize edilmis GSF tizerindeki etkisi verilmistir.
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Sekil 3.5: Non Homojenlik Parametresinin Eksponansiyel Yayili Yiikk Altinda Catlak

Ucglarindaki Normalize Edilmis GSF Uzerindeki Etkisi (v =0.3).

0.5

ks(a,)

£,EyV(bs-aq)/2
ky(b1)
eDEN(brﬂdiZ

I I
B (b-a)/2

(a)

04

0.5

8

ky(ay)

T gEN(bra2
¢ ki (b2)
EoEn\“bz'az)"z

| I )
B(b-a)/2 ’

(b)

0.5

Sekil 3.6’da homojen olmayan bir ortamda a, =-2a, b, =-a, a,=a, b, =2a

boyunca yerlesen ¢atlaklar icin Poisson oran1 v niin eksponansiyel yayili yiik altinda

normalize edilmis GSF tizerindeki etkisi gosterilmistir. Sekil 3.6’dan gorildigi gibi

Poisson oran1 v niin normalize edilmis GSF iizerinde kayda deger bir etkisi yoktur.

Sekil 3.6: Homojen Olmayan Bir Ortamda Eksponansiyel Yayili Yiik Altinda Poisson

Oran1 v ’niin Normalize Edilmis GSF Uzerindeki Etkisi

0.88

k,(a,)
€,EqV(bs-ay)i2
Ky(br)
£0EqV(bs-a,)2

0.78 :
I J [

(@)

0.8

ky(a;)
£,E;V(by-a;)/2

k,(bz)
EuEn\J‘(bz'az'IZ

(b)
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SONUC

Bu tez calismasinda, homojen olmayan bir ortamda iki catlak igeren bir
elastisite problemi ele alimmistir. Ele alinan problem, elastisite teorisinin temel
denklemleri yardimiyla modellenmistir. Singiiler integral denklemler teknigiyle elde
edilen singuler integral denklem sistemine Gauss-Chebyshev ve Lobatto-Chebyshev
yontemleriyle yaklasilmistir. Calismanin gegerliligini gostermek icin elde edilen
sonuglar literatiirde bulunan tek catlak problemine yaklastigi 6zel bir durumla
karsilastirilmistir.  Mekanikte Onemli bir yere sahip olan catlak uc¢larindaki GSF

degerleri i¢in elde edilen sonuglar asagidaki sekilde 6zetlenebilir:

i) Homojen ortamda diizgiin yayili yiik altinda elde edilen i¢ ve dis gatlak
uclarindaki GSF degerleri esittir:

G@) kb kb)) k@)
Po (bl_al)lz Po (bZ_aZ)/z Po (bl_a1)/2 Po (bz_az)lzl

Ayrica cgatlak boylar arttikga normalize edilmis GSF degerleri de artar.

if) Diizglin yayil yiik altinda homojen olmayan bir ortamdaki b, ucundaki
normalize edilmis GSF degerleri catlak boylarinin biiylimesiyle artar; kiiciilmesiyle

azalir.

iii) Homojen ortamda eksponansiyel yayili yiik altinda elde edilen dis ¢atlak
uclarindaki normalize edilmis GSF degerleri esittir. Ayrica catlak boylari arttik¢a gatlak

uclarindaki normalize edilmis GSF degerleri de artar.

iv)Non homojenlik parametresinin artmasiyla, diizgiin yayili yik altinda

normalize edilmis GSF degerleri birinci catlagin @, ucunda artarken, ikinci catlak

uclarinda azalmaktadir.

V) Poisson orani (v ) nin GSF Uzerinde kayda deger bir etkisi yoktur.
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