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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilan simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

E.F,G 1.temel formun katsayilari

€ g5(N,N) =+l

f(x,y,z) X, Y,z ye bagl f fonksiyonu

g Walker metrigi

H Ortalama egrilik

K Gauss egriligi

K(X,Y) Walker manifoldunun kesitsel egriligi
KM(X,Y) M nin kesitsel egriligi

L. M,N 2. temel formun katsayilari

M Regle yiizeyi

N Yiizeyin birim normal vektor alani

Ok ¢ nin x e gore tiirevi

Pxx ¢ nin x e gore ikinci mertebeden tiirevi
o(x,y) Yiizeyin parametrizasyonu

RM(X, Y)X M regle yiizeyinin egriligi

S Yiizeyin sekil operatoriiniin matrisi






1. GIRIS

Lorentz geometrisinin genel gorelilik bagta olmak iizere bir¢ok aragtirma alaninda faydali
oldugu bilinmektedir. Verilen bir ambiant uzayin alt manifoldunda calismak bu uzayin
geometrisini anlamak agisindan ¢ok onemli bir rol oynamaktadir. Walker, yari-Riemann
manifoldlarin1 calismis ve bir kanonik form elde etmistir. Null dagilimlart iceren bu
yari-Riemann manifoldlara Walker manifoldu adin1 vermistir. Yani paralel dagilimlarin
olusturdugu Walker manifoldlar da Lorentz manifoldlardan elde edilen manifoldlardir.
Daha spesifik olarak paralel null dagilimlarin olusturdugu Walker manifoldlar strict Walker
manifoldlar olarak bilinir ve ¢alismamizdaki incelemeler strict Walker manifoldlarda

yapilacaktir.

Regle yiizey; bir dogrunun bir egri boyunca hareket ettirilmesi ile elde edilen bir yiizeydir.
Regle ylizeylerin Minkowski uzayindaki yapisal 6zellikleri daha 6nceden kapsamli olarak
incelenmis ve yiizeyin karakterizasyonunun (spacelike, timelike ya da lightlike) regle

yiizeylerde ana dogru ve dayanak egrisinin karakterizasyonu ile iligkisi ele alinmugtir.

Bu c¢alismada 3-boyutlu bir strict Walker manifoldda timelike regle yiizeyler
incelenmektedir. Minkowski uzayindaki regle yiizeyler Walker manifoldlara tasinarak
Walker manifoldlara bagli yapisal ozellikleri arastirilmaktadir.  3-boyutlu bir Walker
manifoldda timelike regle yiizeylerin sekil operatorii, Gauss egriligi, ortalama egrilik,
Riemann egriligi ve kesitsel egrilikleri arastirilmakta ve timelike regle ylizeylere ornekler

verilerek orneklerde bu egriliklerin hesab1 yapilmaktadir.

Sonug olarak bu calisma 3-boyutlu bir strict Walker manifoldda timelike regle yiizeyler i¢in,
yiizeyin sekil operatorii, 1.temel form ve 2. temel formlarin katsayilari, Gauss egriligi,
ortalama egriligi, Riemann egriligi ve kesitsel egriligi hesaplamasi yapilarak ve bulunan

esitliklerin 6rneklerde kullanilmasi ile tamamlanacaktir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Simetrik Bilineer Formlar

2.1.1. Tanim

V bir vektor uzayi ve

b:VxV—=R

(u,v) — b(u,v)

olmak tizere Vu,v,w € V ve Vk € K i¢in
(@) b(u+v,w) = b(u,w) +b(v,w)

(@) b(u,v+w) = b(u,v) +b(u,w)

(iii) b(ku,v) = kb(u,v)

(@v) b(u,kv) = kb(u,v)

kosullarini sagliyorsa b ye bilineer form denir. Eger u,v € V i¢in b(u,v) = b(v,u) ise b ye

simetrik bilineer form denir [1].

2.1.2. Tanim

V vektor uzayi iizerinde bir b bilineer formu

(i) Vv € V igin v # 0 i¢in b(v,v) > 0 ve ise b ye pozitif tanimli bilineer form
(ii) Vv € V igin v # 0 i¢in b(v,v) < 0 ve ise b ye negatif taniml bilineer form
(iii) Vv € V i¢in b(v,v) > 0 ve ise b ye yari-pozitif tanimli bilineer form

(iv) Yv € V i¢in b(v,v) < 0 ve ise b ye yari-negatif taniml bilineer form

(v) Vw € V ve i¢in b(v,w) = 0 iken v = 0 ise b ye nondegenere bilineer form

denir.

W C V alt vektor uzayr olmak iizere b, : W x W — R kisitlanmig bilineer formu igin



yukaridaki ozellikler gecerlidir. Fakat b, V iizerinde nondegenere iken kisitlanmig uzayda

nondegenere olmak zorunda degildir [1].

2.1.3. Tanim

V vektor uzayinda simetrik, bilineer form b olsun. Yw € V ve icin b(v,w) = 0 iken v # 0 ise

b ye degenere bilineer form denir [1].

2.1.4. Tanim

V' vektor uzay: iizerinde tammli simetrik bilineer form b olmak iizere b, negatif tanimli

olacak sekilde W alt uzayinin boyutlariin en biiytigiine b nin indeksi denir ve v ile gosterilir.

n-boyutlu V vektdr uzaymin bir ortonormal bazi {ey,...,e,} olsun. b(e;,ej) = b;; olmak

tizere b simetrik bilineer forma kargilik gelen matris [b; j] dir [1].

2.1.1. Teorem

n-boyutlu bir V vektor uzayinda simetrik bilineer form b olsun. b simetrik, bilineer formu

nondegeneredir <> [b;;] matrisinin tersi vardur [1].

2.1.5. Tanim

V vektor uzayi iizerinde simetrik, nondegenere bir g bilineer formuna V {izerinde bir skaler

carpim ve (V, g) ikilisine de bir skaler carpim uzay1 denir [1].

2.1.6. Tanim

V vektor uzayinda

q:VxV—=R

v—=gq(v)=g(vv), v#0

olmak iizere g(v) = g(v,v) = 0 ise v vektoriine null (lightlike) vektor denir [1].



2.1.7. Tanim

V bir vektor uzayi olsun. v,w € V icin g(v,w) = 0 ise v ile w vektorlerine birbirine diktir

denir ve v 1 w ile gosterilir [1].

2.1.8. Tanim

V bir vektor uzayi, A ve B vektor uzaylar1 V nin iki alt vektor uzay1 olsun.

(i) Va € A i¢in g(v,a) = 0 olacak sekilde 3 v € V ise A alt vektor uzay1 V vektor uzayina
diktir.

(ii) Ya € A, ¥ b € B igin g(a,b) = 0 ise A ile B alt vektor uzaylari diktir denir ve A L B ile

gosterilir [1].

2.1.9. Tanim

W C V bir alt vektor uzayi olsun.
Wt ={veV|glvyw) =0,¥w € W} seklinde tamimli kiimeye W nin diki denir [1].

2.1.2. Teorem

V skaler ¢arpim uzayi ve V nin bir alt vektor uzayr W olsun. Bu durumda
(i) boyW + boyW = boyV
(i) (WH)t=w

dir [1].

2.1.10. Tanim

V' vektor uzayinin bir alt vektor uzayr W olsun. gy simetrik bilineer formu nondegenere
ise W ya nondegenere alt uzay denir. Eger gy simetrik bilineer formu degenere ise W ya

degenere alt uzay denir [1].



Eger W ya ait vektor uzay1 nondegenere (degenere) ise W uzay1 da nondegenere (degenere)

dir.
2.1.3. Teorem

V vektdr uzaymin bir alt vektor uzayr W olmak iizere W nondegeneredir < V=W @ W dir

[1].
2.1.11. Tanim

(V,g) skaler carpim uzay1 olsun. v € V olmak iizere || v |= /| g(v,v) | ifadesine V nin normu

ve || v ||=1ise v ye birim vektor denir [1].
2.1.4. Teorem
v # {0} olmak iizere (V, g) skaler carpim uzayi ise V nin bir ortonormal bazi vardir [1].
2.1.5. Teorem
V nin ortonormal bazi {ey,...,e,} olsun. ¥v € V i¢in
n
V= l; &ig(v,e)ei
seklinde tek tiirlii yazilabilir [1].
2.1.12. Tanim
(V,g) bir skaler ¢arpim uzay1 olmak iizere g nin indeksine V nin indeksi denir [1].
2.1.6. Teorem

(V,g) bir skaler ¢arpim uzay1 olsun. V nin bir {ey,...,e,} ortonormal bazi i¢in {eq,...,e,}

deki negatif sayilarin sayist V nin indeksine esittir [1].



2.2. Yari-Riemann Manifoldlar
2.2.13. Tanim

M bir diferensiyellenebilir manifold olsun.
8p : Tp(M) X Tp(M) — f(M)
bilineer doniisiimii simetrik, nondegenere ve indeksi sabit ise g ye M manifoldu tizerinde bir

metrik tensor ve (M, g) ikilisine de bir yari-Riemann manifoldu denir [1].
2.2.14. Tanim

Bir (M, g) yari-Riemann manifoldunun indeksi, iizerinde tanimli g metrik tensoriiniin indeksi
olarak tanimlanir ve v ile gosterilir. boy M > 2 ise (M, g) manifolduna Lorentz manifoldu

denir [1].
(M, g) bir n-boyutlu yari-Riemann manifoldu olsun.

g: x(M) x x(M) — C*(M,R)

n n
(VW) = g(V,W), V=Y o, W=)Y wo;
i=1 j=1
olmak tizere

gV,W)=g¢ (Z v, Y Wi&j)
=

i=1

= Z viwjg (8,~,9j), g(ai,aj) = &ij

=1

n . .
1
= 2 v ngij
i,j=1

n . .
=) gijy'w
ij=1
dir. ¢ metrik tensoriine kargilik gelen matris [g;;] dir. g nondegenere oldugundan [g;;(p)]
matrisinin tersi vardir ve matrisin tersi [gij(p)rl = [¢Y(p)] dir. g metrik tensor
oldugundan g;; fonksiyonlar1 M iizerinde diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Ayrica g

simetrik oldugundan g;; = g;; ve g"/ = g/' dir.



VYV, W € x(M) i¢in

Z g,-jdx’ ®Qdx’ (V,W) = Z g,-jdx’(V)dx](W) = Z gileWJ = g(V,W)

i,j=1 i,j=1 i,j=1
dir. O halde

n . .
g= Z gijdx' ® dx’
ij=1
olur. Ozel olarak M = R" alinirsa R manifoldu iizerinde YV, W € y (M) i¢in
\4 n
gV, W) ==Y viwi+ ), vjw,
i=1 j=v+1

olup (R",g) bir yari-Riemann manifoldudur ve R}, ile gosterilir. v =1 ise R} "e n-boyutlu

Minkowski uzay1 denir.
g(V,W) ifadesi bazen (V,W) ile gosterilecektir.
2.2.15. Tanim

(M, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. V € y (M) olmak iizere
(i) g(V,V) > 0veyaV =0ise V ye spacelike vektor alani

(ii) g(V,V) =0 veya V # 0 ise V ye null (lightlike) vektor alani
(iii) g(V,V) < 0 veya V # O ise V ye timelike vektor alani

denir [1].
2.2.16. Tanim

M yari-Riemann manifoldu iizerinde bir egri & : I C R — M olsun. T, o egrisinin teget

vektor alan1 olmak iizere:
(i) g(T,T) > 0 ise a egrisine spacelike egri,
(i) g(T,T) < 0 ise o egrisine timelike egri,

(iii) g(T,T) =0 ve T # 0 ise a egrisine null egri denir [1].



Benzer durum egrinin 6zel hali olan dogru icin de gecerlidir. Dogrunun dogrultman vektorii

spacelike ise dogru spacelike, timelike ise dogru timelike null ise dogru null olur.
2.2.17. Tanim

M yari1-Riemann manifoldunun bir alt manifoldu M olsun. Jj inclusion doniisimil j M— M

olmak iizere her p eM icin

seklinde tamiml j*(g) dontisiimii M iizerinde metrik tensor ise M ye M nin bir yari-Riemann

alt manifoldu denir [2].
2.2.18. Tanim

Bir (M, g) yari-Riemann manifoldu iizerindeki koneksiyon D olsun. VX,Y,Z € x(M)
(i) [X,Y] = DxY — DyX
(i) Xg (Y,Z) = g (DxY,Z) +g(X,DyZ)

ozellikleri saglantyorsa D koneksiyonuna M iizerinde Levi-Civita koneksiyonu denir [1].
2.2.19. Tanim

(M, g) yari-Riemann manifoldunun bir alt manifoldu M ve D de M iizerinde bir Levi-Civita

koneksiyonu olsun. Bu durumda

D:x(M)x x(M) =X (M)

doniistimiine M den M yari-Riemann alt manifolduna indirgenmis koneksiyon denir [1].

Buradaki X (M) ile her p € M noktasina 7,M de bir tanjant vektor karsilik getiren vektor

alanlarinin modilii ifade edilmektedir.
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2.2.77. Teorem

M nin bir yari-Riemann alt manifoldu M ve M iizerinde Levi-Civita konneksiyonu D olmak

lizere V V,W € x(M) igin

Dy W = tanDyW

seklinde taniml D doniisiimiine M iizerinde bir Levi-Civita koneksiyonu denir[1].

2.2.20. Tanim

{x1,..,x,} bir M yari-Riemann manifoldunun U ag181 istiinde yerel koordinat sistemi olsun.
Dy,(9)) = ;Tfjak, (1<i,j<n)

esitligi ile belirli Ff.‘j fonksiyonlarina, U iistiinde {xi,...,x,} koordinat sisteminden elde

edilen Christoffel fonksiyonlar1 denir.

0i,9] = 0 oldugundan Dy,(9;) = Dy,(9;) olur. Buna gére, T'}; = I'%; elde edilir [1].
2.2.21. Tanim

M nin bir yari-Riemann alt manifoldu M olsun.

IT: (M) x 2 (M) = x(M)"

(V,W) — II(V,W) = norDyW

seklinde tanimli IT bilineer ve simetrik fonsiyonuna M niin ikinci temel form tensérii denir

[1].
2.2.22. Tanim

Boyutu n olan bir M yari-Riemann manifoldunun bir yari-Riemann alt manifoldu M olsun.

M nin boyutu n — 1 ise M ye, M nin bir yari-Riemann hiperyiizeyi denir [1].
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2.2.23. Tanim

M yiizeyi tizerinde N birim normal vektor alam1 ve D Riemann koneksiyonu olmak iizere

YV € x(M) icin
S(V) = —DyN 2.1)

esitligi ile taniml fonksiyonuna M yiizeyinin N vektor alamina bagli sekil operatorii

(Weingarten doniisiimii) denir [1].
2.2.24. Tanim

M nin bir yari-Riemann hiperyiizeyi M ve N de M nin birim normal vektor alan1 olsun.

YU,W € x(M) igin
g(S(U),W) = g(II({U,W),N)

esitliginde S (1,1) tipinden tensor alanmi olup, S ye M nin normal vektor alan1 N den elde

edilen sekil operatorii denir [1].
Kisaca § sekil operatorii Vp eM icin
S Tp(M) = Ty(M)

bir lineer operatordiir.

2.2.8. Teorem

M nin bir yari-Riemann hiperyiizeyi M olmak iizere S, M nin birim normali N den elde edilen

sekil operatorii olsun. Bu durumda V € x (]\_4 ) igin
S(V)=—DyN (2.2)

esitligi vardir ve S operatorii self-adjointtir.
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M nin yari-Riemann hiperyiizeyi M olmak iizere, M nin N normalinden elde edilen sekil

operatdrii S olsun. V U,V € x (M) igin
(U,V) = eg(S(U),V)N (2.3)

esitligi vardir. Burada € = g(N,N) dir. Yari-Riemann hiperyiizeyler i¢in Gauss denklemi

YU,V € x(M) igin
DyV =Dy V +€g(S(U),V)N (2.4)

esitligi ile verilir [1].
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3. WALKER MANIFOLDLAR

Bir ambiant uzayin alt uzayi incelemek uzayin geometrisini anlamak acisindan dnemlidir.
3-boyutlu geometri Riemann ve Lorentz geometrisindeki bir ¢cok durum i¢in 6nemli yere
sahiptir. Walker manifoldlar pozitif tanimli olmayan metriklerde geometrik 6zellikleri
olusturabilmek i¢in olduk¢a faydalidir. Egrilik 6zellikleri ve lokal comformally flat
3-boyutlu Walker manifoldlarin 6zellikleri M. Chaichi, E. Garcia-Rio and M.E.
Vazquez-Abal tarafindan calisilmistir. G. Calvaruso and J. Van der Veken ise bir Lorentz
3-boyutlu manifoldda paralel yiizeylerin siniflandirmasini incelemistir. A. S. Diallo, A.
Ndiaye and A. Niang 3-boyutlu Walker manifoldda minimal graphslarla ilgili baz1 sonuglar
elde etmistir. Bu calismada, bir paralel null vektor alani tarafindan gerilen strict Walker

manifold olarak adlandirilan 3-boyutlu Lorentz manifold ele alinacaktir.

3.1. Null Dagilim

3.1.1. Tanim

Bir (M,g) yari-Riemann manifoldunun tanjant demeti TM = V| @ V, olsun. Projeksiyon

dontistimleri

Tm:TM—=V, ve m:TM—V,

tanimlansin.

Eger X1, V) lizerinde bir diizgiin vektor alani iken VX de V iizerinde ise yani Vir; = 0 ise
bu durumda V| e paralel dagilim denir. V| paralel dagilim olsun. V; e kisitlanan metrigin

ranki sabit ise V| e bir null paralel dagilimdir denir [3].

Eger V| bir null paralel dagilim ise V| dagilimina metrigin kisitlanmasi sifirdir. V; i boyu
1 olan bir dagilim oldugunu kabul edelim, o zaman bir dogru belirtir. Eger V; null ise , M
nin yonlendirdigi bir paralel tasima vardir V; in null olmasi1 durumunda paralel vektor alani

tarafindan gerilmesine gerek yoktur [3].
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Sekil3.1. m; : TM —V; ve m:TM — V, ile tanimlanan projeksiyon doniisiimii

3.2. Walker Manifoldlar

Walker, D null diizleminin bir paralel alanli yari-Riemann M manifoldlar1 iizerinde
caligsarak bir kanonik form elde etmistir. Yapti§1 calismasinda bir D null paralel yani
degenere dagilimi iizerinde bulunduran bir yari-Riemann manifold M ye Walker manifold
adin1 vermigtir. Kanonik formlar degenere olmayan dagilimlar icin biliniyordu. Bu

durumda metrik tensoriin matris kanonik formu

0
(i) =
B
seklinde ifade edilir. boyM = m ve boyD = r olmak iizare A matrisi bilesenleri (xi,...,x,)

olan r X r tipinde bir simetrik matris, B ise (m —r) x (m — r) tipinde ve bilesenleri

(Xp41,---,Xm) olan simetrik matrislerdir [3].

3.2.1. Teorem

r-boyutlu null D dagiliminin olusturdugu m-boyutlu M yari-Riemann manifoldu i¢in metrik



15

tensoriiniin matris ifadesi

0 0 Id,
&j)=] 0 A H
Id, H B

bicimindedir. Burada Id, r X r tipinde birim matris; A, B, H koordinatlar1 agsagidaki gibi olan

matrislerdir:

1) A ve B sirastyla (m —2r) x (m — 2r) ve r x r tipindedir. H matrisi (m — 2r) x r tipinde bir

matris olup H' matrisi H matrisinin transpozudur.
2) A ve H nin koordinatlar1 (xp,...,x,) den bagimsizdir.

Ayrica null paralel r-diizlem D dagilimi {dy,,...,dx,} koordinat vektor alanlar tarafindan

gerilirler [3].

Ispat Teoremdeki kosullart saglayan D null dagilimi {0, , ..., dy, } tarafindan gerilsin. D nin
paralel oldugunu gostermek icin Vi € 1,....,r ve a € 1,...,m icin vaxdax,. degerlerini
hesaplamak gerekir. je {1,...r}, € {r+1,...m—r} ve v € {m—r+1,...m}.

olmak tizere
Vo, Ok =0k, + oy + Lok, .

A ve H matrislerinin (xp,...,x,) den bagimsiz olmasi Fﬁu- ve I'V; niin sifira esit oldugunu

gosterir. Dolayisiyla D paralel diizlem alanidir.

Aksine D nin r- boyutlu paralel diizlem alan1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda ortogonal

vektor alam D+ de paraleldir D C D+ oldugundan boyD" = m — r, olup

(xla "'7xr7xr+17'"7xm—r7xm—r+l,...7xm) (3.1

seklinde bir koordinat sistemi mevcuttur. D ve D sirasiyla {dx1, ...,dx,} , {9x1,...,0%u_,}
tarafindan gerilir. D degenere oldugunden ve D ise D nin ortogonal tiimleyeni oldugundan

g(D,D) =0ve g(D,D*) =0 dir, buradan i, j € (1,...,r), 1€ (r+1,...m—r)igin

g(ax,-,ax,) =0, g(ax,-aax/) :g(axnaxi) =0
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dir. Koordinat fonksiyonlari x,,_,y; ve gradiyentleri E; = Vx,,_,4;, i € {1,....,r} olacak

sekilde
(Ei, 0%a) = dxpr4i(9x) = Y1

esitligi elde edilir. Bu durumda g(E;, D) = 0 dir dolaysiyla Vi i¢in E; € D dir. Biitiin
gradientler lineer bagimsiz oldugundan paralel dagilim E; ler tarafindan yerel olarak
gerilirler. Her ij i¢in [E;,E;| = 0 oldugundan (3.1) deki koordinatlar E; = dy,, Vi € {1,...r}

seklinde Ozellestirilir. Bu durumda elde edilen koordinatlar ile metrigin matris formu ifade

edilirse
0 0 Id,
(gij) = 0 A H
Id, H" B

dir, buradaki Id, matrisi r X r tipinde birim matristir. 1spat1n devaminda A ve H
matrislerinin (xj,...,x,) koordinatlarindan bagimsiz oldugu gosterilecektir. i € {1,...,r} ve
a,B € {r+1,.,m—r} alahm. D paralel dagiim oldugundan (g(VD,D*)=0) , A

matrisi (xp,...,x,) koordinatlarindan bagimsizdir.

ax,-gocﬁ = g(vaxl axa ) &Xﬁ) + g<axa ) Vaxi aXﬁ)

= g(Vam ax,'a axl;) + g(axa,VaxB 8)6,‘) =0,
Benzer sekilde i € {xy,...,x,}, & € {xp41,..c,xm—r}, t € {m—r+1,...,m} olmak iizere

du8ar = 8(Va, Oy 9x) +8(0xa: Vo, O)
= g(v&m ax,-a axt) + g(axa 9 Vaxt ax,')
e _g(aXH Vaxa axt)

= _g<axnv8x, a)Coc) =0

elde edilir, bdylece H matrisinin (x1,...,x,) koordinatlarindan bagimsizdir [3].
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3.3. 3-Boyutlu Walker Manifoldlar
3.3.2. Tanim

3-boyutlu bir yari-Riemann manifoldu M ve D de 1-boyutlu bir null paralel dagilim olsun.
M manifoldu iizerinde tanimli Walker metrigi g? ile gosterilsin. Koordinatlar (x,y,z) olan

3-boyutlu bir (M, g) Walker manifoldunun metrik ifadesi
g7 =dx.dz+dz.dx+ edy* + f(x,y,z)dz>. (3.2)

esitsigi ile verilir, bu metrigin matris formu ve matrisinin tersi ise

00 I —f 01
gi=loeo|, € '=] 0 €0
10 f 1 00

seklindedir. f(x,y,z) fonksiyonu i¢in € = F1 dir ve bu durumda D = Sp{d,} dagilimi bir
paralel degenere dogru belirtir. € =1 ya da € = —1 oldugunda Walker manifoldunun
isaretinin sirasiyla (2,1) ve (1,2) olduguna ve her iki durumda da Lorentzian olduguna

dikkat ediniz [3].

Calismamizda gjsc un indeksi 1 olarak alinacaktir yani Walker manifoldun isareti (2, 1) dir.
Dolayisiyla € = 1 olacaktir. Bu kisimdan itibaren f > 0 kabul edilecektir. f < 0 kosulu
benzer sekilde calisilabilir. f > 0 icin e; timelike, e, ve e3 spacelike olacak sekilde

ortonormal bazlar vardir [4].

Bu bazlar (ej,e;,e3) olmak iizere,

1 1
—0d,, er=20,, e3=——0
VI g Il

grler,er) = —sgnf, grler,ex) =€, gr(es,e3)=sgnf

e = —\/|f_|sgnf(9x—|—

seklindedir [5].

3.3.3. Tanim
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U ve V, M iizerinde iki vektor olsun. U = (uy,up,u3) ve V.= (v, vz,v3) olmak iizere U ve V

nin vektorel carpimi

up v u v2 up vi u va
UxV = —f el — & e+ e3
uy v us vj3 us v3 us v3

ile tanmimlanir [3].

Metrik tensore karsilik gelen matris

g1 &12 &13 0 0 1
87=1| g1 g» g3 |=]| 0 € 0
832 832 833 I 0 f

olmak tuizere bu matrisin tersi

gl gl2 13 —f 01
(g;c;)*l: g21 gzz g23 — 0 ¢ 0
g31 g31 g33 1 0 0
dir. Buradan
00 O 00 O 0 0 O
Agil=1 00 0 |, dlgfl=1 00 0 |, lgfl=] 00 0
0 0 f 0 0 f 0 0 f;

dir. Christoffel sembollerinin sifirdan farkli bilesenleri asagidaki gibidir.

1 3
T =5 Y 6" [grjsi+ g — 8ijs7]
=1

A

1 1 1 kr . . 1

F13:F31:§Zg [grj7l+griv]_gij>r]:§fx
r=1

1_33:1—‘-152:5]3“ F.%S:i(fz"‘fxx); 1—%3:§fy, F%3:—§fx



Buradan
kullanilarak hesaplandiginda

1 1 1 € 1
Vidz = Efxax, Viydz = Efy9x, Vj.0z= E(ffx + f2)0x — Efyay - Efx8z,

olarak elde edilir [3].
(M, g]‘?) in egrilik tensoriiniin sifira esit olmayan bilesenleri ise

1 1 1
R(dx,dz)dx = Efxﬁx, R(dx,07)dy = Efxyax, R(dy,dz)dy = Efyy(?x,

R9x,02)92 = 3 fudv— 2 fydy— 3 fude,  R(9302)95 = 3 fyx,

1 ) 1
R(&y, aZ)aZ = iffxyax_ Efyyay - Efxyaz
dir [3].
3.3.2. Teorem

3-boyutlu (M,g%) Walker manifoldu iizerinde iki vektor alanlart U ve V' olsun.

19

(3.3)

(3.4

(3.5)

Eger

87(U,V) =0 olan iki spacelike olmayan vektor alanlar ise U ve V lightlike vektorlerdir.

Ispat

Timelike vektor alanlart uzayi 1 boyutlu oldugundan birbirine dik iki timelike vektor

yoktur. Dolayisiyla burada birbirine dik vektor alamayiz. Bu teorem i¢in vektorler timelike

olamayacagindan ve teoremin ifadesinden vektorler spacelike da olamayacagi i¢in U ve V

lightlike vektorlerdir.
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3.3.3. Teorem

3-boyutlu (M, g7) Walker manifoldunda iki timelike vektor alanlart U ve V ise g%(U, V) # 0
dir.

Ispat

U ve V iki timelike vektor ise < V > spacelike bir alt uzaydir. Buradan U = X + AV
yazilabilir. (A > 0)

87(U,U) <0 oldugundan g%(X,X) < —lzg;(V,V)
gr(U,V) =g5(X +AV,V)
=87 (X, V) +g5(AV,V)

V timelike oldugundan g?(V,V) # 0 dir. Bu durumda g?(U V) = lg?(V,V) # 0. Sonug

olarak g(U,V) # 0 elde edilerek ispat tamamlanr.
3.3.4. Teorem

3-boyutlu bir (M, g%) Walker manifoldunda iki lightlike vektor alanlar1 U ve V' olsunlar. U

ve V vektdrlerinin lineer bagimli olmast igin gerek ve yeter kosul g%(U,V) = 0 olmasidur.
Ispat

(=) U ve V birbiriyle orantili iki lightlike vektor olsunlar. Bu durumda U = (uy,up,u3) ve

V =c.U = (cuy,cup,cus), c € R, ¢ # 0 olmak tizere,

g7(U,U) = 2uyus +eus+ ful =0
85(V,V) = 2cuicuz + ecugcup + feuzcuy

= 2u1u3c2 + 8u%c2 + fu%c2
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= 2 (2uyuz + eud + fu3)
=0
g?(U,V) = ujcus + uzcuy + €upcuy + fuzcus
= cuyu3 + cuzuy + eudc + feul
= 2cujusz + Scu% —}—fcu%
=c0

=0
87(U,V) =0 elde edilir. Dolayisiyla U ve V ortogonaldir.

(<) : Kabul edelim ki U ve Vortogonal iki lightlike vektor alanlari olsun. U = X + W ve
V =Y 4+ W olarak yazalim. Bu durumda U ve V lightlike oldugundan

gjsc(U,U) =2(x; +wyp)(x3+w3) +€(x +W2)2 + f(x3 +W3)2 =0 (3.6)

gr(V,V) =2(y1 +w1)(y3 +w3) + (2 +w2)* + f(y3+w3)* =0 (3.7
olur. (3.6) ve (3.7) esitlikleri diizenlenirse

2x1x3 + 2x1w3 + 2wixs + 2wiws + €(x2 + w2) + £(x3 + w3)2 +2y1y3 + 2y1w3 + 2w1);3
+2wiws +€(v2 +w2)? + f(y3+w3)? =0,
2x1x3 + SX% + fx% +2y1y3 + Sy% + fy% +2x1w3 4+ 2w1x3 + 2€x0w0 4 2 fwaxz + 2wiws

+ 8w% +fw§ + 2wiws + EW% +fw§ +2yiw3s +2wiys +2€fyzw3 =0
bulunur. (3.6) ve (3.7) taraf tarafa toplanirsa

87 (X, X) +85(Y,Y) +285(X, W) +283(W, W) +285(Y, W) = 0

elde edilir. Bu da

IX N>+ 1Y |? +285(X +Y, W) +2g5(W, W) =0

olur. W = U — X alinirsa,
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IX 2+ 1Y [ +285(X +Y,U —X) +2g5(U —X,U =X) =0

X (12 + 1Y 17 +285(X,U = X) +2¢5(Y,U = X) +2¢5(U,U — X) +2¢5(~X,U = X) =0
[ X (12 + (1Y 1 +285(X,U) +285(X, —X) +285(Y,U) +2¢5(Y,—X) +2g5(U, U)
+2g%(U, —X) +28%(—X,U) +28%(—X,—X) =0

[ X[+ (1Y [ +285(Y —X,U) —2g%(X,Y) =0

elde edilir. Y — X =V — U oldugundan

X7+ 1Y 1P +28%(V —U,U) = 2g5(X,Y) = 0

X1+ 1Y 1P +28%(U, V) —285(U,U) = 285(X,Y) = 0

X7+ Y [I> —285(X,Y) =0

X =Y |*=0

X=Y

dir. Dolayisiyla U =V dir. Bu ise ispat1 tamamlar.
3.4. 3-Boyutlu Strict Walker Manifold
3.4.4. Tanim

Walker manifoldunu olusturan paralel dagilimlar bir null vektor tarafindan geriliyorsa

manifolda strict Walker manifold denir [3].

Strict Walker manifoldlar f = f(y,z) olacak sekilde iki degiskene baghdir. Bir Onceki

boliimdeki ifadelerden 3-boyutlu bir Walker manifoldunun metrik tensoriiniin ifadesi,
g5 = edy’ +2dxdz + fdz’ (3.8)
olup burada € = +1 dir [3].

Ayrica Christoffel sembollerinin sifirdan farkli olan degerleri

1 1 €
Iy =T3 = Efya I3 = Efm I3 = _Efya (3.9)
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ve Levi-Civita koneksiyonun baz vektorlerinde aldig1 degerler

V03 = %fzah Vi,05 = %f333 - gfzaz (3.10)
dir. Egriligin baz vektorlerinde aldig1 degerlerden sifir olmayanlar

R(dy,dz)dy = —%ffyyc%c, R(dy,d7)dz = —;fyy(?y (3.11)
dir.

3-boyutlu bir strict Walker manifold tizerinde iki vektor alani

3
X =

3
X,~8,~ ve Y:ZYjaj
j=1

i=1

olsun. Bu durumda Y nin X e gore kovaryant tiirevi hesaplanacaktr.

3

3 3
VY=Y (Z X0k [Yul + ). XleF’,Z’,> Om
k=1

m=1 k=1

g

3 3
+ (Zxkak v+ Y XkY,r,fl> o (3.12)
k=1 ki=1

bl
™

3 3 3
X ]+ ) XkYzFb) di + (Zxkak M+ ) Xleriz) 2]
k=1 k=1 k=1

= {Xl d| [Yl] + X Y]F%l + X Y2F%2 + X Y3F%3 +X>0, [Y]] + X0 Fil —|—X2Y21—%2
+Xo Y303 + X305 (V1] + X3 YiT3, + X3YaTy, + X3 Y3053} 0 + { X101 [Ya] + Xy 1T,
—{-Xlel—‘%z +X1Y3F%3 + X0, [Yz] +X2Y1F%1 —|—X2Y21—%2 —|—X2Y3F%3 + X305 [Yz]
+X3Y] 1—%1 +X3Y21—%2 +X3Y31—%3} o+ {Xl o [Y3] + X Y]l—‘?l + X Yzl—?z + X Y3F?3
+Xr0» [Y3] -I-XzYIFgl +X2Y2F32 +X2Y3F§3 + X305 [Y3] -|—X3Y1F%1 -|-X3Y2F§2

+X3Y3I33 } 05 (3.13)
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dir. 3-boyutlu strict Walker manifoldunda Christoffel sembollerinin degerleri yerine yazilirsa

1 1
VxY = {Xlal [Y1]4+X20, [Y1]+ X303 [Y1] + (X213 +X3Y2)§f2 +X3Y3§f3} di
+{X101 5]+ X002 [12) + X0 [15] + X3 (~5) 2 } 92
-+ {X] 81 [Y3] —|—X282 [Y3] +X383 [Y3]}&3 (3.14)

elde edilir.

Walker manifoldunda tanimlanan metrigin ve vektorel carpimin R% dekinden farkli
olmasindan dolay1 ikinci tiirev hesaplamasi da farklidir. Yukaridaki (3.14) denklemini
kullanarak ikinci tiirev hesaplamasi yapildiginda 3-boyutlu bir strict Walker manifold

tizerinde ikinci tiirev hesaplamalar1 agsagidaki esitliklerle elde edilecektir.

ox ox ox 1 ox? dx° x> Ix? x> dx
P = {Qxal[ﬁx]—i- {a} E(fyax ox P oxax Tox ax)}ax
2 e 9 d
[t o] v

RN

o ={ S G+ 5o 5 2 (55 5+ 5 5 5 ) o
{55 Sals] i)
{55525

{5 5] S 5] a5 oS S5 )

NENEIN R - S

]

ox ox 2
RENCEN
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Ox = @5 Ve @y = @, diyelim. Bu ifadeler yukarida yerine yazilirsa asagidaki esitlikler

bulunur.

dx! dx! ox? ox! 1 ox? x> x> dx> ax3 ax3
‘P"”‘:{ o ! {3w} o [a } E(fy ox ow T axWHZWW)}aX

dx! ox? ox? ox? € . 0x3dx
+{ R [8w] Ty az[a } 2oy aw}ay
ox ax> ox? ox
+{8x&{3w}+8 @[&J}@ (3.16)

dx! dx! ox? ox! 1 ox? x> x> dx? x> dx
"’”‘y:{ayal{ }*a az{a } E(fYay s TPy as Ty as)}ax

)
ox! . [ox*]  Oox dx e dx>ox’
+{8yal[8s]+ 8y82{8s] nyay 8s}8y
5

dx! 3 ox? ox
+{ay& +8y%[8}}&' (3.17)

3.5. 3-Boyutlu Walker Manifoldda Yiizeyler

Turgut (1995), Turgut ve Hacisalihoglu (1997) referanslarinda ]R{? deki yiizey ve yiizeylere

ait baz1 kavramlar verilmigtir. Bu kavramlar (M, gi) Walker manifolduna uyarlanacaktir.

3-boyutlu bir (M, g}‘}) Walker manifoldu g6z oniine alinirsa,
0:UCR>—>M
(.Xf,y) — (p(xuy) - (@1 (xvy)a (Pz(xay)7 %(xvy))

parametrizasyonu ile tanimli bir ¢(U) yiizeyi goz Oniine alinsin. Burada

2¢(x, ap(x,
PO a2 g (o)

lineer bagimsiz olsun. Bu durumda ylizeyin normali N = @, X @, olup yiizeyin 1. temel

formunun bilegenleri

E:g?(ﬁDx,ﬁox), F:gff((qu)y)a G:g?((Pya(Py)-
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Yiizeyin 2. temel formunun bilegenleri
L=g5(¢u;N), M=gi(@y,N), N=gi(¢y,N).
dir.

3.5.5. Tanim

3-boyutlu bir (M,g%) Walker manifoldunda bir yiizey M olsun. g% Walker metriginin M
yiizeyine kisitlanmisi nondegenere ise M yiizeyi iizerinde metrik tensor nondegenere
oldugundan 1. temel forma karsilik gelen matrisin tersi vardir. Bir bagka deyisle matrisin

determinanti sifirdan farklidir. Yani

E G
det #0
G F

dir. Diger bir ifade ile M yiizeyinin normalinin null olmayan bir vektor alan1 olmasidir.
3.5.6. Tanim

3-boyutlu bir (M,g7) Walker manifoldunda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine

indirgenmis metrik pozitif tamimli ise M ye (M, g%) de bir spacelike yiizey denir.
3.5.5. Teorem

3-boyutlu bir (M, g}) Walker manifoldunda spacelike yiizey M olsun. Bu durumda M nin
spacelike yiizey olmasi i¢in yeterli ve gerekli kosul M nin normal vektor alaninin timelike

yani g3(N,N) < 0 olmasidir.
3.5.7. Tamim

3-boyutlu bir (M, g;i) Walker manifoldunda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine

indirgenmis metrik negatif tanimli ise M yiizeyine timelike yiizey denir.
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3.5.6. Teorem

(M, g]%) Walker manifoldunda U, ¢ parametrizasyonu ile verilen bir M yiizeyinin timelike
olmas1 icin gerek ve yeter kosul yiizeyin normalinin spacelike bir vektor alan1 olmasidir,

yani g5(N,N) > 0 olmasidur.
3.5.8. Tanmim (Gauss Egriligi)

(M, g;i) Walker manifoldunda bir M yiizeyinin sekil operatoriine karsilik gelen matris S

olmak tizere

K:A7[—>R

p— K(p) = edetS

doniisiimiine M yiizeyinin Gauss fonksiyonu ve K(p) reel sayisina da M nin p noktasindaki

Gauss egriligi denir. Burada € = g7(N,N) = +1 dir.
g?(N ,N) ylizeyi spacelike ise € = g7(N,N) = —1 dir. Bu durumda
K(p) = —detS

dir. M yiizeyi timelike ise € = g;}(N ,N) =1 dir bu durumda

K(p) =detS
dir.
3.5.9. Tanim

(M, g}7) Walker manifoldunda bir yiizey M olsun.

H:A7[—>R

p—H(p) :S%izS(p) (3.18)
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doniistimiine M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(p) degerine de M nin p noktasindaki

ortalama egriligi denir [6].
3.5.10. Tanim

3-boyutlu bir (M, g;}) Walker manifoldunda bir yiizey M olsun. Levi-Civita koneksiyonu V
ile ve M yiizeyi iizerindeki koneksiyonu da D ile gosterilirse her X, Y ve Z vektor alanlart

icin Gauss ve Weingarten denklemleri asagidaki esitliklerle ifade edilir:

VxY =DxY +h(X,Y)N

—VxN =8X (3.19)

burada & ve S, M nin sirastyla ikici temel form ve sekil operatoriidiir ve aralarindaki iligki

asagidaki denklemlerle verilir:
(M, gff) nin egriligi RM ile ve M nin egriligi R ile gosterilirse,

g5 (RM(X,Y),Z,W) = g5(R(X,Y),Z,W) +& (h(Y,Z)h(X,W) — h(X,Z)h(Y,W))  (3.21)

gi(RY(X,Y),Z,N) = & (Vh)(Y,X,Z) = (Vh)(X,Y,Z)) (3.22)
dir [4].
Esitlik (3.21) ve (3.22) (Gauss-Codazzi) den

RM(X,Y)X = @y — Prya (3.23)

RM<Y7X)Y = Qyxy — Qyyx (3.24)

elde edilir [4].
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M manifoldunun kesit egriligi K ve M yiizeyinin kesitsel egriligi KM (X,Y) ile gosterilirse,

g5 (RM(X,Y)X,Y)
g?(X,X)g?(Y,Y) - (g?)Z(X,Y)

K(X,Y)=

olup buradan

KM(X,Y)=K(X,Y)+e LN — M
’ - ) 1EG—F2

dir [4].

3.6. 3-Boyutlu Walker Manifoldda Regle Yiizeyler

(3.25)

Turgut (1995), Turgut ve Hacisalihoglu (1997) ve Turgut ve Hacisalihoglu (1998)

referanslarinda R? deki regle yiizey ve regle yiizeylere ait bazi kavramlar verilmistir. Bu

kavramlari (M, g%) Walker manifolduna uyarlanacaktir.

3.6.11. Tanim

3-boyutlu Walker manifoldda verilen bir / dogrusunun bir & dogrusu boyunca hareket

ettirilmesi ile elde edilen yiizeylere 3-boyutlu Walker manifoldda bir regle yiizey denir.

Buradaki / dogrusu yiizeyin anadogrusu (dogrultman) ve o egrisi ylizeyin dayanak egrisi

olarak adlandirilir.

3.6.12. Tanim

3-boyutlu Walker manifoldunda O € I C R olmak iizere diferensiyallenebilir birim hizli bir

o egrisi alinsin.

o:l—R;

t—a(t) = (ou(t), (), o5(1))

olsun. Her ¢ € I igin a(t) noktasindaki Ty, teget vektoril ile ana dogrunun dogrultman
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vektorii lineer bagimsiz olacak sekilde

[:R— R}

v—=v(l) = (ar(t) +avi(t),00(t) +ava(t), 05(t) +avs(t))

dogrusu secilsin. / dogrusunun bir o egrisi boyunca hareket ettirilmesi ile elde edilen ve

(I x R) parametrizasyonu ile ifade edilen regle yiizey

Q:IxR—-M

(t,v) = o(t,v) = (ou(?) +avi(t),0a(t) +ava(t), o(t) +avs(t))

elde edilir ve bu regle yiizey M ile gosterilecektir [6].

Sekil 3.2. Dayanak egrisi a(7) ve dogrultmani X (¢) olan regle yiizey

Bir M yiizeyi

O IXR—-M

(#,v) = @(t,v) = a(r) +vX (1)
parametrizasyonu ile verilsin.

@ = (t) +vX (1)



@y :X(t)

ve yiizeyin 1. temel formunun bilesenleri olan E, F, G de8erleri

E=g5(o,¢), F=gio0), G=gien, ).

2. temel formun bilesenleri L, M, N degerleri ise

L:g?«Ptt?N)’ M:gjsf((thN)’ N:gfz((va,N)’

ile hesaplanir.

31
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4. 3-BOYUTLU STRICT WALKER MANIFOLDLARDA REGLE
YUZEYLER

(M, g%) 3-boyutlu strict Walker manifoldu gbz dniine alinsin.

¢:1xR—R?

(x,y) = @(x,y) = a(x) +yA(x)

regle yiizeyinde dogrultman vektorii A(x) null dagilim olacak sekilde 6nce A(x) = (1,0,0),
olma durumunu daha sonra A(x) = (x,0,0) olma hali ve en son olarak da A(x) = (A;(x),0,0)

halleri incelenecektir.

1.Durum

(M,g}7) 3-boyutlu strict Walker manifoldunda bir ¢(x,y) = a(x) +y.A(x) regle yiizeyinin

dogrultmani A(x) = (1,0,0) null dagilim olmak iizere yiizeyin parametrizasyonu

¢(x,y) = (au(x), o(x), a5 (x)) +y.(1,0,0)

dir. Regle yiizeyin dayanak egrisi o spacelike, timelike ve null olma halleri ayr1 ayr

incelenecektir. Ik olarak;

i) a egrisi spacelike bir egri olsun. O zaman,

g (x), 0 (x)) = 204 (x) o3 (x) + £(c2)* + £.(05)* > 0

dir. Regle yiizeyinin parametrizasyonu goz oniine alinsin. Buradan

or = (04 (x), 05 (x), 5(x)), @y =(1,0,0)

olur. Buradan 1. temel formun katsayilari

E=g(@n, ) =20 05 +€(0n)* + f.(0)%, F=g(@n,p)) =03 G=g(¢y,0)=0
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bulunur.

E F 200 0 +£(00)2 + F.(02)?  a ,
det( )—det( s (2/) /(@) 3)_(053)2<0
F G

0y 0

elde edilir. (oc;)2 # 0 olup indirgenmis metrik tensor negatif tanimli oldugundan regle
yiizey timelikedir.  Regle ylizeyin parametrizasyonunun ikinci mertebeden tiirevleri

asagidaki formiillerle bulunur.

dx! ox ox? ox 1 ox2 9x3 x> dx> x> dx
o = {a al[&x} I az[a} E(fya ox P axax Tax ax)}ax

dx! x> ox ox? e ox’ax’
{a al{a } Ix az[a } 2 ox ax}gy

dx! ox ox? ox
{a al[ax]+ o az{a]}az

dx! ox ox ox I ox2 x> x> dx? x> dx
Py = {a al[ax]+a_y‘92[a ]+§(fyay ox Py ax gy ax>}ax
ox ox? e Ix39x
A5ala] 525 5%
2
B
B 81 o ox! f dx? ax3 iy x> dx? f8x3 x> 5
P =19y % a9y % a oy ay oy ay oy ay ) [
ox ox? € Ix39x3
A% 5 ] H‘ 55 o)
{55 —f’z[a e

Bu formiiller kullanarak parametrizasyonun 2. mertebeden tiirevleri hesaplandiginda

dx
dx
ox
dx

f ron roon
Qrx = (0610‘1 +J€y0‘20‘3+ 3 (053) » 0 0 ——fy(a3)2,oc1a3 ’

" " "

(ny: (a17a27a3)7

¢yy = (0,0,0)



bulunur. @, ve @, nin vektdrel ¢arpimi

ai 1 o, 0O o 1 o, O
Px X @y = , —f e — & et |

o, 0 o; 0 o; 0 o; 0
Pr X @y = (—0,,€04,0)
dir. Buradan
80 X @y, 0 X @) = £(£03)* = £(3)?
olup regle yiizeyin birim normali

Ox X @y

N =
V1850 % 5. 0% 9y

_ (—OC;,SOC;,O)

[€(05)?]
dir. \/|e(a;)?| = d ile gosterilsin. 2. temel formun katsayilart

_a/ a//a/ +a/a//a/ i §f ((x/)3
L=g(gu,N) = —13%2 1d2 37 2y

! " " !/

M = g(pxy,N) = (ocf.O— ocgoc;+eeoo§.a;+f.0> == ¥

Ul

N =¢g(¢,y,N)=0

bulunur. Buradan regle yiizeyin sekil operatoriine karsilik gelen matris

1 I G —F||L M
S=1"1I= e
EG-F°| _fp E M N
1 0 —a,
S= N2 / o /3 /
—(05)* |~ 2005+ e())? + f.(03)?

1 !

! " ! ! " !/ € I 3 ! "
—0 050+ 0005 — 51,(05)° oy — oz
d
0

! " " /

00, — 030,
d
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elde edilir.

apl an
S =

axr axn

olmak tizere

/! " / "

" /! 2 /
_ () —mma 0 005, 1
ay = V) - (aZ 7 )'_
d(o) o~ d
alp = 0
/ !/ / ! ! " " /! ! / " n / " / /
) = (2005 +£((0)* + f-(03)*) (@30 — 03.0) + 0 050505 — & 0y (03)* + 5 f ()
d
" Oc/ (X” 1
an = (0g = —27%)~
o, 'd

dir. O halde regle yiizeyin Gauss egriligi

o OO 1 n o OO
K:@w:@h—Z;)E( — %ﬂ
i I (X;(Xg 2
d2 ( 2 a; )

1 OCI OC” ?
! //_ H O3
- [atei- %)

dir. Regle yiizeyin ortalama egriligi

1 v OO
H—— B 2/3
d<% “3)

dir. Regle yiizeyin parametrizasyonunun 3. mertebeden tiirevleri

m / 1

mn

’ roon 1o I / / €
Oy =(0 0 + 0.0+ = (005 + fLo300 + f;05053) 0 + (00 + 0.0 — 3

2

+ ((aiagliraé.O)&Z,

"

! n 1 ! " 1 i " 1 ! " ! 8 ! " !
Py = (0 + Efyazas + Efyo%az + Efza3a3)ax+ (oo — Efya3a3)ay + (03 )0,

4.1

4.2)

! n

Jy0305)0y

n
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" " ! ! li " li 1 ! f ! ! "
Py =((00)* + 0y )+ x5+ fi(0p 03 + 03 ) + 7“(053)2 + 00 f7) 0k

"o £ ) ' " noor
+ (o + o0 ) — Efyx(o%) —Efy0305)dy + (04 03 + Q3 &) 0

bulunur. f = f(y,z) oldugundan f,, =0 ve f;, = 0 dir. Regle yiizeyi M ile gosterilsin. O

zaman regle ylizeyinin egrilik tensorii

RM(X7 Y)X = Qxxy — Pxyx
" 2 1 " n 1 !/ " ! " fZ ! "
={(oq)"+ Efyaz o3 + Efyaz% + 0,05 f; — 500 Ox
noon £ ron "o
+ (0‘1 o — Efy%o‘z) dy+ (0‘1 O‘3> o
elde edilir. Buradan
g?(RM(X,Y)X,Y) —040505.1+€0+f0=0y0q
olup kesitsel egrilik

KM Xy = g?(RM<X7Y)X7Y) o ai,OC;/

olur. (M, g%) Walker manifoldunun kesitsel egriligi

a// a// a/ a// a// a/ a/ 2
K(X,Y):— 1/ ;‘i_ 3¥2 /3 273
(o3) do,

olarak bulunur.

ii) (M, gfc) 3-boyutlu strict Walker manifoldunda regle yiizeyinin dayanak egrisi o timelike

egri olsun. O zaman,
g, a) =2005+£(p)* + f.(03)* <0

olup bir yiizey belirtmez. Ciinkii Teorem (3.3.4) den 3-boyutta bir timelike ve bir null vektor

lineer bagimsiz olamaz.
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iii) Regle yiizeyin dayanak egrisi null olsun.

Yani yiizeyin dogrultmani A(x) = % = (1,0,0) dur.
gi(o o) =20 05 +€(0)* + f.(03)° =0

olup buradan

o 2051 oc; +8(a;)2

((X3) - _f )

(f #0) (4.3)

bulunur. Regle yiizeyinin parametrizasyonunun 1. mertebeden tiirevleri

i !/ i
O = (01,0,03)

(Py = (17070)

dir. Buradan regle yiizeyin 1. temel formunun katsayilari

E = (90, @) = 2003+ £(0) + f (03)?
F=g(g ) = 04
G =g(¢y,py) =0

bulunur. Teorem (3.3.4) den F = oc; # 0 olmalidir.

EG—-F?= —(Oc;)2 < 0 oldugundan M regle yiizeyi timelike regle ylizeydir. Regle yiizeyin

parametrizasyonunun 2. mertebeden tiirevleri

/ " ! n

I ro / € /
P = (04 + fyop 05+ %(0‘3)2)3x+ (o, — Efy(og)z)ay + (o a3)9,

/ " ! ! f / 2 ! " 8 i 2 ! "
= (0‘10‘1 +fy0(2a3+§(oc3) , 0 0 —Efy(o‘z) , 0 03

Ory = ((Xl,(XZ,OC3),

¢y = (0,0,0).



elde edilir. Buradan ¢y ile ¢, nin vektorel ¢arpimi
9u X @y = (—04,£03,0)

olup

g5 (e X @y, 0 x @) = (o)’

dir. Regle yiizeyin birim normal vektor alani

N 9 % @) _ (-0, e05,0)
\/gff((Px X @y, Qx X Qy) S(Oté)z
olur ve
e(y)?=d

ile gosterilsin. (4.3) ile gosterilen esitligi d cinsinden ifade edersek

/ 200 0, + £ )2
&= (o) =% 3j‘f( ) 7

(f #0),

olarak yazabiliriz. Regle yiizeyinin 2. temel formunun katsayilari

! n ! ! " ! £ ! 3
—0 030 + 0 0 0 — 5 fy(03)

L=g5 xx;N = )
gf(‘P ) d

a//al o a/ all
M = gjgc(Qny,N) — %,

N = gi‘(‘PyyaN) =0
bulunur. Regle yiizeyinin sekil operatoriine karsilik gelen matris

Il 1 G -F L M _ ay ap
2
EG-F —F E M N ajyr an)

39

4.4)
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olmak tizere

alla/ a/a//
B A ey
ap =—03 (_—d3>

app=0
o= e BB ) (o) )
o= - (B8 )
elde edilir. Buradan Regle yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligi
v AN
s i 555 45)

1 ) a// a/ - (X/ a//
H=—irs—q. | 2%~ %%
olur. Regle yiizeyinin 3. mertebeden tiirevleri

b

rom 1 ron ron ron rom & ron
Qryx = (alal +§fya2063 +EOC3O@ +%OC3OC3> 8x—|— <061062 —Efya3a3> 8y

! n
+ a0 0;,
" 2 " ! " / " I ! " n " i n 8 / "
Prxy = ((al) +oy o+ [y o+ fLo0 +fz0‘30‘3) o+ (051 0 + 00y — zfy%%) dy
" " n /
+ (al 05 + 0 a1> o,

bulunur. M regle ylizeyinin egriligi

RO = (o) D ogod + Saios + Saiad ) o+ (ol eses) 2+ (oo,

olup buradan

giRY(X,Y)X,Y) = oy 03
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olur. M regle yiizeyinin kesitsel egriligi

XY =""F6—F —(0)?

ve bu durumda M nin kesitsel egriligi

" n / n " / 2
o O OLOo, — 0L, O
K(va):_ 1/;+ 32 /3 2
() do,

bulunur.

2.Durum

(M, g}) 3-boyutlu strict Walker manifoldunda bir ¢(x,y) = o/(x) +y.A(x) parametrizasyonu
ile verilen regle yiizeyi dogrultmani A(x) =(x,0,0) olacak sekilde alinsin. Bu durumda regle

yiizeyinin parametrizasyonu

¢(x,y) = (a1 (x), o (x), 03(x)) +.(x,0,0)

olur.

i) Regle yiizeyinin dayanak egrisi o spacelike bir egri olsun. O zaman
glo,of) =2a 05 +€(0))* + f.(03) > 0

olur. Regle yiizeyinin 1. mertebeden tiirevleri

O = (0 +y,0,03)

¢y = (x,0,0) = A(x)

bulunur. Regle yiizeyinin 1. temel formunun katsayilari

E = g5(¢e, @) = 2(0t; +) 05 +€(0) + f.(03)?,

F= gf‘((an ?y) = o3,
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G= gjgf(q)ya @) =0
elde edilir. Buradan regle yiizey iizerine indirgenmis metrik tensor

200 +y) ot +£(a5)2 4 £.(00)2  aax ,
det ( 1 y) 3 /( 2) I 3) 3 :—(oc3x)2
06X 0

oldugundan M regle yiizeyi timelikedir € = 1 dir. @, ile @, nin vektorel ¢arpimi

P X @y = (—x0,x05,0) olup || @, x @, ||= /| ex2(03)? | = d ile gosterilsin.

Yiizeyin birim normali

_ xey —xt, xa;O
| @ x @y | d ' d’

M timelike regle ylizeyinin parametrizasyonunun 2. mertebeden tiirevleri

/ " / ro 1 / " € /
Ox = {((xl +y)ay + o+ fyon0 + é(%)z} J + {(0‘1 +y)op — Efy(o%)z} %

2
+{(a+y)es } o,
Qxy = <XOC;/,XOC£,)C(X§> s

¢xy = (x,0,0)

olur. Timelike regle yiizeyin 2. temel formunun katsayilari

/ / " / " !/ " / " ! £ ! 3
= 87 (Pxx, = d + d )

"ol !

2 2 I
d d ’

M= 8?(‘nyaN) =

N = gjgf((waN) =0
olur. Regle yiizeyinin sekil operatoriine karsilik gelen matris

s—rim—_ | ¢ M
p— p— 2
EG-F°| _p E M N



1 0 — 03X L M

S=—
_(a3x)2

—ahx 20 +y)o+e(0n) +fla)? | LM N

!

; 0
_ (a3x)2
—opxL+EM —ozx.M
—(05x)2 —(05x)2
olur. Burada
a a
S =
a1 ax

olmak uizere

"o I
—X0L O X0
3Y2 2
aip =dax = 7 + ) 012207
od d

! ! " ! " ! " / " ! € ! 3
4 1 <_0‘10‘20‘3 — Y0, 0 — O 0 O3 — YO, O3 + 5 f,(03)
20 =—
d

0

N (2(051 +y)oc; +e(ay)? +f(aé)2) (—xzagaé —x%céocé’)

—(05x)2 d

dir. Regle yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligi

Oyd d
1 X0 0l XOL
H=_izS = 22 2
2 ( oc3d d

dir. Parametrizasyonun 3. mertebeden tiirevleri

Py = {x [(al P4y (o +Y)+ 0 + 0,05 + fr000 +fz0530‘3] } Jx
{x[aiod + 5 (0 + - enasad)] Lo+ {x[og i+ (o] +3)ad] 2.

! " " 1 ! " ! " ! "

Pryx = ¢ (0 +y) (0 +x04 ) + E(fy(xza3x+fya3oc2x+fzoc3a3x) Ox

) roon ’ " "
+{(00+3)(05 +05'x) = S froa06x } &, +{ (04 +)(04 +x05) | 9,

43
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olup buradan M regle yiizeyinin kesitsel egriligi

RM(X,Y)X = Qxxy — Pxyx

— { [x(ocf)z —|—xoc;”oc; +xa;"y +xoog -l-xfy(ocga; + océocg +xfzocéa§)] } Oy

1 / " ! " ! "
0‘1+y a1+xa1) E(fya2a3x+fya3a2x+fza3a3x))}ax

+ { [ocfoog + 062 0‘1 +y— 8fy%%)} - [(Oti +Y)(a2 + 0 x) — fyoc;agx] }8y
{

non

+ [xocl oz — ocloc3 —yoc3] }8

bulunur. O halde

"

gHRM(X,Y)X,Y) = X201 0y — X0l 0l — Xyot;

olur. M regle yiizeyinin kesitsel egriligi

" " / " "

(03)2%x

KM(X,Y) =

dir. Codazzi-Mainardi denkleminden M nin kesitsel egriligi

LN — M?

_ M
KX.Y)=KMX.Y) +er g

" " ! " " " / / " 2
_ X0 0+ 0405 Y05 (050504 0505X)
(05)%x (05)%d?

bulunur.

ii) Regle yiizeyin dayanak egrisi o timelike bir egri olsun. O zaman

g5 o) = 20503+ €(05)* + f.(a3)* < 0

olup bir yiizey belirtmez. Ciinkii Teorem (3.3.4) den 3-boyutta bir timelike ve bir null

vektor lineer bagimsiz olamaz.
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iii) Regle yiizeyinin dayanak egrisi o bir null egri olsun . O halde
g5 (o) = 205 0+ £(05)? + f.(04) = 0
olup
a2 20005+ (o)

((X3> - _f ) (f?é 0) (46)

bulunur. Regle yiizeyinin parametrizasyonunun 1. mertebeden tiirevleri

O = ((Xi _'_ya%/?a;)?
¢y = (X,0,0)

olup, buradan 1. temel formun katsayilar

E = g5(r, 1) = 2(04 +y) a3 +€(05)* + f.(03)?,
F= g?(q)x; ®y) = O‘;x7

G =g(py,p) =0

bulunur. Teorem (3.3.4) den F = ch # 0 olmalidur.

EG—F? = —(Oc;)2 < 0 oldugundan M regle yiizeyi bir timelike regle yiizeydir. Regle

yiizeyin birim normal vektor alani

Xy (—0,,€04,0)
X /
| (@< @y || e(a)?
olur. 8(0&;)2 = d ile gosterilsin. Regle yiizeyin parametrizasyonunun 2. mertebeden
tiirevleri

/ 7 / o / / " E ’
O = {(al +y)ay + o+ fyon0n + %(%)2} Ok + {(0‘1 +y)op — Efy(o%)z} 9y
+{(a1 +y)a;/}am

" " n
(ny = <x0€1 ,th2 ,xOC3) N
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(Pyy = (07 Oa 0)

bulunur. Buradan 2. temel formun katsayilari

! / " / " ! " / " ! £ ! 3
=8y Oxx, ) - d + d ,

"ol !

2 2 "
d d ’

M = gff((nyaN) =

N = gf‘(‘waN) =0

elde edilir. Regle ylizeyin Gauss ve ortalama egriligi

" ! " 2
—X0, O o
szetSz( ’;,3612+"d2> (4.7)
3
H=ltigg— [ 2X%B% 1%
2 a3d d

Regle yiizeyin parametrizasyonunun 3. mertebeden tiirevleri,

Oy = {x [(al )2 +oy (0 +y)+ o+ fLon 05+ f0,05 +fzoc3a3} }8x

" "

2y |:a1 o + ag/(a; +y—8fya;a§):| }8y+ {x [(xi/ag + (061 +y>OC§’:| }az’

!

! " " 1 ! " / " ! 1
Pryx = {(0‘1 +y)(oy +xoy )+ E(fyazo%x'i'fya30‘2x+fz0‘3053x)} Ok
/ " ’ E " / " "
+{(@+y)(0 + 05 x)~ S s d,+{ (o +y) (a4 +x0) 0.

elde edilir. M regle yiizeyinin egriligi

RM(XaY)X = Qxxy — Pxyx

" mn

= { [ (0 +x0" o) + w0y x0ty +xfy (e 05 + 08y +x )| |0

! n " 1 / " / " !/ "
{6+ xa)+ 5 ogo+ fokosx+ fosain) fo

n 1

" " ! ! " ! " ! 8 /! "
+ { [Oﬁ o+ oy (o +y— 8fy“30‘3)] - [(0‘1 +y)(a + 0 x) — Efy%%x] }ay
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"oon roon "
+ { |:xa] 063 — 061063 —yO@} }(92

bulunur. O halde

" 4 ! "

5 (RM(X,Y)X,Y) = x5 — x4 0, — X0ty

olur. M regle yiizeyinin kesitsel egriligi

” —x04 0 + 0 0 + Y0l
KM(X,Y) = o
3

dir. Codazzi-Mainardi denkleminden M nin kesitsel egriligi

LN — M?

K(X.Y)=KM(X.Y)+ &2
( ) ) ( ) )+£1EG—F2

" " / " " nor ! " 2
—X0 0 + 0 0 + Y0 (=05 00X + 030, X)
(05)x (05)%d>

elde edilir. Burada (4.6) esitligi yerine yazilarak egriliklerin f fonksiyonuna bagli degerleri

elde edilebilir.

3.Durum

(M, g%) 3-boyutlu strict Walker manifoldunda bir ¢(x,y) = o/(x) +y.A(x) parametrizasyonu
ile verilen regle yiizeyinin dogrultmani A(x)=(A;(x),0,0) null dagilim olacak sekilde

verilsin. Bu durumda yiizeyin parametrizasyonu

¢ (x,y) = (00 (x), &a2(x), 05(x)) +y.(A1(x),0,0)

olur. Parametrizasyonun 1. mertebeden tiirevleri

0 = (0 (x) + A7, 05, 04), @ = (A1,0,0)

olur.

i) Regle yiizeyinin dayanak egrisi o spacelike bir egri olsun. O zaman

gh(a,a') =20, 05+ €(a5)* + f.(05)*>0
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olur. Buradan 1. temel formun katsayilar

E = g&(r, 0r) = 2(0) +y.A4)).05 +£(05)% + f.(a5)%,
F = g5(00,0y) = 341 (),

G= g;-((Dy, @) =0

bulunur. Buradan

2(ct; + A} ).+ €(06) 4 f.(05)? oA /
ot (0 +y.A)) 3/ ()" + f(0z)" azA = —(a3.41)* <0

oldugundan M regle yiizeyi timelikedir.

o +yA] A o 0 o +yA; A o 0
Ox X @y = —f ep—¢& e+ es.

! /! /

o 0 o 0 o3 0 o 0

= —OL;Alel + E(X;sz +0.e3
= (—oc;Al,ea;Al,O)
olup buradan

5P X 9, X @) = —20,.A .0+ e(e05A1)% 4 £.0% = g(03)2. A

olur. Yiizeyin birim normal vektor alan

Ox X @y B (—a;Al,eoc;Al,O)

N = =
V18500 % 0. 00 % ) el(asA))?

\/8‘(06§A1)2| = d ile gosterilsin. Regle yiizeyin parametrizasyonunun 2. mertebeden

turevleri

/ / " " 1 o o !
Pxx = ((061 +yAp)(oy +yAp) + E(fy%o% THHG +fz(a3)2) O

S

S5(00)?) 3+ ( (@ +341)05 ) 0,

+ ((051 +yAj)on — 2

Py = (A0 +yA|,A105,A105),

Qyy = (AlAll 0, O)
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dir. Regle yiizeyinin 2. temel formunun katsayilar

ro " P roon roon / € / 1
L= g?((P)C)HN) = <—(Xla2A1(X3 —yA1A1a3 (X2+ 061 062063A1 +y063062A1A1 — EfyAl(a:;):;) 2,
roon "o 1
M = g5(90:N) = (05 (A1)" + o 5(41)?) -

N = gjsf((PyyvN) =0
olur. Regle yiizeyinin sekil operatoriine karsilik gelen matris

STl 1 G -—-F L M _ ay anp
2
EG-F| _p E M N ay an

olmak tizere

(—0‘20‘;, (A1) + oy 01 (A1)2>

/

ajl =axn = —0zA ; )
apn = 07

—FL+EM
M=

—d.(OC3.A1)2

bulunur. Buradan Gauss egriligi ve ortalama egrilik
Ar\? o, oLy ?
1 " 2 3
K=detS=|— — =
< d ) (oc2 0 >

Al " OC;OC;:
H=— e

d (az % )

elde edilir. Parametrizasyonun 3. mertebeden tiirevleri

! ! ! " n " i " 1 i " 1 / "

Pryx = ((0‘1 +yA)) (Ao + 0 Ap YA ) + A + Efy%Alaa + Efyo%Al%
1 !/ " ! /! ! " n 8 i "

+§fz0‘3AIO‘3) o+ ((O‘l +yA) (A0 + 0 A) — Efy%o%Al) d

+ (e + A7) (4105 + 41052 )

I ron roon roon 1 I 1 I
(Pxxy :Al (alal + OclyAl —i—yAIOCl +y2A1A1 + EfyOCIOCZO@ + EfyyAl%O@
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1 li ! ! 1 ! ! ! 1 ! li 1 ! !
+§fy0‘3%0‘1 + Efyo%%yAl + Efz(a?s)zal + §A1fz(0‘3)2) Ox

! " ! " ! " 1 ! " " n !
+ (Al(%% +yA;105)(—fy05305) —Alify(og)z(al 0 + 0, Q) +yA 0, +yo, Al)) d

(i + of @ 434, i) o
bulunur. M nin egriligi
RM (X, Y)X =Qxxy — Pryx

olup

ki yy = SRTEDXY) A0 ~ApA 051014105 +y(A)'e5)
' EG-F*2 (05)2A2

bulunur. M nin kesitsel egriligi

" " n " ! ! " ! 2 " " !/ ! !/
"\2 42 '\2
(05)2A; d(0g)

K(X,Y)=
dir.

ii) o egrisi timelike egri olsun. O zaman
gh(or, o) =20 05+ &(a)* + f.(053)* <0

olup bir yiizey belirtmez. Ciinkii Teorem (3.3.4) den 3-boyutta bir timelike ve bir null vektor

lineer bagimsiz olamaz.

iii) o egrisi null egri olsun. O halde
gfc(a/, o) =20 05 +&(0n) + f.(05)> =0
olup buradan

o 2005+ €(0y)?

(a3)2 - _f )

(f #0)
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bulunur. Regle yiizeyinin 1. temel formunun katsayilari

E = g5(¢x, 0x) = 2(a; +y.A)).05+€(0)* + f.(03)%,
F = g5(0s, 0y) = 0iA; (x),

G= g?'(‘Pya (Py) =0

dir. Teorem (3.3.4) den F = océ # 0 olmalidir. Bu durumda

EG—F?= —(OC; A1(x))? < 0 oldugundan M regle yiizeyi timelikedir. Ayrica @, ve@, nin

vektorel ¢carpimi

o +yA] A o 0 o +y.A| A o, 0
Px X @y = ) —f ’ e1—& , er + ) e3.
o, 0 o; 0 0 0 o; 0
= —oéAlel +8(X;A1€2 —|-O.€3

= (—oc;Al,ea;AI,O)

olur. O halde
85O X ¢y, 0 X @) = —20,.A.0+e(e03A1)* + £.07 = e( ;)2 .A?

dir. \/S(a;)z.A% = d ile gosterilsin. Regle yiizeyin parametrizasyonunun 2. mertebeden

tirevleri

! ! " " 1 I ! ! ! !
Oxx = ((0‘1 +yAp) (o +yAy) + E(fyazo% + 1030, +fz(0‘3)2> O
/ ’ " £ / ’ ’ "
+ (e +ya) e — 5 f(0n)?) d + (o +341) ) 2
P = (1o +yA},A105,A105),

@y = (A141,0,0)
dir. Regle yiizeyinin 2. temel formunun katsayilar

!/ / " !/ " !/ i " ! i " / 8 ! 1
L=g3(¢u,N) = <—0‘10‘2A10‘3 —YA1A1 030 + 0 0 A + Y030, A1A | — EfyAl(a3)3> 7

! " " / 1
M = g5(90,N) = (= 0005 (41 + o as(an)?) =



52

N = g?(‘PyyvN) =0
olur. Regle yiizeyinin sekil operatoriine karsilik gelen matris

S:Iflﬂz 1 G -—-F L M _ aily ain
2
EG-F -F FE M N ary an

olmak iizere

<—0‘§05§/(A1)2 + a;'a_i,(Al)Z)
—(03.A1)%d

ajp =axp = —0zA)

Y

ap =0,

—F.L+EM

al=—7F—>
21 —d.(OC3.A1)2

bulunur. Buradan Gauss egriligi ve ortalama egrilik
Ar\? o0, F
] " 2 3
K=detS= | — r —=
( d ) (az o )

A n a/ a//
=2 %%

d 0

elde edilir. Parametrizasyonun 3. mertebeden tiirevleri

! /! /! " n n ! n 1 ! " 1 i "
Pryx = <(0‘1 + A1) (Ajoy + 0y Ap+YA]) +0LA| + Efyo‘zAlo% + Efy%AlO‘z
1 !/ " / / ! " n 8 /! "
+§fza3A10‘3) o+ ((0‘1 +yA) (Ao + 0 Ay) — Efyas%Al) 9
+ (@ +yan) (A es +4106)2 ).
! " ! " ! " 2 ! " 1 i ! / 1 i ! !
Prey = A1 { 00 + YA + YA 0 + Y AAL + 2 fy 00 005 + 2 f3yA1 050
1 ! ! ! 1 ! ! /! 1 ! 2 ! 1 / ! 2
+§fy053052051+§fy053a2yA1+§fz(0‘3) oy +§A1fz(oc3) Oy

/ "

! " ! " 1 ! " " n / " " n /
+ (Al(‘xl% +yA 0 ) (—fy05303) —Alify(og)z(ocl 0 + 0 0 +YA 10 + Y0, A1)) dy
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+ (A1(0 05 + 03y + y05 A} +y) a3 A7) 2,
bulunur. M nin egriligi
RY(X,¥)X =Pusy = iy
olup M regle yiizeyinin kesitsel egriligi

_ M " I " 1 !/ ! " !/ "
KM(X)Y) = SRYX.Y)X.Y)  —Ajay g —AyA 05 + A 05 +y(A)) a5)
’ EG—F? (05)2A2

bulunur. M nin kesitsel egriligi

" " " " ! !/ " ! 2 " " ! !/ !

k&)= CASE a(a)?

4.1. Sonug

3-boyutlu (M, g;i) strict Walker manifoldunda bir timelike regle yiizeyin Gauss egriligi K ve

ortalama egriligi H olsun. Bu durumda K > 0 ve K = H? dir.
4.1. Ornekler
4.1.1. Ornek

3-boyutlu  (M,g%) Walker manifoldunda @(x,y) = (0,0,x) + y(x,0,0), x # 0

parametrizasyonu ile verilen regle yiizeyi incelenecektir.

(px:(ya()?l)a (py:(x7070)

dir.
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i) o dayanak egrisi spacelike ise

g?(oc/, a/) = f > 0 dir. Regle yiizeyinin 1. temel formunun katsayilar1
E=g(0no) =20+f, F=g5or,0)=x, G=gipy,p)=0
dir.

2y + X
det y+/ = —x*<0

X 0

oldugundan M regle yiizeyi timelikedir ve € = 1 dir. @, ve @, nin vektorel ¢arpimi

y X 00 y X 00

Ox X @y = _f e —& e+ 83:(078)670)
0 0 1 0 1 0 1 0

olur, buradan

| @ x @y [|=1/1 (€x)? |

dir. Regle yiizeyin normal vektor alan

N= (o,ﬁ,o) - (0,%,0)

olur. Parametrizasyonun 2. mertebeden tiirevleri

f: €
Oxx = (527 Efyao ; (ny = (0a070)a (Pyy = (X,0,0)
dir. Buradan 2. temel formun katsayilar1

L= gff((meN) =5 | xy" M:g?((nyaN) =0, N:gff((waN) =0
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olur. O halde yiizeyin sekil operatoriine karsilik gelen matris

cTo —h 0 0
S=—5 2|x] =| -
_x _
x 2y+f 0 0 2 (x|

dir. Buradan timelike regle yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligi
K=detS=0, H=izS=0,

bulunur. Parametrizasyonun 3. mertebeden tiirevleri

Pry = (0,0,0), @y =(0,0,0)

olup timelike regle yiizeyinin egriligi ve kesitsel egriligi
RY(X,Y)X = (0,0,0), g¢%(RM(X,¥)X,¥)=0, KM(X,¥)=0
elde edilir. M nin kesitsel egriligi

K(X,Y)=0

bulunur.

ii) o egrisi timelike egri ise

g;(a/, o) = f < 0 olup bir yiizey belirtmez.

iii) a egrisi null egri ise

g]‘%(a/, o) = f = 0 olmalidir. Fakat f # 0 olacak sekilde ¢ahsmaktayiz. Bu durum gegerli

olmaz.
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4.1.2. Ornek

3-boyutlu (M,g%) strict Walker manifoldda ¢@(x,y) = (x,0,0) +y.(0,1,x), (x # 0)

paramertizasyonu ile verilen regle ylizeyi incelenecektir. Yiizeyin parametrizasyonu

P (x,y) = (x,,xy)

olup

o(x,y) = (x,0,0) +y.(0,1,x)

dir. Dayanak egrisinin teget vektor alan1 & = (1,0,0) olup g(o', ') = 0 dur, yani dayanak

egrisi nulldur.

87(A(x),A(x)) =€+ fx? =0 oldugundan

—€
f= =z (4.8)

elde edilir. Parametrizasyonun 1. mertebeden tiirevleri

(Px:(la()?y)’ (py:(O,l,x)
olup yiizeyin 1.temel formun katsayilari
E= g?(‘an(PX) = 2)’+fy2’ F= gff((Pm(Py) =x+fxy, G= gf‘(‘Pya(Py) = £+fx2 =0

bulunur.

EG—F? = —(x+ fxy)? < 0 oldugundan M regle yiizeyi timelikedir € = 1 dir. Bu durumda

normali spacelike olur.

Teorem (3.3.4) den x + fxy # 0 olmalidir. O halde

1
ft 4.9
y



57

2
dir. Bu durumda esitlik (4.8) ve (4.9 ) den y # xg elde edilir. @, ve @, nin vektorel carpimi

1 0 01 1 0 01
Ox X @y = —f e —& e+ ez = (14 fy, —ex,—y).
01 y X y X y X

olup buradan

85 (Qr X @y, @ X @) = =2y(1+ fy) +&x’ + fy* =ex’ — fy* =2y

Ve @ Ve @, nin normu

I gf‘((Px X @y, 0 X @y) ||= \/&x? — fy? =2y

olur. \/ex? — fy?—2y=d

ile gosterilsin. Normal vektor alani

(14 fy —&x —y
N_( d ’d’d)

Bu durumda esitlik (4.7) ve (4.8) den &e=1, y # X% dir. Parametrizasyonun 2.

mertebeden tiirevleri

¢ = (0,0,0), ¢, =1(0,0,1), ¢y, =(0,0,0)

dir. 2. temel formun katsayilari

1

L:gff((meN> =0, M:gjgf((nyaN) =

N = g?((Pyy,N) =0
bulunur. Yiizeyin sekil operatoriine karsilik gelen matris

1 0 —(x+ fxy)
RAENP | e+ ) 2+ 17

QUl— O
S -
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1
d(x+fxy2
—2y+fy 1

d(x+ fxy)*  d(x+ fxy)

elde edilir. Yiizeyin Gauss egriligi,

1

K=deS = e )2

ve ortalama egriligi

1
H=iz= ————
© T A+ f)

olarak bulunur. Parametrizasyonun 3. mertebeden tiirevleri
Py = (0,0,0), @y = (0,0,0)

olup yiizeyin egriligi

RM(X,Y)X = (0,0,0)

dir. Ayrica M nin kesitsel egriligi

KM(X ) Y)=0

ve M ylizeyinin egriligi
K(X,Y) = -

U & (xt fay)?

olur.
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(x,y,xy) parametrizasyonu ile gosterilen yiizey

Sekil 4.1. @(x,y)
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde 3-boyutlu Walker ve strict Walker manifoldlarla ilgili temel kavramlar verilerek
3-boyutlu strict Walker manifoldlarda timelike regle yiizeyler iizerinde calisildi. 3-boyutlu
strict Walker manifolddaki bir timelike regle yiizeyin incelenmesinde regle ylizeyin
dogrultmaniin null olmast kosulu ile bu null vektoriin 6zel olarak birinci bileseninin
degismesi ile yiizeydeki egriliklerin hesaplanmasinda kullanilan esitliklerin ne sekilde
degistigi analiz edildi. Bu inceleme yapilirken regle yiizeyin dayanak egrisinin spacelike,
timelike ve null olma durumlari analiz edildi. Ayrica 3-boyutlu strict Walker manifolddaki
timelike regle yiizeylerde yiizeylerin sekil operatorii, Gauss egrili§i ve ortalama egrilik,
Riemann egriligi ve kesit egriliklerinin hesaplamasi ile Walker geometrisinin irdelenmesi

kolaylasacaktir. Bundan sonraki ¢alismalarda 3-boyutlu strict Walker manifoldda lightlike

regle yiizeyler incelenerek arastirilabilir.
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