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OZET

MV-CEBIRLERDE TUREVLER
Samet KOC

Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Prof. Dr. Hasret DURNA
2023, 31+ix sayfa

Bu tez bes boliimden olugsmaktadir:

Birinci boliimde, tezde kullanilan temel tanim ve teoremler ornekleri ile birlikte

verilmistir.

Ikinci béliimde, 2010 da N. O. Alshehri tarafindan calisilan MV-cebirlerde tiirev

hakkindaki makale incelenmistir.

Ucgiincii béliimde, 2013 te H. Yazarli tarafindan ¢alisilan MV-cebirlerde simetrik bi-
tiirev hakkindaki makale incelenmistir.

Dordiincii  boliimde, 2013 te H. Yazarli tarafindan c¢alisilan MV-cebirlerde
genellestirilmis tiirevler hakkindaki makale incelenmistir.

Besinci boliimde, genellestirilmis simetrik bi-tiirevler tanimlanmis ve baz1 dzellikleri
incelenmistir.

Anahtar kelimeler: MV-Cebir, simetrik bi-tiirev, genellestirilmis simetrik bi-tlirev.
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ABSTRACT

DERIVATIONS ON MV-ALGEBRAS

Samet KOC

Faculty of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Hasret DURNA
2023, 36+ix pages

This thesis consist of five parts:

In the first part, we recall basic concepts and theorems with examples of MV-

algebra.

In the second part, we investigate paper about derivation on MV-algebra, which was

studied by N. O. Alshehri,in 2010.

In the third part, we investigate paper about symmetric bi-derivation on MV-algebra,

which was studied by H. Yazarli, in 2013.

In the fourth part, we investigate paper about generalized derivation on MV-algebra,

which was studied by H. Yazarli, in 2013.

In the fifth part, we define generalized symmetric bi-derivation on MV-algebra and

investigate some properties.

Key Words: MV-algebra, symmetric bi-derivation, generalized symmetric bi-

derivation.
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GIRIS

C. Chang 1958 yilinda Ry-degerli 6nermesel hesaplamaya karsilik gelecek bigimde
cebirsel sistemler teorisini gelistirmek istedi ([3]). Bu cebirsel sistemlere ¢ok
degerli mantik (many valued logic) olmalarindan dolay1r MV -cebirler ismini
verdi. Bilindigi gibi klasik iki degerli mantik Boolean cebirlerdir. Her Boolean
cebiri bir MV -cebirdir. Ancak tersi dogru degildir.Boolean cebirleri i¢in birgok
sonug MV -cebirlere taginabilir fakat ispatlar biraz daha karigiktir. Bu calis-
manin arkasindaki motivasyon MV -cebirlerle ilgili bazi cebirsel sonuglar: kul-
lanarak Ny-degerli mantigin tamlik teoremlerinin ispatini bulmaktir. Ozellikle
iki degerli mantigin tamhigi Boolean asal ideal teoreminin sonucudur. MV-
cebirler Boolean cebirlerinin bir genellestirmesi oldugundan ¢ok fazla uygula-
maya sahiptir ve bircok aragtirmaci tarafindan MV -cebirlerin farkl ozellikleri

incelenmistir. ([2], [4], [5], [7]).

Halkada tiirev kavrami 1957 de Posner tarafindan verilmigtir ([6]). Bu galig-
madan sonra bir¢ok aragtirmaci genellestirilmis tiirev, simetrik bi-tiirev, per-
muting tri-tiirev, ters tiirev, carpimsal tiirev gibi tiirev cesitlerini kullanarak
halkanin 6zelliklerini incelemistir. Ornegin tiirev kullanilarak halkanm degismelil-

igi aragtirilmigtir.

1975 te Szasz latislerde tiirev tammladi ([8]). Xin ve arkadaslar latislerde
tiirevin ozelliklerini incelediler ve latislerin baz karakterizasyonlarin verdiler.
Ornegin, tiirev kullanarak modiiler ve dagilmal latisler arasinda bagmti kur-
dular ve latislerin elemanlarini siraladilar. Daha sonra, pekcok yazar halkadaki
gibi tiirev cegitleri tanimladi. Benzer sekilde, bircok tiirev cesidi farkli cebirsel

yapilara tagindi ve tiirev yardimiyla bu cebirsel yapilarin ozellikleri incelendi.

2010 da N. O. Alshehri, tiirev kavramimi MV -cebirlerde tanimlamis ([1]), 2013
te H. Yazarli MV -cebirlerde simetrik bi-tiirevi tanmmmlamgtir ([10]). Biz bu
calismada MV -cebirlerde genellestirilmis simetrik bi-tiirevi tanimlayip bazi

ozelliklerini arastiracagiz.



1.BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde ihtiyacimiz olan temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 1.1. () # B kiimesi iizerinde V ve A ikili iglemleri tammlansin. Her
x,y, z € Bigin agagidaki kogullar saglanirsa (B, V, A) sistemine bir Boole cebiri
denir.

(azAhz=zx,zVr=c

Q) xNy=yANx,zVy=yVvVzo

xAyANz)=(@Ay) Az,zV(yVz)=(xVy) Vz

5)xA(yVz)=(xAy)V(ecAz),zV(yAz)=(@xVy A(zVz)

)

(2)

(3)

4) (zAy)Vz==x, (zVy) Nz ==x

(3)

(6)0e B,le Bvardrvex A0=0,z2V0=z,2AN1l=z,2V1=1
)

(7) x € B igin Az =0vezVas =1 olacak bicimde en az bir ' € B

vardir.

Ornek 1.2. X # () bir kiime ve P (X), X in kuvvet kiimesi olsun. 0 = 0,
1=XveAcP(X)icin A = X \ A almirsa, "U" kiimelerdeki birlesim ve
"N" kiimelerdeki kesigim islemi olmak tizere (P (X),U,N) bir Boole cebiridir.

Boole cebirleri ile latisler arasinda yakin bir iligki vardir.

Tanmim 1.3. L # () bir kiime olsun. L iizerindeki "<" bagmntis1 bir kismi
siralama bagintist olsun. Eger her x,y € L i¢in inf {z,y} ve sup {z,y} varsa

(L, <) ikilisine bir latis denir.
Burada inf {z,y} = 2 Ay ve sup {x,y} = x V y gosterimleri de kullanilabilir.

Ornek 1.4. (R, <) kismi sirali kiimesi z,y € R igin sup {z,y} = max {z,y}

ve inf {z,y} = min {z, y} oldugundan bir latistir.

Tamim 1.5. (L, <,V, A) latisine dagilmali latis denire zA(y V 2) = (x Ay) V



(xAz),zV(yANz)=(xVy A(xVz)dr.
Ornek 1.6. () # X bir kiime olmak iizere (P (X),C,U,N) dagilmah latistir.

Tanim 1.7. (L, <) latisinde her x € L i¢in 0 < x < 1 olacak bigimde 1,0 € L

varsa L ye sinirl latis denir.
Ornek 1.8. ) # X bir kiime olmak iizere (P (X),C,U,N) smurh latistir.

Tamim 1.9. G # ( bir kiime ve - : G x G — G ye bir ikilli islem olsun.
Asagidaki ozellikler saglanirsa (G, -) ya monoid denir.
(i) Her a,b,c€ Gigin (a-b)-c=a-(b-c)

(77) Her a € G icin a - e = e - a olacak bigimde e € G vardir.

(G,-) bir monoid olsun. Her a,b € G i¢in a-b = b- a ise (G,-) degismeli

monoiddir, denir.

Ornek 1.10. N dogal sayilar kiimesi iizerinde taniml bilinen toplama islemi

ile degismeli monoddir.

Tanim 1.11. () # A kiimesi iizerinde ” + ” ikili iglemi, ”"” tekli iglemi tanim-
lasin ve 0, A da sabit eleman olsun. Asgagidaki 6zellikler saglanirsa (A, +,",0)
cebirsel yapisina MV-cebir denir: herhangi a,b € A igin,

(MV1) (A,+,0) degismeli monoid,

(MV2) (d) =a,
(MV3)0 +a=0,
(MV4) (d +b) +b=(V +a) +a
. 1234
Ornek 1.12. S; = {O, - g, = g, g, 1} kiimesi iizerinde ” 4+ ve 7" iglem-

leri agsagidaki gibi tanimlansin:

Bu durumda (S7,+,",0) bir MV -cebirdir.



Ornek 1.13. A=1[0,1] C R ve her z,5 € [0,1] i¢in 2 @ y = min {1,z + y} ve
¥ =1—z olsun. ([0,1],®,,0) yapist bir MV -cebiridir.
1 =0 ile gosterilir ve +,  iglemleri yardimiyla
a-b=(d +b)
avb=a+ (b-a)
aNb=a- (b-i—a')
bigiminde tanimlanirsa (A, -, 1) degismeli monoid ve (A, V, A, 0, 1) sinirh dagil-

mal1 latistir.

A MV-cebir ve ) # B C A olsun. B, A mn altcebiridir ancak ve ancak B, A
deki iglemler altinda kapalidir.

Herhangi bir A MV -cebirinde, "< ” kismi siralama bagimtis
a < b dir ancak ve ancak a Ab=a, a,b € A

bigiminde tanimlanir. <, A iizerinde tam siralama bagintisi ise A ya lineer

siralidir, denir.

A MV-cebir ve B(A) ={a€A:a+a=a} ={a€A:a-a=a} ile tamm-
lansin. Bu durumda (B (A),+,’,0) A nin en genis altcebiridir ve bir Boole

cebirdir.

Bir A MV -cebirinde agagidaki ozellikler saglanir: her a,b,c € A i¢in

b=1lisea=0b=1,
a<biseaVc<bVcveaANc<bAc,
<bisea+c<b+cvea-c<b-c,
a < b ancak ve ancak b < a’,
a+b

= b ancak ve ancak a - b = a.

(&)
~— — N N N~ N N~
IS
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Teorem 1.14. [3] Bir A MV -cebirinde asagidaki ozellikler denktir: a,b € A

icin,
(1) a < b,
(i) b+a =1,
(#ii) a-b = 0.

Tanim 1.15. [3] A bir MV -cebir ve ) # X C A olsun. Bu durumda agagidaki
ozellikler saglanirsa X e A nin ideali denir.

(i) 0 € X,

(17) a,b € X iken a +b € X,

(17i) a € X ve b < a iken b € X.

Onerme 1.16. A lineer sirali bir MV-cebiri olsun. Bu durumda herhangi a,

bce Aigima+b=a+c ve a+c# 1ise b= cdir.



2. BOLUM

MV-CEBIRLERININ TUREVLERI

Bu boliimde "N. O. Alshehri, (2010), Derivations of MV-algebras, Int. J.
Math. Math. Sci., Article ID 312027, 7 pages, doi:10.1155/2010/312027. "
calismasina yer verilecektir. Bu calismada yazar, MV -cebirlerde tiirev kavramim
tamimlayarak bazi 6zelliklerini incelemistir. Izoton tiirev kavramini kullanarak
MV -cebirlerde tiirevi karakterize etmistir. Ayrica MV -cebirlerde toplam-
sal tiirevi tanimlayip lineer sirali bir MV-cebirde toplamsal tiirevin izoton

oldugunu gostermistir.

Tanmim 2.1. A bir MV -cebir ve f: A — A bir fonksiyon olsun. Her z,y € A
icin

fly)=(fz-y)+ (z- fy)
kosulu saglaniyorsa f ye A da tiirev denir.

Genellikle f(x), fx seklinde kullanilir.

Ornek 2.2 A = {0,a,b,1} olsun. A kiimesi iizerinde asagidaki bicimde

tanimlanan iglemler ile bir MV -cebirdir.

+10 a b 1
010 a b 1

10 a b 1
ala a 1 1

‘1ba0
b|b 1 b 1
111 1 11

ve

IS

(e (e (@) (@) (@)
IS

> (ol (@] (@] S
Q O | =




dir.
f:A— A doniigiimii

0, z=0,a,l1
fr=

bi¢iminde tanimlansin.

fla-b) = f((a"+¥))=f((b+a))
= fI'=f0=0

ve
(fa-b)+(a-fb) = (0-b)+(a-a)
= (0+b0) +(d+d)
= (14+a)+ (b+0b)
= 1'"+V=0+a=a
oldugundan f bir tiirev degildir.

Ornek 2.3. A = {0,a,b,¢,d,1} kiimesi tizerinde +, ’ iglemleri agagidaki

tablolarda tamimlansin.

+10 a b ¢ d 1

010 a b ¢ d 1

ala ¢ d ¢ 1 1
IO a b ¢ d 1

blb d b 1 d1
‘1dcba0

1 11

d 1 1

1 1 1

Bu durumda (A, +,",0) bir MV-cebirdir. f: A — A doniigiimii

0, =0,a,c

d, v=1,bd

fr=



biciminde tanimlansm. f, A iizerinde bir tiirevdir. Ornegin;

flab) = f((a'-l—b'),) = f((d+0¢))
— 1= f0=0

ve
(fa-b)+(a-fb) = 0-b+a-d
= 04+0=0

dir.

Onerme 2.4. A bir MV-cebir ve d, A nin bir tiirevi olsun. Her z € A icin
asagidakiler gegerlidir.
(1) f0=0,

(16) fo-a' =x- fa' =0,
(1ii) frx=fr+(z-f1),
(
(

i) fr<ux,

v) Eger X, A nin bir ideali ise f(X) C X dir.
Ispat. (i) Her z € A icin,
fO=f(z-0)=(fz 0)+(z- f0) == fO
olur. Burada x = 0 yazilirsa f0 = 0 bulunur.
(77) Her € A icin,
0=f0=f(z-2")=(fz o)+ (z- f2)
dir. Buradan fz -2’ =0 ve z - f2’ = 0 bulunur.
(73i) Her x € A i¢in
fro= flz-1)=(fo 1)+ (z- f1)
= fr+(z-f1)

8



bulunur.

(iv) Her x € A icin,

1= 0= (fr- o) = [((f2) + ()]
= (fa) +a

olur. Teorem 1.14 den, her x € A i¢in fx < x olur.

(v) ye f(X)verxr e X iginy = f(z) olsun. y = f(z) < z € X oldugundan
y € X ve bu yiizden f(X) C X dir.

Onerme 2.5. A MV-cebir ve f, A da tiirev olsun. =,y € A icin = < y ise
asagidakiler saglanir:

() flzy)=0

(it) fy <

(zi1) fx- fy =0.
Ispat. (i) z,y € Aicin x < y olsun. Teorem 1.14. den x-3/ = 0 dir. Buradan

f(z-y") = f0 =0 bulunur.

(i) v,y € Aigin x <y olsun. z- fy < y- fyy <y-y = 0 dir. Buradan
2+ fy = 0 olur. Boylece fiy’ < 2’ bulunur.

(1i1) x,y € Aigin x < y olsun. fr < z oldugundan fz < y dir. Dolayisiyla
fr-fy <wy-fy <y-y =0 olur. Boylece fx - fyy = 0 olur.

Onerme 2.6. A bir MV-cebiri ve f, A da tiirev olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler saglanir:

(i) fr-fa'=0

(i) fz' = (fz) ancak ve ancak f, A da birim doniigtimdiir.
Ispat. (i) z <2’ oldugundan Onerme 2.5. (iii) den fz - fo’ = 0 bulunur.

(1) Her z € A igin x < 2’ oldugundan, = - f2’ = z - (fz)’ = 0 olur. Buradan

x < fx dir ve fr < x oldugundan x = fx bulunur. Dolayisiyla f, A iizerinde



birim doniigtimdiir.
Eger f, A da birim doniigiim ise , her = € A i¢in fa’ = (fz)" olur.

Tanim 2.7. A bir MV -cebir ve f, A da bir tiirev olsun. Eger x,y € A i¢in

x <y iken fx < fy saglaniyorsa f ye izoton tiirev denir.

Ornek 2.8. A=1{0,a,b,c,d,1} kiimesi

+10 a b ¢ d 1
0/0 a b ¢ d 1
ala ¢ d ¢ 1 1
"0 a b ¢ d 1
blb d b 1 d1
‘1dcba0
cle ¢1 ¢ 1 1
dld 1 d1 11
1(1 1 1 1 11
islemleri ile MV -cebirdir ve
0 a b c d1l
0(0 OO0 0O
al0 0 0 a 0 «a
b0 O b 0 b b
c|l0 a 0 ¢ a c
dl0 0 b a d
110 a b ¢ d 1
olur. f: A— A,
0, z=0,a,c
Jr =

c, xr=10d
doniigiimiiniin A tizerinde bir tiirev oldugunu biliyoruz. f nin A iizerinde
bir izoton tiirev oldugu kolaylikla kontrol edilebilir. Ornegin; a < d dir ve

fa=0<c= fddir.

10



Onerme 2.9. A bir MV-cebir ve f, A da bir tiirev olsun. Her z € A icin
fr' = fx ise asagidaki ozellikler saglanir.

(i) f1=0

(17) fx-frx=0

(1it) Eger f, A da bir izoton tiirev ise f sifirdir.
Ispat. (i) Her x € Aicin fa’ = fz olsun. z = 0 yazilirsa f0' = f0 ve f1 =10
elde edilir.

(1) Her x € Aigin fa/ = fz olsun. fz - fx = fz- f2’ = 0 bulunur.

(731) f bir izoton tiirev oldugundan her x € A i¢in fx < f1dir. (i) den fz <0

olacagindan f sifirdir.

Tanim 2.10. A bir MV-cebir ve f, A da bir tiirev olsun. Her z,y € A i¢in

flz+y) = fr+ fy oluyorsa f ye toplamsal tiirev denir.

Ornek 2.11. A = {0,a,b,c,d, 1} kiimesi

+10 a b ¢ d 1
0/0 a b ¢ d 1
ala ¢ d ¢ 1 1
10 a b ¢ d 1
blb d b 1 d1
‘1dcba0
cle ¢1 ¢ 1 1
did 1 d1 11
1({1 1 1 1 11

islemleri ile MV-cebir ve f: A — A,

0, =0,a,c

c, xr=10d

fr=

doniigiimiiniin A tizerinde bir tiirev oldugunu biliyoruz. f nin A da bir toplam-

sal tiirev oldugu kolaylikla kontrol edilebilir. Ornegin;
fb+c)=fl=c

11



ve

fo+fe=c+0=c
dir.

Teorem 2.12. A bir MV-cebir ve f, A da sifirdan farkli bir toplamsal tiirev
olsun. Bu durumda f(B(A)) C B(A) olur.

Ispat. y € f(B(A)) ve x € B(A) i¢in y = fz olsun.
yty=fo+fr=fzt+a)=fr=y
oldugundan y € B(A) dir.

Teorem 2.13. A lineer sirali MV -cebir ve f, A da toplamsal tiirev olsun. Bu

durumda f = 0 veya f1 =1 olur.

Ispat. A lineer sirali MV-cebir ve f, A da toplamsal tiirev olsun. Bu du-

rumda,
1= flz+a) = fo+ faf
dir. Ayrica her x € A icin
f1#1ise
fl=fzx+1)= fxe+ f1

oldugundan Onerme 1.16 dan f2’' = f1 dir. = 1 yazilirsa f1 = 0 elde edilir.

Bu durumda her z € A icin
O0=fl=fx+ fl=fa
dir. Dolayisiyla f sifirdir.

Onerme 2.14. A lineer sirali MV-cebir ve fi, f» A da toplamsal tiirev olsun.
Her z € A igin f1 fo(z) = fi(for) bigiminde tammlansin. fif, = 0 ise f; = 0

veya fo = 0 olur.
Ispat. fif, =0 ve f, # 0 oldugunu varsayalim. Buradan

0= fifor = filfor + (v - fol)) = fifor + fiz = fix

12



olur. Boylece f; = 0 dir. Benzer sekilde fo = 0 oldugu da ispatlanabilir.

Onerme 2.15. A lineer sirali MV -cebir ve f, A da sifirdan farkli toplamsal

tiirev olsun. Her x € A i¢in
flx-x)=x+=x

dir.

Ispat. Onerme 2.4. (iii) ve Teorem 2.13. den fz = fz + z elde edilir. (9)

uygulandiginda fx - x = x bulunur. Boylece;

fl-z) = (fe-2)+ (fr-2)

= T+
dir.

Teorem 2.16. A lineer sirali MV-cebir olsun. A daki sifirdan farkli her

toplamsal tiirev bir izoton tiirevdir.

Ispat. f, A da tiirev ve z,y € A olsun. z < y ise 2’ +y = 1 dir. Buradan

L= 1= f(a'+y) =o'+ fy

dir. Boylece (fy)' < fa' ve (8) den (fz') < fy dir. f2' < 2’ oldugundan yine

(8) den x < (f2')" bulunur. fz <z oldugundan fzr < fy bulunur.

Teorem 2.17. A lineer sirali bir MV -cebir ve f, A da sifirdan farkli toplamsal
tiirev olsun. Bu durumda f~!(0) = {z € A: fr =0} A nm bir idealidir.

Ispat. Onerme 2.4. (i) den 0 € f~1(0) elde edilir. x,y € f~(0) olsun. Yani
fr=0ve fy =0 dir. f toplamsal oldugundan f(z + y) = fx + fy = 0 duir.
Boylece  +y € f~1(0) dur.

Simdi z € f7!(0) ve y < z olsun. Teorem 2.16. kullamlirsa fy < fz olur.
Buradan fy = 0 oldugundan y € f~1(0) dir..
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3.BOLUM

MV-CEBIiRLERDE SIMETRIK Bi-TUREVLER

Bu boliimde, "H. Yazarli, (2013), A note on derivations in MV -algebras,
Miskolc Mathematical Notes, Vol. 14, No 1, pp. 345-354." calismasinin
simetrik bi-tiirevler kismi verilecektir. Bu calismada yazar, MV -cebirlerde
simetrik bi-tiirevi tanimlamig ve ikinci boliimde verilen ¢alismada gegen prob-

lemleri simetrik bi-tiirevler ve onlarin izi i¢in incelemistir.

A bir MV -cebir ve D : M x M — M doéniisiim olsun. Her z,y € A i¢in
D(z,y) = D(y,z) ise D ye simetrik bi-doniistim denir.
Tanim 3.1. A bir MV -cebir ve D : M x M — M simetrik déniisiim olsun.
Her z,y,2z € A igin asagidaki kogul saglanirsa D ye A iizerinde simetrik bi-

tiirev denir.

D(Jl'y,Z) = (D(m,z)y)—l—(xD(y,z))
D, A iizerinde simetrik bi-tiirev ise her z,y, z € A icin
D(.Cl],y‘2> = (D(I,y) 'Z) + (yD(I,Z))
kosulu saglanir.
d: M — M ,d(z) = D(z,z) ile tammh doéniisiime D nin izi denir.

Ornek 3.2. A = {0,a,b,1} kiimesinin asagida verilen islemlerle bir MV-

cebiri oldugunu biliyoruz.

+10 a b 1
010 a b 1

10 a b 1
ala a 1 1

‘lbaO
b|b 1 b 1
111 1 1 1
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Bu durumda (A, +,",0) bir MV-cebirdir. D: A x A — A,

b, (z,y)=(b,b),(b1),(1,b)
0, diger yerlerde

D(z,y) =

doniisiimii tanimlansin. Bu durumda D, A da simetrik bi-tiirevdir.

Onerme 3.3. A bir MV-cebir, D A da simetrik bi-tiirev ve d, D nin izi olsun.
Bu durumda her x € A i¢in agagidaki ozellikler saglanir.

(1) d0o=0

it) dr-2'=z-da’ =0

(
(17i) dx = dx + (z- D(x,1))
(
(

D(xz,0) = D(x,0-0) = (D(z,0)-0)+ (0-D(z,0))
— 0+0=0

olur.
d, D nin izi oldugundan

d0 = D(0,0) = D(0-0,0) = (D(0,0) - 0) + (0 - D(0,0))
— 040=0

dir.
(77) Her « € A igin,

0 = D(z,0)=D(z,x-2)
= (D(z,z)-2')+ (z- D(z,2"))

ve buradan, dx - 2’ = 0 ve x - D(z,2') = 0 . Sonug olarak her z € A igin

x - dz’ = 0 bulunur.
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(13i) Her x € A igin,

de = D(z,z)=D(z,x-1)= (D(z,z)-1)+ (z- D(z,1))

= dx+ (z-D(x,1))
olur.
(iv) Her z € A igin,
1 = 0=(dz-2)=|((dz) + (z))
= (do) +=z

dir. Boylece her o € A igin Teorem 1.14. (ii) den dz < z dir.

(v) y € d(X) olsun. Bu durumda y = d(z) olacak bi¢cimde z € X vardur.
y=d(z) <z € X oldugundan y € X dir ve bu yiizden d(X) C X dir.

Sonug 3.4. Her x € A i¢in x - D(z,2') = 0 oldugundan D(z,z’) < 2’ ve
x < (D(z,2’))" bulunur. Ayrica

0=D(x-a',y) = (D(x.y) - ) + (z- D(a'.y))

ifadesinden D(x,y) < x ve D(2’,y) < 2’ dir. Benzer sekilde her z,y € A igin

D(z,y) <yve D(x,y) <y bulunur.

Onerme 3.5. A bir MV-cebir, D A da simetrik bi-tiirev ve d, D nin izi
olsun. Eger x,y € A i¢in x < y ise agagidaki ozellikler saglanir,

(i) d(z-y') =0,

(i) dy <o,

(1i1) dz-dy =0 dir.

Ispat. (i) Her 2,y € A i¢in 2 < y olsun. (7) den
zoy <y-y =0
dir. Buradan z - ¢’ = 0 bulunur.
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(i) Her z,y € A i¢in x < y olsun.
r-dy <y-dy <y-y =0
dir. Buradan z - dy’ = 0 olur. Boylece dy’ < 2’ diir.
(7i1) x <y oldugundan dz < y dir. Buradan
de-dy <y-dy <y-y' =0
olur. Yani
dr - dy =0

bulunur.

Onerme 3.6. A bir MV-cebir, D A da simetrik bi-tiirevi ve d, D nin izi
olsun. Asagidaki ozellikler saglanir.
(1) dx-dx’ =0

(i) dz' = (dx) diir ancak ve ancak d, A da birim déniigtimdiir.
Ispat. (i) dz - dy = 0 ifadesinde y yerine z yazihirsa dz - dz’ = 0 bulunur.

(1) Her z,y € Aigin x-dy’ = 0 ifadesinden = - dz’ = z - (dz)’ = 0 bulunur.

x < dx ve dr < x den x = dz elde edilir. Buradan d, A da birim doniigiimdyiir.
Eger d A iizerinde birim doniigiim ise her x € A igin dz’ = (dz)’ diir.

Tanim 3.7. A bir MV-cebir ve D, A de simetrik bi-tiirev olsun. Eger her
z,y,z € Aigin x <y iken D(z, z) < D(y, z) ise D izotondur.

Eger d D nin izi ve D izoton ise her z,y € A i¢in x < y iken d(z) < d(y) dir.

Ornek 3.8. A Ornek 3.2. deki MV-cebir olsun. D : A x A — A doniisiimii

agsagidaki gibi tanimlansin,

4

0, (,9) €{(0,0),(a,0),(0,a),(b,0),(0,b),(1,0), (0, 1), (a,b), (b, a) }
b, (x,y) € {(b,0),(b,1),(1,0)}

a, (2,y) € {(a,a),(1,a),(a, 1)}

L (z,y) e {(1, 1)}

D(‘r’y) =
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Burada D nin A da izoton simetrik bi-tiirev oldugu goriilebilir. Her xz,y € A
icin d0 = 0,d1 = 1,da = a,db = b ve d A da birimdir ve bu yiizden = < y iken
d(x) < d(y) olur.

Ornek 3.2. de b < 1,D(b,1) = b, D(1,1) = 0 fakat 0 < b dir. Yani D izoton
degildir.

Onerme 3.9. A bir MV-cebir, D A iizerinde simetrik bi-tiirev ve d D nin izi
olsun. Her z € A i¢in dx’ = dx ise agagidakiler saglanir.

(1) d1=0,

(7i) dz-dx =0,

(791) d = 0 ancak ve ancak D A da izotondur.
Ispat. (i) da’ = dr de z yerine 0 yazihrsa d1 = 0 bulunur.
(1) Her x € A igin dx - dx = dx - dz’ = 0 bulunur.

(13i) D A da izoton olsun. Her z € A i¢in dx < d1 = 0 dan dx = 0 bulunur.
Buradan d = 0 dir.

Tanmim 3.10. A bir MV -cebir ve D A da bir simetrik doniisiim olsun. Eger her
z,y,z € Aicin D(z+y, 2) = D(z,2)+ D(y, 2) ise D bi-toplamsal doniistimdiir.

Teorem 3.11. A bir MV-cebir, D A iizerinde bi-toplamsal simetrik bi-tiirev
ve d D nin izi olsun. Bu durumda d(B(A)) C B(A) olur.

Ispat. y € d(B(A)) olsun. Boylece y = d(x) olacak sekilde x € B(A) vardur.

O zaman

y+y = dex+drx=D(z,z)+ D(z,z) = D(x + z,x)
= D(z,x)=y
Buradan y € B(A) olur. Yani d(B(A)) C B(A) dir.

Teorem 3.12. A lineer sirali bir MV-cebir, D A da bi-toplamsal simetrik

bi-tiirev ve d D nin izi olsun. Bu durumda d = 0 veya d1 = 1 dir.
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Ispat. Herz € Aicinz+a2' ve 2+1=1den
dl = D(1,1) = D(z +#',1) = D(z,1) + D(z’, 1)
ve
dl = D(1,1)=D(z+1,1)
= D(z,1)+dl

dir. Eger d1 # 1 ise Onerme 1.16. dan D(2’,1) = d1 bulunur. Burada x yerine

1 yazilirsa d1 = 0 olur. Her z € A i¢in
0=dl=D(z,1)+dl = D(x,1)

ve

D(z,1) = D(z,x+ 1) =dx + D(z,1) = dx
dir. Boylece her z € A igin dx = 0. Yani d = 0 dir.

Teorem 3.13. A lineer sirali MV-cebir, D; ve Dy A da bi-toplamsal simetrik
bi-tiirev ve dy, dy sirasiyla Dy, Dy nin izi olsun. Eger her z € A icin (didy)(z) =

dy(dyz) olmak tizere didy = 0 ise d; = 0 veya dy = 0 dur.

ispat. dydy = 0 ve dy # 0 olsun. Boylece do1 = 1 dir. Her x € A igin
0 = (didy)(x) = di(dox) = dy(dox) + (2 Do(z, 1))

olur. Ayrica dy1 =1 den

Dy(z,1 = Do(z-1,1) = (Da(x,1) - 1) + (x - Da(1,1))
= Dy(z,1)+x

bulunur. (9) dan z - Dy(x,1) = x olur. Boylece

0 = di(dyx+ 2) = Di(dox + x, dox + )
= Di(dyz, dyx) + Di(dyx, 7) + Dy (2, dox) + D (7, 2)
= Dl(dgl‘, .fl?) + Dl(.fll, dgl‘) + dll‘
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olur. Her z € A igin (4) den D;(dsx,x) = 0 veya dyx = 0. Her x € A i¢in
D;(dsx,x) = 0 olsun. z yerine 1 yazilirsa D;(1,1) = 0 yani d;1 = 0 dir. Her
x € Aigin

0=dil=D(z+1,1) = Dy(x,1) + d;1

ve bu yiizden D;(z,1) = 0 dir. O halde
0=D;(z,1)=Di(z,2+ 1) =diz + di1 = dyx

oldugundan d; = 0 dir.
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4.BOLUM

MV-CEBIiRLERDE GENELLESTIiRiLMiS TUREVLER

Bu boliimde, "H. Yazarli, (2013), A note on derivations in MV -algebras,
Miskolc Mathematical Notes, Vol. 14, No 1, pp. 345-354." calismasinin
genellestirilmis tiirevler kismi verilecektir. Bu ¢aligmada yazar, MV -cebirlerde
genellestirilmis tiirevi tanimlamig ve ikinci boliimde verilen caligmada gegen

problemleri genellegtirilmis tiirevler icin incelemistir.

Tanim 4.1. A bir MV-cebir ve d : A — A tiirev olsun. Her z,y € A i¢in
asagidaki ozelligi saglayan f : A — A doniisiimiine A iizerinde genellegtirilmis
tirev denir.

flz-y)=(f(x)-y)+ (z-dy))

Ornek 4.2. A Ornek 3.1. deki MV-cebir olsun. d : A — A doniigtimii

0, x=0,a,1
b, =0

d(r) =

seklinde tanimlansin. d nin A iizerinde tiirev oldugu aciktir. Eger f doniistimii

agsagidaki gibi tanimlanirsa

A iizerinde d tarafindan belirlenen genellestirilmig tiirevdir. Ayrica f A iiz-

erinde bir tiirevdir.

Ornek 4.3.4 = {0,a,b,¢,d,1} Ornek 2.11 deki MV -cebir olsun. d: A — A,

0, z=0,a,c

b, x=bd,1

d(z)=

doniigiim tanmimlansin. d nin A {izerinde tiirev oldugu aciktir. Eger her x € A

icin f fonksiyonu f(x) = x seklinde tanmimlanirsa f, A iizerinde d tarafindan
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belirlenen genellestirilmis tiirevdir. Ancak

fla-c) = [fla)-c+a-f(e)

= a-ct+a-c=at+a=c
ve f(a-c) = f(c) = a oldugundan f A iizerinde tiirev degildir.

Onerme 4.4. A bir MV-cebir ve f A iizerinde d tarafindan belirlenen genellestir-

ilmig bir tiirev olsun. Her z € A igin agsagidaki ozellikler saglanir.

(1) f(0)=0

ve bu yiizden f(x) -2’ =0 dir.
(7i1) Her x € A igin
fl) = flz-1)=(f(z) 1)+ (z-d(1))
= f(@)+ (z-d(1))
olur.

(iv) Her z € A igin

dir. Teorem 1.14 den her z € A igin f(x) < x bulunur.

(v) y € f(I) olsun burada f(z) = y olacak sekilde z € I vardwr. (iv) den
f(z) <z ve buradan y € I oldugundan f(I) C I bulunur.
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Sonug 4.5. A bir MV-cebir ve f A iizerinde d tarafindan belirlenen bir
genellestirilmis tiirev olsun. Eger z,y € A i¢in < y ise agagidaki ozellikler

saglanir.

iv) f(2') = (f(x))" ancak ve ancak f A da birim doniigiimdiir.

Tanim 4.6. A bir MV-cebir ve f A iizerinde d tarafindan belirlenen bir
genellegtirilmig tiirev olsun. Her z,y € A i¢gin x < y oldugunda f(z) < f(y)

oluyorsa f izotondur, denir.
Ornek 4.7. Ornek 4.3. te f bir birim déniisiim oldugundan izotondur.

Onerme 4.8. A bir MV-cebir ve f A iizerinde d tarafindan belirlenen bir
genellegtirilmig tiirev olsun. Eger her € A icin f(2') = f(x) oluyorsa agag-
daki ozellikler saglanir

(1) f(1) =0,

(i) f(z)- f(x) =0,

(13i) f A tizerinde izoton ise f = 0 dur.

Ispat. Ispat aciktir.

Tanim 4.9. A bir MV-cebir ve f A iizerinde d tarafindan belirlenen bir
genellestirilmig tiirev olsun. Eger her z,y € A igin f(z +y) = f(z) + f(y)

saglaniyorsa f A iizerinde toplamsal genellestirilmis tiirevdir, denir.
Ornek 4.10. Ornek 4.2. de f, A iizerinde toplamsal genellestirilmis tiirevdir.

Teorem 4.11. A bir MV-cebir ve f A iizerinde d tarafindan belirlenen bir
genellegtirilmig tiirev olsun. f(B(A)) C B(A) olur.

Ispat. y € f(B(A)) olsun. y = f(x) olacak sekilde x € B(A) vardir.
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Buradan
y+y=fl@)+ flx)=flx+z)=flz)=y
oldugundan y € B(A) olur. Yani f(B(A) C B(A) dir.

Teorem 4.12. A lineer sirali MV -cebir ve f de M de genellestirilmis tiirev
olsun. Bu durumda f = 0 veya f(1) =1 dir.

Ispat. A lineer sirali MV-cebir ve f de M de genellegtirilmis tiirev olsun.

Buradan
fQ) = flz+a) = fx) + f(z))
ve her z € A igin
f) = flz+1) = f(z) + f(1)
saglamr. Bger f(1) # 1 ise Onerme 1.16. dan f(1) = 0 bulunur. Boylece her
z € A icin
0=/f(1)=f1)+ f(z) = f(z)

oldugundan f =0 dir.

Sonug 4.13. A lineer sirali bir MV -cebir ve f A iizerinde d tarafindan be-
lirlenen toplamsal genellestirilmis tiirev olsun. Eger f? = 0 ise buradan her

r € Aigin f?(x) = f(f(x)) olur. Yani f =0 dur.
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5.BOLUM

MV-CEBIiRLERDE GENELLESTIiRILMiS SIMETRIK Bi-TUREVLER

Bu boliimde, ikinci, ticiincii ve dordiincii boliimlerde yapilan calismalar gézoniinde
bulundurularak MV-cebirlerde genellestirilmis simetrik bi-tiirev tanimlanmig
ve diger boliimlerdeki problemler genellegtirilmis simetrik bi-tiirev kavramina

tagimmuigtir.

Tanim 5.1. A bir MV-cebir, D : A xA — A simetrik bi tiirev ve I' : A X
A — A simetrik doniisiim olsun. Her z,y, z € A icin asagidaki kosul saglanirsa

I' ya D ye bagh genellestirilmis simetrik bi-tiirev denir.

P(SE Y, Z) = (P(QZ, Z) ’ y) + (':U ) D(ya Z))
v:A— A, vy(x)=T(z,z) ile tammh doniigiime I" nin izi denir.

Ornek 5.2. A = {0, a,b, 1} kiimesinin agagida verilen iglemlerle bir MV -cebiri

ve
+10 a b 1
010 a b 1
10 a b 1
ala a 1 1
‘1 boa 0
blb 1 b 1
1/1 1 1 1
D:Ax A— A,

b, (x,y)=(b,b),(b,1),(1,0)
0, diger yerlerde
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doniigiimiiniin simetrik bi-tiirevdir oldugunu biliyoruz.

(a0, (z,9) € {(a,0), (0, 1), (1,0)}
€ {(b,b), (b, 1), (1,b)}

a )
b )
I(z,y) =< 0, 2=0veyay =0
0 )
1 )

—
8
TS

Y

\ Y

ile tanimh I' dontistimii D ye bagh genellestirilmis simetrik bi-tiirevdir.

Ornek 5.3. A = [0,1] C R acgk arahig olsun. a,b € A igin a ® b =
min{l,a+b} ,a-b=max{0,a+b— 1} ve a’ =1 — a iglemleri tamimlanirsa

1 -2
(A,&,,0) bir MV-cebirdir. n > 2, n € Z icin A, = {O, L 1}
n

_ 17 ) n — 1’
1
lineer sirali MV-cebirdir. Az = {0, 3 1} kiimesi alinsin.

o Y P
D(z,y) = 2 2
0, diger yerlerde

ve
1, z,ye{l}

1 11 .1 1
I =4 = = =), (=, 1), (1, =
e =4 5 wne{GyhGay)
0, diger yerlerde
doniistimleri tamimlansin. I'; D ye bagh genellegtirilmig simetrik bi-tiirevdir.

Fakat I' simetrik bi-tiirev degildir. Ciinkii

F(% 1,1) = r(%,l) :%
(F(;’l) 1)+(%'F(1,1)) :%4_%: 1
dir. Bu yiizden
F(% 1L1) # (F(%, 1)-1) + (% T(1,1))

olur.
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Onerme 5.4. A bir MV-cebir, I' A iizerinde D simetrik bi-tiirevine bagh
genellestirilmis simetrik bi-tiirev, d D nin izi ve v ' nin izi olsun. Bu durumda

her = € A i¢in asagidaki ozellikler saglanir.
(i) 70 =0,
(i) vyx-2'=x-dz' =0,
(17i) yx = yx + (- D(z,1)) = (I'(1,2) - ) + dux,
(iv) yo <,
(v) X , MV-cebirin ideali ise y(X) C X dir.
Ispat. (i) Her z € A icin,
I'(z,0) = I'(z,0-0)=([(z,0)-0)+4(0-D(z,0))
= 0+0=0
dir. v, I’ nin izi oldugundan,
40 = T(0,0) = T(0-0,0) = (['(0,0) - 0) + (0 - D(0,0))
= 04+0=0
olur.
(77) Her € A icin,
0 = I(z,0)=T(z,z-2)
= (P(z,2)-2") + (z- D(z,2))
ve buradan vz - 2’ = 0 ve z - D(x,2’) = 0 dir. Diger taraftan
0 = I'0,2") =T(z-2',2")
= (D(z,2')-2") + (x- D(a',2"))
elde edilir. Yani her 2 € A igin x - d2’ = 0 ve I'(z,2') - 2’ = 0 olur.
(73i) Her x € A igin,
vr = DNx,z)=T(x,x-1)=(T(x,z)-1)+ (x - D(z, 1))
= yr+ (x-D(z,1))
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ve

yr = D(z,z)=T1-z,2)=((1,2) -2)+ (1-D(z,z))

= (I'(l,z)-x) +dx
dir.

(iv) Her z € A igin,

! ! ! AN

1 = 0=(z-2) = |((ya) +(@))

= () +a
oldugundan Teorem 1.12. (ii) den vz < x dir.

(v) Eger y € v(X) ise y(x) = y olacak bigimde z € X vardir. Onerme 5.4.
(iv) den y(z) < z dir ve X A nin ideali oldugundan. y(X) C X dir.

Sonug 5.5. A bir MV-cebir, I' A iizerinde D simetrik bi-tiirevine bagh genellestir-
ilmis simetrik bi-tiirev olsun. Her x € A igin z - I'(z,2") = 0 oldugundan
I'(z,2") < 2’ bulunur. = < (D(z,2'))" oldugundan I'(x,z") < (D(z,2"))" bu-

lunur. Buradan D(z,z") < (I'(z,2'))". Her z,y € A i¢in
0=C(z-2",2) = (L(z,z)-2') + (z- D(2', x))
oldugundan I'(x,y) < z ve D(2/,y) < 2/ bulunur.

Onerme 5.6. A bir MV-cebir, I' A iizerinde D simetrik bi-tiirevine bagh
genellestirilmig simetrik bi-tiirev ve « I' nin izi olsun. Eger x,;y € A i¢in z < y
ise agagidakiler saglanir.

(&) y(z-y) =0

(1) vy <’

(7i1) v - vy = 0.
Ispat. (i) Her z,y € A icin 2 < y olsun. Teorem 1.12. den z - 3/ = 0 bulunur.

0 = 0 oldugundan v(z - y') = 0 dur.
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(7i) Her z,y € Aigin x < y olsun. z -7y <y-vy <y-y = 0 oldugundan

x -y = 0 dir ve buradan v/ < 2’ bulunur.

(7i1) © < y oldugundan vz < y dir. Buradan vz -~y <y -/ <y-y =0

bulunur. Béylece vz - vy’ = 0 olur.

Onerme 5.7. A bir MV-cebir, I' A iizerinde D simetrik bi-tiirevine bagh

genellestirilmis simetrik bi-tiirev ve v I' nin izi olsun. Agagidakiler saglanir.
(i) yo-ya' =0
(17) va' = (yz)" ancak ve ancak v , A iizerinde birim déniistimdiir.
Ispat. (i) z < x oldugunu biliyoruz. Onerme 5.6. (iii) den ya - ya’ = 0
bulunur.

(17) x € Aigin x - va’ = 0 oldugundan z - v’ = x - (yx)' = 0 bulunur. = < vz

ve yr < x oldugundan x = ~vx olur. Buradan v A iizerinde birim doniistimdiir.
Her x € A igin eger v A iizerinde birim doniigiim ise vz’ = (vx)’ olur.

Tanim 5.8. A bir MV-cebir, I' A iizerinde D simetrik bi-tiirevine bagh
genellestirilmis simetrik bi-tiirev olsun. Her z,y,z € A i¢in x < y iken

I'(z,z) <T'(y,z) ise I' ya izoton denir.
Eger v I' nin izi ve I izoton ise her z,y € A i¢in x < y iken v < yy dir.

Ornek 5.9. A bir MV-cebir, D Ornek 5.2. deki simetrik bi-tiirev olsun.
D, D ye bagh genellestirilmis simetrik bi-tiirevdir. A da b < 1, D(b,1) = b,
D(1,1) = 0 dur fakat 0 < b dir. Yani D izoton degildir.

Ornek 5.10. Ornek 5.3. de T' D simetrik bi-tiirevine bagh izoton genellestir-

ilmis simetrik bi-tiirevdir.

Onerme 5.11. A bir MV-cebir, T' A iizerinde D simetrik bi- tiirevine bagh
genellestirilmis simetrik bi-tiirev ve v I' nin izi olsun. Eger her x € A icin

~vr' = ~vx ise asgidakiler saglanir.
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(1) y1=0
(i) yx -vyx =0
(7i1) Eger A da I izoton ise v = 0 dir.

Ispat. (i) Her z € A i¢in y2’ = vz oldugundan 1 = v1’ = 40 = 0 bulunur.
(ii) Her x € A i¢in Onerme 5.6. den va - yo = vy - y2' = 0 olur.

(zi1) T' A da izoton olsun. Her x € A i¢in v < 71 = 0 oldugundan vz = 0

bulunur. Yani v = 0.

Tanim 5.12. A bir MV-cebir, I' A iizerinde D simetrik bi-tiirevine bagh
genellegtirilmig simetrik bi-tiirev olsun. Her z,y,z € A igin ['(x + y,2) =

['(x,2) + T'(y, 2) ise ' ya bi-toplamsal déniigiim denir.

Teorem 5.13. A bir MV-cebir, I A tizerinde D simetrik bi-tiirevine bagh bi-
toplamsal genellestirilmig simetrik bi-tiirev ve 7 I' nin izi olsun. Bu durumda

7(B(A)) € B(A) dur.

Ispat. y € v(B(A)) olsun. Buradan y = (x) olacak sekilde » € B(A) vardur.

O zaman

y+y = yr+yr=0(r,z)+T(z,2) =T(z+z,x)
= I(z,2) =y.
Buradan y € B(A) olur. Yani v(B(A)) C B(A) dir.

Teorem 5.14. A lineer sirali MV-cebir, [' A iizerinde D simetrik bi-tiirevine
bagh bi-toplamsal genellegtirilmis simetrik bi-tiirev ve v I' nin izi olsun. Bu

durumda v = 0 veya y1 = 1 dir.

Ispat. Her z € A icin 2 + 2’ = 1 ve z + 1 = 1 oldugundan

y1=T(1,1)=T(x+2",1)=T(z,1)+ T (2,1)
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ve
1 = T(1,1) =Tz +1,1)
= [(x,1)+91
dir. Eger v1 # 1 ise I'(2/, 1) = 71 bulunur. Her z € A i¢gin
0=91=0(z,1)+~v1=0(x,1)

ve

['(z,1) =[x,z +1) =vz+'(z,1) = yx.

Boylece her z € A igin vy = 0 olur. Yani v = 0.

Teorem 5.15. A lineer sirali MV-cebir, I';,ve I's A iizerinde D; ve Dy ye
bagl bi-toplamsal genellestirilmis simetrik bi-tiirevler, d; ve d, sirasiyla D,
ve Dy nin, v, ve v, sirasiyla I'y,ve 'y nin izleri olsun. Eger her x € A igin

(7172) () = 71 (797) olmak iizere 7,7, = 0 ise v, = 0 veya v, = 0 dir.
Ispat. 7,7, =0 ve v, # 0 olsun. Boylece v,1 = 1 olur. Her z € A icin

0= (1172)(2) = 11 (722) = 11 (722 + (2 - Doz, 1))

dir. x yerine 1 yazilirsa

0 = 71(71+(1-do1))

= Nl +do1) =71
bulunur. Buradan her x € A i¢in

0 = 711 = F1(17 1) = Pl(x + 17 1) = Fl(xv 1) +f}/11

= Iy(z,1)
ve
0 = I'(z,1) =T(z,z+1) =T1(z,z) + T'1(z,1)
= N

yani v, = 0 dir. Benzer sekilde diger durumun ispat1 da gosterilebilir.
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