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Bu tez calismasinda, devirli modiillerin alt projektiflik bolgeleri incelenmistir. Devirli
modiillerin alt projektif bolgeleri araciligiyla, PP-halkasi, CF-halkas1 ve Kasch halkasi gibi iyi
bilinen cebirsel yapilarin yeni karakterizasyonlarini elde edilmistir. M devirli bir sag R-modiil ve N
herhangi bir tekli-projektif sag R-modiil olmak tizere, M modiilii N-alt projektiftir. Dolayisiyla, bir
devirli sag R-modiiliin alt projektif bolgesi tiim tekli-projektif modiillerin siifin1 icermektedir. Alt
projektif bolgesi tam olarak tiim tekli-projektif modiillerden olusan devirli modiilleri singp —
yoksun olarak adlandirdik. Projektif olmayan her devirli sag R-modiiliin singp — yoksun oldugu
halkalarin karakterizasyonlar1 incelenmistir. Singp — yoksun modiillerin yapisi belirli halkalar
iizerinde incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Tekli-projektif modiil; alt projektif bolge; singp — yoksun; CF-halka; PP-
halka.
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ABSTRACT

In this thesis, subprojectivity domains of f cyclic modules is investigated. Through the
subprojective domains of cyclic modules, new characterizations of well-known algebraic structures
such as PP-ring, CF-ring and Kasch's ring have been obtained. When M is a cyclic right R-module
and N is any singly-projective right R-module, M is an N-subprojective module. Thus, the
subprojectivity domain of a cyclic right R-module includes the class of all singly-projective modules.
We have named cyclic modules whose subprojective domain consists precisely of all singly-
projective modules as singp — indigent. The characterizations of rings over which each non-
projective cyclic right R-module is singp — indigent is investigated. The structure of singp —
indigent modules is studied on certain rings.
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1.GIRIS

Bu tez ¢aligmasi boyunca R, birlesmeli halka ve aksi belirtilmedigi siirece modiiller {initer
sag R-modiil olarak alinmaktadir. Sag R-modiillerin kategorisi ise Mod — R ile gosterilecektir.
M sag R-modiil olmak {izere x € M elemani ile liretilen devirli alt modiil

(x)= {x.r|r e R} dir.

Eger bir x € M igin ( x ) = M ise, M’ye devirli R-modiil denir. M devirli bir sag R-modiildiir
ancak ve ancak R'nin bazi sag [ idealleri i¢in, R/I sag R-modiiliine izomorfiktir. R halkas1 bir sag
R-modiil olarak devirli sag R-modiildiir. M sag R-modiiliiniin kendisinden ve {0} dan baska alt
modiilii yok ise, M modiiliine basit modiil denir. M bir basit modiildiir ancak ve ancak sifirdan fakl
her x € M i¢in ( x ) = M dir. Bir R halkasinin her sag devirli (sirasiyla, basit) ideali projektif ise, R
halkasina PP-halkasi (sirastyla, PS) halkasi denir. Bir R halkasinin her sag devirli (sirasiyla, basit)
R-modiilii, bir serbest sag R-modiile gomiilebiliyor ise, R halkasina CF-halkasi (sirasiyla, Kasch)
halkas1 denir (Nicholson ve Yousif , 2003).

Verilen M ve N sag-R-modiilleri i¢in, her f: A — N epimorfizmi ve herhangi bir g :
M — N homomorfizmi i¢in, g = fh olacak sekilde bir h: M — A homomorfizmasi var ise, M
modiiliine N-alt projektiftir denir. Alt projektiflik notasyonu, yakin tarihte, projektif olmayan
modiillerin projektif olmaya ne kadar yakin (veya uzak) oldugunu dlgmek i¢in tanimlanmistir.
M modiiliiniin N-alt projektif oldugu tiim N modiillerinin sinifina M modiiliin alt projektiflik bolgesi
denir. Modiillerin alt projektiflik bolgesi yardimiyla kalitsal halka, QF-halka, miikemmel halka gibi
literatiirde iyi bilinen bircok cebirsel yapinin yeni karakterizasyonlari elde edilmistir (Durgun, 2015;
Holston, ve ark., 2016).

N bir projektif sag R-modiil olmak iizere, her M sag R-modiilii N-alt projektiftir. Dolayisiyla,
her sag R-modiiliin alt projektif bolgesi tiim projektif sag R-modiillerin sinifini igerir. Alt projektif
bolgesi tam olarak tiim projektif sag R-modiiller olan sag R-modiillere projektif yoksun veya kisaca
p — yoksun denir. P — yoksun modiillerin varlig1 genel olarak bilinmese de, miikemmel halkalar
iizerinde var olduklar1 gosterilmistir (Durgun, 2015).

P — yoksun modiiller {izerine yapilan calismalarda, agirlikli olarak, projektif olmayan
belirli tipteki sag R-modillerin p — yoksun oldugu halkalarin karakterize edilmesi tizerinedir.
Bugiine kadar yapilan calismalar, her projektif olmayan (sirasiyla, basit, saf-projektif, goldie-
burulma, yari-artinian) sag R-modiillerin p — yoksun oldugu halkalarin karakterize edilmesi
tizerinedir. (Durgun, ve ark., 2015; Durgun, 2020; Durgun, 2022; Holston ve ark., 2016).

Bugiine kadar alt projektiflik notasyonu kullanilarak yapilan ¢aligmalardan farkli olarak,
devirli modiillerin projektifligini alt projektiflik notasyonu araciligiyla inceledik. Her C devirli sag
R-modiild, her f : N — M epimorfizmi, ve herhangi bir g : ¢ — M homomorfizmi i¢in, g = fh

olacak sekilde bir h: C - N homomorfizmasi var ise, M modiiliine tekli-projektif modiil denir



(Azumaya G., 1987). Her bir devirli sag R-modiiliin alt projektiflik bolgesi, tiim tekli-projektif
modiillerin sinifini igerir. P — yoksun modiillerden esinlenerek, alt projektif bolgesi tam olarak tiim
tekli-projektif modiillerin sinifi olan devirli sag R-modiilleri singp — yoksun olarak adlandirdik.
Tezimizde, devirli sag R-modiillerin alt projektiflik bolgelerini inceledik. Devirli sag R-
modiillerin alt projektiflik bolgeleri yardimiyla bilinen bazi halkalarin yeni karakterizasyonlarini elde
ettik. Ttim projektif olmayan devirli (sirastyla, basit) sag R-modiillerin p — yoksun oldugu halkalar
icin gerek ve yeter kosullar1 belirledik. Ayrica, bazi halka aileleri iizerinde, singp — yoksun
modiillerin yapisini inceledik. Bu ¢alisma kapsaminda elde edilen tiim sonuglar (Durgun, Y., 2023)

calismasinda yayinlanmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezin anlagilirligini kolaylagtirmak ve tez ¢alismasi boyunca ihtiyacimiz olan
cebirsel yapilar ile ilgili tanim, teorem ve temel kavramlar verilecektir. Bu b6liimde verilen bilgiler
icin (Goodearl, 1976; Alizade ve Pancar, 1999; Lam, 1991; Wisbauer, 1991 ) 6nerilir. Bu tez
calismasinda halkalar birimli, birlesmeli, asikar olmayan; modiiller aksi belirtilmedik¢e sag R-

modiller olacaktir.

2.1. Halkalar
Tamm 2.1.1 (R, +) degismeli bir grup ve *.” islemi R tizerinde tanimli bir ikili islem olsun. Asagidaki

kosullar saglandigi takdirde (R, +,.) cebirsel yapisina halka denir.

i) Va,b,c €Ricin (ab)c = a(bc) dir.
i) a(b+c)=ab+ bc ve(a+ b)c=ac+ bcdir (Wishauer, 1991).

Genellikle (R, +,.) ifadesi yerine “R halkas1” ifadesi kullanilir.
Tamm 2.1.2 (R, +,.) bir halka olmak iizere;

i) Eger Va,b €R i¢in ab = ba oluyorsa R ye degismeli halka denir.

i) EgerVa,b eRiginea = a = aeoluyorsae € R ye birim eleman denir ve
e = 1p ile gosterilir. Eger R halkasi birim elemana sahipse R ye birimli halka
denir (Wisbauer, 1991).

R bir halka ve x,y € R olmak lizere x + (—y) eleman1 x — yile, x - y elemani da xy ile

gosterilir. Halkanin toplamaya gore birimi “0g” ile gosterilir ve bu elemana halkanin sifir1 denir.
Ayrica birimli bir halkada birim eleman tektir. Birimli bir R halkasinin birimi 1 ile gosterilebilir.
Ornek 2.1.3 Z Q,R,C kiimeleri alisthmis" +", "." ikili islemlerine gore birer degismeli
halkadirlar.
Ornek 2.1.4 Bir R halkasinin elemanlarindan olusturulan tim n X n 1i matrisleri kiimesi olan
Mat(n, R), bilinen matrisler toplam1 ve ¢arpimu iglemlerine gore halkadir (Alizade ve Pancar, 1999).
Tamm 2.1.5 R birimli bir halka ve 15 # 0z olsun. 0 #a € Rigin ab = ba = 15 olacak
sekilde bir b € R varsa b ye a’nin ¢carpimsal tersi denir.

Birimli bir R halkasinda 0 # a € R elemanin carpimsal tersi varsa tektir, ve a™! ile
gosterilir.

Ornek 2.1.6 Z;o halkasiigin1™* =1, 37'=7, 77'=3, 971=9dur.



Tamm 2.1.7 R bir halka S, R nin bogtan farkli olan bir alt kiimesi olsun. Eger S, R deki iglemlere
gore bir halka ise S ye R nin bir alt halkas: denir (Alizade ve Pancar,1999).
Tanmim 2.1.8 [, (R, +) nin bir alt grubu olmak iizere RI c I oluyorsa I ya R nin sol ideali ve IR c |
oluyorsa I ya R nin sag ideali denir. I hem sag hem de sol ideal ise I ya R nin ideali denir (Wisbauer,
1991).

R ve 0, R halkasinin asikar idealleridir. R halkasinin kendisinden farkli ideallerine 6z ideal
denir (Pancar ve Tiirkmen, 2014).
Ornek 2.1.9 Z halka esas idealinin her alt halkas1 ve her ideali nZ formundadir (Alizade ve Pancar,
1999).
Onerme 2.1.10 R halkasinin bir I sol ideali halkanin birim elamanini igeriyorsa R = I dir (Alizade
ve Pancar, 1999).
Tamm 2.1.11 R ve S iki halka olmak tizere R halkasinin S halkasina olan f: R — S fonksiyonu
Va,b € R igin

f(a+b) =f(a)+ f(b)vef(ab) = f(a)f(b)
esitlikleri gerceklesirse f ye homomorfizma (veya halka homomorfizmasi) denir (Alizade ve
Pancar, 1999).
Tamm 2.1.12 R bir halka ve I, R halkasinin bir (sag veya sol) ideali olsun.
Eger I ideali tek bir a € R elemani tarafindan tiretiliyorsa, I idealine esas (sag veya sol) ideal denir.
Bu durumda I sag ideali I = aR = {aR|r € R} seklindedir.
Her ideali esas sag (sol) ideal olan R halkasina sag (sol) esas ideal halkasi denir (Wisbauer, 1991).
Tanmim 2.1.13 R bir halka ve M, R nin bir sag (sol) ideali olmak {izere sayet M # R ve [, Rnin M C
I C R olacak sekilde sag (sol) ideali iken I = M veya I = Rise M idealine R nin sag (sol)
maksimal ideal denir (Lam, 1991)
Ornek 2.1.14 p € 7 asal say1 olmak iizere pZ = (p) ideali, Z halkasmin bir maksimal idealidir.
Tamm 2.1.15 R bir halka ve 0 # a € R olmak tizere ba = 0 (ab = 0) olacak sekilde bir 0 # b €
R varsa a elamanina R halkasinin bir sag (sol) sifir béleni denir. Hem sag hem de sol sifir bolen olan
elemana halkanin sifir béleni denir (Anderson ve Fuller, 1992).
Tanmm 2.1.16 Birimli, degismeli ve sifir diginda sifir boleni olmayan bir halkaya tamhik bdélgesi
(integral domain) denir (Callialp ve Tekin, 2009).
Tamm 2.1.17 R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Her (a + I),(b+1) € R/Ivea,b € R igin
(@a+D+b+DH)=(@+b)+1ve (a+).(b+1)=(a.b)+1

ile tanimlanan toplama ve ¢arpma islemleri ile (R/I, +,.) bir halkadir ve bu halkaya R nin [ ya gore
boliim halkas: denir (R/I = {a+1: a € R }) (Wisbauer, 1991).
Tamm 2.1.18 R tamlik b6lgesinin sifirdan farkli her elemaninin tersi var ise, R halkasina cisim denir.

Ornek 2.1.19 Reel sayilar halkas1 R ve rasyonel sayilar halkas1 Q birer cisimdirler.



2.2 Modiiller
Tamim 2.2.1 R bir halka ve (M, +) degismeli bir grup olmak tizere, f : M X R — M fonksiyonu

verilmis olsun. f(m,r) € M elemani kisaca mr ile gosterilsin.Vr,s € R ve Vm,n € M igin;

)(m+n)r =mr + nr
i) m(r + s) = mr + ms

iii) m(rs) = (mr)s

yukaridaki sartlar saglaniyorsa M ye sag R-Modiil denir ve My, ile gosterilir.
Eger R birimli halkave V m € M igin

iv) m1z = moluyorsa M ye iiniter (birimsel) sag R-modiil denir.

Sol R-modiil benzer sekilde tanimlanir (Facchini, 1998).
Her degismeli grup bir tiniter Z-modiildiir.
Onerme 2.2.2 Birimli her R halkasi aym zamanda bir sag ve sol R-modiildiir (Rotman, 1979).
Tammm 2.2.3 M bir R -modiil ve N, M abel grubunun alt grubu olsun. vr € R ve ¥n € N i¢in
nr € N oluyor ise N ye M modiiliiniin alt modiilii denir ve N < M ile gosterilir (Rotman, 1979).
M modiiliiniin kendisine esit olmayan alt modiillerine M nin 6z alt modiilleri denir ve N &
M seklinde gosterilir (Rotman, 1979).
Ornek 2.2.4 R sag modiil olarak diisiiniiliirse R nin alt modiilleri R nin sag idealleri olur
(Rotman,1979)
Tamm 2.2.5 N < Mve N # M olmak iizere M nin N yi 6z alt modiil olarak igeren 6z alt modiilii
bulunmuyorsa N ye M nin maksimal alt modiilii denir. Bagka bir deyisle N < K <M durumu
sadece K = Nve K = M ig¢in gerceklesirse N ye M nin maksimal alt modiilii denir (Alizade ve
Pancar, 1999).
Tamm 2.2.6: M bir modiil ve N < M olsun. M nin sifirdan farkli her alt modiilii ile N nin kesisimi
sifirdan farkli ise, baska bir deyisle her U < M igin N n U = 0iken U = 0 oluyorsa, N ye M
nin biiyiik (essential (large)) alt modiilii denir ve N < M ile gosterilir. Bu takdirde, M ye N nin
bir biiyiik genislemesi denir (Alizade ve Pancar, 1999).
Ornek 2.2.7 p € Z asal say1 olmak iizere, pZ modiilii Z; modiiliiniin bir maksimal alt modiiliidiir.
Ornek 2.2.8 Q; modiiliiniin bir maksimal alt modiilii yoktur.
Tamm 2.2.9 M bir R-modiil ve X € M olsun. M nin X kiimesini kapsayan biitiin alt modiillerinin
arakesitine X tarafindan iiretilen alt modiil denir ve ( X ) ile gosterilir.
Eger X sonlu elemanl ise, X kiimesi tarafindan iiretilen alt modiile sonlu iiretilmis alt

modiil denir.



X ={a} seklinde tek elemanl ise,

(a) = aR ={ar|r € R}
modiiliine devirli alt modiil denir.

Ayrica {B;|i €I}, M nin alt modiillerinin bir ailesi olmak iizere,
(X)=VUie B

kiimesinin tirettigi alt modiile B; modiillerinin toplami denir ve

(X)=Uier Bi=XVies B;
ile gosterilir ( Wisbauer, 1991).
Eger M = (X )ve X sonluise, M ye sonlu iiretilmis R —modiil denir. Ozel olarak, M = ( a ) olacak
sekilde a € M varsa M ye a tarafindan iiretilmis devirli R-modiil denir.
Onerme 2.2.10 M bir R-modiil olsun. M R-modiiliiniin devirli olmas1 icin gerek ve yeter kosul
M = R/I olacak sekilde R halkasinin bir [ sag idealinin olmasidir (Rotman, 1979).
Tanim 2.2.11 M sifirdan farkli bir R-modiil olsun. M modiiliiniin kendisinden ve sifirdan farkli bir
alt modiilii yoksa M ye basit modiil (simple) denir (Anderson ve Fuller, 1992).

R bir cisim ise, basit R-modiilleri tek boyutlu R-vektdr uzaylaridir. Ote yandan, eger R = 7
ise, 0 zaman basit R-modiilleri basit Abelian gruplardir ve bu nedenle asal mertebeden dongiisel
gruplardir, yani, bir A Abelian grubu basit bir Z-modiiliidiir ancak ve ancak bir p asal sayisi i¢in A =
Zp dir.

Onerme 2.2.12 M bir R-modiil olsun. I, R nin bir maksimal sag ideali olmak iizere M basit R-
modiildiir ancak ve ancak M = R/I dir (Rotman, 1979).
Tanmim 2.2.13 Bir M R-modiilii i¢cin M nin tiim basit alt modiillerinin toplamina M nin sokulu denir.
Soc(M) = ¥{K : K, M nin basit alt modulii}

seklinde gosterilir (Anderson ve Fuller, 1992).
Tamim 2.2.14 M bir R- Modiil olmak iizere K < Molsun. M/K = {m + K : m € M } bdlim
grubuvr € RvevV(m + K) € M/Kicin(m + K)r = mr 4+ K tanimli islemiyle bir R-modiil
olur. Bu M /K R-modiiliine béliim modiilii denir (Rotman, 1979).
Tamim 2.2.15 T ve § R —modiil olsun.

ST ={(s,t):seSvet € T}
kiimesine (dis) direk toplam denir. Vx,y € S, Va,b € T ve Vr € Rigin

i) (x,a)+ (W, b)=((x+ya+b)

i) (x,a)r = (xr,ar)

islemleri saglanirsa S @ T ye R-modiil denir (Atiyah ve Macdonald, 1969).

Tamim 2.2.16 [ kiimesiyle indekslenmis R-modiiller ailesi {M;}; olsun. Bu ailenin direk ¢arpimi



[lietMi={f : f 1 2V My, Vi € liginf(i) € M;}
seklindedir. f,g € []ig;M;Vve r € Rigin

i) Vieligin(f + g)@) = f@) + g@)
i) Vi € Iigin (fr)(Q) = f()r
islemleri igin []U,, M; bir R-modiil olur. Bu modiile {M;}; R-modiillerin direkt ¢arpim denir.
{Dict Mi = {f: f €[lU;; M; Vi € Iigin f(i) € M;ve i disinda sonlu goklukta f (i) = 0}

M; R-modillerinin dis direk toplami []U._, M; R —modiiliiniin bir alt modiilidiir.

i€l

Eger I sonluise [V, ., M; = @;¢; M; olur (Rotman, 1979).

i€l

Tamm 2.2.17 M bir R-modiil , {4;} ;; alt modiillerinin bir ailesi olsun.

) Nier A

olmak tizere M modiiliine {A;} ;; alt modiiller ailesinin bir i¢ direkt toplami veya direkt toplami
denir M =@ ;¢; A; ile gosterilir. Her A; alt modiiliine M modiiliiniin direkt toplam terimi denir
(Wisbauer, 1991).

Ozel olarak M modiiliiniin A, ve A, alt modiilleri i¢in

M= A; @ A, dirancak ve ancak M = A; + A, ve A, N A, = 0dir.
Tamm 2.2.18 M sifirdan farkli bir R-modiil olsun. M nin asikar alt modiilleri olan M ve sifirdan
baska direkt toplam terimi olmayan modiiliine parcalanamaz denir. Parcalanamaz bir modiile
izomorf olan her modiil de par¢alanamazdir (Wisbauer, 1991).
Teorem 2.2.19 {K,}qea » M nin basit alt modiillerinin bir ailesi olmak tizere

M =@geq Kq

parcalanisi varsa M ye yari basit modiil (semisimple) denir (Anderson ve Fuller, 1992).

Bu tanimdan hareketle her basit modiiliin yar1 basit modiil oldugu agiktir.

Onerme 2.2.20 M, R halkas1 iizerinde bir modiil olsun. Asagidaki kosullar esdegerdir:

i) M yar basittir;
i) M, basit alt modiilerinin bir ailesinin toplamidir;

iii) M'nin her alt modiilii, M'nin direkt toplam terimidir.

Tiim yar basit sag R modiillerinin sinifi, alt modiiller, homomorfik goriintiiler ve rastgele

direkt toplamlar altinda kapalidir.



Ornek 2.2.21 p ve q birer asal say1 olmak iizere Zyq yar1 basit Z-modiildiir (Anderson ve Fuller ,
1992).
Tanim 2.2.22 R halkasi bir tamlik bolgesi olsun. R nin her 6z ideali sonlu sayida asal idealin ¢arpimi

olarak tek tiirlii yazilabiliyorsa, R halkasina Dedekind bélgesi denir (Hungerford, 1973).

2.3 Modiil Homomorfizmalari
Tammm 2.3.1 M ve N iki sag R-modiil olsun. Asagida verilen kosullar1 saglayan f: M — N

fonksiyonuna sag R-modiil homomorfizmasi denir.

i) Va,b€e Miginf (a+b) = f(a)+f (b)
i) Ya eMve Vr € Rigin f (ar) = f (a)r (Kasch, 1982).

Tamm 2.3.2 Eger f homomorfizmasi;

i) birebir ise f ye monomorfizma,
ii) Orten ise epimorfizma,

iii) birebir ve 6rten ise izomorfizma denir.

f + M - N izomorfizmaise M ve N modiillerine izomorf modiiller denirve M = N ile gosterilir
(Kasch, 1982).
Tamm 2.3.3 M bir R- Modiil olmak iizere f: M — M bir R-modiil homomorfizmasi ise f ye
endomorfizma denir (Anderson ve Fuller, 1992).
Ornek 2.3.4 R degismeli halka, M bir R- modiil ve a € R olmak iizere
fa:M - M Vb €M igin f,(b) = ab
olarak tamimlanan f, bir R-modiil endomorfizmadir (Anderson ve Fuller, 1992).
Tamm 2.3.5 M bir sag R-modiil modiil ve N < M olsun.
Va € Nigini(a) = ailetanimh i: N > M
doniistimii bir modiil monomorfizmasi olup bu monomorfizmaya icerme homomorfizmasi denir.
Tanim 2.3.6 7 : M - M /N © (m) = m + N ile tamml # homomorfizmasi1 bir epimorfizma
olup bu epimorfizmaya dogal (kanonik) homomorfizma denir.
Tanim 2.3.7 M bir R-modiil olmak tizere
1,,(m) =miletanimh 1,, : M - M
bir R modiil izomorfizmas1 olup bu izomorfizmaya birim (idantik) homomorfizma denir (Kasch,
1982).

Tamm 2.3.8 f : M — N bir -modiil homomorfizmasi olmak iizere;



i) {a€ M : f(a) = 0} kiimesine f nin ¢ekirdegi denir ve Cek( f ) ile gosterilir.
i) {f(a) : a € M} kiimesine ise f nin goriintiisii denir Gor( f ) ile gosterilir (Kasch,
1982).

Teorem 239 m: M - M /N dogal (kanonik) homomorfizma olmak iizere Cek(w) = N dir
(Kasch, 1982).
Teorem 2.3.10 (1.izomorfizma Teoremi) M ve N R-modiilleri icin f : M - N R-modiil
homomorfizmasi olsun. O halde,

Y : M/Cek f = Gorf
R-modiil izomorfizmasi vardir (Rotman, 1979).
Teorem 2.3.11 (2. izomorfizma Teoremi) M bir R-modiil ve S,T < M olsun.

S/(SNT) - (S + T)/T

R-modiil izomorfizmasi vardir (Rotman, 1979).
Teorem 2.3.12 (3.izomorfizma Teoremi) M bir R-modiil olmak iizere S,T < MveT < Solmak
uzere

(M/T)/(S/T) > M/S

R-modiil izomorfizmasi vardir (Rotman, 1979).

2.4 Hom FUNKTORU
Tanim 2.4.1 rA verB sol R-modiiller olmak iizere, tim f : RA — rB homomorfizmalar kiimesini
Homg (A, B) veya kisaca Hom(A4, B) ile gosterelim.
f,g € Hom(4, B) homomorfizmalarinin, f + g toplamini hera € A igin
f + 9@ = f(a) + g(@
olarak tanimlayalim. 0 : A — B homomorfizmasini, her a € A igin
0(a) =0
olarak ve bir f : A — B homomorfizmasi verildiginde —f : A — B homomorfizmasini
(=) = —f()
olarak tamimlayalim.
f+g 0, (=f) € Hom(A,B)
f+g9+h=f+@+h),
fr+g=9+f
saglanirsa, Hom(A4, B) bir Abel grubu olusturur. Bu gruba homomaorfizmalar grubu denir.
f+ B — C bir homomorfizma ise,
Hom(A,f): Hom(A,B) - Hom(A4,()
fonksiyonunu (Hom(4, f) yi kisaca f * ile gosterelim) f * (g) = f o g ile tammlayalim.

f o g, iki homomorfizmanin bilegkesi oldugundan bir homomorfizmadir, yani
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f o g € Hom(4,(C) dirve
fx@th)=fe@+th=fegtfeh=fx(g@+f*xH

oldugundan f * bir homomorfizmadir (Alizade ve Pancar, 1999).
Teorem 2.4.2 {A; | k € K} bir modiiller toplulugu, B bir modiil olsun. Bu durumda,
ip: A = DOrex A gdmme fonksiyonu olmak iizere,

al(f) = (f ° i)
kurali ile verilen

a: (Hom @©yex Ar,B) — nHom(Ak,B)
kek

fonksiyonu bir izomorfizmadir (Alizade ve Pancar, 1999).
Teorem 2.4.3 A bir modiil ve {By | k € K} bir modiiller toplulugu olsun. py : [lxex Bx — Bn .
n. izdiisiim olmak lizere B(f) = (py ° f) kurali ile tanimlanan

B: Hom (A,l_[ By) — 1_[ Hom(A, By,)

k€K keEK
fonksiyonu bir izomorfizmadir (Alizade ve Pancar, 1999).

Onerme 2.4.4 Her A sol R-modiilii igin Homg (4, R) modiilii A ya izomorftur (Alizade, 2016).
Onerme 2.45 f, : A > A, n # 0 tam sayisi ile garpim homomorfizmasi ise (yani f, (a) =
na kurali ile tanimlanmigsa), her B grubu icin
(fn) ** Hom(B,A) - Hom(B,A) ve
(fn ) ** Hom(A,B) - Hom(A4,B)

homomorfizmalari da n ile ¢arpimdir (Alizade ve Pancar, 1999).
Onerme 2.4.6 A grubunun béliinebilir olmasi, her n pozitif tam sayis1 i¢in A da n ile ¢arpma
homomorfizmasinin (f,, nin) bir epimorfizma olmasina denktir (Alizade ve Pancar, 1999).

Her elemaninin mertebesi bir sabit p asal sayisimin kuvveti olan gruba p-primar grup veya
p-grup denir.

Asagida Abel gruplariin homomorfizmalar grubunun bazi 6zellikleri verilmistir:

i) Her A grubu icin Hom(Z,,,A) = A[m]dir.
i) p ve q birbirinden farkli asal sayilar olmak tizere, A bir p — grup ve B bir g — grup
ise, Hom(A,B) = 0 dur.

n # 0 tam sayisi i¢in B[n] = 0 ise, her A grubu i¢in Hom(4, B)[n] = 0 dir (Alizade ve Pancar,
1999).
Tamm 2.4.7 Verilen A ve B R-modiilleri i¢in A nin B ye gore genislemesi agagidaki sekilde bir

kisa tam dizisidir.
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0-B->FE—->A-0.

iki genislemenin
0-B-o>E—->A-0
0->B—-E —-A-0
Degismeli bir diyagram varsa, esdeger oldugu soylenir. (A'nin B'ye genislemesi olarak)
0 > B > E > A »0
l

0 > B > L »A »0
Burada orta ok bir izomorfizmdir. A'nin B'ye gore bir genislemesi, trivial genislemeye esdegerse split
(boliinmiis) olarak adlandirilir.
0-B->AGB—->A-0.
A'nin B'ye gore genislemelerinin denkligi ile Extf (A, B) elemanlari arasinda bire bir karsilik vardir.
Trivial genisleme Ext} (A, B) nin sifir §gesine karsilik gelir.
Ext}(A, B), A modiiliinin B modiilii araciligtyla olan tiim genislemelerinin denklik smniflarinin
kiimesidir (Rotman, 1979).
Ayrica herhangi A ve B R-modiilleri icin Ext3 (A, B) = Homg (4, B) dir.

2.5 Tam Diziler ve Parcalanabilir Tam Diziler

Tamim 2.5.1 R-modiil homorfizmalarinin ve R-modiillerinin sonlu veya sonsuz dizisi

fi fi
: Mn+1_n’Mn n_H’Mn—l - e

seklindedir. Eger Gor f,, = Cek f,,1 ise bu diziye tam dizi denir (Rotman, 1979).
.. h
Onerme 2.5.2 0 L A5BS ¢S50 dizsi tam dizi ise g bir monomorfizma, h bir epimorfizmadir.

Ayrica Ker g = Ave C = B/Gor(h) dir. Bu takdirde izomorf modiilleri 6zdes duruma getirerek
C = B/A alinabilir (Alizade ve Pancar, 1991).

Tamm 2.53 0> A L B2 ¢ -0 formundaki tam diziye kisa tam dizi denir (Alizade ve Pancar,
1991).
Ornek 2.54 f : M —» K homomorfizmasi icin 0 - Cekf > M — f (M) -0

dizisi bir kisa tam dizidir.

" f
Onerme 255 T © § S M bir alt modiil zinciri ise, 0 - S/T - M/T A M/S -0

kisa tam dizisi vardir.

f
Teorem2.560—- A4 - B A C->0(0<4 <;B < C < 0) kisa tam dizisi i¢in;

11



i) hf = 1, olacak sekilde birh : B — A homomorfizmas1 bulunur.
i) Gor(f) alt modiilii B nin bir direkt toplam terimidir.

iii) gk = 1. olacak sekilde bir k : € — B homomorfizmasi bulunur.

kosullar1 denktir (Alizade ve Pancar, 1991).
Tammm 2.5.7 Teorem 2.5.6 da verilen denk kosullardan birini saglayan kisa tam diziye
parcalanabilir denir (Alizade ve Pancar, 1991).

Onerme 258 0> A—>B A C — 0 R-modiillerin kisa tam dizisi pargalanabilir ise
B=A@C
olur. (Rotman, 1979).

2.6 Serbest Modiiller
Tamm 2.6.1 F bir R-modiil olsun. F, R’nin kopyalarinin bir dogrudan toplamina izomorfik ise F ye
bir serbest R-modiil denir. Yani B indeks kiimesi ve b € B i¢in R, = (b) = R olmak iizere
F =@y c g Ry, tir. B kiimesine F nin bir baz1 denir. (Rotman, 1979).

Serbest bir Z-modiilii, serbest degismeli (Abelian) grup olarak adlandirilir. Her R halkasi i¢in R,
kendi iizerinde bir sag (ve sol) R-modiil olarak, bir serbest R-modiiliidiir.

Serbest bir modiiliin bazi ile, bir vektor uzaymnin bazi  giiglii bir benzerlige sahiptir. Eger k bir
cisim ise, 0 zaman her V;, vektor uzayinin Lineer Cebir anlaminda bir bazi vardir. Bu durumda iki
temel kavraminin ortiistiigiinii gérmek kolaydir. Ayrica, bir vektdr uzayr Vj, sonlu iiretilmis bir
serbest k -modiildiir ancak ve ancak V}, sonlu boyutludur.

Oneri 2.6.2 Her M modiilii bir serbest modiiliin boliim modiiliine izomorftur (Alizade ve Pancar,
1999).

Onerme 2.6.3 R sifir olmayan bir degismeli halka olsun.

i) Serbest bir R-modiil F'nin herhangi iki baz1 ayni kardinaliteye sahiptir.
ii) Serbest F ve G R-modiilleri birbirine izomorfiktir ancak ve ancak her birinin
bazlarmin kardinalitesi aynidir.

iii) Eger m ve n dogal sayilarsa, R™ = R™ ancak ve ancak m = n dir.

2.7 Projektif Modiiller

Tanmmm 2.7.1 Bir P modilini alalim. Eger her f : A - B epimorfizmast ve g:P —
B homomorfizmas1 i¢in g = fholacak sekilde h : P - A homomorfizmasi bulunursa P ye
projektif modiil denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.7.2 P bir R-modiil olmak iizere asagida verilenler es degerdir.
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i) P projektiftir
ii) Her M modiiliiicin M — P — 0 dizisi pargalanir.

iii) P modiilii bir serbest modiiliin bir direkt toplamina izomorftur (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.7.3 {P, | k € K} bir modiiller toplulugu olsun.

P =®rex Pk
direkt toplaminin projektif olmasi ig¢in gerek ve yeter kosul P, (k € K) modiiliiniin projektif
olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).

Onerme 2.7.4 Bir P R-modiiliiniin projektif modiil olmasi igin gerek ve yeter kosul

0 -4 i) B A P->0
tam dizisinin pargalanir olmasidir (Rotman, 1979).
Teorem 2.7.5 Her F serbest modiilii projektiftir (Alizade ve Pancar, 1999).
Onerme 2.7.6 P projektif (serbest) olmak iizere her A modiilii igin bir f : P — A epimorfizmasi
vardir (Alizade ve Pancar, 1999).
Onerme 2.7.7 Projektif modiillerin direkt toplami projektiftir (Anderson ve Fuller,1992).
Onerme2.7.8 P projektif sag R-modiilii sonlu iiretilmistir ancak ve ancak P, n bir dogal say1 olmak
tizere, R™ serbest sag R-modiiliiniin direkt toplam terimidir.
Serbest olmayan projektif R-modiil 6rnegini asagidaki gibi verebiliriz.
Ornek 2.7.9 R = Z4 degismeli halkas1 olsun. R halkasinin iki ideali I = {0,2,4} ve J = {0,3}
olmak iizere, R= I @J dir. I ve J idealleri projektif R-modiillerdir fakat serbest R-modiil
degillerdir.
Tamim 2.7.10 M bir sag R-modiil olsun. m,n € N olmak iizere,

R R" > M - 0

tam dizisi var ise, M modiiliine sonlu temsil edilen ( finitely presented ) modiil denir.
Onerme 2.7.11 Her sonlu iiretilen projektif sag R-modiil sonlu temsil edilendir (Rotman, 1979).
Sonug 2.7.12 M sonlu temsil edilen bir R-modiil ve

0 >K->F->M>20
tam dizi olsun. F sonlu iiretilmis serbest R-modiil ise, K sonlu olarak {iretilmistir.
Onerme 2.7.13 R bir sag Noether halkas1 ise, her sonlu iiretilen sag R-modiil sonlu temsil edilendir.
Tanim 2.7.14 Sonlu olarak iiretilen her sag ideali sonlu temsil edilen R halkasina sag uyumlu
(coherent) denir.
Tanim 2.7.15 Her sag ideali projektif olan R halkasina kalitsal (hereditary) denir.
Tamm 2.7.16 Her sonlu iiretilen sag ideali projektif olan R halkasina yarikalitsal (semihereditary)
denir.
Onerme 2.7.17 R bir sag kalitsal halkadir ancak ve ancak her projektif modiiliin her alt modiilii

projektiftir.
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Teorem 2.7.18 Bir P modiilii igin asagidakiler denktir

i) P projektiftir;
ii) Her A modilii ve her n > 1 i¢in Extg(P,A) = 0 dur;
iii) Her A modiilii igin ExtA (P, A) = 0 dir (Alizade ve Pancar, 1991).

2.8 Injektif Modiiller ve Diiz Modiiller

Tamim 2.8.1 ] bir modiil olsun. Her f : A — B monomorfizmasiveg : A — [ homomorfizmasi
icin hf = golacak sekilde h : B — [ homomorfizmasi varsa / ya injektif modiil denir (Alizade
ve Pancar, 1999).

Onerme 2.8.2 M bir R-modiil olsun. M nin injektif olmast i¢in gerek ve yeter kosul
0o-mbLeScoo

kisa tam dizisinin parcalanir olmasidir (Rotman, 1979).

Teorem 2.8.3 {I | k € K} bir modiiller toplulugu olsun.

I:nlk

keEK

direkt carpiminin injektif olmasi i¢in gerek ve yeter sart I, (k € K) modiillerinin her birinin injektif
olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).

Sonugc 2.8.4 Her injektif modiiliin sonlu direk toplami da injektif modiildiir (Rotman, 1979).
Teorem 2.8.5 (Baer Kriteri) E bir sag R-modiil olsun. E modiiliiniin injektif olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul her U sag ideali i¢in her k: U = R modiill homomorfizmasinin bir m: R — E modiil
homomorfizmasina genisletilebilmesidir.

Teorem 2.8.6 Bir M Z-modiiliiniin injektif olmasi igin gerek ve yeter kosul M nin béliinebilir (yani,
herx e M vehern € Z i¢cinx = na olacak bigimde bir a € M vardir) olmasidir.

Tamm 2.8.7 M bir R-modiil ve N sonlu temsil edilen modiil olsun. Her g : X — M orten
homomorfizmasi ve f : N - M homomorfizmasi i¢in gh = f olacak sekilde birh : N = X
homomorfizmasi varsa M ye diiz (flat) modiil denir (Durgun, 2022).

Onerme 2.8.8 Her projektif R-modiil diiz modiildiir (Rotman, 1979).

Teorem 2.8.9 M bir sonlu gosterime sahip R-modiil olsun. M nin diiz modiil olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul M nin projektif modiil olmasidir (Rotman, 1979).

Onerme 2.8.10 M bir R-modiil olmak iizere M nin her sonlu iiretilmis alt modiilii diiz modiil ise M
diiz modiildiir (Rotman, 1979).

Tanmm 2.8.11 R bir halka olmak tlizere her diiz sag R-modiiliin projektif oldugu R halkasina sag
miikemmel (perfect) halka denir (Goodearl 1976).

Tamm 2.8.12 Bir R halkasmin sag ideallerinin her azalan zinciri sonlu bir adimda duruyorsa, R’ye

sag Artinian halkasi denir.
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Tamm 2.8.13 Bir R halkasinin sag ideallerinin her artan zinciri sonlu bir adimda duruyorsa, R’ye
sag Noetherian halkasi denir.

Ornek 2.8.14 7 tamsay1 halkasi ve Z[x] polinom halkas1 Noetherian halkadir.

Onerme 2.8.15 R bir sag Noetherian halkas1 ise, sonlu iiretilen her sag R-modiiliin her alt modiilii
sonlu iiretilendir.

Onerme 2.8.16 R bir sag Artinian halkasidir ancak ve ancak R sag Noetherian ve sag miikemmel

halkadir.

2.9 Tekil ve Tekilsiz Modiiller
Tamm 2.9.1 M bir sag R-modiil olmak {izere m € M i¢in

{fr e Rlmr = 0(rm = 0)}
kiimesine m nin sifirlayicisi (annihilator) denir ve ann,.(m)(ann; (m)) ile gosterilir (Lam, 1998).
Tamm 2.9.2 M nin sifirdan farkli her alt modiilii ile arakesiti sifirdan farkli olan sifirdan farkl bir
A alt modiiliine essential (large) alt modiil denir ve A 2 M ile gosterilir.
Tamm 2.9. 3 M bir sag R-modiil olmak iizere, eger m € M igin ann,(m) < Ry ise m’ye Tekil
(singular) eleman denir. M’nin tekil elemanlarinin kiimesi Z (M) ile gosterilir (Lam, 1998).
Teorem 2.9.4 M bir sag R-modiil olsun. Z(M) alt modiildiir (Z(M) alt modiiliine, M nin tekil alt
modiilii denir) (Lam, 1998).
Teorem 2.95 f: M — N herhangi bir R-homomorfizmasi ise f(Z(M)) < Z(N) dir (Lam,
1998).
Tamm 2.9.6 Z(M) = M ise M ye tekil (singular) R-modiil denir. Z(M) = 0 ise M ye tekilsiz
(nonsingular) modiil denir. Ote yandan R bir halka olmak iizere Z(Ry) idealine R nin sag tekil
ideali denir ve Z,. ile gosterilir (Goodearl, 1976).
Onerme 2.9.7 B tekil olmayan modiil ve A < B olsun.A 2 B dir ancak ve ancak B/A tekildir
(Goodearl, 1976).
Onerme 2.9.8 Tiim tekil sag R-modiillerin simfi alt modiiller, béliim modiilleri ve dik toplamlar
altinda kapalidir (Goodearl, 1976).
Onerme 2.9.9 Her basit sag R-modiil ya tekil ya da projektiftir (Goodearl, 1976).
Sonug 2.9.10 Tekil olmayan yar1 basit modiiller projektiftir (Goodearl, 1976).
Onerme 2.9.11 R bir kalitsal halka ise, her projektif sag R-modiil tekilsizdir.

2.10 Noetherian ve Artinian Modiiller
Tamm 2.10.1 M bir R-modiil olmak iizere M nin alt modiillerinin olusturdugu her
L<L<IL< ..

artan dizisi sonlu ise M ye artan zincir kosulunu saglar denir (Rotman, 2000).
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Tanim 2.10.2 Artan zincir kosulunu saglayan R-modiillere Noetherian R-modiil denir (Rotman,
2000).

Tamm 2.10.3 R halkas1 bir R-modiil (veya sol R-modiil) olarak Noetherian ise R halkasina sag (sol)
Noetherian halka denir (Rotman, 2000).

Teorem 2.10.4 R bir halka olmak iizere agagidakiler es degerdir.

i) R, Noetherian halkadir.
ii) Injektif R-modiillerin direkt toplamu injektiftir (Kasch, 1982).

Teorem 2.10.5 M bir R-modiil olmak iizere asagidakiler es degerdir.

i) M Noetherian R-modiildiir.
ii) M nin her alt modiilii sonlu tiretilmistir.

iii) M nin alt modiillerinin bostan farkli bir kiimesi maksimal eleman igerir (Anderson ve

Fuller 1992).

Tamm 2.10.6 M bir R-modiil olmak iizere M nin alt modiillerinin olusturdugu her
L=>1L,>13>..

azalan dizisi sonlu ise M ye azalan zincir kosulunu saglar denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.10.7 Azalan zincir kosulunu saglayan R-modiillere Artinian R-modiil denir (Anderson ve

Fuller 1992).

Tamm 2.10.8 R halkasi R-modiil (veya sol R-modiil) olarak Artinian ise R ye sag (sol) Artinian

halka denir (Anderson ve Fuller 1992).

Teorem 2.10.9 M bir R-modiil olmak iizere asagidaki ifadeler es degerdir.

i) M Artinian moduldiir.
i) M modiiliiniin her b6liim modiili sonlu tiretilmistir.

iii) M modiiliiniin alt modiillerinin bostan farkli kiimesi minimal elamana sahiptir (Anderson

ve Fuller 1992).

Onerme 2.10.10 R-modiillerin tam dizisi

0K->M->N-0
olsun. M Artinian (Noetherian) dir ancak ve ancak K ve N Artinian (Noetherian) dir (Anderson ve
Fuller 1992).
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3. MODULLERIN ALT PROJEKTIF BOLGESI

Bu bolimde kullandigimiz temel bilgiler (Durgun, 2015; Holston ve ark., 2013)
calismalarindan alinmustir.

Projektif modiiller, Modiil ve Halka Kuramu ile beraber Homolojik Cebirde 6nemli bir role
sahiptirler. Ozellikle sonlu iiretilen (temsil edilen) projektif modiiller, Morita Kurami, K-Kuram,
Tilting Kurami gibi cebir alanlarinda dogal olarak ortaya ¢ikmaktadirlar. (Holston ve ark., 2015)
makalesinde tanitilan alt projektif (subprojective) bolgesi notasyonu, projektif modiillerin R — Mod
kategorisinde alternatif bir metodla ¢aligilmasinin 6nciisii oldu. Bu makalede 6nerilen metodla pek
cok arastirmaci, modiillerin ve modiil smiflarinin projektif olgiilerini ve projektif modiillerin
diametrik kargitlarin1 arastirmistir. Son zamanlarda, alt projektiflik bolgesi notasyonu Abel ve
kompleksler kategorilerine genisletilerek ¢alisilmaya baslanmistir (Amzil ve ark., 2021; Bennis ve
ark., 2022).

Tamm 3.1 Verilen M ve N modiilleri i¢in her g : B — N epimorfizmasi ve her f: M - N
homomorfizmasi i¢in gh = f olacak sekilde bir h : M — B homomorfizmas: varsa M ye N-alt
projektif denir. Bir M modiiliiniin alt projektif bolgesi

PBr~! (M):={N € Mod —R: M,N — alt projektiftir}
sinifi olarak tanimlanir.

Lemma 3.2 M, N € Mod — R olmak iizere, asagidaki kosullar denktir.

i) M, N-alt projektiftir.

i) P projektif ,herf: M — Nveher g: P - N epimorfizmi i¢in gh = f olacak
sekildeh : M — P vardur.

iii) F serbest,herf: M - Nveher g: F - N epimorfizmi i¢in gh = f olacak sekilde
h: M — F vardir.

iv) P projektif,her f: M — N epimorfizmiiging: P - N ve h: M — P morfizmi
olacak sekilde gh = f vardir.

Onerme 3.3 Herhangi bir M modiilii i¢in asagidakiler denktir.

i) M projektiftir.
i) Br~! (M) = Mod —R
iii) M € Pr~t (M) dir.

Onerme 3.4 Homz(M,A) = 0 ise A € Br = (M) dir.
Onerme 3.5 {M;};; kiimesi R-modiil olsun. O halde Br =1 (B;e; M;) =N;e; Br =1 (M) dir.
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Onerme 3.6 Eger N € Br ~* (M) ise N nin direkt toplam terimleri PBr ~1 (M) in elemanidur.
Onerme 3.7 i €{1,2,3,...}i¢in 4; € Pr ~* (M) ise O™, A; € Br 1 (M) dir.

Onerme 3.8 Eger M sonlu iiretilmis ve, her i € I icin, A;-alt projektif ise, M @;¢; A;-alt
projektiftirdir.

Onerme 3.9 R bir halka olmak iizere asagida verilen kosullar denktir.

i) R sag kalitsaldir.

i) Herhangi bir sag R-modiiliiniin alt projektif bolgesi alt modiiller altinda kapalidir.

Onerme 3.10 Herhangi bir N modiilii icin asagidaki kosullar denktir.

i) N bir projektif modiile gomiilebilir.
i) Her E injektif modiilii icin N, E-alt projektiftir.
iii) N, E(N)-projektiftir.

Tamm 3.11 Bir R halkasinin her basit modiilii Ry igine gomiiliiyse R halkasina sag Kasch denir.
Sonug¢ 3.12 J, tim basit sag R-modiillerin temsilcilerinin bir kiimesi olsun. § =@y,e; M; sag R-
modiilii, Onerme 3.10 de verilen denk kosullar1 saglar ancak ve ancak R bir sag Kasch halkasidur.

1, sonlu gosterime sahip sag R-modiillerin bir temsilcilerinin kiimesi olmak tizere FP =@ y,e; M;.
Onerme 3.13 Pr ~ (FP) tam olarak diiz modiillerden olusur.

Tim sag R-modillerin alt projektiflerinin kesisimi tam olarak tiim projektif sag R-
modiillerin siifidir. Tiim projektif sag R-modiillerin sinifi, bir modiiliin alt projektif bolgesinin ne
kadar kiigiik olabilecegi konusunda bir alt sinirdir.

Tanmm 3.14 M modiliiniin alt projektiflik bolgesi sadece projektif modiillerden olusuyorsa
M modiiliine p — yoksun (p — indigent) denir.

Sonug 3.15 Bir R halkasi sag milkemmeldir ancak ve ancak FP p — yoksun modiildiir.

Tanim 3.16 R bir halka olmak {izere R halkasinin kendi tizerinde injektif olmasi durumunda R ye
oz injektif (self injektive) denir. Eger R sag veya sol noetherian ve R sag veya sol bir 6z injektif
halka ise R ye quasi-Frobenius (QF) halka denir (Rotman,1979).

Sonug 3.17 R bir halka olmak iizere agagidakiler esdegerdir.

i) R bir QF-halkadir.

ii) Bir projektif modiilii iceren p — yoksun modiil vardir.

Tamim 3.18 Her sag (veya sol) R-modiiliin projektif oldugu halka yari basit Artinian halkasi olarak

adlandirilir.
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Onerme 3.19 R halkasi icin asagidaki ifadeler denktir.

i) R halkasi yar1 basit Artiniandir.

i) Her devirli sag R-modiil projektiftir.
iii) Her basit sag R-modiil projektiftir.
iv) Her sag R-modiil projektiftir.

Onerme 3.20 R bir halka olmak iizere asagidakiler esdegerdir.

i. R yari basit Artin halkasidir.

ii.  Her sag (veya sol) R-modiil p — yoksundur.
iii.  Her devirli sag (veya sol) R-modiil p — yoksundur.
iv. R bir sag R-modiil olarak p — yoksundur.

v. {0} modiilii p — yoksundur.

Tamm 3.21 Her (sirasiyla, basit, tekil) sag R-modiiliin projektif veya p — yoksun oldugu R halkasi,
(sirasiyla, basit, tekil) alt projektif orta simifi olmayan halka olarak adlandirilir.

Tanmm 3.22 R bir halka olmak {izere R nin tiim maksimal sag(veya sol) ideallerinin kesigimine
Jacobson radikali denir ve J(R) ile gosterilir (Lam, 1998).

Onerme 3.23 R bir halka ve J(R)? = 0 indirgenemez bir Artinian seri halkasi olsun. R nin alt
projektif orta sinifi yoktur.

Tanim 3.24 M bir modiil olmak {izere M nin her alt modiiliiniin bir direkt toplam teriminde biiyiik
alt modiil olmasi durumunda M ye CS modiil denir. Ry CS modiil ise, R sag CS halkasi olarak
adlandirilir. M nin kopyalarinin her direkt toplami CS ise M ye Y. — €S modiil denir.

Teorem 3.25 R bir yar1 basit Artin olmayan halka olmak tizere asagidaki kosullar esdegerdir.

i) R basit alt projektif orta sinifi olmayan halkadir.
i) R sag ). — CS halkadir ve bir (izomorfizmaya bagl) tekil basit sag R-modiilii vardir.
iii) R = S X T olacak sekilde bir halka direkt toplam1 vardir. Burada S yari-basit artinian halka

ve T indirgenemez bir halka olmak {izere asagidaki 6zelliklerden yalnizca birini saglar:

a) Biryerel QF halkasi iizerinde matris halkadir
b) J?(T) = 0 olan kalitsal artinian seri halkadir.

Tanim 3.26 R bir halka ve N bir modiil olsun. Ext}(N, M) = 0 iken M bir sag injektif R-modiil
oluyorsa N ye injektiflik i¢in Whitehead test modiil ya da i-test modiil denir (Trlifaj, 1996).
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Tanim 3.27 Yari basit olmayan bir R halkasinin, tim projektif olmayan sag R-modiilleri i-test ise,
R halkasina sag tamamen doymus halka denir.
Teorem 3.28 R bir yari-basit olmayan (nonsemisimple) halka olmak iizere asagidaki kosullar

esdegerdir.

i) R nin alt projektif orta sinifi yoktur.

i) R nin tekil alt projektif orta sinifi yoktur.

iii) R = S X T olacak sekilde bir halka direkt toplami vardir. Burada S yari-basit artinian halka
ve T bilesenlerine indirgenemez bir halka olmak tizere asagidaki 6zelliklerden yalnizca

birini saglar:

a) Sagtamamen doymus QF halkasidir veya
b) J(T)? = 0 olan kalitsal artinian seri halkasidur

Tamm 3.29 Her sag (veya sol) R-modiiliiniin diiz oldugu halka von Neumann diizenli halka olarak
adlandirilir.
Sonug¢ 3.30 R, bir von Neumann regular (diizenli) olmayan halka olsun. R’ nin alt projektif orta sinifi

yoktur ancak ve ancak R bir sag tamamen doymus halkadir.
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4. DEVIRLI MODULLERIN ALT PROJEKTIF BOLGELERI

Tezimizde devirli modiillerin projektifligi, alt projektif bdlge notasyonu araciligryla
calisilmistir. Devirli modiillerin alt projektif bolgeleri araciligiyla bilinen bazi halkalarin yeni
karakterizasyonlar1 elde edilmistir. Ayrica, alt projektif bolgeler araciligiyla devirli projektif
modiillerin diametrik kargitlar1 tanimlanmis ve galisilmstir.

Bu boliime, tezimizde 6nemli rollere sahip birkag tanim ile baslayacagiz.

Tamm 4.1, 7 sag R-modiillerin bir sinifi ve

E0-458%Co0
sag R-modiillerin bir kisa tam dizisi olsun. 7ZZ’nin her X elemani E kisa tam dizisine projektif ise,
yani
0 - Hom(X,A) > Hom(X,B) > Hom(X,C) -0

tam ise, E kisa tam dizisine 7Z -saf (7%- pure) denir.

Eger f monomorfizmasi icerme homomorfizmasi ise, A modiiline B modiiliin 77 -saf alt
modiilii denir.
Tamm 4.2 F tiim sonlu gosterime sahip sag R-modiillerin ailesi ve M bir sag R-modiil olsun. M
modiilii ile biten her kisa tam dizi F-saf ise, M modiiliine diiz (flat) modiil denir.
Tamm 4.3 ¢ tiim devirli sag R-modiillerin ailesi ve M bir sag R-modiil olsun. M modiilii ile biten
her kisa tam dizi @-saf ise, M modiiliine tekli projektif (singly projective) modiil denir.

Tezimizde tekli projektif modiiller 6nemli rollere sahiptirler.

Onerme 4.4:0- A 1) B A C — 0 kisa tam dizisi ¢@-saf ve B tekli projektif modiil ise, C modiilii
de tekli projektiftir (Azumaya, 1987).
Onerme 4.5 Herhangi bir M devirli sag R-modiil i¢in, M tekli projektiftir ancak ve ancak M
projektiftir (Azumaya, 1987).
Onerme 4.6 R bir tamlik bolgesi olsun. M modiilii tekli projektiftir ancak ve ancak M burulma
serbest modiildiir (Azumaya,1987).

Tekli projektif modiillerin, devirli modiillerin alt projektif bdlgeleri ile olan iliskisini
asagidaki dnermede ispatsiz olarak verdik.

Onerme 4.7 Bir M modiilii i¢in asagidakiler esdegerdir.

i) M tekli projektiftir.

i) Herhangi bir devirli N modiilii i¢cin N, M-alt projektiftir.

iii) Her g: F —» M epimorfizmi i¢in F € Px 1 (M) ve her f: N - M icin gh = f olacak
sekilde h: N — F , N devirli modiilii vardir.
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ivV) M € Nyee Br~1 (N) burada € tiim devirli sag R-modiillerin smifi olmak iizere, M €
Nyee Bt (V)

Onerme 4.8 M € Mod — R olsun. M, N alt projektiftir ancak ve ancak her f: M — N homomorfizmi
bir projektif modiil araciligiyla ayristirilir.
Ispat: Gereklilik agiktir.

Tersine f:M — N bir homomorfizm ve P projektif olmak iizere g: P — N herhangi bir
epimorfizm olsun. Kabul edelim ki f homomorfizmasi bir F projektif sag R-modiilii araciligiyla
ayristirtlabilir olsun. O halde f = th olacak sekilde h:M — F ve t:F — N vardir. F projektif
oldugundan gs = t olacak sekilde s: F = P homomorfizmasi vardir. O zaman f = th = (gs)h =
g(sh) dir. Burada sh: M — P dir. Buradan, M bir N-alt projektiftir.m

Bir modiiliin tekli projektif olup olmadigini tek bir modiil araciligiyla test etme durumu
mevcuttur, yani tekli projektif modiiller i¢in asagidaki gibi bir test modiilii bulunmaktadir.

Onerme 4.9 T, tiim devirli sag R-modiillerin temsilcilerinin bir tam kiimesi olsun.
B! (Bs,er Si) = {N € Mod — R : N tekil projektif’}
Ispat : Tekli projektif modiillerin tanimidan ve
S 5 (@Siel" Si) = nSieF Pr~t (S
ger¢eginden istenilen sonug elde edilir. m

R nin her sag ideali (sirasiyla, sonlu iiretilen sag ideali) projektif ise R ye sag kalitsal
(sirasiyla, sag yarikalitsal) halka denir. Buna denk olarak her projektif modiiliin (sirasiyla, sonlu
tiretilen) alt modiilii projektif ise R ye sag kalitsal (sirasiyla, sag yarikaltsal ) halka denir.

R nin her esas sag ideali projektif ise R ye PP halka denir. Sag PP halkast tizerinde projektif
bir modiiliin her devirli alt modiilii projektiftir . Alt projektif bolge yardimiyla PP halkalarimin yeni
bir karakterizasyonunu elde ettik.

Onerme 4.10 Bir R halkas1 sag PP halkadir ancak ve ancak her devirli modiiliin alt projektif bolgesi
alt modiiller tizerinde kapalidir.

Ispat: (=) M bir devirli modiil, K € Pt~ (M) ve N €K olsun. f:M — N herhangi bir
homomorfizma olsun. f nin goriintiisii N’nin alt modiilii oldugu igin f yi M den K ye bir morfizm
olarak diistinebiliriz. F serbest modiil olmak iizere, her zaman bir g: F — K epimorfizm mevcuttur.
M bir K-alt projektif oldugundan, gh = if olacak sekilde h: M — K homomorfizmi ve N den K ye

i dogal doniistimii vardir. Simdi asagidaki  degismeli diyagrami ele alalim:
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Ker(og) —5 F —> K/N —
t /1 h_ ~ - H
/ T )
7 s

ogh = oif = 0f =0 oldugundan, iyi bilinen Faktor Teoremi geregince, ut = h olacak sekilde
t:M - Ker(og) homomorfizmi vardir. O zaman if = gh = gut = irt oldugundan f = nt dir. Ote
yandan devirli modiillerin goriintileride devirli oldugundan, t(M) modiili F serbest modiiliiniin
devirli alt modiiliidiir. F serbest modiilii projektif oldugundan, t(M) projektiftir. O zaman f: M — N
fonksiyonu ayristirilir. Dolayistyla Onerme 4.8’e gére M, bir N-alt projektiftir.

(<) Rg € Nyee Br=t (N) oldugu agiktir. Kabiiliimiiz geregi, R nin her sag ideali tekli
projektiftir. Ayrica herhangi bir devirli tekli projektif modiil, projektif oldugundan R sag PP
halkadir. m

Onerme 4.7 yardimiyla, tiim devirli sag R-modiillerin alt projektiflerinin kesisimi tam olarak
tiim tekli projektif sag R-modiillerin siifidir.

Tim tekli projektif sag R-modiillerin sinifi, bir devirli modiiliin alt projektif bolgesinin ne
kadar kiigiik olabilecegi konusunda bir alt sinirdir.

Tanim 4.11 M devirli sag R-modiiliiniin alt projektiflik bolgesi sadece tekli projektif modiillerden
olusuyorsa M modiiliinii singp — yoksun olarak adlandirdik.

Onerme 4.9. yardimiyla, her R halkas1 bir singp — yoksun modiile sahiptir.

Onerme 4.12 Herhangi bir R halkasi i¢in asagida verilenler esdegerdir.

i) R yar1 basit Artinian’dir.
i) Her devirli modiil projektiftir.
iii) Her devirli modiil singp — yoksun dur.

iv) Devirli projektif singp — yoksun modiil vardir.

Tezimizin geri kalan kisminda R nin yar1 basit Artinian olmadigini varsayacagiz, veya denk

olarak projektif olmayan bir singp — yoksun sag R-modiil var oldugunu kabul edecegiz.
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Devirli tekli projektif modiiller projektiftir. Iyi bilinen bu gergekten dolayr asagidaki
Onermeyi ispatsiz vermekteyiz.

Onerme 4.13 Herhangi bir R halkas1 icin asagida verilenler esdegerdir.

i) Her devirli sag R-modiil tekli projektiftir veya singp — yoksun dur.

i) Her devirli sag R-modiil projektiftir veya singp — yoksun dur.

“Tim devirli modiiller projektiftir.” ve “Tim devirli modiller singp — yoksundur.”
ifadeleri esdegerdir.

P — yoksun modiiller ile ilgili yapilan ¢aligmalara paralel olarak, tekli alt projektif orta sinifi
olmayan halkalar1 tanimladik ve inceledik.
Tanim 4.14 Her devirli (sirastyla, basit) sag R-modiiliin projektif veya singp — yoksun oldugu R
halkasini, (basit) tekli alt projektif orta sinifi olmayan halka olarak cagiracagiz.
Onerme 4.15 R basit tekli alt projektif orta sinifi olmayan halka ise, R nin bir (izomorfizme bagh
olarak) tekil basit modiilii vardur.
Ispat : A ve B iki tekil basit sag R-modiiller olsun. A ve B modiillerinin izomorfik olmadigini kabul
edelim. A ve B izomorfik olmayan basit modiiller oldugundan, Hom(4, B) = 0 dir. Dolayisiyla, A
B-alt projektiftir. Kabulumiiz geregi, A singp — yoksundur, ve bu yiizden B tekli projektiftir. B
devirli modiil oldugundan, projektif olmak zorundadir. Hem tekil hemde projektif olan tek modiil
sifir modiiliidiir. Dolayisiyla, B ile ilgili bir ¢eliski elde edilmis olur. Bu nedenle R bir (izomorfizme
bagli olarak) tekil basit modiile sahiptir. m

Her devirli (sirasiyla, basit) sag R-modiiliin bir serbest modiiliin i¢ine gomiilebildigi halkalar
sag CF (sirasiyla, sag Kasch) olarak adlandirilir.
Onerme 4.16 R basit tekli alt projektif orta simfi olmayan halka ise, R halkasi sag CF halkas1 veya
sag PP halkasidir.
ispat : Onerme 4.15’e gore, R'nin bir (izomorfizme bagli olarak) tekil basit singp — yoksun modiilii
vardir. Bu singp — yoksun modiile A diyelim. A basit modiil oldugu i¢in iki durum vardir:
Hom (A,R) = 0 veya Hom (A,R) # 0 dir. Eger Hom (4,R) = 0 ise, R nin her sag [ ideali i¢in
Hom(A,I) = 0olur. O halde, her sag I ideali igin, A, I-alt projektiftir. Kabiiliimiiz geregi A singp —
yoksundur, ve bu yiizden her sag I ideali tekli projektiftir. Buradan R halkasinin her esas sag
idealinin projektif oldugu yani R nin sag PP oldugu bulunur. Eger Hom (4,R) # 0 ise, A basit
oldugundan, A modiilii R serbest sag R-modiiliiniin i¢ine gomiilebilir. Bu durumda, her E injektif
sag R-modiilii i¢in, A E-alt projektiftir. A singp — yoksun oldugundan, her injektif modiil tekli
projektif oldugunu buluruz. O halde, her devirli sag R-modiil her injektif sag R-modiile alt
projektiftir. Onerme 3.10°dan, her devirli sag R-modiil bir serbest sag R-modiile gdmiilebildigi

sonucu elde edilir. Buradan, R halkasinin bir sag CF halkasi oldugu bulunur. m
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Tezimizin kalan kisminda, Onerme 4.16’dan dolay1, (basit) tekli alt projektif orta smmifi
olmayan Kasch halkalarini veya (basit) tekli alt projektif orta sinifi olmayan tekilsiz halkalar: dikkate
alacagiz.

Bir R halkasiin her (devirli) tekil M sag R-modiilii igin, Soc(M) # 0 ise R halkasi sag C
halkasi olarak adlandirilir. Sol miikkemmel halkalar, sag yari1 artinian (semiartinian) halkalar, sag C
halkalar1 i¢in iyi bilinen 6rneklerdir. M'nin her kapali alt modiilii, M'nin dogrudan bir toplami ise, M
modiiliine genisleyen (extending) modiil veya €S modiilii denir. Ry bir CS sag R-modiil ise, R
halkasina sag CS halkasi denir (Dung ve ark., 1994).

Onerme 4.17 R nin basit tekli alt projektif bir orta sinifi yoksa R hem sag CS halkas1 hem de sag C
halkasidir.

Ispat : Onerme 4.15e gore R halkasinin bir (izomorfizme bagli olarak) tekil basit singp — yoksun
modiilii vardir. Bu singp — yoksun modiile A diyelim. Oncelikle, R halkasmin sag C halkasi
oldugunu gosterecegiz. I, R halkasinin bir biiyiik (essential) 6z  sag ideali olmak iizere
Soc(R/I) = 0 olsun. O halde R/I devirli bilyiikk sag R-modiiliin basit alt modiilii yoktur, ve bu
yiizden Hom (A,R/I) = 0 dir. O zaman A R/I-alt projektiftir. A singp — yoksun oldugu igin,
R/I tekli projektiftir. Fakat R/I devirlidir, ve bu yiizden R/I projektiftir. I, R halkasinin bir sag
ideali oldugundan, R/I devirli sag R-modiiliiniin tekil bir modiil oldugunu hatirlatalim. R/I hem
tekil hemde projektif oldugundan, R /I ={0} olur. Isag idealinin 6z ideal olmasi ile ¢elisen bir durum
ortaya ¢ikar. Dolayisiyla R bir sag C halkasidir.

Simdi R halkasinin bir sag CS halkasi1 oldugunu gosterecegiz. Bunun igin, R halkasinin her
kapali sag idealinin R’nin bir direkt toplam terimi oldugunu géstermemiz yeterlidir. /, R halkasinin
kapali bir sag ideali olsun. Oncelikle A basit modiiliiniin R/I-alt projektif oldugunu gdsterecegiz. A
basit modilii i¢in iki durum s6z konusudur: Hom(A4,R/I) =0 veya Hom(A,R/I) # 0.
Hom(A,R/I) = 0 ise, 6nceki ispatta gosterildigi gibi, A R/I-alt projektiftir. Eger Hom(A,R/I) #
0ise, f # 0 olmak iizere bir f € Hom(A, R/I) vardir. Bazi ] € R igin f(A) = % olacak sekilde

bir R halkasinin bir J sag ideali vardir. I, R’de kapali oldugundan, kapali alt modiillerin
ozelliklerinden, I ideali J’nin kapali alt modiiliidiir. Dolayisiyla I, J de biiyiik degildir. O halde T n
I = 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir T <] ideali vardir. T # 0 oldugundan T NI = 0 olacak

sekilde I daolmayan 0 # a € T vardir. A = f(4) = % basit oldugundan, sifirdan farkli herhangi bir

eleman tarafindan iretilir. Dolayisiyla §= R(a+1) dir. Buradan, J =1 Ra elde edilir.

n(Ra) = f(A) ve my,: V - f(A) nin bir izomorfizm olduguna dikkat edilmelidir. g = m;1f
yazalim. O halde mg = f istenen A —» R doniisimiinii verir ve A min R /I —alt projektif oldugunu
gosterir. A singp — yoksun oldugundan R /I devirli modiilii her iki durumda da projektif olmalidir.
Bu nedenle I, R nin dogrudan toplamu seklinde yazilabilir. Dolayistyla R bir sag CS halkasidir. m
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Sonuc 4.18 Basit, tekli alt projektif orta sinifi olmayan bir sag Kasch halkas1 hem sag Artinian hem
de sol Kasch’tir.

Ispat : Onerme 4.16 ve Onerme 4.17’e gore R sag CS halkasi ve sag CF halkasidir. Dolayisiyla hem
sag Artinian hem de sol Kasch’tir (Nicholson ve Yousif, 2003). m

Teorem 4.19 Bir R sag Kasch halkasi i¢in agagidakiler esdegerdir.

i) R basit alt projektif orta sinifi olmayan halkadir.
i) R basit tekli alt projektif orta sinifi olmayan sag 6z-injektif halkadir.
iii) S yari basit Artinian halka ve T yerel QF halkasi lizerinde ayristirilamaz bir matris halkasi

olmak tizere, R = SxT dogrudan halka toplami vardir.

Ispat : (i) = (ii) R halkasimin sag 6z-injektif halka oldugunu gostermemiz yeterlidir. Istenilen
sonug (Durgun, 2015)’den elde edilir.
(ii) = (i) Sonug 4.18 ve Onerme 4.16’dan R sag CS ve sag Artinian halkasidir. Dolayisiyla QF
halkasidir (Faith ve Huynh, 2002).
O zaman, (Durgun, 2015) araciligtyla, R basit alt projektif orta sinifi olmayan halkadir.
(i) © (iii) (Durgun, 2015) araciligiyla elde edilir. m

(Basit) sonlu (sirastyla, tekli) alt projektif orta simifi olmayan tekilsiz halkalarin

karakterizasyonunu vermeden once, ispatlarinda ihtiya¢ duyacagimiz bazi sonuglar verecegiz.

Onerme 4.20 R bir sag tekilsiz halka ve A bir tekil sag R-modiil olsun. O halde, bir K modiilii igin,
A K-alt projektiftir ancak ve ancak Hom(A4,K) = 0 dir.
Ispat : (Holston ve ark., 2016) sonucundan direkt elde edilir.

Onerme 4.21 Bir R halkasi igin asagidakiler esdegerdir.

i) Her tekli projektif modiil tekilsizdir.
i) R sag tekilsizdir.

ispat: (i) = (ii) R bir sag R-modiil olarak tekli projektiftir. Dolayisiyla, kabuliimiiz geregince, R
sag tekilsizdir.

(ii) = (i) N bir tekli projektif sag R-modiil olsun. P bir projektif sag R-modiil olmak {izere, 0
— K - P - N - 0 tam dizisini goz oniinde bulunduralim. N tekli projektif oldugundan, her devirli
modiil bu tam diziye gore projektif 6zellige sahiptir. Dolayisiyla bu tam dizinin kapali bir dizi
oldugu (Durgun, 2022) sonucundan elde edilir. (Sandomierski, 1968) sonucu yardimiyla, N modiilii

tekilsizdir. m
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Onerme 4.22 Bir R halkas1 igin asagidakiler esdegerdir.

i) R bir sag CS, sag PP halkasidir.
i) Bir modiil tekli projektiftir ancak ve ancak tekilsizdir.

Ispat (i) = (ii) Sag PP halkalar1 sag tekilsiz oldugundan, her tekli projektif sag R-modiil, Onerme
4.21 yardimiyla, tekilsizdir. R sag tekilsiz ve sag CS halkasi oldugundan her devirli tekilsiz modiil
projektiftir. N tekilsiz bir modiil ve M herhangi bir devirli modiil olsun ve f:M— N bir
homomorfizm olsun. Tekilsiz modiiller alt modiiller altinda kapali ve f(M) devirli oldugundan,
f (M) projektiftir. O halde Onerme 4.7 yardimiyla M, N-alt projektiftir.

(ii) = (i) Varsayimimiz geregi, R sag tekilsizdir. Devirli tekli projektif modiiller projektif ve
tekilsiz modiiller alt modiiller altinda kapali oldugundan, R nin her esas sag ideali projektiftir. Yani
R sag PP halkasidir. R nin sag CS oldugunu géstermek igin I, R nin bir kapali sag ideali olsun. O
halde, R/I devirli modiili tekilsizdir . R/I devirli oldugundan R /I varsayimimiz geregi projektiftir.
O halde I, Rnin dogrudan toplamudir. Buradan, R’nin bir sag CS halka oldugu bulunur
(Sandomierski, 1968) =

Teorem 4.23 R bir sag tekilsiz halka olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir.

i) R nin basit tekli alt projektif orta sinifi yoktur.
i) R nin tekli alt projektif orta sinifi yoktur.

Ispat: (ii) = (i) Aciktir.

(i) = (ii) Onerme 4.15 ve Onerme 4.16 yardimiyla R bir sag PP halkasidir ve bir (izomorfizme
bagli olarak) tekil basit singp — yoksun modiile sahiptir. Bu tekil basit modiile A diyelim. M,
projektif olmayan devirli bir modiil olsun. Z(M) # 0 dir ¢iinkii aksi takdirde A, M-alt projektif olur,
ve buradan M nin projektif oldugu elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla basit A modiil
araciligiyla M modiili i¢in iki durum s6z konusudur; ya Hom(A, M) = 0 yada Hom(A, M) # 0 dir.
Hom(A, M) = 0 ise A, M-alt projektif olur. A singp — yoksun oldugundan, M tekli projektiftir.
Fakat M devirli modiil oldugundan, M projektiftir. Bu M’nin tekil modiil olmas: ile gelisir.
Dolayisiyla, Hom(A,M) = 0durumu mimkiin  degildir. Hom(4,M)#0 olsun. 0
-Z(M)->M->M/Z(M)—0 kisa tam dizisini diigiinelim. R bir sag tekilsiz halka oldugundan
M/Z(M) tekilsizdir. Dolayisiyla A, Z(M)-alt projektiftir. M devirli ve A singp — yoksun
oldugundan M /Z (M) projektiftir. O halde Z(M), M modiiliiniin bir direkt toplamidir ve bu yiizden
devirli modiildiir. Dolayisiyla M ve Z(M) modiillerinin alt projektif bolgeleri aymidir. Ayrica
Hom(A,M) + 0ve Hom(A,M/Z(M)) = 0 oldugundan Hom(A4,Z(M)) # 0 dur.
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Simdi Z (M) modiiliiniin singp — yoksun oldugunu gosterelim. Bir K modiilii i¢in, Z(M)
K-alt projektif olsun. R bir sag tekilsiz halka oldugundan, Onerme 4.20 aracihifyla,
Hom(Z(M),K) = 0 dir. A modiili araciligiyla iki durum séz konusudur: Hom(4, K) = 0 veya
Hom(A,K) # 0 dir. Hom(A,K) = 0ise, A K-alt projektiftir. Dolayisiyla K tekli projektiftir.
Hom(A,K) # 0 durumu miimkiin degildir. Ciinkit Hom(4, K) # 0 ise, genellemeyi bozmadan, A
modiilii K nin bir alt modiiliidiir. R bir sag PP halka oldugundan, Onerme 4.10 yardimiyla, Z(M) bir
A-alt projektiftir. R sag tekilsiz halka oldugundan, Hom(Z (M), A) = 0 dir. Z(M) devirli ve tekil
oldugundan dolayi, Z(M) nin basit tekil bir epimorfik goriintiisii vardir. Yani A nin tekliliginden
dolayt Hom(Z(M), A) = 0 durumu miimkiin degildir. Dolayisiyla, iddia edildigi gibi, Z(M) ve M
singp — yoksundur. m
Teorem 4.24 Bir sag tekilsiz R halkasinin tekli alt projektif orta sinifi yoktur ancak ve ancak R sag
CS, sag C, sag PP halkasidir ve bir (izomorfizme bagli olarak) tekil basit sag R-modiil vardir.
Ispat : (=) Onerme 4.15, Onerme 4.16 ve Onerme 4.9 yardimiyla direkt elde edilir.

(&) A tek (izomorfizme bagli olarak) tekil basit sag R-modiil olsun. Iddiamiz1 gdstermek
icin, Lemma 4.9’dan dolay1, A basit modiiliiniin singp — yoksun oldugunu gostermek yeterlidir.

Kabul edelim ki bir K modiilii i¢in A, K-alt projektif olsun. K nin tekilsiz oldugunu iddia
etmekteyiz. Aksine Z(K) # 0 oldugunu varsayalim. R sag PP halkasi oldugundan, Onerme 4.10°dan
A, Z(K)-alt projektiftir. R sag tekilsiz halka ve A tekil sag R-modiil oldugundan, Onerme 4.20°den,
Hom(A,Z(K)) = 0 dir. Fakat A nin tek (izomorfizme bagli olarak) tekil basit modiil olmasi, Z(K)
nin basit alt modiilii olmadigi anlamina gelir. Bu durum R’nin sag C halkasi olmasi ile geligir.
Dolayisiyla K tekilsiz sag R-modiildiir. Buradan Br ~1 (4) nin tiim tekilsiz sag R-modiillerin smnifi
oldugu sonucu elde edilir. O halde Onerme 4.22’den, A singp — yoksundur. m

DVR halkast cisim olmayan yerel Dedekind bélgesidir. Ozel olarak her DVR halkas1 CS, C
ve PP halkadir.
Sonuc 4.25 R bir DVR ise (basit) tekli alt projektif orta sinifi yoktur.

Bu tez c¢aligmasini, tekilsiz halkalar smifinin bir alt simifi {izerinde, basit modiiller
araciliiyla, singp — yoksun modiillerin karakterizasyonu ile bitirmekteyiz.
Ornek 4.26 R bir sag CS, sag PP, sag C halkasi olsun. Basit tekil modiillerin tiim temsilcilerinin
dogrudan toplami1 singp — yoksundur.
ispat : Onerme 4.22°den, her basit tekil A modiilii igin A N-alt projektif ise, N modiiliiniin tekilsiz
oldugunu gostermek yeterlidir. P projektif olmak iizere, 0 = B = P = N — 0 kisa tam dizisini alalim.
Varsayalim ki B, P nin bir alt modiilii olsun. B nin P de kapali oldugunu iddia etmekteyiz. Aksine B
nin P de kapali olmadigin1 varsayalim. O halde P de bir V alt modiilii vardir 6yle ki B, V’nin biiyiik
alt modiiliidiir. V/B € P/B = N oldugundan, Onerme 4.10’dan, her basit tekil A modiilii i¢in, A
V /B alt projektiftir. R sag C halkas1 ve V /B tekil oldugundan, V /B nin tekil basit bir alt modiilii

vardir. Bu modiile U diyelim. Yine Onerme 4.10°dan her A basit tekil modiilii igin A4, U —alt
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projektiftir. Ozel olarak U, U alt projektiftir. Buradan U basit modiiliiniin projektif oldugu sonucu
elde edilir. Bu da U’nun tekil modiil olmasi ile ¢elisir. O zaman B, P de kapalidir ve N tekilsizdir
(Sandomierski, 1968). m

Teorem 4.27 R bir sag CS, sag PP, sag C halkasi ve M bir devirli modiil olsun. Bu durumda
asagidakiler esdegerdir.

i) M singp — yoksundur.
i) Z(M) singp — yoksundur.
iii) Her S basit tekil modiilii i¢in, Hom(Z(M),S) # 0 dir.

Ispat: (i) = (i) R sag CS, sag tekilsiz oldugundan, M/Z(M) devirli modiilii projektiftir.
Dolayisiyla, N = M/Z(M) olmak tizere, M = Z(M) @ N dir. N projektif oldugundan, Z(M) ve
M modiillerinin alt projektif bolgeleri aynidir. M singp — yoksun oldugundan, Z (M) tekil modiilii
de singp — yoksundur.

(ii) = (iii) Baz basit tekil S modiilleri icin Hom(Z(M),S) = 0 oldugunu varsayalim. O halde
Z(M) S-alt projektiftir. Z(M) singp — yoksun oldugundan, S tekli projektiftir. Fakat S devirlidir
ve bu yiizden projektiftir. Celiski.

(iii) = (ii) Herhangi bir K modiili i¢in, Z(M) K-alt projektif olsun. Her basit tekil modiil S igin
Hom(S,K) = 0ise, Onerme 4.26 yardimiyla, K tekli projektiftir. Bazi tekil basit ] modiilii i¢in
Hom(J,K) # 0 oldugunu varsayalim. Genellemeyi bozmaksizin J yi K nin bir alt modiilii olarak
kabul edebiliriz. R sag PP halkasi oldugundan , Onerme 4.10’a gére, Z (M) J-alt projektiftir. O halde,
Onerme 4.20 yardimiyla, Hom(Z(M),]) = 0 olur. Celiski. m
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5. SONUC

2016 yilinda yaymlanan bir arastirma makalesinde tanitilan alt projektif bolge notasyonu,
modiillerin projektifligine alternatif bir bakis agis1 sunmustur. Bir modiilii projektif olarak kategorize
etmek yerine, her bir modiile, projektiflik 6zelliginin derecesini 6l¢en goreli bir modiil sinifi atandi.
Bu yaklasim son yillarda giderek artan bir ilgi gormektedir. Bu yaklagim araciligiyla, bir ¢ok modiil
sinifinin projektiflik dl¢iileri calisilmustir.

Biz bu c¢alismada, devirli modiillerin projektiflik olgiilerini alt projektif bdlge notasyonu
araciligryla inceledik. Devirli modiillerin alt projektif bolgelerini detayli olarak inceledik. Devirli
projektif modiillerin diametrik karsitlari, yani alt projektif bolgeye gore projektif olmaya en uzak
devirli modiilleri calistik. Alt projektif bolgeye gore projektif olmaya en uzak devirli modiilleri
singp — yoksun olarak tanimladik. Her devirli modiiliin projektif veya singp — yoksun oldugu

halkalar1 karakterize ettik. Ayrica, singp — yoksun modiillerin baz1 karakterizasyolarim elde ettik.
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