


Аннотация

В настоящей работе исследуются спектральные свойства одномерных аперио-

дических решеток и их математическая классификация. Для исследования одномер-

ных апериодических структур использованы метод трансфер-матриц и техника след-

отображения. Найдены инварианты одномерных апериодических решеток, которые

не зависят от длины решеток и содержат в себе информацию о спектре решетки.

Также сделаны шаги на пути классификации одномерных апериодических структур

на основе инвариантов. Как явные примеры рассмотрены решетки Фибоначчи, Тью-

Морса, Серебряное Сечение, Медное Сечение и др. Для большинства решеток пока-

заны новые методы расчета известных формул для следа общей трансфер-матрицы.

Некоторые решетки, например, решетка Серебряное Сечение изучена более подробно

и получены новые результаты для нее.
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Введение

В данной работе мы исследуем одномерные апериодические структуры. Боль-

шой интерес к этим структурам возник после открытия квазикристаллов, которые

являются подклассом апериодических структур.

После экспериментального открытия квазикристаллов [1], они стали одной из

перспективных и интересных направлений физики конденсированного состояния [2]–

[3]. Хотя, экспериментальную физику в основном интересует трехмерные квазикри-

сталлы, с точки зрения теоретической физики и математики одномерные квазикри-

сталлы достойны большего внимания [4], [5]. Во– первых, потому что, если трехмер-

ные квазикристаллы исчерпываются только икосоэдрическими симметриями, а все

двумерные квазикристаллы известны, то одномерные квазикристаллы (а апериоди-

ческие решетки тем более) намного богаче. На данный момент мы даже не знаем

всех одномерных квазикристаллов и классификация этих структур одна из самых

сложных задач математики. Во-вторых, одномерные квазикристаллы отличаются

необычными физическими свойствами, в частности, канторовой природой спектров,

самоподобием, критическими волновыми функциями и т.д.

С другой стороны изучение одномерных моделей помогает понять физику бо-

лее высоких размерностей, где точные вычисления сложны и зачастую невозможны.

Кроме того многие трехмерные задачи можно привести к одномерной, где мы уже

знаем точное решение (примерно таким образом доказывается эффект Кондо).
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1 Аналитический обзор литературы

1.1 Введение

Большой интерес к апериодическим структурам возник после открытия квази-

кристаллов, которые являются хорошими примерами апериодических структур.

Первый квазикристалл был обнаружен Шехтманом и др. в 1982 г. (хотя офи-

циальной датой считается дата публикации [1]) при быстром охлаждении расплава

Al0.86Mn0.14. Это открытие стимулировало большой интерес к квазикристаллом сре-

ди физиков и математиков. Экспериментаторы стали находить все больше новых со-

единений с квазипериодической структурой, также выяснилось, что некоторые най-

денные ранее структуры являются квазикристаллами. Квазикристаллы занимают

промежуточное положение между кристаллами и аморфными веществами. В отли-

чии от аморфных тел, рентгенограмма квазикристалла содержит характерные для

кристалла четкие брэгговские пики, но обладает осью симметрии 5-го порядка, в

отличии от кристаллов (эта симметрия несовместимо с трансляционной инвариант-

ностью кристалла, в которой могут присутствовать только элементы 2-го, 3-го, 4-го

и 6-го порядков).

Обнаружение новых принципов упаковки атомов в твердых телах привело пе-

ресмотру уже устоявшихся теорий. Первую теоретическую модель квазикристалла

предложили Левин и Стейнгардт. Они предложили строить модель квазикристалла,

исходя не из одной элементарной ячейки, а из двух элементарных ячеек с ирра-

циональным отношением их количеств. Это обобщение на трехмерный случай дву-

мерных апериодических пятиугольных мозаик Пенроуза, которые так же имеют по-

воротную симметрию 5-го порядка [6]. Такое построения, приводит к структуре, у

которой периодичность в расположении атомов отсутствует, но имеется ряд свойств,

характерных для кристалла, а именно существует дальний ориентационный поря-

док, атомы расположены на кристаллических плоскостях, существуют брэгговские

пики (в виде δ–функции), соответствующие отражению от этих плоскостей.

В то же время Калугин, Китаев и Левитов построили другую модель квазикри-

сталла. Они предложили рассмотреть кубический кристалл в 6-мерном простран-

стве. Потом из этого кристалла вырезается так называемая труба – слой атомов
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с размером порядка межатомного, заключенный между трехмерными гиперплоско-

стями, которая затем проектируется на физическое пространство. Такое построение

позволяет получить континуальную теорию квазикристалла, описать дислокации и

выяснить характер низкочастотных коллективных мод: помимо обычных фононов,

возникающих за счет трех степеней свободы движения атомов вдоль трубы, в квази-

кристалле есть три фазона, связанных с поперечным движением трубы в 6-мерном

пространстве. Эти фазонные моды, несмотря на малую энергию, содержат переме-

щения отдельных атомов на большие расстояния и в отличии от фононов имеют

диффузионный характер (более подробно см. в [3]).

Отметим также, что квазипериодические структуры изучались в математики и

физике и до экспериментального открытия квазикристаллов. Например в математи-

ки было известно о существовании апериодических функций, фурье-преобразование

которых содержит резкие пики [3].

В данной работе мы будем рассматривать более общий класс структур без пе-

риодического порядка.

Рис. 1: Дифракционная картина квазикристалла AlMnPd, (позаимствована из [7])
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1.2 Одномерные апериодические решетки

1.2.1 Решетка Фибоначчи

Конструкцию решетки Фибоначчи можно реализовать с помощью двух блоков

A и B таким образом, что n-я ступень Sn получается по правилу Sn = Sn−1Sn−2 для

n ≥ 2, начиная с S0 = B и S1 = A, [2], [8], [9], [10]:

S2 = AB,

S3 = ABA

S4 = ABAAB

S5 = ABAABABA

...

Данная решетка инвариантна относительно преобразований A → AB и B → A.

Можно рассмотреть отношение пары ближайших чисел Фибоначчи при n→ ∞

lim
Sn+1

Sn

= lim
Sn + Sn−1

Sn

(1)

Вводя новую переменную x = lim Sn+1

Sn
, получаем

x2 − x− 1 = 0, (2)

положительное решение которого равна так называемому золотому сечению τ =
√
5+1
2

. Отметим, что данное значение является числом Пизо–Виджаярагхавана для

решетки Фибоначчи [11]. Выписывая последовательность отношений до n = 1, легко

получить равенство

Sn ≈ τn, n→ ∞, (3)

которая определяет фрактальную размерность решетки Фибоначчи [3], [12].
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1.2.2 Решетка Тью-Морса

Решетка Тью-Морса одна из самых хорошо изученных квазипериодических

структур. Конструкцию решетки Тью-Морса можно реализовать с помощью пре-

образований: A→ AB и B → BA начиная с S0 = A. Соответственно:

S1 = AB,

S2 = ABBA

S3 = ABBABAAB

S4 = ABBABAABBAABABBA

...

Решетка Тью-Морса много исследовалась, например, в на основе техники след-

отображения был исследован спектр данной решетки.

1.2.3 Решетка Серебряное Сечение

В теории чисел числа Пелла задаются с помощью рекуррентной формулы

Pn = 2Pn−1 + Pn−2, (4)

где P1 = 1 и P2 = 1.

Вводя новую переменную x = limn→∞
Pn

Pn−1
, получим полином вида

x2 − 2x− 1 = 0, (5)

положительное решение которого равна так называемому серебряному сечению x =

1 +
√
2

По аналогии с этой конструкцией можно построить решетку Серебряное Сече-

ние с помощью двух блоков A и B таким образом, что n-я ступень Sn получается по

правилу Sn = S2
n−1Sn−2 для n ≥ 2, начиная с S0 = B и S1 = A:

S2 = AAB,

S3 = AABAABA
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S4 = AABAABAAABAABAAAB

...

Во многих работах данная решетка называется Серебряное Сечение, например в [2],

[9], [13], [14],но и встречаются другие названия, например, решетка октоначчи [15],

[16], [17], или срастающая пропорция [18], [19], [20]. Но надо отметить, что так как

данная решетка строится по аналогии чисел Пелла, то было бы логично назвать ее

решеткой Пелла.

1.2.4 Решетка Бронзовое Сечение

Конструкцию решетки Бронзовое сечение можно реализовать с помощью пре-

образований: A→ AAAB и B → A начиная с S0 = B, S1 = A:

S2 = AAAB,

S3 = AAABAAABAAABA

S4 = AAABAAABAAABAAAABAAABAAABAAAABAAABAAABAAAAB

..............

Число Пизо–Виджаярагхавана для данной решетки равна 3+
√
5

2

1.2.5 Решетка Медное Сечение

Конструкцию решетки Медное Сечение можно реализовать с помощью двух

блоков A и B таким образом, что n–я ступень Sn получается по правилу Sn =

Sn−1S
2
n−2 для n ≥ 2, начиная с S0 = B и S1 = A:

S2 = AB,

S3 = ABB

S4 = ABBAA

S5 = ABBAAABB

...

Данная решетка инвариантна относительно преобразований A→ ABB и B → A.
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1.2.6 Решетка Никелевое Сечение

Конструкцию решетки Никелевое Сечение можно реализовать с помощью пре-

образований: A→ ABBB и B → A начиная с S0 = B, S1 = A:

S2 = ABBB,

S3 = ABBBAAA

S4 = ABBBAAAABBBABBBABBB

..........

1.2.7 Решетка Кантора

Конструкцию решетки Кантора можно реализовать с помощью преобразова-

ний: A→ ABA и B → BBB начиная с S0 = A:

S1 = ABA,

S2 = ABABBBABA,

S3 = ABABBBABABBBBBBBBBABABBBABA

..........

Данная конструкция построена по аналогии с построением множества Кантора.

1.2.8 Решетка Двупериодическая

Конструкцию решетки Никелевое Сечение можно реализовать с помощью пре-

образований: A→ AB и B → AA начиная с S0 = A, S1 = AB:

S2 = ABAA,

S3 = ABAAABAB

S4 = ABAAABABABAAABAA

..........

9



2 Методика

2.1 Приближение сильной связи

Рассмотрим квантовою задачу, где электрон движется по одномерной эквиди-

стантной решетке. Гамильтониан такой системы имеет вид

H = − ~2

2me

d2

dx2
+ U(x), (6)

где U(x)—потенциал решетки, me—масса электрона, ~—постоянная Планка.

Применим приближение сильной связи для решения уравнения Шредингера.

Это означает, что в каждый момент времени электрон взаимодействует лишь с од-

ним узлом, а взаимодействием с остальными узлами можно пренебречь. В этом слу-

чае волновую функцию электрона можно представить как линейную комбинацию

собственных функций отдельных узлов:

Ψ(x) =
∑

CnΨ0(x− nd), (7)

где суммирование проводится по всем узлам решетки, d—расстояние между узлами,

ψ0(x− nd)—собственная функция n—го узла, Cn—коэффициенты.

Подставляя это выражение в уравнение Шредингера и предполагая, что пере-

крытием волновых функций соседних узлов решетки можно пренебречь, т.е.∫
Ψ∗

0(x− nd)Ψ0(x−md)dx = δnm (8)

получим ∑
k ̸=n

tnkCk + U(n)Cn = ECn, (9)

где

U(n) =

∫
Ψ∗

0(x− nd)HΨ0(x− nd)dx, (10)

tnk =

∫
Ψ∗

0(x− nd)HΨ0(x− kd)dx, (11)

где tnk–интегралы перескока, E–собственное значение Гамильтониана.

Далее мы везде заменим Ci на ψi из соображений, что нахождение Ci экви-

валентно нахождению волновых функций. Дискретное уравнение Шредингера (9)
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многократно изучалась с самого момента ее возникновения, например, в теории со-

литонов, в вычислительной математике и во многих областях физики.

Отметим, что в случае периодического потенциала волновая функция является

функцией Блоха [21]:

Ψ(x) = eikxuk(x), (12)

т.е. каждую собственную функцию можно представить как произведение плоской

волны и некоторой периодической функции. А спектр будет иметь зонную структуру,

т.е. распадается на бесконечное число отрезков, разделенных запрещенными зонами.

Число запрещенных зон бесконечно, и в одномерном случае они асимптотически рас-

положены около точек En, где ±
√
En = n

2T
, T– период потенциала [22]. Если же пери-

одичность в расположении узлов нарушена, мы приходим к известной модели Андер-

сона [23], которая гласит, что в одномерной системе все электронные волновые функ-

ции локализованы, причем даже при наличии пренебрежимо малого беспорядка (про

андерсоновскую локализацию см. обзорные статьи [24]). В одномерном квазикри-

сталле волновые функции ведут себя критически и энергетический спектр содержит

энергетические щели [25], [3], [26]. Отметим, что согласно классификации волновые

функции являются делокализованными, если
∫

|r|<R

|ψ(r)|2dr ∼ Rd, где d-размерность

пространства, локализованными, если существует нормировка
∫
∞
|ψ(r)|2dr, волновые

функции не являющиеся ни локализованными, ни делокализованными, считаются

критическими [3], [26], [27], [28]. Заметим, что волновая функция степенной зависи-

мостью ψ(r) ∼ |r|−α,согласно этому определению, является локализованной в случае

α > d/2.

2.2 Метод трансфер-матриц. Техника след-отображения

Рассмотрим дискретное уравнение Шредингера:

∑
j

tijψj = Eψi, (13)

где интегралы переноса положены не равной нулю константе tij = 1 только для

ближайших соседей - узлов, а tii = Vi.
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Тогда получим уравнение Шредингера следующего вида

ψn+1 + ψn−1 + (Vn − E)ψn = 0 (14)

Запишем эти уравнения с помощью трансфер-матриц:ψn+1

ψn

 =

 E − Vn −1

1 0


ψn

ψn−1

 , (15)

где

M(n) =

 E − Vn −1

1 0

 (16)

–трансфер-матрица.

С помощью последовательного применения трансфер–матриц можно получить

волновую функцию на любом узлеψn+1

ψn

 =M(n)M(n− 1)...M(2)M(1)

ψ1

ψ0

 . (17)

Данная техника записи дискретного уравнения Шредингера обычно приписы-

вается Комото, Каданову и Тангу [10]. Но ради справедливости надо отметить, что

такая формулировка встречается в более ранних работах, например, в статье Шмид-

та [29].

Предположим, что все трансфер-матрицы одинаковы и равны:

M =M(n) =

 E − E0 −1

1 0

 . (18)

Если |E − E0| < 2, то положим

cosα = E − E0/2, (19)

если |E − E0| > 2, положим

coshα = E − E0/2. (20)

В первом случае матрицу M можно записать как (данная конструкция, приду-

манная Латтинджером [30] позаимствована из [31])

M = cosα · I + i sinα · σ, (21)
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где I — единичная матрица, а

σ =
1

i sinα

 cosα −1

1 − cosα

 . (22)

Так как σ2 = I, то

M = eiασ. (23)

В случае |E − E0| > 2, заменяя α на iα , получим

M = e−ασ. (24)

Если |E − E0| < 2, то компоненты волновой функции будут периодически моду-

лированы, т.е. состояния с такими энергиями оказываются делокализованы, если

|E−E0| > 2, то компоненты возрастают или убывают по экспоненциальному закону,

т.е. состояния оказываются экспоненциально локализованы [31]. Энергии, для кото-

рых выполнено неравенство |E−E0| < 2, соответствуют разрешенным состояниям, а

энергии, для которых |E − E0| > 2, отвечают запрещенным зонам. Эти неравенства

имеют математические предпосылки [32]. Если A - матрица сохраняющее площадь

линейного отображения плоскости на себя, т.е. (detA = 1), тогда отображение A

устойчиво, если |Tr [A] < 2|, и неустойчиво, если |Tr [A] > 2|.

Для локализованных состояний имеем:

Tr [T ] = chNλ. (25)

Отсюда в пределе больших N найдем

λ̄ =
1

N
ln[Tr [T ]]. (26)

Выберем E так, чтобы

|E − E0
n| < 2 (27)

для всех n. Тогда матрицу можно выразить в виде

Mn = eiαnσn , (28)

где

cosαn =
E − E0

n

2
, (29)
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σn =
1

isinαn

 cosαn −1

1 −cosαn

 . (30)

Введем новые переменные :

shβn =
cosαn

sinαn

, (31)

chβn =
1

sinαn

(32)

и перепишем матрицы в новых переменных

σn = i

 −shβn chβn

−chβn shβn

 . (33)

Матрицу σn можно выразить через матрицы Паули :

σn = e
βn
2
σxσye

−βn
2
σx (34)

где

σx =

 0 1

1 0

 , (35)

σy =

 0 −i

i 0

 . (36)

Имея в виду данный результат можно переписать выражение (28) в виде:

Mn = e
βn
2
σxe−iαnσye−

βn
2
σx . (37)

2.3 Формулы для вычисления физических величин

Одномерные квазикристаллы хорошие объекты для изучения локализации элек-

трона в одномерных системах (например, см. [10]).

Квазипериодические структуры описываются с помощью дискретного уравне-

ния Шредингера, который в общем виде записывается следующим образом

∑
tikψk = Eψ, (38)

где tik–интегралы переноса между соседними узлами, tii–энергия i–того узла.

Для вычисления коэффициента трансмиссии используют два метода: метод

трансфер-матриц и оптический метод (этот метод подробно описан, например, в [33]).
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С помощью трансфер-матриц коэффициент трансмиссии выражается через следую-

щую формулу:

T =
1

|M2,2|2
, (39)

где M2,2 — матричный элемент общей трансфер-матрицы.

Также можно определить коэффициент отражения R = 1 − T = |M2,1/M2,2|2.

Отметим, что с помощью данного метода в [34] были вычислены соответствующие

величины для решетки Фибоначчи.

Зная коэффициент трансмиссии с помощью формулы Ландауера можно найти

безразмерную величину проводимости g ( и соответственно можно вычислить сопро-

тивление ρ = 1/g) системы:

g =

[
G

2e2/h

] [
T

1− T

]
, (40)

где T является коэффициентом трансмиссии.

Запишем гамильтониан для дискретного уравнения Шредингера:

H =
∑

ϵi|i >< i|+
∑

tij|i >< j|, (41)

где tij–интегралы переноса между соседними узлами, ϵi–энергия i–того узла.

Уравнение движения для функции Грина данного гамильтониана выглядит сле-

дующим образом:

(E − ϵi)Gij = δij +
∑

tikGkj, (42)

где Gij—функция Грина, δij—символ Кронекера.

С помощью функции Грина можно посчитать многие физические величины.

Например, плотность уровней энергии выражается через функцию Грина следую-

щим образом [35]:

D(E) =
1

π
Im

∂

∂E
lnG1,N(E), (43)

где N–длина решетки.

Плотность уровней энергии можно посчитать и с помощью метода трансфер-

матриц [9]:

D(E)dE =
1

n
d

[
cos−1

(
1

2
Tr [Mn]

)]
, (44)
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где MN–общая трансфер матрица.

Отметим, что экспериментаторы обычно находят именно зависимость плотно-

сти уровней энергии от энергии электрона. По этой причине нахождение плотности

уровней энергии помогает сравнить теоретические результаты с экспериментальны-

ми.

16



3 Апериодические последовательности

3.1 Решетка Фибоначчи

Для решетки Фибоначчи общая трансфер–матрица Mn удовлетворяет соотно-

шению (это легко показать, мы находим матрицу A и B из M0 и M1, записываем M2

через эти матрицы и далее доказываем по индукции для Mn):

Mn+1 =Mn−1Mn (45)

Используя теорему Кэли–Гамильтона (см. Приложение А.), выражение (45) можно

переписать в следующем виде

Mi+1 = (ETr(Mi−1)−M−1
i−1)Mi =MiTr(Mi−1)−M−1

i−1Mi, (46)

где E единичная матрица 2× 2 (далее мы не будем писать единичную матрицу, при

выводе формул).

Если взять след от этого выражения, то получим

Tr(Mi+1) = Tr(Mi−1)Tr(Mi)− Tr(M−1
i−1Mi). (47)

Так как Mi =Mi−2Mi−1, получаем, что

Mi−2 =MiM
−1
i−1, (48)

и соответственно для следа Mi−2

Tr(Mi−2) = Tr(MiM
−1
i−1) = Tr(M−1

i−1Mi). (49)

Используя последнее выражение в (47), получаем рекуррентное соотношение для

следа матрицы Mn [10]:

Tr(Mi+1) = Tr(Mi)Tr(Mi−1)− Tr(Mi−2). (50)

Данная рекуррентная формула очень удобна для расчетов. Например, с ее помощью

можно найти запрещенные зоны для решетки Фибоначчи [10] (см. Рис. 2) или можно

вычислить отклик, который определяет характер спадания волновой функции ψi+n

при удалении n→ ∞ от исходного узла i [12]:

Rn
i ≡ |ψi+n|

|ψi|
= Tr(Mn), (51)
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где Rn
i -отклик, ψi, ψi+n-волновые функции на узлах i и i+ n, соответственно.

Отметим, что в случае n = 1, Ri называется переменными Риккати [36] и удо-

влетворяет рекуррентному соотношению

Ri = Vn − E − 1

Ri−1

. (52)

С помощью переменных Риккати можно определить экспоненту Ляпунова:

Ω(E) = limN→∞

(
1

N

∑
1≤i≤N

lnRi

)
=< lnRi > . (53)

Нас больше всего интересуют инварианты–величины которые не зависят от дли-

ны решетки. Мы можем ввести след-отображение используя формулу (50):

T : R3 → R3 (54)

T (x, y, z) = (2xy − z, x, y), (55)

Данное отображение имеет известный инвариант (интеграл движения) [10], [25]:

I = x2 + y2 + z2 − 2xyz − 1, (56)

где x = 1
2
Tr(Mi−1), y = 1

2
Tr(Mi), z = 1

2
Tr(Mi+1).

Отметим, что данный инвариант также является инвариантом Фрика. Впервые

он был найден и изучен для решетки Фибоначчи в [10]. Далее Бааке и др. показали

что он связан с автоморфизмом след–отображения.

Вернемся к обсуждению чисел Пизо–Виджаярагхавана. Эти числа имеют боль-

шое значение, так как существует гипотеза, что каждой одномерной квазипериодиче-

ской структуре соответствует только одно число Пизо–Виджаярагхавана [4], [5]. Мы

можем написать характеристическое уравнение используя формулу (45) и обозначе-

ние xn =Mn для каждого n, а также заменив произведение на сумму [11]. В случае,

если мы будем иметь обратную матрицу Mn, то в этом случае она будет входить в ха-

рактеристическое уравнение со знаком минус и со степенью n. Далее мы будем поль-

зоваться именно этой конструкцией для нахождения чисел Пизо–Виджаярагхавана.

Отметим также, что матрица

S =

 1 1

1 0

 (57)
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имеет такое же характеристическое уравнение, что и решетка Фибоначчи, с собствен-

ными значением Перрона-Фробениуса x =
√
5+1
2

. На n-ом шаге решетку Фибоначчи

можно получить n-кратным действием матрицы (в данном случае оператора) S: xn+2

xn

 = Sn

 A

B

 . (58)

Приведем здесь также вывод формулы с помощью кватернионного представ-

ления [25]. Трансфер-матрицы являются элементами группы SL(2,R). В этой группе

можно рассмотреть форму Киллинга (B,A) = Tr [B−1A] /2. Введем базисные матри-

цы следующим образом:

τ0 = 1 τ1 = iσy τ2 = iσz τ3 = iσx, (59)

где матрицы Паули следующего вида:

σx =

 0 1

1 0

 (60)

σy =

 0 −i

i 0

 (61)

σz =

 1 0

0 −1

 . (62)

Выражение (59) называется кватернионным представлением группы SL(2, R). Под-

черкнем, что τi вещественны и:

Tr [τ0] /2 = 1 (63)

Tr [τ0] /2 = 0 i = 1, 2, 3. (64)

Мы можем разложить по базису любую матрицу из SL(2, R) как

M = yτ0 +
3∑

i=1

kiτi (65)

Рассмотрим выражение (45)как переход (A,B) → (A′, B′), с

A′ = BA B′ = A. (66)

Представим A и B следующим образом:

A = yσ0 + a1σ1 + a2σ2 + a3σ3 (67)
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B = xσ0 + b1σ1 + b2σ2 + b3σ3, (68)

где σ1, σ2 σ3 – матрицы Паули в соответствующем представлении (??), а σ0 – единич-

ная матрица. ПространствоA иB параметризованы 8 числами (x, y, a1, b1, a2, b2, a3, b3),

но мы имеем еще два условия: detA = 1 detB = 1 из которых следует, что:

y2 + a21 − a22 − a23 = 1 (69)

x2 + b21 − b22 − b23 = 1 (70)

и которые сокращают пространство до шестимерного. Обозначим

ω = a1b1 − a2b2 − a3b3. (71)

Тогда

ω′ = yω + x(1− y2), (72)

x′ = y, (73)

y = yx− ω. (74)

Так как Mi−1 = B, Mi = A Mi+1 =Mi−1Mi y = 1
2
Tr [Mi+1], из (74) получаем формулу

(50):

Tr [Mi+2] = 2y′′ = 2(y′x′ − ω′) = 2(2yy′ − x) = Tr [Mi+1]Tr [Mi]− Tr [Mi−1] . (75)

0.2 0.4 0.6 0.8
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Рис. 2: Энергетический спектр для решетки Фибоначчи для ϵA = −ϵB = 0.5. Показана

зонная структура для n=2,3,4 и 5.
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Рис. 3: Поверхность описываемая уравнением (56).

3.2 Решетка Серебряное Сечение

Рекуррентное соотношение для общей трансфер-матрицы Mn в случае решетки

Серебряное Сечение записывается следующим образом:

Mn =M2
n−1Mn−2. (76)

Данная удобная запись легко доказывается: мы находим матрицу A и B из M0 и M1,

записываем M2 через эти матрицы и далее доказываем по индукции для Mn. Так

как матрицы Mi имеют detMi = 1, соответственно существуют обратные матрицы.

Найдем рекуррентное соотношение для Tr [Mi]:

Mn+1 =Mn−1Mn(Tr [Mn]−M−1
n ) =Mn−1MnTr [Mn]−Mn−1 =Mn−1(Tr [Mn])

2−

Mn−1M
−1
n −Mn−1 =Mn−1(Tr [Mn])

2 −Mn−1M
−1
n

Tr [Mn−1]

Tr [Mn−1]
−Mn−1 =Mn−1(Tr [Mn])

2−

Mn−1(Mn−1 +M−1
n−1)

M−1
n

Tr [Mn−1]
−Mn−1 =Mn−1(Tr [Mn])

2 −
M2

n−1M
−1
n +M−1

n

Tr [Mn−1]
−Mn−1.

(77)

Отметим, что мы мы использовали тут теорему Кэли-Гамильтона (см. Приложение

А). Взяв след от выражения (77) и использовав Tr [Mn−2] = Tr
[
M2

n−1M
−1
n

]
мы по-
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лучим окончательный результат для следа общей трансфер-матрицы для решетки

Серебряное Пропорция:

Tr [Mn+1] = Tr [Mn−1] (Tr [Mn])
2 − (Tr [Mn])

2 + Tr [Mn−2]Tr [Mn]

Tr [Mn−1]
− Tr [Mn−1] . (78)

Отметим, что в отличии от работ [13], [14], в которых утверждалось, что выше-

указанная запись невозможна, мы смогли показать рекуррентное соотношения для

следа трансфер-матриц в терминах Tr [Mi]. В вышеуказанных статьях используется

соотношение:

Mi+1 +Mi−1 =Mi−1Mi(Mi +M−1
i ), (79)

которое легко получается из выражения (76). Далее берем след от этого выражения

и получаем

xi+1 = 4xiti+1 − xi−1, (80)

где xi = 1
2
Tr [Mi], ti = 1

4
Tr [Mi−2Mi−1].

Можно найти рекуррентное выражение и для ti:

ti+1 = xi−2xi − ti. (81)

В работе [13] утверждается, что выражение (80) невозможно выразить только через

xi. Найденная нами формула (78) показывает ошибочность данного утверждения.

Отображение (78) имеет интеграл движения (инвариант):

I = −xz +
(
x+ z

2y

)2

+ y2, (82)

где x = 1
2
Tr [Mn+1], y = 1

2
Tr [Mn], z = 1

2
Tr [Mn−1].

Если преобразовать z и I следующим образом:

z → 4y2x− x− 4yz; (83)

I → (I + 1), (84)

то получим инвариант найденный в [13], [14]:

I = x2 + y2 + 4z2 − 4xyz − 1. (85)
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Данное выражение также можно получить с помощью выражений (80) и (81):

xi+1(xi+1 − 4xiti+1) = xi−1(xi−1 − 4xiti+1). (86)

Если добавить каждой стороне x2i и применить формулу (81), то получим выражение

(85).

Мы получили, что с помощью преобразований инвариант решетки Серебряное

Сечение переходит в инвариант решетки Фибоначчи (с отличием коэффициента в

одном члене). Данный вопрос мы подробно обсудим в подразделе 3.5.

E

n

1 2 3 4 5
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0
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2

Рис. 4: Энергетический спектр для решетки Серебряное Сечение для ϵA = −ϵB = 0.5.

Показана зонная структура для n=2, 3 и 4.

3.3 Решетка Тью-Морса

Для данной решетки соотношение для трансфер-матриц очевидно можно запи-

сать следующим образом:

Mi =Mi−1M
−1
i−2Mi−1Mi−2, (87)

Данная удобная запись легко доказывается: мы находим матрицу A и B из M0 и M1,

записываем M2 через эти матрицы и далее доказываем по индукции для Mn. Так

как матрицы Mi имеют detMi = 1, соответственно существуют обратные матрицы.
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Рис. 5: Энергетический спектр для решетки Тью-Морса для ϵA = −ϵB = 0.5. Пока-

зана зонная структура для n=2,3,4 и 5.

Отметим, что для нахождения рекуррентной формулы для следа матриц решет-

ки Тью-Морса мы пользуемся другим методом (похожий метод использован в [36]),

чем это делается обычно (например, см. [37], [38], [39], [40]). Пользуясь теоремой

Кэли-Гамильтона и выражениями

Mi+1 = Tr(Mi)Mi −MiM
−1
i−1M

−1
i Mi−1, (88)

Mi−1M
−1
j Mi−1 =Mi−1M

−1
i−2M

−1
i−1Mi−2, (89)

в результате мы получаем рекуррентное соотношение для следа общей трансфер–

матрицы решетки Тью-Морса:

Tr(Mi+1) = Tr(Mi)((Tr(Mi−1))
2 − 2) + 2. (90)

Если переписать выражение (90) в следующем виде

TrE = Tr(Mi+1)− Tr(Mi)((Tr(Mi−1))
2 − 2) (91)

то в правой части получим инвариант не зависящий от i:

I = z − 2y(2x− 1), (92)

где x = 1
2
Tr(Mi−1), y = 1

2
Tr(Mi), z = 1

2
Tr(Mi+1).

Как видно данный инвариант отличается от инварианта решетки Фибоначчи.
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3.4 Решетка Медное Сечение

Для решетки Медное Сечение общая трансфер–матрица Mn удовлетворяет со-

отношению (это легко показать, мы находим матрицу A и B из M0 и M1, записываем

M2 через эти матрицы и далее доказываем по индукции для Mn):

Mi+1 =MiM
2
i−1. (93)

Пользуясь теоремой Кэли-Гамильтона получаем рекуррентное соотношение для сле-

да трансфер-матриц:

Mi+1 =MiM
2
i−1 =MiMi−1(Tr [Mi−1]−M−1

i−1) =MiMi−1Tr [Mi−1]−Mi =

Mi(Tr [Mi−1]−M−1
i−1)Tr [Mi−1]−Mi =Mi(Tr [Mi−1])

2 −MiM
−1
i−1Tr [Mi−1]−Mi (94)

и после нетрудных вычислений получаем рекуррентное соотношение для следа трансфер-

матриц:

TrMi+1 = TrMi(TrMi−1)
2 − TrMi − TrMi−1

[
(TrMi−2)

2 − 2
]
. (95)

В выражении (95) можно заметить интересную симметрию, которая выража-

ется следующим образом:

TrMi =
[
(TrMi−2)

2 − 2
]
TrMi−1 + const (96)

TrMi+1 =
[
(TrMi−1)

2 − 2
]
TrMi + const. (97)

С помощью несложных вычислений, можно показать что,

const = −Tr [M1] + 2Tr [M0] . (98)

Данная константа является инвариантом отображения (95):

I = z − (4x2 − 2)y, (99)

где x = 1
2
Tr(Mi−1), y = 1

2
Tr(Mi), z = 1

2
Tr(Mi+1).

Данный инвариант отличается от инвариантов решетки Фибоначчи. Никаким

преобразованием его невозможно привести к виду инварианта Фрика (данное утвер-

ждение не является достаточно строгим).
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3.4.1 Двупериодическая решетка

Так как инварианты решетки Медная пропорция и Двупреиодическая одинако-

вы, возник естественный вопрос об идентичности этих решеток, несмотря на то, что

многие исследователи считают эти решетки разными. На самом деле если сделать

преобразование

BB → B (100)

в Двупериодической решетке, она перейдет в решетку Медная пропорция. Иными

словами мы можем рассматривать два соседних атома как единый “большой” атом.
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3.5 На пути классификации

Как мы уже отмечали классификация одномерных апериодических решеток

является одной из важных и сложных задач математики.

Есть надежды, что можно классифицировать одномерные апериодические ре-

шетки с помощью их инвариантов.

Надо отметить,что физиками уже были предпринимались попытки некоторой

классификаций уже известных одномерных решеток (например см. ).

В случае использования инвариантов существуют ряд проблем. Во первых ме-

тод поиска инвариантов неудобная процедура и невозможно все время искать эти

инварианты “руками”. Метод Бааке и др., где они находят инварианты как авто-

морфизмы след-отображения также является достаточно сложной (на самом деле

из работы можно сделать вывод, что авторы пользуясь уже известными выраже-

ниями инвариантов, показывают, что они являются автоморфизмом определенных

преобразований).

Существует еще более серьезная проблема, дело в том, что инварианты решеток

Серебряное Сечение и Бронзовое Сечение (и скорее всего всех решеток данного ви-

да) с помощью некоторых преобразований могут быть приведены к виду инварианта

Фибоначчи (инвариант Фрика). Хотя эти преобразования являются нелинейными и,

вообще, достаточно сложными, все же они не в пользу инвариантов как инструмента

для классификации. С другой стороны инварианты решеток Тью-Морса и Медная

Пропорция практически совпадают, они отличаются только по значению, но поли-

номиальный вид инвариантов одинаковый.
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Результаты

• Мы вывели формулы для расчетов следов трансфер-матриц для решеток Фи-

боначчи, Серебряное Сечение, Тью-Морса, Медная Пропорция, Кантора и т.д.

Практически во всех случаях мы пользовались иным методом для получе-

ния рекуррентной формулы, чем это делается обычно. Использование теоре-

мы Кэли-Гамильтона хороша тем, что она работает для любых матриц группы

SL(2, R).

• Мы получили инварианты для большинства решеток. Также мы нашли преоб-

разования которые переводят эти инварианты в инвариант Фрика.

• Мы показали, что решетки Медная Пропорция и Двупериодическая являются

идентичными. Эти решетки имеют один и тот же инвариант.

• Мы подробно исследовали решетку Фибоначчи, в частности связь между ква-

зипериодической структурой и числами Пизо. Также мы показали несколько

способов получения рекуррентных формул для расчета энергетического спек-

тра данной решетки.

• В работах [13], [14] утверждалось, что невозможно написать рекуррентное вы-

ражение для следа общей трансфер-матрицы решетки Серебряное Сечение,в

котором участвовали бы только следы трансфер-матриц. Мы нашли выраже-

ние в терминах следов трансфер-матриц (и тем показали ошибочность утвер-

ждения вышеуказанных авторов) и показали связь между нашим результатом

и формулой для трансфер матрицы, найденной в работе [13]. Также мы на-

шли отображение которое переводит инвариант, найденный нами в инвариант

Фрика.
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Выводы

• Полученные нами формулы для расчетов энергетического спектра в некото-

рых случаях более удобны, чем до сих пор используемые выражения, и дают

возможность провести аналитические и численные расчеты.

• Есть надежды, что на основе инвариантов одномерных апериодических реше-

ток можно построить теорию классификации одномерных апериодических ре-

шеток.

• Подробное изучение техники след-отображения (а также трансфер–матриц) мо-

жет дать результаты во многих областях физики и математики.

• Использованные методы для одномерных решеток могут быть расширены для

двумерных задач, для решетки пчелиные соты и др.
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