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OZET

Lineer integral esitsizlikler iizerine hazirlanan bu ¢alismanin birinci
boliminde integral esitsizliklerin baslangici, tarihi gelisimi ve ¢alismalari ile
katki yapan bilim adamlarinin ¢alismalar1 incelenmistir. Ayrica Lineer
fonksiyonlarin o6zellikleri, konveks ve konkav fonksiyonlar, izotonik lineer
fonksiyonlar iizerine temel tanimlar da bu béliimde yer almustir. Ikinci béliimde
ise 6nemli integral esitsizliklerin lineer ve lineer olmayan tipleri tanitilmas, ilgili
teoremler ve son yillar1 kapsayacak sckilde genellestirmeler verilmistir.
Caligmanin son boliimiinde integral esitsizliklerin uygulamalar1 olarak zaman
Olcekleri iizerinde genellestirmeler, gecikmis integral esitsizlikler ve zaman

Olceklerinde gecikmis integral esitsizlikler ele alinmistir.

Anahtar Kelimeler: Integral Esitsizlikler, Q-Steffensen Tipi Integral
Esitsizlikler, Hermite-Hadamard Tipi Esitsizlikler, Gronwall Tipi Integral
Esitsizlikler, Jensen Tipi Integral Esitsizlikler, Hardy Tipi Integral
Esitsizlikler.



SUMMARY

This study was prepared on linear integral inequalities. It’s first chapter
includes the origin of inequalities, its historical development and the scientists
who contributed to this study are given in detail. The characteristics and basic
definitions on linear functions, convex and concave functions, isotonic linear
functions are also included in this section. Types of significant linear integral
inequalities and their nonlinear extensions are introduced, related theorems and
generalizations covering recent years are included in the second part of the study.
In the last part of the study, generalizations of time scale integral inequalities,
delayed integral inequalities and delayed integral inequalities on time scales are

included as applications of integral inequalities.

Keywords: Integral Inequalities, Q-Steffensen Type Integral Inequalities,
Hermite-Hadamard Type Inequalities, Gronwall Type Integral Inequalities,
Jensen Type Integral Inequalities, Hardy Type Integral Inequalities.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZiNi

Simageler ve

Aciklamalar

Kisaltmalar
R
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Crd
L (u)

: Reel sayilar kiimesi

: n-boyutlu Euclidean uzay

: Dogal sayilar kiimesi

: Tam sayilar kiimesi

. Pozitif reel sayilar kiimesi

: Konveks fonksiyonlar siifi

: Fonksiyonunun n. mertebeden tlrevi

: Reel sayilar kiimesinde bir kapali aralik
: Araligin i¢ noktalari

: Jensen konveks fonksiyonlar sinifi

: m-konveks fonksiyonlar

. (a,m) - konveks fonksiyonlar

: Ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar

: [a,b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar
: rd-mertebeden surekli fonksiyonlar

: Lineer esitsizlikler sistemi



1. GIRIS
1.1. Tarihcge ve Literatdr

Esitsizlik, matematigin en temel kavramlarindan biridir. Unlii matematikgi
H. Bohr: “Biitiin arastirmacilar, zamanlariin yarisin1 kullanmak istedikleri ve
ispatlayamadiklar1 esitsizlikleri literatiirde aramakla geciriyor.” Diyor [12].
Aritmetik-geometrik-harmonik esitsizlikler, Cauchy esitsizligi, Hermite-
Hadamard esitsizligi, Holder esitsizligi, Minkowski esitsizligi, Steffensen
esitsizligi, Soblev esitsizligi, Tchebycheff esitsizligi ve Young esitsizligi gibi
bir¢ok esitsizlik ¢agdas matematigin temel esitsizlikleri olarak matematik
literatiiriinde 6nemli yer tutmaktadir. Eski ¢aglardan beri bilinen en 6nemli
esitsizlik licgen esitsizligi ise ikinci esitsizlik te Euclid tarafindan not edilen
aritmetik-geometrik ortalama esitsizligidir. Ugiincii bir esitsizlik, Arsimetten
onceki Yunan matematik¢ilerinin de bildigi “Diizlemdeki izoperimetrik
esitsizlik” olarak adlandirilan esitsizliktir. Bu esitsizlige tatmin edici bir ispat
2000 yillik bir c¢aba sonrasi 19.yiizyilda Steiner’ den geldi(1838) ve
Weierstrass bu ispat1 bir extremal bolgenin varligini gostererek tamamladi.
Hind ve Cin matematik geleneklerinde bu ii¢ esitsizligin bilindigine dair tatmin
edici kanitlar vardir[12]. Newton’un {inlii esitsizlik teoremini asagidaki sekilde
ifade edebiliriz:

Newton Teoreminde oldugu gibi

P(X)=egX"+ex " +.+ex" +.+e e =1 (1.1)

denkleminin tiim kokleri reel ise o zaman denklemin katsayilar1 asagidaki
esitsizligi saglar:

e 8., <A’ k=12,.,n-1 (1.2

k n-k (1.3)

)
A kK+1n+1—k




{a,}) seklinde bir reel say1 dizisi igin P, (x) = [(x+a)=D_ex"*
i=1 k=0

konulursa e, = e, (a)katsayis1 a’ nin k-inci elemanter simetrik fonksiyonunu

temsil eder.

Daha sonra Newton 1<k <n olmak tzere e _.e, <e? oldugunu
gosterdi. Maclaurin k, > k2 > ...> k%" olacagini gosterdi. Hardy, Littlewood

ve Polya’ nin ifadeleri ile bu sonu¢ Newton’ un sonucunun dogal bir sonucudur
[19]. Bu dizinin extremleri aritmetik ortalama ve geometrik ortalamadir,
Newton bunu 1skalamistir ve bu esitsizlik, Cauchy esitsizligi olarak
tinlenmistir. Cauchy genellikle onun analiz ders notlarinda bulunan aritmetik-
geometrik ortalama esitsizliginin ustaca kanit1 ile alintilanmaktadir. Bu notlarin
ikincisi genel aritmetik esitsizliklerin ispati ile baslamakta, bugiin Cauchy-
Schwarz-Bunaiakowski Esitsizligi olarak bilinen sonlu toplam versiyonunun
ispatin1 igermekte, aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi ile bitmektedir[4].
Cauchy’ den sonra esitsizlik tizerine yazilan ilk kitap 1880°1i yillara rastlar.
Aradaki bu yillar i¢in Grabiner insanlarin bu yillarda matematigin uygulamali
alanlar1 disindaki alanlara ilgi géstermedigi yorumunu yapmaktadir[16].

Holder ve Minkowski esitsizlikleri diger onemli esitsizlikler olarak
literatiirde yer almaktadir. Chebyshev’ in 1882 de Han’kovshov Universitesine
sundugu ¢alismada birgok esitsizlik ispat1 bulunmaktaydi. Bunlardan ilki kendi
adiyla anilan esitsizlikti ve ispat1 1883 teki ¢alismasinda yer aldi:

Eger f, g ve p integre edilebilir fonksiyonlar, f ve g’ nin tiirevleri isaretlerini

degistirmiyor ve isaret iki durumda da ayn1 kaliyorsa, p >0 ise 0 zaman:

&

[ 1P| pee [ 1(£)p(E)E| 9(£)p(E ) (1.4)
EN) EN)

8 3

Winckler, bu esitsizligin p(x) =1 versiyonunu verdi. Hermite daha kisa bir
kanit verdi. Sonug olarak Chebyshev’ in esitsizlikler {izerine olan bu ¢aligsmasi
bu konuya ilgi ¢ekmeyi basarmisti. Matematik {izerine yapilan calismalarda

esitsizliklerin yer almasi yapilan calismalarin sayginlhigimi artirdigl yillarda



Hadamard, determinantlar ve onlarla ilgili esitsizlikler iizerine bir caligma

yayinladi[18]. Onlardan biri bugiin onun adini1 tagimaktadir:

det{ Xij } < (Z( Xij )2 )1/2 (1'5)

Hadamard bu ¢alismada bu esitsizlikle ilgili her hangibir uygulamaya yer
vermemisti. Oysa bu esitsizlik Fredholm integral denklemlerin temel araci

olacakti.  Esitsizlikler tarihinde bilim adamlarinin adlariyla anilan

esitsizliklerden bir digeri Gram tarafindan ispat edildi. Gram i¢ ¢arpim1 R" de

olmak Gizere det{(x;,x;)}=>0 oldugunu ispatladi[17]. Diger bir ¢ok bilinen ve

cok kullanilan esitsizlik te Jensen esitsizligidir:
FOomx) <D n f(x) (1.6)
1 1

ri agiliklari pozitif oldugunda ve r+r,+..+r =1lise f, konveks bir
fonksiyondur. Jensen konveks fonksiyonlari

f(§+ﬂ)£ f(&)+ f (1) (1.7)
2 2

olarak ilk tanimlayan kisiydi ve taniminda sadece rasyonel dlgiiler kullanmasti.

Bu esitsizlik, olgiilerin rasyonel ya da pozitif olmasi sartina bagli olmadan

integral forma genellestirildi. Holder bu esitsizligi ikinci tiirevi var olan negatif

olmayan fonksiyonlar igin ispatladi. Hadamard f * nin tlirevinin artan olmasi

durumunda asagidaki esitsizligin ger¢eklendigini gosterdi.

E+ A
2

1 A
—— | f(t)dt> f( ) (1.8)
ﬂ—i!

Isimle adlandirilan esitsizliklerden bir digeri de Hilbert’in ¢ift katl seriler
esitsizligidir. 1900’larin basinda David Hilbert’in bir esitsizlik kesfetmesi
gelismelerin odagi olarak kabul edilir[21]. Herman Weyl’ in 1908 deki doktora
tezinde Hilbert tarafindan kesfedilen asagidaki denklem sunulmus ve

tartisilmastir:



ii( L )ambn :i T t[i(—l)k(ak sinkt — b, cos kt)} dt (1.9

ima N+ k=1

Bu esitlik Hilbert esitsizliginin sonlu versiyonunu gerektirir.

Eger Za < oo Ve sz <o ise 0 zaman ZZ (;lft katl1 serisi
m=1 n=1 net me1 M
yakinsaktir.

Burada a_ >0 ve b, >0 dir. Daha kesin olarak bu esitsizlik n” ye baglio
olarak asagidaki gibi yazilir:

1/2

ii a,b, S”(iaﬁwj (iban (1.10)

n=1 m=1 m+n

Hilbert bu esitsizligi ilk defa integral denklemler derslerinde sag taraftaki
say1 olmaksizin ispatlamisti. Hilbert” in (1.10) denkleminde sabit say1 27 olarak
ifade edilmis ancak kesin say1 olarak 7’ nin belirlenmesi ve (1.10) denkleminin
integral formda yazilmasi 1. Schur sayesinde olmustur[44]. Bazen asagidaki

daha genel olan form literatiirde Hilbert esitsizligi olarak tanitilmaktadir:

0

>y e By (Za j D[an‘"j p (111)
sm( )

n=1 m=1 m-+n m=1 n=1

Burada p > 1 ve p'=ﬁ dir. (1.1.11) esitsizliginin ispatinda Marcel

Riesz ve G.H. Hardy ilk adimi1 atanlar olmustur. Hardy, Riesz'in makalesindeki
sonucunun aslinda zayif formu gosterdigini belirtmistir. Hardy ve Marcel
Riesz daha sonra hem ayrik hem de siirekli formun ispatin1 verdiler. Hardy hig
siiphesiz esitsizlikler konusuna en biiylik katkilar1 yapan bilim adamidir.
Hilbert esitsizligine basit bir ispat getirmis, asagidaki teoremleri ileri siirmiis ve

uygulamistir[19].



Teorem 1.1.1: Egera, >0 ve A =a, + ...+ a, ise o zaman asagidaki ii¢

seriden birinin yakinsakligi digerini gerektirir:

Teorem 1.1.2: a, >0 ve A =a +..+a, ise 0 zaman Y a’serisinin
n=1

yakinsaklig Z(i)2 serisinin yakinsakligini gerektirir.
n=1 n

Teorem 1.1.3: Eger p>1, a,>0Vve A =a, +...+4a, ise 0 zaman

0

Z )p < CZa” (1.12)

1

Burada C sabiti (Ll)p dir ve kesin sabittir.

Landau’un 1921° de Hardy’ ye yazdigi mektubunda bu esitsizlikte kesin

sabitin (ﬁ)p oldugu durumda ispatim verdigini, Landau’nun Schur’a

yazdigi mektubun 1926’da basilmasiyla 6grenilmistir[27]. Bu nedenle (1.12)
esitsizligi bazen Hardy-Landau esitsizligi olarak adlandirilir. Hardy 1925’ te

asagidaki teoremi formdile etti.

Teorem 1.1.4: Eger p>1, h>0, ve H(x):J.h(t)dt ise 0 zaman

H(X)

Pdx < cjhpdx (1.13)

O'—:S

Burada C = (ﬁ)p kesin sabit olarak verilmekteydi. Hardy 1920” deki

calismasinda C sabitinin kesinligine dikkat ¢cekmisti. Bu caligmada sabitin
kesinliginin ispatinin ayrintilarini vermisti. 1925°deki ¢aligmasi bir¢ok ilging
sonuglar icerdiginden Hardy tipi esitsizlikler iizerine yapilan arastirmalara

onemli bir ilgi topladi. Bunlardan ikisi asagidaki teoremlerdir:



Teorem 1.1.5: Varsayalim ki a, =0 , 4, >0, A =Y Aal ve
k=1

k=A4 +..+4, olsun. m =1,2,...i¢in z/imamp yakinsak olsun. O zaman

m=1

asagidaki esitsizlik saglanir:
S a(tny <Py e (114)
m=1 km p - 1 m=1

Hardy bu teoremi uygun adim fonksiyonlara Teorem 1.1.4” i uygulayarak
ispatladi.

Teorem 1.1.6: Eger Zinan yakinsak ise o zaman

n=1

ezlnan > Z;/In(aflaz“ am (1.15)

esitsizligi vardir ve bu esitsizlikteki e sabiti kesin bir sabittir.

Standart durumda 4 = 1 olunca yukaridaki esitsizlik asagidaki gibi olur:

ezw:an zi(aia2 a ) (1.16)
n=1 n=1

Bu esitsizlik (1.19) esitsizliginin dogal bir limitidir. Bu esitsizlik ilk kez
1922 de Carleman tarafindan ispatlandi ve Carleman esitsizligi olarak
adlandirildi. Bu esitsizlik genellestirildi ve bir¢ok alanda uygulandi.
Carleman’in orjinal ispatt olduk¢a uzundu ve Lagrange carpanlarini ihtiva
etmekteydi. Bu esitsizligin Hardy esitsizliginden hareketle daha basit ispati
yapildi.

Carleman’in Hardy ile isbirligi yaparak olusturduklari ¢alisma onun bu
ispat1  6grendigine isaret etmektedir. Onceki ispatlarda kullanilan limit

asamalar1 kullanilarak (1.20) i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir:

exp]gf(x)dszexp(%j'ln f(£)d<&)dx (1.17)



Burada f(x) fonksiyonu her bir sonlu (0, x) Gzerinde 6l¢tlebilir ve daima
pozitiftir. Orjinal ¢aligmada bu esitsizlik sabit say1 e olmaksizin ve f(x) yerine
exp f(x) ile verilmekteydi. Hardy, Polya’nin limit alma konusunda onu
bilgilendiren kisi oldugunu belirtti. Knopp’un bu konudaki calismasi 1928
yilinda olmasina ragmen bu esitsizlik bazen Knopp esitsizligi olarak
adlandirilir. Bu  esitsizligi Polya® nin daha once verdigi literatiirde
bulunmaktadir. Bu nedenle bu esitsizlik i¢in Polya-Knopp esitsizligi daha
yaygin olarak kullanilmaktadir[26].

1926’ da Elliot (1.17) esitsizligine basit ve zarif bir ispat verdi (Elliott,
1926). Iki yil sonra Grandjot p =2 icin (1.18) denklemine bir ispat 6nermesi,
Ingham’ 1n integral form i¢in basit bir ispat bulmasi ile gelismeler devam etti.
1927’ de Copson, Hardy’ nin (1.18) esitsizligini Elliott’ un ispatin1 uyarlayarak
¢ift toplamli olarak ifade etti. Bu sonu¢ Copson Esitsizligi olarak
bilinmektedir:

Eger p>1, 8,20, 4, >0ve > Aa’ o zaman

n=1

S4By < prYy e (L.18)
n=1 k=n ﬂ n=1
21 "

Burada p? mimkiin en iyi sabittir. Copson esitsizliginde 4 =1 oldugunda
Hardy’ nin daha 6nce p = 2 i¢in buldugu zayif form elde edilir. Bu nedenle 4 =
1 icin Copson esitsizligi bazen Copson-Hardy esitsizligi olarak bilinir.

Hardy, doneminin matematikgileri ile iyi iliskiler kurarak, zaman zaman
onlara ulastig1 bilgileri ileterek desteklerini ve fikirlerini almis, teorinin 6nemli
kismini gelistirmis, aldig1 bilgileri sentezleyerek teorinin gelismesinde merkez
bir rol oynamistir. Hardy, diger matematik¢ilerin 6nemli katkilar1 olmasina
ragmen asagida belirtilen (1.18) ve (1.19) esitsizlikleri kendi adiyla
adlandirilmasin1 haketmis bir bilim adamidir. Eger bu calismalar ve katkilar
Hardy tarafindan organize edilmemis olsaydi O0rnegin ayrik esitsizlik Riesz
veya Landau- Riesz adiyla, veya Hardy- Landau- Riesz adiyla da
anilabilirdi[26].



1906-1928 doneminde olusan bu gelismelerin 1513inda  Hardy
esitsizliklerinin standard formlar elde edildi ve ilk defa Hardy, Littlewood ve

Polya’nin kitabinda, iinlii Esitsizlikler kitabinda (1934) ortaya konulmustur:

Ayrik esitsizlik iddia eder ki eger {a, }_, bir negatif olmayan reel say1 dizisi
ise, 0 zaman

i(%iak y<(—ySar, =1, (1.19)

stirekli esitsizlik bize anlatir ki f fonksiyonu (0,) Gzerinde 7 - kez integre
edilebilir, negatif olmayan bir fonksiyondur, o zaman f, (0, x) aralig1 tizerinde

her bir x pozitif sayis1 i¢in integre edilebilirdir ve

T

(r—l

o 0 4 &
Y[ f(&)yde=[(Z]f(t)dt)yds (1.20)

N

(1.18) ve (1.19)’ un baz1 6nemli sonuglar1 asagidaki gibidir:

Sonu¢ 1.1.1: (1.19)’ u adim fonksiyonlara simwrlayarak (1.20)’nin (1.19)’u
gerektirdigi kolayca ispatlanabilir[27].

Sonu¢ 1.1.2: fki denklemde de bulunan (Ll)’ sabiti kesindir, yani mimkin
T_

en iyi sabittir:
Ilgili tiim seriler ve fonksiyonlarin sirastyla (1.19) ve (1.20) esitsizliklerini

saglayabilmesi i¢in daha kiigiik bir say1 ile degistirilemez.

Sonug 1.1.3: (1.19) ve (1.20) esitsizlikleri asagidaki zayif formlarint gerektirir:
Swrasiyla,

< >, 1o
zar? <® Z(sz:lak)p <o

Eger Ve a >0 iseozaman

[f(e)yde <o [T faypas <o

Oy |

Eger ve f(&£)=0 ise 0zaman

olur.



Sonu¢ 1.1.4: (1.19) ve (1.20) esitsizlikleri ile sonu¢(1.1.2) beraberce ayrik
Hardy operatorii h ve siirekli Hardy operatorii H' nin asagidaki egitliklerle
tammlandigini gosterir:

h({an})={%gak} , Hf(x)=%jf(t)dt (1.21)

Bu operatorler (p >1) olmak iizere sirasiyla;

|, uzaylarini |pi(;ine ve L,uzaylarimi | icine yansitirlar ve her biri

p :—1 formuna sahiptir. Burada |, uzaylart tim a = {an} reel sayi

dizilerinin ve L uzaylar: (0,) iizerinde 6lgiilebilir olan tiim f fonksiyonlarinin

Lebesgue uzaylaridir. Oyle ki;

lall, =(Xfanl )P <o [ = () k)P <o (1.22)
n=1 0

Ip Ve Lp uzaylaruilk kez 1910° da F. Riesz tarafindan arastirildi ve tanitildi.
Hardy, Littlewood ve Polya’ nin kitabindan sonra (1934) matematiksel
esitsizlik teorisi resmiyet kazandi. Hardy esitsizligin genellestirilmesi ve
uygulamalari {lizerine ¢ok yogun calismalar yapilmistir. Opic ve Kufner’ in
Hardy tipi esitsizlikler lizerine olusturduklar: kitap bir¢ok 6nemli ¢alismadan
biri olarak kabul edilmektedir[34].
M. Tung 2011’de “On some new inequalities for convex functions, Turk
J Math, 35,1-7” makalesinde Pachpatte’nin sonuglarina benzer esitsizlikler
vermigstir. S.S. Dragomir 2011°de “Hermite—Hadamard’s type inequalities for
operator convex functions, Applied Mathematics and Computation, 218, 766-
772" makalesinde konveks fonksiyonlar i¢in var olan bir esitsizligin operator
konveks fonksiyonlar i¢in de saglandig1 gostermistir. G. Zabandan 2009°da “A
new refinement of the Hermite-Hadamard inequality for convex functions,
JIPAM, vol. 10, iss. 2, art.45” makalesinde Dragomir’in konveks fonksiyonlar
i¢in kullandig1 esitsizligin bir genellemesini yapmistir. G.V. Milovanovic, M.E.
Ozdemir, R. Agarval, A.M. Fink, Roberts ve Varberg, N.S. Barnett, , U.S.
Kirmaci, H. Yildirim, M.Z. Sarikaya, N. Ujevi¢, S. Varosanec, P.S. Bullen ve



P. Cerone konveks fonksiyonlar Uzerine  gesitli esitsizlikler Uzerine

aragtirmalar yapan diger matematik¢ilerdendir[24].
1.2. Temel Kavramlar

Tanim 1.2.1 Konveks Kiimeler : C < R" kiimesinde bulunan herhangi iki noktayt
birlestiren dogru par¢ast tizerindeki noktalar, aymi kiimede kaliyorsa C’ye konveks

klime ya da afin denir. Yani, 0 < o <1 olmak tizere Vx;,x, € C igin

ax, +(1-a)x, eC (1.23)

ise C = R", kiimesi konveks bir kiimedir.

Teorem 1.2.1: (Rockafellar,1970) c,,c, = R" konveks iki kime olsun. Bu
durumda

i) C,+C, ={¥,+Y,|y, €C,.y, €C,} = R" konveks kiimedir.
i) A eR igin AC, konvekstir.

iit) C, —C, konvekstir.

iv) Bos kiime, konveks kiime olarak diisiiniiliir.

V) Herhangi sayida (sonlu, sayuabiliv ya da sayilamaz) konveks
kiimelerin kesisimi yine konveks bir kiimedir.

Tamm 1.2.2 Konveks Fonksiyonlar: V&, pel R ve 0<A <1 igin

f(A8+(1-2)p)<Af(5)+(1-2)T(p) (1.24)

ise f : 1 — R fonksiyonu konveks fonksiyon adini alir.

A =% durumunda konveks fonksiyon asagidaki gibi olur:

(28 f(é); (o) (1.25)

Ornek 1.2.1: (R Uzerindeki Konveks Fonksiyon Ornekleri).
10



e Afin: Herhangi a,b €R igin f(x) = ax+b fonksiyonu R (zerinde
konveks bir fonksiyondur.

e Eksponant: Herhangi ae R igin f(x)=e* fonksiyonu R Uzerinde
konveks bir fonksiyondur.

e Kuwet: t>1 veya t>0 icin f(X)=X' fonksiyonu pozitif reel sayilar
kiimesi R™= (0, «) Uzerinde konveks bir fonksiyondur.

e Mutlak deger kuvveti: p>1 icin |x|” fonksiyonu R iizerinde konveks bir
fonksiyondur

e Negatif entropi: f(x) = xlogx fonksiyonu R*izerinde konveks bir
fonksiyondur.

Tamim 1.2.3: [42] VE,pel cR ve 0<a <1 igin
F(AE+(1-2)p < Af(E)+(1-2)F(p) (1.26)
ise f :1 — R fonksiyonu kesin konveks adin: alur.

Tamm 1.2.4: -f fonksiyonu konveks ise f:l— R fonksiyonuna konkav
fonksiyon denir.

Tamm 1.2.5: —f fonksiyonu kesin konveks ise f :1— R fonksiyonuna kesin
konkav fonksiyon denir.

Ornek 1.2.2: (R Uzerindeki Konkav Fonksiyon Ornekleri).

e Afin: Herhangi ab €R i¢in Rzerinde f(x) = ax+b konkav bir
fonksiyondur.

e Kuwvet: 0<t<1 icgin pozitif reel sayilar kiimesi R* tizerinde f(x) =x'
konkav bir fonksiyondur.

e Logaritma: R™ Uzerinde logx konkav bir fonksiyondur.

Tanim 1.2.6: Izotonik Lineer Fonksiyoneller [42]
E bos olmayan bir kiime, L, asagidaki 6zelliklere sahip reel degerli bir

f : E — Rlineer fonksiyonlar sinifi olsun:
(L,) Eger f,g vec,c, eRiseozaman (¢ f +c,g)elL

(L) Eger VteE icin f(t)=11ise o zaman f eL

11



Izotonik Lineer Fonksiyoneller ~A:L — Rolmak iizere asagidaki

Ozelliklere sahip fonksiyonellerdir:
(A)Eger f,g eLvec,c, eR, ozaman A(c,f +c,9)=cA(f)+c,A(Q)
(A)Eger timteE icin f eLve f(t)>0 ise o zaman A(f)>0

Izotonik  Lineer fonksiyonlarin en sik  kullanilan  6rnekleri

AQ) = [ gdu veya A(g)= Y. Py
keE seklinde verilir.

Birinci esitlikte p, E iizerinde pozitif bir 6lgiidiir. Ikinci esitlikte

P, >0 ,k € E olmak iizere E, dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesidir.

Tanim 1.2.7 Integral Denklem:

Asagida g(s) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere bazi integral denklemler
verilmistir:

o(s)=[I(s.&)g(¢)dé
f(s)=09(s)+[7(s,£)9(&)dé (1.27)
g(s)=[r(s.¢)g(&)ds

Bilinmeyen fonksiyonlar iizerinde lineer operatérlerin uygulandigi
integral denklemler lineer integral denklem olarak adlandurilir.

Yukarida ornek olarak verilen integral denklemlerden ilk ikisi lineer,
ticiinciisii ise lineer degildir. L bir lineer operatdr olmak {izere yukarida verilen

lineer denklemler asagidaki gibi yazilir:

L[g(s)] =1(s) (1.28)

Lineer operatorler a1 ve a; iki sabit olmak {izere asagidaki esitligi saglar:

L[a,0,(s)+2,9,(s)]=aL[g,(s)]+a,L[g,(s)] (1.29)

Lineer integral denklemlerin en genel formu asagidaki gibidir:

12



h(s)g(s)= f(S)+ﬁJ'F(S,§)9(§)d§ (1.30)

Bu yazilista integralin iist sinir1 degisken ya da sabit olabilir. f, h ve T’
fonksiyonlar1 bilinen fonksiyonlar; g bilinmeyen fonksiyon; A sifir olmayan

reel veya kompleks bir parametre; I'(s,&) cekirdektir.

Differansiyel denklemler kullanilarak ¢dziilebilen bircok problem integral
denklemler kullanilarak daha etkin bir sekilde ¢oziimlenebilmektedir. Bununla
beraber integral ve differansiyel esitsizlikler, differansiyel teorilerin

gelismesinde integral denklemler kadar 6nemli rol oynamustir.

Tamim 1.2.8. Integral Egitsizlikler:

i=1,2,...,.m olmak lzere

L(u)=a,u+a,u,+..+a,u, 20 (1.31)

seklindeki lineer egitsizlikler sisteminin ¢oziimii Dines tarafindan lineer
integral egitsizliklere genisletildi. Bu esitsizlik sisteminin ¢oziimiinde once

homojen olmayan lineer denklem sistemi ele alinir:
L(u)=b (i=12,..,m) (1.32)
Ve bu sistemin adjoint sistemi:

M.(v)=a,v,+a,V,+..+a Vv =0 (1.33)

O zaman asagidaki baginti vardur:

Zvi L, (u)—ZukMk(v) =0 (1.34)

A=12,...,s olmak Uzere vl(“,vgﬂ),...,v;“ (1.33) denkleminin lineer bagimsiz

cozumleri olsun. (1.32) denkleminin bir ¢oziimiiniin olmast i¢in gerek ve yeter
sart b,b,,...b, sayilarimin asagidaki kosulu saglamasidir:

Dby =0 1=12..5 (1.35)
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Esitsizlik sistemi (1.30)° in ¢oziimiiniin varligi icin gerek ve yeter kosul

(1.35) denkleminin b,,b,,...,b, >0 negatif olmayan ¢oziimleri olmasidir.

Benzer sekilde lineer integral esitsizliklerin ¢oziimii verilebilir:

L(p) = p(x) = A T(x, Y)p(y)dy > 0 (1.36)

L(@) =0 denklemini adjoint integral denklemi asagidaki denklem olsun:

M (4) = $(x) - 2| T(y, X)g(y)dy =0 (1.37)
Eger (1.37) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri ¢,(X),,(X),...,d, (X)

ise o zaman asagidaki o6zdeslik saglanir:

[ L) oM (#)]ldx =0 (1.38)

Eger .’ nin herhangibir karekteristik degeri yoksa, o zaman (1.37)

denkleminin ¢(x) = 0disinda ¢oziimii yoktur.

L(p) = T(x) (1.39)

denklemi f(x) ne olursa olsun bir ¢6zlime sahip ise, (1.2.14) * in ¢éziimii vardur.
Eger 1 bir karekteristik deger ise, o zaman (1.39) denkleminin ¢oziimii olmasi

icinf(x)” in i=1,2,..,migin

b

j f (X)¢ (x)dx =0 (1.40)

a
denklemini saglamasi1 gerekir. Sonug¢ olarak (1.36) esitsizliginin ¢ozumunin
varligt i¢in (1.40) esitsizliginin T (X) > 0seklinde ¢oziimiiniin olmast gerek ve

yeter kosuldur.
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2. LINEER INTEGRAL ESITSIZLIKLER

2.1. Gronwall Tipi Lineer Integral Esitsizlikler

Literatiirde en sik uygulanan, en gii¢lii integral esitsizlikler Gronwall-
Bellman esitsizligi ve onun genellestirilmeleridir. Gronwall 1919°da asagidaki

integral esitsizligi olusturdu.

Teorem 2.1.1: Gronwall esitsizligi [14]
ui), [, +h]l—> R iizerinde tammh negatif olmayan siirekli bir
fonksiyon olsun. a ve b negatif olmayan sabitler olmak Uzere

her t e [a,a +h] iGIN w(x) fonksiyonu asagidaki integral esitsizligini saglarsa;
t
u(t) < j (bu(s) +a)ds (2.1)

0 zaman te[a,a+h] icin
u(t) <ahe (2.2)

olur.

Ornek 2.1.1: u'(t) =bu(t)+a birinci derece lineer adi diferansiyel denklemini

diistinelim. u(t) negatif olmayan stirekli fonksiyon ve
a=3,ve 0<b<7olsun. O zaman;

u'(t)<7u(t)+3 (2.3)

Bu esitsizligi t ye gore o ile tarasinda integre edersek asagidaki

esitsizlik bulunur:

u(t)—u(a)sj(7u(s)+3)ds (2.4)
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U( ) = 0 sartint kullamirsak asagidaki esitsizlik elde edilir:
t
u(t)g[(?u(s)+3)ds (2.5)

Teorem 2.1.1(Gronwall esitsizligi) uygularsak;
u(t) < 3(t—a)el"(t-a) (2.6)

Teorem 2.1.1° i uygulayarak verilen bir differansiyel denkleme kolayca
bir iist sinr tayin ettik. Bu esitsizlik {izerine yapilan ¢aligmalardan biri de
Bellman’in  ¢alismasiydi ve bu g¢alisma  Gronwall esitsizliginin

genellestirilmesidir:

Teorem 2.1.2 Gronwall-Belmann Egsitsizligi -

E>a igin u(&) ve g(&) reel degerli negatif olmayan siirekli

fonksiyonlar olsun. Eger ¢ >0 Ve &> « igin asagidaki esitsizlik saglaniyorsa;

¢
[a(s)u(s)ds+c>u(é) 2.7)
o zaman her £>a igin
¢
[a(s)ds
u(é&)<cea (2.8)

esitsizIligi saglanir.

¢
Ispat 2.1.2: k(f)—C=Ig(S)U(S)dS ve k(a)=cC seklinde bir fonksiyon

tammlansin. Bu fonksiyon i¢in U( &) < K(&)esitsizligi gecerlidir. w(& ) esitligi
€ " ye gore tiiretilirse asagidaki esitlik bulunur.

k() =9(&)u(g) (2.9)



u( &) <k(<)oldugunu kullanirsak asagidaki esitsizlik yazilir:

9()k(&)2k'(S) (2.10)

Bu esitsizlikte her iki yan k(& ) ile boliiniirek asagidaki esitsizlige ulasilir:

k() 2.11
k() <g(<) (2.11)

Yukaridaki esitsizlikte her iki yan &’ ye gore o’ dan &£’ ye kadar integre

edilirse asagidaki esitsizlik bulunur:

In(k(£))-In(k(a)) < jjg(s)ds (2.12)

: k(¢)
[ g(s)sIn(, =) (2.13)

W( @) = C oldugundan asagidaki esitsizlik yazilir:
|n(@)sfg(s)ds (2.14)
c a

Yukanridaki esitsizligin her iki yam e tabaminda yazilirsa asagidaki

esitsizlik elde edilir:

jﬁg(s)ds

k(&)<ce (2.15)

Bu esitsizlik u(&)<k(&) esitsizliginde yerine konulursa ispati istenen

esitsizlik bulunur:

S
[a(s)ds
u(&)<cex (2.16)
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Bellman’ m sonucu Gronwall esitsizligini i¢eriyordu. Bu nedenle bu tiir
esitsizlikler Gronwall-Bellman esitsizligi ya da Gronwall tipi esitsizlikler
olarak adlandirildi. Gronwall-Belmann esitsizligi differansiyel denklemler,
integral denklemler ve birgok esitsizlik tipleri igin gerekli altyapi sagladi. Son
yillarda bir¢ok arastirmaci bu esitsizlik yardimiyla ¢esitli tiplerde iki veya daha

fazla degiskenli Gronwall tipi integral esitsizlikler olusturdu.

Ornek 2.1.2:
y'(t) = g(t)y(t) birinci derece lineer diferansiyel denklemi ele alalim. u(t)

negatif olmayan siirekli fonksiyonu I = [0, t] araliginda tanmimh ve y(0) = c,

g(t) </t olsun. O zaman lineer diferansiyel denklem icin asagidaki esitsizlik

vazilabilir:

y'(t) <t y(t) (2.17)

Bu esitsizlik t” ye gore 0’ dan t' ye kadar integre edilir, y(0) = ¢ kosulunu
uygulanir ise asagidaki esitsizlik elde edilir:

t
y(t)<c+ [t y(&)dé (2.18)
0

Gronwall-Belmann Esitsizligini uygularsak

(jﬁ d¢)
y(t)<c?®

t
y(t)<c exp(%\/t_so) (2.19)

y(t)<c exp(%x/tT)

Bu esitsizlik (2.1) esitsizliginin iist sinir1 icin bir tahmindir. Gronwall-

Belmann esitsizliginin bir genellestirilmesi asagidaki teorem ile verilir.

18



Teorem 2.1.3: y(t), p(t), qt), f(t) ve g(t) fonksiyonlar: | =[e«, ] Uzerinde

negatif olmayan surekli fonksiyonlar olsun ve t € I olmak iizere asagidaki
esitsizlik saglansin[38]:

t
y(t)=p()<a(t) [ (F(E)Y(E)+g(£)d & (2.20)

O zaman asagidaki esitsizlik saglanir:

t

Q(t)j(f(é)p(§)+g(§))exp(j;f(r)Q(r)dr)d§+p(t)Zy(t) tel (2.21)

a

Ispat 2.].3:W(t):j(f(éj)u(éj)+g(§))d§, W(a)=0  seklinde  bir

fonksiyon tammlansin. O zaman q(t)w(t)> y(t)— p(t) olur. Yukaridaki w(t)

integral esitligini t’ ye gore tiireterek agagidaki esitlik elde edilir:
w'(t)—-g(t)= f(t)y(t) (2.22)
Bu egsitlikte y(t) yerine konulursa asagidaki esitsizlik elde edilir:
w(t)< f(t)p(t)+ f(t)a(t)w(t)+g(t) (2.23)

Veya asagidaki sekilde bu esitsizlik yazilir:
f(t)p(t)+g(t)2w(t)- f(t)a(t)w(t) (2.24)

1 =exp( —'[; f(r)q(r)dr)integral faktoriidiir. Yukaridaki esitsizligin her

iki yani integral faktor ile carpilir ve t’ ye gore o’ dan t’ ye kadar integre edilir

ve asagidaki esitsizlik yazilir:
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w(t)exp([ (r)a(r)dr)< [ (£(£)p(&)+g(£Nexp(-[ F(r)a(r)dr))de
(2.25)

w(t)<exp( [ £(r)a(r)dr)] (£(£)p(&)+g(&)exp(~[" F(r)a(r)dr))d

(2.26)

Kismi integrasyon metodu ile asagidaki esitsizlik elde edilir:

w(t)< [ (F(£)p(&)+a(eNexp([ F(r)a(rydr)de  (227)

Yukaridaki esitsizlik q(t)w(t)+ p(t) > y(t) esitsizliginde yerine yazilirsa

istenen esitsizlik elde edilmis olur.

Sonug 2.1.1: Teorem 2.1.3." de q(t) = I konulursa Chandiror tarafindan 1957’
de verilen egitsizlik bulunur[6]:

t
V(t)< p(t)+ [((5)p(s)+a(s)exp([ f(r)ar)ds  tel
a (2.28)

Teorem 2.1.3.° de g(s) = 0 konulursa Gollwitzer tarafindan 1969’ da
verilen esitsizlik bulunur[13]:

t
t
y(t)< p(t)+a(t)] F(s)p(s)exp([_f(r)qndr)ds  tel
@ (2.29)
Bellman 1958’de bu esitsizligin bir tiirii olarak asagidaki esitsizligi
ispatladi.

Teorem 2.1.4: [3] y(@) ve f(t) siirekli ve negatif olmayan fonksiyonlari
| =[a, ] araliginda tamimli, p(t) el surekli, pozitif ve azalmayan bir
fonksiyon olsun. O zaman

YO < pM)+ [ FE)YEE, tet, esitsizlizi

20



y(t) < p(t) eXp(J.t Y(EWE), tel, esitsizligini gerektirir.

y()
p(®)
iki yanini p(t) ile bélerek asagidaki esitsizlik elde edilir:

Ispat 2.1.4: z(t) = olsun. y(t) < p(t) +J: f (&) Y(&)AE esitsizliginin her

ESHJ‘I f(‘f)y(é:)dég
p(t) « p(g)

2(t) <1+ jt% f(£)de (2.30)
Veya z(t) <1+ jt% 2(&) F(E)dé& (2.31)

p(f) <1 olur. Bu nedenle asagidaki esitsizlik elde edilir:

t > & oldugundan

jt 2(£)f (E)dE+1> 2(t) (2.32)

Gronwall — Bellman esitsizligini kullanarak asagidaki esitsizlik elde
edilir:

2(t) <exp([, £(£)de) (233)
Yukaridaki esitsizlikte Z(t) = % konularak istenen esitsizlik bulunur:
y(t) < pOexp([ y(£)dE) (2.34)

Gronwall — Bellman esitsizliginin bir genellestirilmesi de asagidaki
gibidir.

Teorem 2.1.5:[37] y(@), f(t) ve g(t) reel degerli, negatif olmayan siirekli
fonksiyonlar: | =[a, f] araliginda taniml olsun. c negatif olmayan bir say:

olmak Uzere;
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YO <C+ [ HEYE+ [ a(ny()dnds, ter, (2.35)

esitsizligi saglandigr zaman, asagidaki esitsizlikte saglanir:

y(1)<C{1+] f(g)exp(jj(f(r)+ g(r)dr)déd, el (2.36)

Ispat 2.1.5: Asagidaki gibi bir (1) fonksiyonu tanimlansin:

V() =C+ [ FEWE)+] 9(nyMdndé, v(©)=C (2:37)

Bu fonksiyonun t’ ye gore tiirevi alinir:

v'(t) = Oy + [, 9(r)y(r)dr) (2.38)

y(t) < Vv(t) oldugundan asagidaki esitsizlik yazilir:

vxt)s(va)+j:g(r)v(r)dr))fa) (2.39)

Eger z(0) =v(0) = C ve v(t) < z(t) olmak lzere

z(t)=(v(t)+j§g(r)v(r)dr)) konulursa v'(t) < f(t)z(t) olur. z(t) nin t’ ye

gore tiirevi alimirsa asagidaki esitlik elde edilir:

z'(t) =v'(t) + g(t)v(t)
2'(t) < V(1) + g(t) 2(t)
2'(t) < f(t)z(0) + g(t) z(t)

z'(t)
;ayg(ﬂo+g®) (2.40)
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Her iki yani 0 ‘dan t ‘ ye kadar integre edilerek asagidaki esitsizlik elde
edilir:

Inz(t)—In z(O)SIOt( f(r)+g(r))dr,

Z(t)

"0y [(F0)+om)ar (2.41)

Her iki yan e tabanmina alimir, v(0)=C konularak asagidaki esitsizlik
elde edilir:

2(t) < Cexp([, ((r)+g(r)dn (2.42)

Yukaridaki esitsizlik ve v'(t) < f(t)z(t) kullanilarak asagidaki esitsizlik

yvazilir:

vi(t)<C f(t)exp(J';(f(r)+g(r))dr) (2.43)

Yukaridaki esitsizligin her iki yani 0’ dan t ° ye integre edilir, t = &
konulursa

v(t)-v(0)<C j; f (£)exp( jj (f(r)+g(r))dr)de (2.44)

v(0) = ¢ konularak;

v({t) <C+C| f(&)exp( jj (f(r)+g(r)dr)de, (2.45)

t 4
v(t) <C {L+[ f(&)exp(| (f(r)+g(r)dr)ds} (2.46)
y(t) < Vv(t) oldugundan istenen esitsizlik ispatlanmuis olur.

Oguntuase, 2001’ de bu teoremi asagidaki gibi genellestirdi.
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Teorem 2.1.5: y(?) ve f(t) reel degerli, negatif olmayan siirekli fonksiyonlar
| =[a, B] araliginda tamimh olsun. Farz edelim ki her ts € | igin T'(t,&) ve

onun kismi tiirevi gr(t,g) var ve surekli fonksiyonlar olsunlar. Farz edelim ki

['(t<&)>0 I,(t,E)<0 vet e 1, c bir negatif olmayan sabit olmak Uzere

asagidaki egitsizlik saglansin:

y <C+[ F@)y@ds+] (&) T )y(0)deds (2.47)

O zamant e[ igin asagidaki esitsizlik te saglanir:

yO <cft+ [ f(£)exp( jf(f (0)+T(z,7))d0)d &} (2.48)

Ispat 2.1.6: Bir v(t) fonksiyonunu y(t) <v(t) olacak sekilde asagidaki gibi

tammlayalim:

VO =C+[ FOVQIE+] TO] TEYVdrds, v@)=C  (249)

Bu egitlik t “ ye gore tiirevi alinarak asagidaki esitlik elde edilir:

V(D)= f YO+ FOf Tto)y(@)dr,

. (2.50)
V()= FOy0+ [ TEOv7))
y(t) < v(t) oldugu kullanilarak asagidaki esitsizlik yazilir:
vit) < f(t)(v(t)+£l“(t,r) y(r)dr)) (2.51)

m(t) :v(t)+I;F(t,r)v(r)dr) konulursa v'(t) < f(tym(t) bulunur.

vit)<m(t) ve m@)=v(a)=C oldugu aciktir. m(t) esitligi Leibnitz

kuralini kullanilarak t’ ye gore tiirevi alimirsa asagidaki esitlik bulunur:

M) =v'(t)+ I (V) + J:Ft(t,r)v(r)dr (2.52)
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[, (t,s) <0 oldugundan m'(t)=Vv'(t)+I(t,t)v(t) olur.

m'(t) < f(t)m(t)+ 7(t,t)m(t)

MO _tety+ () (2.53)
m(t)

Her iki yani o’ dan t’ ye integre ederek asagidaki esitsizlik yazilir:
Inm(t)~Inm(a)< [ (f(z)+ 7 (z,0))dr

|n(m]gj;( f(r)+ [(z,r))dr (2.54)

m(a)

Her iki yan e’ nin kuvvetleri olarak yazilir:

m(t)SCexp(I;( F(2)+I(7,2))d7) (2.55)

v'(t) < f()ym(t) kullanilarak asagidaki esitsizlik yazilir:

V() <C f(t)exp( j‘( f(2)+ I (z,7))dr) (2.56)

Her iki yani o’ dan t’ ye integre ederek asagidaki esitsizlik yazilir:

v(t)—v(a)scj; f(g)exp(jj( f(z)+(7,7))dz)d &, (2.57)

islemler yapilarak

C+CI; f(&)exp([ (f()+(z,0))dr)d €2 ()

v(t)sc:{1+j; f(é)exp(J.:( f(r)+(7,7))dr)d &} (2.58)
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y(t) < v(t) oldugu kullanilirsa ispati istenen esitsizlik elde edilir:

C {1+j; f(g“)exp(jj( f(0)+(z,7))dr)d E3> y(t) (2.59)

Teorem 2.1.6° da 7' (t,s) = h(t)g(s) konularak asagidaki sonug elde
edilir:

h(t), g(s) ve f(t) reel degerli, negatif olmayan siirekli fonksiyonlar
| =[a,f] arahiginda tamimli olsun. Farz edelim ki h'(t)<0ve

I'(t,s)=h(t)g(&), C=>0 bir sabit olsun.

yt) <o+ [ FEOYOE+[ F@VE 9@ dr)déE, te (2.60)

Bu esitsizlik asagidaki esitsizligi gerektirir.

cft+[ f@exp(| () +h(@)g(e)dr)dr 2 y() t e (2.61)

2.2. g-Steffensen Tipi Integral Esitsizlikler

Steffensen esitsizligi asagidaki formdadir:

'f;lh(x)dxsfh(x)g(x)dxs ["“n(x)dx (2.62)

]
Burada A :Ig(x)dx, olmak tzere h(x),g(x) fonksiyonlar [, 5]

araliginda integre edilebilir fonksiyonlar, araligin i¢ bdlgesindeki her x igin
h(x) azalan ve 0<g(x)<1 dir. Bu esitsizlik 1918 yilinda yayinlandiginda

alisilmadik ve orjinal formu ile matematikgilerin dikkatini ¢ekmisti. Bu
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esitsizligin bir¢cok genellestirmeleri ve modifikasyonlar1 yapildi. Bir f

fonksiyonunun bir [a, B] araliginda g-integrali asagidaki gibi tanimlanir:

I(f ;a,/i’):]qh(x)dqxth(x)dqx—jh(x)dqx (0<q<l) (2.63)

ﬂ o0
Burada Ih( x)d x=p(1-q )Z f(B9')q’ ile verilir. Eger (2.63) esitligi
0 j=0

varsa f(x), (a, B) Uzerinde g-integrallenebilirdir denir. Eger bir f(x) fonksiyonu
[0, B] Uzerinde g-integrallenebilir ve f(x)>0ise o zaman asagidaki esitsizlik
saglanir:

Tf(x)dqxzo (0<q<1) (2.64)

0

Eger f fonksiyonu [0, B] Uzerinde integrallenebilir ve 0<qg<1lise, 0

zaman asagidaki esitsizlik saglanir:

i 1,( 8 - I(fra,8)= f)clt (2.65)

Lemma 2.2.1: Eger bir f{x) fonksiyonu [0, b] iizerinde g-integrallenebilir,
negatif olmayan ve azalmayan bir fonksiyon ise o zaman asagidaki esitsizlik

saglanir:

b
_[f(x)dqxzo (0<a<b; 0<qg<1) (2.66)

a

Ispat 2.2.1: Tammdan hareketle asagidaki esitlik yazilir:

J 100 x = (1- )3 (bf (b )~ af (aq )" (2.67)

a

a<b,0<qg<1 ve f(x)=0 oldugundan af(aq")<bf(aq")dir. Ayrica

aQ"<bq" ve fix) azalan olmayan  bir  fonksivon  oldugundan
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bf (aq" ) <bf (bq" )olur. Bu nedenle her n dogal sayisi igin,

bf (bq" )—af (agq" ) >0 dir ve (2.2.5) ’in negatif olmadigi ortaya ¢ikar, ispat bu

sonug Uzerine tamamlanmis olur.

Lemma 2.2.2: Kabul edelim ki; u(x) fonksiyonu [a, b] Uzerinde strekli ve

tim qe(0,1] igin 1 ,(v;a,b)>0 olmak iizere v(x) negatif olmayan ancak
integrallenebilir bir fonksiyondur. Bu durumda 6yle bir ae(o,l) bulunur ki

herq e (E],l) icin bir & = &(q) e (a,b) mevcuttur ve asagidaki esitligi saglar:
I (uv;a,b)=u(&)l,(v;a,b) (2.68)

Ispat 2.2.2: Varsayilan sartlar altinda ortalama deger teoremi reel integraller

ICiN yazilir: (q=1) geregi & €(a,b)olmak iizere asagidaki esitlik yazilir:
I(uv;a,b)=u(d)I(v;a,b) (2.69)
(2.68) bagintisini kullanarak asagidaki esitlik yazilir:

. I,(uv;a,b)
et 1,(v;a,b)

=u(o) (2.70)
u(s ), [a, b] iizerinde siirekli bir fonksiyon oldugu i¢in minimumu my ve

maximumu My olsun. ¢ =min{M -u(o) , u(o)—-m,} olsun. O zaman é&yle

bir a = E]( E)e(0O)vardr ki tim qe( a,l)igin asagidaki  esitsizlikler

gerceklenir:

I,(uv;a,b I, (uv;a,b
M<u(5)+g:>mu< (uvia )<M (2.71)

U(&)—€< N u
l,(v;a,b) l,(v;a,b)
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u(x) in my ve My arasindaki tiim degerleri aldigi diistiniiliirse, asagidaki esitligi
saglayan & =£(q)e(a,b)olacak sekilde bir degerin var oldugu sonucuna
variir:

I, (uv;a,b)

ey ~(8) (2.72)

Teorem 2.2.1: ( g-Steffensen Esitsizligi)
Kabul edelim ki a ve b pozitif sayilar olmak kaydiyla [a,b] Uzerinde
tammli f(x) ve h(x) stirekli fonksiyonlar olsun. Ustelik f(x) fonksiyonu [a, b]

Uzerinde azalan ve h(x) fonksiyonu (0,1) araliginda ve (a, b) icindeki her m igin

m b
Ih(x)dqx>0 olsun. Eger ,u:_[h(x)dqx ile gosterilirse o zaman dyle bir

a €(0,1) vardwr ki asagidaki esitsizlik tiim ( € ( a 1) icin saglanir:
b b a+u
.[biﬂf(x)dqxsjf(x)h(x)dqst f(x)d,x (2.73)

Ispat 2.2.1: Lemma 2.2.2 de u = g ve v =1 alimr. Oyle bir O, €(01)vardur ki

her ge(q,,1)i¢in& =¢&,(q) e(a,b) olur ve asagidaki esitlik saglanir:

p=["n(x)dx=h(&)[dx=h(&)(b-a) (2.74)

Burada 0 < h(x) < I oldugundan 0< u<b—a dir. Benzer olarak dyle
bir q, e (9,,1) vardir ki her qe(q,,1)icin & =¢&,(q)e(a,b)vardir. O zaman

asagidaki esitlik saglanir:

[“hO0dx=pg(s)  (a<é <atp) 2.75)

Bunun sonucunda asagidaki esitlik de yazilir:
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[ (1-h(x))d,x = u(1-h(&,)) > 0 (2.76)

a+u b
Esitsizligin sag tarafi L ! f(X)qu—ja fOxOh)d X asagidaki gibi

yazilrsa  sag  taraf ja”‘f(x)dqx—j““f(x)h(x)dqx—jb f(x)h(X)d,x
a a at+u

u =f vev =1-h olarak alimir ve yukaridaki ilk integrale Lemma 2.2.2

uygulanirsa asagidaki sonuca ulasilir:
Burada  g,e(q,1)icin tim qe(q,l)icin & e(a,a+ ) vardr ve

asagidaki esitlik saglanir:

a+u

[ H09(2=h(x))dyx = £(£) [ (1=h(x))d X 2.77)

f(x) azalan ve &£ <a+p oldugundan f(&)> f(a+ u)oldugu aciktir. qe(q,,1)

olsun. O zaman asagidaki esitsizlik yazilir:

a+u

j:“‘ f(X)(1-h(x))d x> f(@+ u) j (1-h(x))d,x (2.78)

atu

b
[ @-h0)dx=u= [ hO)dx = [h()dx=[""h(x)dx  oldugundan

asagidaki esitsizlik saglanir:

j f(x)(1—h(x))d,x > f (a+ ﬂ)j h(x)d,x (2.79)

a+u

Onceki esitsizlik ve f(x) fonksiyonu azalan ise sag taraf asagidaki gibi
olur:
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b
Sag taraf  f(a+u)[ h(dx— [ f(0u(x)d,x  dan daha biyik olup
a+u

a+u

= J.:w (f@+u)— F(x)Ph(X)d, X integrali alnacak ifade [a, b] araliginda

negatif olmadigi igin éyle bir al €(9,1) = (0,1) vardir ki tiim qe (6]1,1) icin

Sag taraf >0 olur. Sol taraftaki esitsizligi ispatlamak i¢cin asagidaki esitlik

g6z ontine alinir:
H()=1-h(x) ve A= [ H(x)d,t =b-a~ s (2.80)
Yukarida ispatlanan esitsizlik uygulanirsa,

jb fOOHX)d, x< [ F(x)d,x (2.81)

esitsizligini saglayan bir aze(O,l)varllg“l sonucuna varilr. Yani tiim

qe (az,l) ICin asagidaki esitsizlik saglanir:
[ f09d,x~ [ F(x)h(x)d,x<0 (2.82)
b-u a

Eger a= max{ E{l,az} oldugu gosterilirse o zaman esitsizligin her iki

yani  tiim QE((A], 1)igin saglamr. o —1 oldugunda bu esitsizlik iinlii

Steffensen esitsizligine indirgenir.

2.3. Ostrowski ve Ostrowski—Gruiss Tipi Integral
Esitsizlikler

Iki fonksiyonun ¢arpimiin integrali ile integrallerin ¢arpimi arasinda bir

baglant1 kuran integral esitsizlik, literatiirde Griis esitsizligi olarak bilinir.
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Griiss esitsizliginin klasik formu ilk kez G. Griiss tarafindan asagidaki sekilde

verilmigtir.

Teorem 2.3.1: ( Griiss esitsizligi) ¥ ,¢,y ve I sabit sayilar, [a,b]’ deki her x

icin ¥ <h(X)<T've W< f(x)<¢ olmak tzere f,h:[a,b]— R fonksiyonu

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu sartlar altinda asagidaki esitsizlik

saglanir:

b

1 1 1
So-—w) (I -y)> b_al OO — =5

T f(x)dx._T h()dx|  (2.83)

.1
Buradaki 2 katsayisi miimkiin olan en iyi sayidir ve daha kiigiik bir sayt ile
degismez.

Ostrowski 1938’ te asagidaki esitsizligi ispatladi.

Teorem 2.3.2: (Ostrowski esitsizligi) f :[a,b]—> R fonksiyonu [a, D]

araliginda siirekli, bu araligin i¢c noktalarinda diferensiyellenebilen bir

fonksiyon ve tirevi f':(a,b) >R, (a, b) i¢cinde suurl olsun. Eger
Vs e[a,b] icin ‘f’(S)‘ <N ise o zaman [a, b] araligindaki tiim S’ ler icin

asagidaki esitsizlik saglanir:

a+b,,
1 1 (x5
f(x)—Ejf(s)ds <N(b-a) ey (2.84)

o1
Buradaki Zkatsayzsz miimkiin olan en iyi sayidir ve daha kiiciik bir say:
ile degisemez(kesin say).

Ostrowski esitsizligi ile ilgili ilk genellestirme Milovanovic ve Pecaric

tarafindan yapilmistir. S.S. Dragomir ve S. Wang 1997 de birinci tiirevin iist ve

32



alt smirma baglh olarak asagidaki Ostrowski-Griiss tipi  esitsizligi

verdiler(Dragomir ve Wang, 1997).

Teorem 2.3.3: h:[a,b] > R fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli, bu araligin
ic  noktalarinda  diferensiyellenebilen  bir  fonksiyon  ve  tiirevi
vx e[a,b] icin y <h'(x) <T sartini saglasin. Bu durumda [a,b] araligindaki

tiim x’ ler i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

HCRIGEE (2.85)

h(x)-%(x—%”’j-éjh(s)ds

Cheng, asagidaki integral esitsizligi ispatlayarak Ostrowski-Griss

esitsizliginin genellestirilmesini verdi.

Teorem 2.3.4: [a, b] araliginda siirekli f :[a,b] — R fonksiyonu bu araligin
i¢c noktalarinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun ve tirevi
vxel[a,b]icin y < f'(X)<T sartim saglasin. Bu durumda [a,b]

araligindaki tiim x’ ler i¢in asagidaki esitsizlik saglanir[5]:

_ _ _ b _ 2 _ 2
lf(x)—(x b)f(b)-(x-a)f(a) 1 jf(t)dt < (x—a)" +(b—x) (F—7) (2.86)
2 2(b-a) b-a* -a)
s X sefa,x]
Ispar2.3.4: T'(X,9) :{ afx' ( ’b] integral ¢ekirdegini tanimlayalim:
S—T, Se(X,

Kismi integrasyon uygulanarak asagidaki esitlik elde edilir:

j:r(x, s)f '(s)ds = %[f (X)(b—a) + (x—a)f () - (x—b)f(b)] - j” fs)ds  (2.87)
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C=5+7/

b
olsun. Yukaridaki esitlik ve I I'(x,s)ds =0 oldugundan asagidaki
esitlik yvazilir:

J':F(x,s)[f'(s)—C]ds:%[—f(x)(a—b)—(a—x)f(a)+(b—x) f(b)]

b
—L f (s)ds (2.88)
Diger yandan asagidaki esitsizlikler yazilir:

Ub T(x, s)[f '(s) - C]ds

b
< [Q:’f‘,?,ﬂf (s)-C| j IC(x, 5)|ds (2.89)

Ayrica asagidaki iki esitsizlik vardir:

; o-7y
-Cl<
g lo-cl= e
2 2

j:|r(x, 5)|dt = (x-2) Z(b‘ X (2.91)

(2.89) ve (2.3.91) kullanilarak asagidaki esitsizlik yazilir:

_ 2 _ 2
jb‘r(x, s){f '(s)—%}dt < x=3) ;‘(b )" (5-4) (2.92)

(2.89) ve (2.92) beraber goz oniine alimirsa teoremin gosterdigi esitsizlik
ispatlanmis olur.

Ostrowski —Griiss tipi ilk esitsizlik daha sonra Matic, Pecaric, Ujevic,
Alomari, Liu ve Sarikaya tarafindan genellestirilip ilerletilmistir. Dragomir ve
Wang birinci tlirevin iist ve alt smirlan tiiriinden asagidaki Ostrowski tipi

esitsizligi ispatladilar.

Teorem 2.3.5: f :[a,b] > R fonksiyonu /a, b] kapali araliginda siirekli , bu

araligin i¢ noktalarinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve tiirevi
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vy ela,b] icin y < f'(y)<Tsartimi  saglasin. Bu durumda [a, b]

araligindaki tiim y’ ler i¢in asagidaki esitsizlik saglanir[9]:

f(b) - f(a)

a+b
) j(y—T)‘ 299

Lo-axr-y> f(y)—ﬁ!f(t)dt—(

Yukaridaki teoreme benzer sekilde ikinci tlirevin iist ve alt sinirlart

tiirtinden asagidaki esitsizligi ispatladilar.

Teorem 2.3.6: Varsayalim ki; [a, bl  kapali araliginda siirekli bir

f :[a,b] > R fonksiyonu, bu araligin i¢ noktalarinda ikinci mertebeden
diferensiyellenebilir  bir fonksiyon ve Vxe[a,b]icin ikinci tlrevi

y<f"(X)<T saglasin. Bu durumda [a, b] araligindaki tim X’ ler icin

asagidaki esitsizlik saglanir[9]:

24 2 2 b-a b-a

a

‘f(x)—(x—aTerj f '(x)+[(b‘a)2 +£(x—a+b)2} rh)-f@)_ 1 if(s)ds

a+b

s%(r—y)[é(b—a) x-222 (2.94)

Teorem 2.3.7: Kabul edelim ki; [a,b] — R Uzerinde tanimli bir g fonksiyonu
|g(t) - g(S)| < N.|t - S| kosulunu gerceklensin. Diger bir deyisle Lipschitz

kosulunu saglasin. VX €[a, 2 ; b] icin asagidaki esitsizlik saglamir[15].
‘— 3a+b
909 +g@arb-x) 1 jbg(t)dt <N(b-a)| s 4 y (2.95)
| 2 bh—a-a 8 b-a
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1 - N
— sayist bu kosullar icinde en iyi sayidir. Daha kiigiik bir sayr mimkin
degildir.

Sonug 2.3.1: Kabul edelim ki; a,f€l, a < f olacak sekilde g:1 < R — R
fonksiyonu mutlak stirekli bir fonksiyon ve g* € L[«, 8] olsun. Bu durumda

s—a se[a.é]
p(£5)={s- 225 Se(éatf-£) (2.96)
s—p Se(atf-Ep)

Yukanidaki par¢ali fonksiyon kullanilarak, Vﬁe[a,aJr'B } icin asagidaki

esitlik elde edilir[8]:

(O fasf-8) 1 o o 1 |
2 Tl s = e sy 297)

2.4. Cauchy-Khinchin Integral Esitsizligi
Xy, X, reel sayilari i¢in klasik Cauchy esitsizligi asagidaki sekilde yazilir:

O x)2=md % (2.98)

Bu esitsizlik yillar boyunca bir¢ok yoldan genellestirilmistir.

Teorem 2.4.1. Cauchy Eyitsizligi:
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Kabul edelim ki; L, gerekli kosullari saglayan reel degerli bir
f : E — Rlineer fonksiyonlar simnifi A ve B,

L Gzerinde lineer izotonik fonksiyonel ve f, g, fg, 2 g% ¢ L olsun. O zaman

asagidaki esitsizlik saglanir:

A(f2) < A(f?)A(g?) (2.99)

Teorem 2.4.2. ki Fonksiyonel Icin Cauchy Esitsizligi: L, gerekli kosullar:
saglayan reel degerli bir L : E — R lineer fonksiyonlar sinifi A ve B,
L wizerinde lineer izotonik fonksiyoneller ve f, g, fg, f 2, g? ¢ L olsun. O zaman

asagidaki esitsizlik saglanir:

A(F?)B(g%) + A(g?)B(f?) > 2A(fg)B(fg) (2.100)

Ispat 242: [f(X)g(z)- f(z2)g(X)]?> =0 esitsizliginin sol yam acilip

dizenlenir:

F2(x)g%(z)+ F2(2) g2 () = 2f(x)g(z) f(2)g(x) (2.101)

esitsizliginde x’ e gore fonksiyonel A da kullanarak ve A’ min izotonikligini ve

lineerligini kullanarak asagidaki esitsizlik yazilir:

9%(z)A(F2)+ F2(z) A(@?) > 29(z)f(z) Afg) (2.102)

7

Yukanidaki  esitsizlikte 7’ ye g0re A fonksiyoneli kullanilirsa
ispatlanmast istenen egitsizlik elde edilir.
Khinchin sayilar teorisi iizerine yaptigi c¢alismalarda klasik Cauchy

esitsizliginin bir genellestirilmesi olan Khinchin esitsizligini ispatladi.

37



Teorem 2.4.3 Khinchin Esitsizligi: 0’ lar ve 1’ lerden olusan, satir toplamlart
L (L<i<m) ve siitun toplamlar: ¢; (1< j<n) olan ve tiim girdilerin toplam
o olan mxn tiiriindeki bir matris ise, o zaman (¢ =max{m,n}olmak Uzere

asagidaki esitsizlik saglanir:

0 i+ cf<o’+ o (2.103)
i=1

J
i=1

Cauchy ve Khinchin esitsizliklerinin ortak bir genellemesi 1998 de Van

Dam tarafindan verilmistir.

Teorem 2.4.4: mxn tipinde bir reel matris X =(x;;) olsun. O zaman

n

mi[_n X”J +ni(ixij)s(i n xijj +mni X; (2.104)

i=1 i=1 =1l i=1 j=1 i=1l j=1

olmast igin gerek ve yeter kosul X;=Y;+Z; esitsizliginin bazi y ve z reel

vektorleri igin ve bazi i ve j i¢in saglanmasidir.
Van Dam ‘in ispatladigi yukaridaki teorem Cauchy esitsizliginin bir
genellestirmesidir. Soyle ki;

Eger X matrisini asagidaki gibi bir mx2 matrisi olarak alirsak,

X=|: (2.105)

O zaman (2.103) esitsizligi Cauchy esitsizligine indirgenir. Diger
yandan eger X matrisi 0’ lar ve 1'ler den olusan, satirlar toplami 1, (1<i1<m)

ve siitunlar toplami ¢; (1< j<n) olan ve tiim girdilerin toplami o olan bir

mxn matrisi ise o zaman van Dam’in teoremi asagidaki esitsizlige indirgenir:
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mY r*+n) c’<c’+mno (2.106)
i=1 i=1
Bu esitsizlik (2.103) ile verilen Khinchin esitsizliginin bir ilerletilmis

genel halidir[29].
2.5. Young Tipi Integral Esitsizlik

Young 1912’ de asagidaki integral esitsizligi verdi.

Tanim 2.5.1: Young integral esitsizligi
g :[0,00) — [0,0) her hangi bir reel degerli fonksiyonu f(0)=0 kosulunu [0,0)
tizerinde kesin artan kosulunu saglayan saglayan bir fonksiyondur. Bu ()

fonksiyonu

ap <[ g(t)dt+ [ g (y)dy (2.107)

esitsizligini tim «,f €[0,0)i¢in ancak ve yanhz p = f(a)olmak Uzere
saglar.

Bu esitsizlik Hardy, Littlewood ve Polya’ nin eserlerinde yer aldi ancak
analitik ispat1 1970’ de Diaz ve Metcalf tarafindan verildi[7].

Young integral esitsizliginde f(s)=s"" ve q= %

alinarak Young esitsizligi olarak bilinen asagidaki esitsizlik elde edilir:
p p
B AN A S PR (2.108)
k g k g
Merkle, Young integral esitsizliginin {ist sinirin1 asagidaki gibi verdi:

af <[ g(t)dt+ [ g*(y)dy <max{ag(a) fg ()} (2.109)
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Bu esitsizlik Minguzzi tarafindan gelistirilip asagidaki sekilde formule
edildi[31]:

0< jl f(t)dt+ j; f2(y)dy —ab+ a8, <—( f *(b)-a)(f(a)-b) (2.110)

Bu esitsizlikte Young integral esitsizliginin hipotezi korunurken f(0) =0

yerine f(«, )=, kosulu yerlestirildi.
2.6. Hardy Tipi Integral Esitsizlik

Ayrik Hardy esitsizligi asagidaki gibidir:
m > 1 ve {a, }° negatif olmayan bir reel say1 dizisi ise asagidaki

esitsizlik saglanir:

:

n=1

S|

n m m m oo
akJ < ( J ap' (2.111)
1

k= m-1) 33

Integral esitsizligi olarak verilen siirekli esitsizlik ise su sekilde ifade

edilir. Eger m > 1 ve f Dbir negatif olmayan, (0,00 tizerinde m kez turetilebilen
fonksiyon ise o zaman f , (O,X) uzerinde her x igin integrallenebilir ve

asagidaki esitsizlik saglanir:

m
m-1

Jgo(%fox f(t)dt)Mdx < (——)™ [ " ()" 2.113)

Burada m >1, x >0, f fonksiyonu 6lculebilir bir fonksiyon ve (ll)m
m —

sabiti en mimkun sabittir.

G.H. Hardy tarafindan 1920’ de verilen bu integral esitsizlik daha sonra
1925’ te Hardy tarafindan ispatlandi. Hardy kendi adiyla anilan iinlii esitsizligi
asagidaki sekilde formiile edip ispatlamisti.
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Teorem 2.6.1: Varsayalim ki; m> 1 ve h negatif olmayan, (0,c0) tizerinde m

kez turetilebilen bir fonksiyon olsun.

- - X
O zaman her x>0 icin H(x) = _[0 h(t)dt < o ve asagidaki esitsizlik saglanir:

® H(X) m m 00
Jo (Tj dxg(m)mjo h™(x )dx (2.114)

Ispat 2.6.1: Kismi integrasyon ve dldx HX )™ = mHX)™Yx) ozdesligi
kullanilarak 0 < a < A< o araligindaki keyfi o ve A icin asagidaki esitlik

yazilir:

jA(H(X)jm dx = -ﬁjﬁHm(x)j—x(xbm Jax

a X
al—m Al—m 1 (A4 d

= H(a)™ - H(A)m+—_[ XM = (H™(x))dx (2.115)
m-1 m-1 m-1'a dx

4 m A(HOO\M?
sf‘n_lH(a)Mm_lja( - j (X )l

Integral formda Holder esitsizligi kullamlirsa asagidaki esitsizlik elde

edilir:

A(H(x)\" ™ A Y H(x)\" (m=nim
[ (Tj h(x)dsta hm(x)dx) U (—] dx] (2.117)

a a X

a < B < A olacak sekilde bir psegilerek ve onceki iki esitsizligi H(X)

yerine H(x)—H(«a) ’ ya uygulayarak asagidaki esitsizlik elde edilir:

J-A(H(x)—H(a)jmdxg mle(H(x)—H(a)jm_lh(x)dx

a X m-1Ja X
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(m=1)/m

< m1Ujh(x)mdxj”mUA[—H(X)‘H<“)jmde (2.118)

S m- a X

Bunun sonucunda asagidaki esitsizlik elde edilir:

m 1/m m
U:(Mj dx] g%(f{jh(x)mdx)u (2.119)

Veya asagidaki sekilde de yazilir:

X

1/m
H —H m - " 1/m
U;(Mj dx} Sﬁ(.'.o h(x) dx) (2.120)

Bu esitsizlikte once a — 0" igin limit alimirsa H(x)-H(a)— H(X)

yakinsar. Sonra A — o ve [ — 0" icin limit alimrsa ispat tamamlanmis olur.

2.7. Jensen Tipi Integral Esitsizlik

Ayrik Jensen esitsizligi asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 2.7.1: f:l <R — Rfonksiyonu | Uzerinde bir konveks fonksiyon

n
olsun. Eger i=1,2,...,n igin tim x 1 ve o, 20 ve 1=Zi:105i ise 0 zaman

asagidaki esitsizlik saglanir:

f(zn:aixi )< Zn:ai f(x. ) (2.122)

Eger [ konkayv ise o zaman bu esitsizlik tersine doner.
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Ispat 2.7.1: Tiimevarim kullanarak ispat asagidaki gibi yapilir:
n = 1 i¢in esitsizlik dogrudur. n = k i¢in dogru olsun, n = k+1 igin

dogrulugunu  ispatlamaliyiz.  1=12,.n+liken o+, +..+a, +a,,, =1

olacagindan en az bir tane o sayist 1’ den kiigiiktiir. o, <1 olsun.

a, Q, a,
u= X, + X, + ...t X, olsun.
1 - ak+l 1 - cxk-v—l l - ak+1
a a a,
L4 2 4.+ k =1 ve
1 - ak+l 1 - ak+l 1 - ak+l

X + Xy + ot X+ A Ky = (1= U+, %, Olur.

f konveks oldugundan asagidaki esitsizlik vardir:

f((1- o )ut o X, ) S (-, ) F(U) + o, T X)) (2.123)

Tiimevarimin hipotezinden asagidaki esitlik yazilir:

a, a

(X )+ —22— f(X,)+..t

ak +1 ak +1 - ak +1

f(u)=1 f(x,) (2.124)

(2.123) ve (2.124) esitsizliklerinden n= k+1 icin esitsizligin yazilist elde edilir:
flaX + X+t X, ) S f(x)+a,f(x)+. . .+a., f(x.,) (2.125)

N = k igin dogru olan esitsizligin n = k+1 igin de dogru oldugu, béylelikle
herhangi bir tam pozitif say1 igin dogru olacagi ispatlanmis olur.

Jensen esitsizliginin integral formu asagidaki sekilde verilir[32].

Teorem2.7.2: ¢ : | < R — R fonksiyonu bir konveks fonksiyon ve h:[0,1] — I

stirekli bir fonksiyon olsun. O zaman I:¢(h( X))dx > ¢ I: h( x)dx) esitsizligi

yvazilir.
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Eger ¢ kesin konveks ise o zaman yukaridaki esitsizlik kesindir. Eger ¢
konkav ise o zaman bu esitsizlik tersine doner.

Konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizligi matematigin analiz ve
istatistik dallar1 basta olmak iizere genis uygulamalari olmasi nedeniyle en
onemli esitsizliklerdendir. Lazhar Bougoffa Jensen esitsizligini ve h

fonksiyonunun konveksligini kullanarak asagidaki esitsizligi ispatladi.

Teorem 2.7.3: f bir konveks fonksiyon ve X1, X2, ..., Xp bu fonksiyonun tanim

kiimesine ait elemanlar ise o zaman asagidaki esitsizlik saglanir:

P X; + X5 + .t X - Xq_1 + X
Zf(xj)—f[ 177 pjz P 1{f("1+"2)+...+f(u) (2.126)
0 p p 2 2

1966’ da Polyak kesin konveks ve kesin quasi- konveks fonksiyonlarin
tamimin1 vermistir. Bu fonksiyonlar optimizasyon teorisinde ve matematiksel
ekonomide énemli bir rol oynar. Unlii Jensen’nin disbiikey fonksiyonlar igin
integral esitsizliginin tersini vermek amaciyla, 2002’ de Dragomir asagidaki

sonucu elde etti.

Teorem  2.7.4: @of , f, @'of, (@'of ).f el (2,u)0lmak  {zere

@ :[m,M]c R — Rfonksiyonu (m, M ) de diferansiyellebilir bir konveks
fonksiyon ve f :2 —[m,M]olsun. Burada w=>0 ve (2 {zerinde hemen

her u icin IQ wd uz =1 dir. O zaman asagidaki esitsizlik saglanir.
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Os_[g(@of )wdy-qb[j f Wd,uj

< oof Yfwdu—|(@'of)wdu|w fd
[ (@0of)fwdyu £( ) ui “| 2127

du

w|f - fwdu
0

Yukaridaki esitsizlikte eger,
w(2)<oovedof, f, @of, (@'of ).f eL(2,u) ise o zaman asagidaki

esitsizlik saglanr.

1
(Q)j (dof Ydu-— cp[ (Q)£fwdﬂJ

1
F)dy ——[w fd
)”ygj a (2.128)

1
D'(M)-@ i
FLon-om] ]

f——jfwdy du

m(£2)3

Dragomir, bu esitsizlikleri kullanarak integral esitsizliginin tersini veren

Teorem (2.7.4)’ in kosullarinda asagidaki esitsizlik dizisini verdi:

Oéfg(cbof)wdy—@[jfwdy]

sjﬂ(@'of) fwd g — [ (" of Ywd e fwd e

S%[QD'(M )—cD'(m)]IQ‘f —Igwfdy wd 4

(2.129)

s%[@'(M )—@'(m)]“g fzwdy—(_[g fwdy)z}z

s%[q)'(M)—QD'(m)](M—m)
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Yukaridaki esitsizlik dizisinde ilk, ikinci ve son terim pozitif lineer
fonksiyonellerin genel durumu igin 2001’ de Dragomir tarafindan ispatlandi.
Ik esitsizligin bir genellestirilmesi olarak Nikodem ve arkadaslari kesin
konveks fonksiyonlar iizerine Jensen esitsizligini asagidaki gibi gelistirip

6nemli sonuclar elde ettiler.

Teorem 2.7.5: (A,X,,u) bir olasilik él¢ii uzayr ve ¥ :1 — R moduli ¢ olan

kesin konveks fonksiyon olsun. Varsayalim ki¢: A — | Lebesgue anlaminda

integallenebilir bir fonksiyon ve 6 = L ¢d polsun,

O zaman asagidaki integral esitsizligi saglanir:
OSL5"(¢)dy—¥’(§)—CL(¢—5)Zdy (2.130)

2.8. Gauss-Winckler Tipi Integral Esitsizlik

Varsayallm ki f :(0,00) - [0,00) bir artmayan fonksiyon ve
Igo f(x)dx =1olsun. Gauss-Winckler esitsizligi olasilik teorisinde momentler

i¢in bir karsilastirma teoremidir.

M (f):= L:Oxpf(x)dx (p>-1) (2.131)

1821’ de Gauss ispatin1 vermeden asagidaki esitsizligi 6ne siirdii:

[3M, ()] <5M4(f) (2.132)

1866’ da Winckler 0<r < s olmak iizere agsagidaki genellestirmeyi sundu:

[(L+ )M )Y <[(1+s)M (£

(2.133)

Winckler’in ispat1 yetersiz bulundu, 1896’ da Kriiger bu esitsizligi s = 2r

ve belirli baz1 durumlar igin ispatladi. Bu esitsizligin tiim pozitif r ve s i¢in ilk
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ispatt Feber tarafindan verildi. Daha sonra von Mises -1 < r < s ve f

fonksiyonunun (0,c0) iizerinde siirekli tiiretilebilir olmasi durumunda yeni bir
ispat verdi. Beesack bu metodu gelistirerek 0 <r <'s ve f fonksiyonunun (0,0)

tizerinde stirekli olmas1 durumunda bir ispat verdi.
2.9. Hilbert Tipi Integral Esitsizlik

Klasik Hilbert integral esitsizligi asagidaki gibidir.

f ve g fonksiyonlar1 i¢in f,g e LZ[O,oo) olsun. O zaman asagidaki esitsizlik

saglanir:
« 1 1(9)9(2) S A,
N N O N O (2.134)

Bu esitsizlikte 7 mumkin olan en iyi sabittir.
Bu esitsizlik Hardy- Riesz tarafindan 1925° te asagidaki gibi
genellestirildi ve bazi sonuglar elde edildi[25]:

2(% ¢2 ot f(8) 2
>
T IO f (S)ds_jo (-[O mdS) dZ (2135)
Bu esitsizlikte 72 miimkiin olan en iyi sabittir.

Sonug¢ 2.9.1: Kabul edelim ki; f ve h negatif olmayan fonksiyonlar: icin
1 1 o %

—+—=1 ( k m

=1 olmak zere 0<j0 fX(x)dx <o ve 0<j0 h™(x)dx < oo olsun.

O zaman asagidaki esitsizlik saglanir:

00 (o0 © 1k m
N) %hsy)dxdysmsc(%juo fk(x)dxj [, (hm(y)dy)l/ (2.136)

Burada 7 csc(z / k) sabit carpan1 miimkiin en iyi sayidir. K =m = 2 igin

bu esitsizlik Hilbert esitsizligine indirgenir. Son yillarda yapilan ¢aligmalarla
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bu esitsizlige bir¢ok genellestirmeler verilmistir. Lie ve arkadaglar1 asagidaki

Hardy-Hilbert tipi esitsizligi ispatladilar:

[ f(s)a(t) detSCU;Ofz(s)ds)l/z(jgogz(t)dtjllz o137

070 s+t+max{s,t}

Burada sabit ¢arpan c = \/E(ﬂ' ~2-tan™? \/5) =1,7408...mimkiln olan
en iyi sayidur.

Y. Li, Y. Qian, ve B. He asagidaki sonucu elde ettiler:
Eger f ve g negatif olmayan fonksiyonlar, I(:o f2( SYs<ow ve

a0
IO gZ(S)dS <00 jse o zaman asagidaki esitsizlik en iyi sabit 4 olmak iizere

gergeklenir:

oo |INS—Int . 2 "
Jo Jo s+|t+max|5|_t|f(5)g(t)dsdt£4UO fz(s)dsj [ (g*0dt)" " (21398)

2.10. Hermite-Hadamard Tipi Integral Esitsizlik

22 Kasim 1881’ de Hermite(1822-1901) journal Mathesis’ e bir mektup
gonderdi. Bu mektubun bir 6zeti Mathesis 3 (1883, S.82) de basildi.
Hermite mektubunda R iizerinde tanimli herhangi bir f konveks fonksiyonu

Icin o, €R ve a < B olmak lizere

(ﬂ—a)f(a;ﬂ)gff(x)dxg(ﬂ—a)w (2.139)

1 .
esitsizligini yazmus, bu esitsizligin - f(S) = s ,a=0ve f=s icin
+

asagidaki sekilde olacagini belirtmisti:
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s s
S— <log(1+s)<s-—
2+S 2(1+5s)

(2.140)

Hermite’ nin bu kisa notundan ne ilgingtir ki matematik literatiiriinde
bahsedilmedi ve bu esitsizlik Hermite 'nin sonucu olarak bilinmedi. Kompleks
fonksiyonlarin tarihi ve teorisi iizerine uzman olan Beckenbach, bu esitsizligin
1893’te Hadamard tarafindan ispatlandigini yazdi ve bunun Hermite’nin bir

sonucu oldugundan bahsetmedi.

Teorem 2.10.1: | kimesi R ’de bir aralik, o ve S bu aralikta iki sabit ve

a< B olmak Uzere g:1 <R -—> R seklinde konveks g fonksiyonlar

asagidaki esitsizligi saglar[18]:

g(“;ﬁ)s

1 f o(s)ds < I+ 9(B) (2.141)
| 2

B

Ispat  2.10.1: g, I iizerinde konveks oldugundan (a,b) Uzerinde siirekli ve
[a,blaraliginda  sumirlidir. Bu nedenle @,  aralikta integrallenebilirdir.
Konvekslik geregi Vs €[0,1] icin g(sa+(1-s)b) < sg(a) + (1-s)g(b)

esitsizligi vardir. Bu esitsizlik [0,1]” de s’ ye gore integrali alinir.

1 1
jg(sa+(1—s)bdssj(sg(a)+(1—s)g(b))d s
0 0

- f(a)Jl'sds+ f(b)j‘(l—s)ds:w (2.142)

elde edilir. Bu Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafidr.

Diger yandan g, I iizerinde konveks oldugundan t € [0,1] i¢in
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a+b, sa+(l-s)b (1-s)a+sb
g( 5 )=9( 5 + 5

)

s%[g(sa+(1-s)b)+ 9((1-5)a+sb)] (2.143)

bulunur. Bu ifadenin iki tarafi [0,1] iizerinden t’ye gére integrallenirse

a+b

a( )<= [jg(sa+(1 s)b+g(l-s)a+sb)]ds

= %[jg(sa+(1—s)b)ds+Jl‘g((1—s)a+sb)ds] (2.144)

elde edilir. Bu ifadede sag taraftaki ikinci integralde 1-S = t yazilirsa

a+b

g( )<= [jg(sa+(1 s)b)ds+jg(ta+(1 t)b)dt]

j (ta+(1-t)b)dt (2.145)

elde edilir. Bu da Hermite esitsizliginin sol tarafidr. (2.144) ve (2.145)
esitliklerinden asagidaki esitsizlik yazilir:

a+b

j (ta+(1—t)b)dt£w (2.146)

Bu egitsizlikte ta + (1-1)b = x degisken doniisiimii yapilirsa

a+b
2

w (2.147)

1 b
s—jg(x)dts
_aa

Bu sonug esitsizligin ispatini tamamlar.
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Bu esitsizlik bugilin genellikle Hermite- Hadamard (H-H) olarak
bilinmektedir.

Lemma 2.10.1: Kabul edelim ki; f, g:[a,b] — R fonksiyonlar: i¢in asagidaki

durumlar denktir:

) [, g fonksiyonlart [a,b] araliginda konvekstir.

i) vx,y €[a,b] icin f,(s)= f(sx+(1-s)y) veya f((1-s)x+sy),
9,(s)=g(sx+(@-s)y) veya g((1-s)x+sy) seklinde tammlanan
f,,0,:[0,1] — R fonksiyonlar: [0,1] iizerinde konvekstir[42].

Fejer (1880-1959) trigonometrik polinomlar iizerine 1906’ da yaptigi
caligmasinda Hermite’ nin esitsizliginin genellestirilmesi olan esitsizlikler elde
etti fakat Hermite’nin calismasi yine taninmadi. Fejer’ in sonucu asagidaki

teorem ile verilir[8].

Teorem 2.10.2: f, bir (a, b) araliginda konveks bir fonksiyon, h, bu aralikta

b
pozitif bir fonksiyon olmak tzere I f (X)h(X)dX integralini diigiinelim. Oyle ki
1 y
0<t< E(a+ b)olmak tzere:

h(a+1t) = h(b—1), (2.148)

Bu kosullar altinda asagidaki esitsizlikler gegerli olur:

f (aTer).T h(x)dx < ji f (xX)h(x)dx < MT h(x)dx (2.149)

Bu esitsizlik X € (a,b) ve h(x)=1 i¢in Hermite esitsizligini verir. Bu
nedenle Hermite’nin (2.139) de elde ettigi bir fonksiyonun (a, b) araliginda

konveks olmasi i¢in verdigi gerek ve yeter sarti veren Onemli sonucun



matematik literatiiriinde ona hak ettigi bir kredi getirmesini perdeledi. Jensen

1905, 1906 yillarinda f( ¢ ; ° )< fe) Z (o) esitsizligini kullanarak

konveks fonksiyonlar1 ( J-konveks fonksiyonlar) tanimladi. Konveks
fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler bir ¢ok yazar tarafindan

ele alinmistir. Bu esitsizliklerden bazilar1 agagida verilmistir.

Teorem 2.10.3: f ve h reel degerli, negatif olmayan ve [a,b] iizerinde konveks
fonksiyonlar olsun K(a,b) = f(a)h(a)+f(b)h(b) ve T(a,b) = f(a)h(b)+f(b)h(a)

olmak iizere asagidaki esitsizlikler saglanir:

i) bflaj f(x)h(x)dx s%K(a,b)+%T(a,b)

i) 2f(a;b)h(a;b)s bfai f(x)h(x)dx+%K(a,b)+%T(a,b)

a

Hermite-Hadamard esitsizliginin bir diger genellestirilmesi Vasic ve

Lakovic(1974, 1976) ve Lupas(1976) da verilmistir.

Teorem 2.10.4: Kabul edelim ki; k ve | pozitif sayilar ve a,<a<b<b,

ka+1b
+1

fonksiyonlar icin asagidaki esitsizlikler saglanir:

verilsin. A=

, ¥y>0,ve f:la,b]—>R seklindeki tim konveks

A+y
f(ka+lb)£ij~ f(t)dtgw (2.150)
K+1 2y K+1
A-y
b-a .
y <——min{k,l} (2.151)
k+1
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Sonug 2.10.1:

I. 2.10.4 esitsizligi  konveks fonksiyonlar esitsizliginin  taniminin
gelistirilmisi olarak kabul edilebilir.
ii. k=1=1vey = (b-a)/2 icgin (2.145) esitsizligi Hermite — Hadamard
esitsizligini verir.
Teorem (2.10.4)’ in pozitif linecer fonksiyonellere genellestirmeleri

Pecaric ve Beesack tarafindan asagidaki teoremlerle 1986’ da verilmistir.

Teorem2.10.5: —oo<m< M <o olmak lzere | > [m,M] araliginda siirekli
konveks bir fonksiyon f olsun. Farzedelim ki h:E — Rfonksiyonu her
teE , hel ve f(h)eLicin m<h(t)<M esitsizligini saglasin. A(l1) = 1
olmak tizere A:L — R bir izotonik lineer fonksiyonel ve p = pg , g = qg negatif

pm+gM

olmayan reel sayilart (p + q > 0 ) icin A(h)= olsun. O zaman

asagidaki esitsizlikler saglanr [41] :

pPmAM Y creny) < PHM)+af(M)
+

(2.152)
p+q

Teorem 2.10.6: Farz edelim ki; L bos olmayan bir E kiimesinde asagidaki

sartlart saglasin:

(L) f,helLve her a,beR icin af +bhel

(Ly) el yani eger te E icin f(t)=1ise f €L dir;

(L) feLEpeAise fCg el;

ve g,helile f(g),f(h)eLl iken f fonksiyonu I aralhiginda siirekli konveks

fonksiyon olsun. L tizerindeki A, B izotonik lineer fonksiyonlart i¢in
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A(l) = B(1) = 1 olsun. Eger A(h) = B(g), E;e€ A, E, =E—E; olmak lzere
A(CE1)> 0 ve A(CE2 )>0  saglamyorsa ve eger asagidaki esitsizlikler

tim t € E i¢in saglasin:

A(hCg, ) A(NCg, )
——<f <——=— 2.153
ACe) - 9% ac,) (2159
O zaman asagidaki esitsizlik saglanir.
fCACh))<B((f)(g))<A(f(h)) (2.154)

(2.154) esitsizligi Jessen esitsizliginin daha gelismisidir ve aymi
zamanda Vasic, Lacovic ve Maksimovic’ in 1980° de elde ettikleri esitsizligin

bir genellestirilmesidir.

Teorem 2.10.7. Izotonik Lineer Fonksiyoneller I¢in H-H Eyitsizligi:
Kabul edelim ki; L, bir bos olmayan E kiimesi iizerinde L1 ve L»

sartlarint saglasin ve ¢ fonksiyonu | — R iizerinde konveks olsun. Eger A,
A(g)=J.E gd 2 iken A(1) = 1 olmak Uzere herhangi bir izotonik fonksiyonel

ise 0 zaman gel, iken ¢(g)eLolan tim g’ ler icin, A(g)el dir ve

asagidaki esitsizlik saglanir[42]:

#(A(9)) < A(4(9)) (2.155)

Teorem 2.10.8: Kabul edelim ki; f :C < X — Rfonksiyonu C Uzerinde
konveks bir fonksiyon, L, (L1) ve (L2) kosullarini; B, (A1) ve (A2 ) kosullarint

saglasin ve C iginde verilen x, y igin gx’yOheLolmak Uzere hel,

h:E — Rolsun. Eger B(1) =1 ise o zaman asagidaki esitsizlik vardir:
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f(B(h)x+(1—B(h))y) < B[ f (hx+(1—h)y]
<B(h)f(x)+(1-B(h))f(y) (2.156)

Ispat  2.10.8:  Verilen gy, :[01] >R, gy (s):=f(sx+(1-s)y)
eslemesini distinelim. gy, [0,1] Uzerinde konvekstir. Butin te Eigin

asagidaki esitlik saglanir:
9,y (h(®)-1+(1-h(t).0) <h(t)gy (1) +(1-h(1))gy ,(0) (2.157)

Bu esitsizlik asagidaki esitsizligi gerektirir:

B(gyy (M) <B(h)gyy(1)+(1-B(h))gy,(0) (2.158)

Yani,
B[ f(hx+(1-h)y)] <B(h)f(x)+(1-B(h)) f(y) (2.159)

Diger yandan Jessen esitsizligi Qyy icin uygulamrsa asagidaki
esitsizlige ulagilir:

Oxy(B(h))<B(gxy(h)) (2.160)

Bu esitsizlik asagidaki esitsizligi verir ve ispat tamamlanir:

f(B(h)x+(1—B(h))y) < B[ f(hx+(1—h)y] (2.161)
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3. UYGULAMALAR

3.1. Zaman Olceklerinde Wirtinger ve Hardy
esitsizlikleri

Zaman Olgekleri teorisi ilk defa Stefan Hilger tarafindan 1988 de
verdigi doktora tezinde bahsedildi. O giinden sonra bir¢cok yazar zaman
Olceklerinde dinamik denklemler ve dinamik esitsizliklerin c¢esitli yonleri
izerine ¢aligmalar yaptilar. R reel sayilar kiimesinin alt kiimelerinden kapali
olan herhangi birine zaman 6lgegi denir ve T ile gosterilir.

Ileri sigrama operatorii te Tigin o : T > T

o(t)=inf{seT: s>t} (3.1)
Geri sigrama operatorii teTicin p: T > T

p(t)=sup{seT: s<t} (3.2)

Cra ile rd sag yogun surekli fonksiyonlar, % ile tim regressif ve rd sag

yogun surekli fonksiyonlar: gosterilir. Hardy 1920° de ispatin1 vermeden Gnli

1 -1

Hardy esitsizligini (2.6.1) ile vermisti. Hardy esitsizligi f(x) = h( xl_B )x?
doniistimiiyle asagidaki gibi yazilabilir[20]:

J.:(%joxh(t)dt)pd%sI;th(x)dyx (3.3)

Bu esitsizlik Jensen esitsizligi ve Fubini teorem kullanilarak kolayca
ispatlanabilir. Son zamanlarda yaptig1 ¢alismada Rehak, Hardy esitsizliginin
zaman Ol¢egindeki versiyonunun yazilmasinda asagidaki sonucu elde ederek

onculik etti:
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( J [ oamx= [ i ()X)a) AX (3.4)

Buradak >1, F(x)= J.OX f(x)At ve f negatif olmayan bir fonksiyondur.

Ozkan ve Yildirim birgok fonksiyonlar iceren zaman dlgekli Hardy esitsizligini

verdi.

Teorem 3.1.1: a>0ve f,f,,..,f,, neZ" negatif olmayan integre

edilebilir fonksiyonlar ve k=1,2,3,...,n olsun. Fk(x):#'[X f (t)At
o(x)—a-a

ile tanimlayalim.

O zaman asagidaki esitsizlik ger¢eklenir[36]:

P

p n ;
(p 1)" Lnkl k(x)j I (Eﬁ"(x)J X (3.5)

Ayni ¢aligmada zaman 6lceginde Hardy-Knopp tipi integral esitsizligi
asagidaki gibi verdiler.

Teorem 3.1.2: Eger ueC,([a,b),R)bir negatif olmayan fonksiyon 6yleki

delta integral L (x — a)lz(a)zz() a)

asagidaki gibi tanimli olsun:

AX sonlu bir sayr olarak mevcut ve v

e (P u(x)
v(t) = (t a)jt (X_a)(g(x)_a)Ax,te[a,b) (3.6)

c,d € R olmak Uzere eger ¢:(c,d) > Rsiirekli ve konveks ise asagidaki

esitsizlik f(x) € (c,d) olmak uzere tim f € C,, ([a,b),R)i¢in saglanir[36]:

57



j;u(x)¢(;j"‘x’ f(t)AtJ < Puxg( f(X))XA—_Xa (3.7)

(o(x)—a’a X—a

Teorem 3.1.3 Wirtinger Esitsizligi[19]:
Klasik Wirtinger esitsizligi y(a) = 0 ve y(b) = 0 kosuluna uyan her

y € CX([a,b]) icin asagidaki gibi verilir:

2
D0yt de= [ y?(tyde (3.8)

Beesack bu esitsizligi genisletti ve asagidaki esitsizligi y(a) = 0 ve y(b) =

0 kosuluna uyan her y € C*([a,b]) icin ispatladi[2]:

4
(o) a2y (39)

Beesack ayrica asagidaki esitsizligi y(0) = y(n) = 0 kosuluna uyan her
y e C}([0,7]) icin ispatladi[2].

TG 2k -1 ™ ..
J.o (y(t)) dt=> - Io y2(t)dt , k >1 icin (3.10)
T

Agarwal ve Pang 1995’ te asagidaki esitsizligi y(0) = y(r) = 0 kosuluna
uyan her y e C}([0,7]) i¢in ispatlad:

P, 2k 2 (2k -1)
Io(y(t)) dtZ(2k+1) 2%

jg’ y2(t)dt , k=1 igin (3.11)
=" 2

2

Brnetic ve Pecaric 1988 de asagidaki esitsizligi y(0) = y(xm) = 0

kosuluna uyan her 'y € C([0,7]) icin ispatladi:
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j y2(t)dt , k >1 igin (3.12)

[, (v ) d

2k|(k)

dt
(tl 2k +(1 t)l 2k)

Burada: I(k)= I

Hilton ve Lewis Wirtinger esitsizligini genisletti ve ispatinda Schwarz
esitsizligini kullandi ve herhangi bir pozitif M e Ct([a,b])ve M'(t)#0,

y € C%([a,b]), ve y(a) = y(b) = 0 kosuluna uyan asagidaki esitsizligi ispatladi:

b M (t) ' 2 1¢b, )
I |M (t)|(y (1)) dtZZLJM (t)|y (t)dt (3.13)

Pena, 1999 da yukaridaki esitsizligin ayrik analogunu kurdu ve
asagidaki sonucu ispatladi[43].

[0,N]NZ tzerinde AM >0 veya AM <0 kosuluna uyan {M,}

|\/|n+1 2>i A AM 2
|AM | y) _EUZ;J n|yn+1
n=

0<n<N+1

seklindeki pozitif bir dizi i¢in Z

esitsizligi her hangibir {Y, |

0<n<N+1

saglanmir. Burada ¥ asagidaki gibi tanimlanir:

1272
M, [AM, |
¥=| sup ——||1+] sup — (3.14)
0<n<N Mn+1 0<n<N |AMn+1|

Hilscher, 2002 de Hinton ve Lewis ile Pena’ nin esitsizliklerinin bir bilesimi

olan zaman o6lgekleri lizerinde Wirtinger tipi esitsizligi ispatladi[22].

Teorem 3.1.4: K, pozitif ve kesin konveks dyleki k*mevcut ve rd-mertebeden

stirekli olsun. O zaman asagidaki esitsizlik y(a) = y(b) = 0 saglayan herhangi

bir y igin ve dyleki y* mevcut ve rd-mertebeden stirekli olmak uzere saglanir
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b K(t)K7(t)

b o
ja‘KA(t)‘(y (t))ZAtzsl’J'a ‘KA(t)‘ (yA(t))ZAt (3.15)

T bir zaman ol¢egi olmak iizere burada ¥ asagidaki gibi tamimlanir:

2

. 1
) K )2 (KAL) KO 1L (316
v (te[il,':)?ﬁT Ka(t)j ’ [(te[iiﬁ)ﬁT (t) J (te[iyt:)?m—r Ka(t)]:l ( )

Bu teoreme bir Ornek uygulama Agarwal ve arkadaslar1 tarafindan

asagidaki gibi verilmistir.

Ornek 3.1.1. a>0ve
2

1 1
2 2
P = sup olt) sup ZONN sup a(t) (3.17)
tefab]nT tefab]~T Ut tefab]nT L

O zaman asagidaki esitsizlik saglanir:

A 1)y2A [0
IRCAQRS j o) (3.18)

. 1 . " S
Ispat yapilirken K(t) :? nin Teorem 3.1.4 Un varsayimlarint sagladigi

ve
1 1 (-o(t)

K(o(t)-K() _o(t) s _ (so(t)) _ 1 (3.19)
o(t)—s o(t)-s o(t)-s so(t) '

esitliginin asagidaki egitligi gerektirdigi dikkate alinmir:

KA(t)=-—— (3.20)
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Bunun sonucu olarak

K(t) _o(t) M”W””Luﬂ)veKum%n:

, : 1 (3.21)
Ko(t) t K (t) t K (1)

ve (3.5) esitsizligi Teorem 3.1.3 den elde edilir.

3.2. Gecikmis Volterra Denklemleri I¢cin Integral
Esitsizlikler

Pachpatte sirasiyla asagidaki esitsizligi

2(t) < 21+I;[ f(s)z(s)+ p(s)]ds+j; f (s)(j:g(a)u(a)da)ds, (3.22)

ve asagidaki gecikmis integral esitsizligi inceledi[40]:
t a(t)
)<z, + jo f(s)z(s)ds+ jo g(s)z(s)ds (3.23)

Burada «eC'(l,l), a(t)<tiken | =[0,T) tizerinde & azalmayandir

ve z1 ile z» sabitlerdir. Abdeldaim ve El Deeb asagidaki gecikmis dogrusal
integral esitsizligi genellestirdi ve analiz etti(Abdeldaim; Deeb, 2015).

2t <z, +j0“(°[ f(s)z(s)+ p(s)]ds+j0““) f (s)(j:g(a)u(a)da) ds, (3.24)

Lipovan gecikmis Volterra denklemleri lizerine yaptig1 ¢aligmalarda bircok
teorem ortaya koydu. Lineer esitsizlikler i¢in asagidaki teoremleri verdi.

Teorem 3.2.1: keCR',R"), acC'(R",R"), acC(R" xR",R")ve
(t,s) > d,a(t,s) e C(R" xR",R") olsun. Ayrica a azalmayan ve

t>0 icin a(t) <t varsayilsin.
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Eger 0 e C(R",R") fonksiyonu asagidaki esitsizligi sagliyorsa,
o) <w(t)+ [ a(t,8)8(s)ds, t20 (3.25)

o zaman asagidaki esitsizlik te saglanir:

a(t)

()
o) < w(t)+ 0 a“’s)ds'j;e o™ alts)ds ar“g‘(”a(r,s)w(s)dsjdr, t>0 (3.26)

Sonug 3.2.1. a Ve a yukaridaki teoremdeki kosullara uygun ve w(t)=w >0

varsaylsin. Eger @ € C(R",R") (3.25) esitsizligini saglarsa o zaman asagidaki

esitsizlik te saglanir:

ja(l)a(t,s)ds
o(t) < we”" , t20 (3.27)

Yukaridaki sonugta a(t)=talmirsa esitsizlik Gronwall esitiszligine
indirgenir.

Sonu¢ 3.2.2: Kabul edelim ki; a ve a yukaridaki teorem 3.2.1 kosullarina

uygun ve w(t)=w>O0olsun. Ustelik ueC(R*,R") asagidaki Volterra
integral denkleminin bir ¢6zimu olsun.

o) =w+ [ a(t,5)6(s)ds, t20. (3.28)

C A a(t) . . .
Eger lim_, IO a(t,s)ds < wise 0 zaman u, R"iizerinde simirlidir.

Teorem 3.2.2: a,b,k e C(R",R"), ¢ € C'(R",R")olsun ve t>0 icin a(t) <t

ile ¢ azalmayan varsayilsin. Eger ueC(R",R") fonksiyonu asagidaki

esitsizligi saglhyorsa;
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£>0 icin a(t)jg(t)b(s)u(s)dSJrk(t)zu(t) (3.29)
o zaman asagidaki esitsizlik te saglanir:

a I a(s)n(s)ds
an)f," e b(r)k(r)dr +k(t)>u(t), t=0  (3.30)

Teorem 3.2.3: [33]

) u(t) ve A(t,s)siirekli ve negatif olmayan fonksiyonlari | =[a, ]
araliginda tammli ve A(t,s)fonksiyonu her bir se 1 igint’ ye gore

azalmayan bir fonksiyon olsun.
Eger c bir negatif olmayan sabit olmak iizere asagidaki esitsizlik

saglaniyorsa, u(t)<c+ _[t A(t,s)u(s)ds,tet,

0 zaman asagidaki esitsizlik saglanir:

u(t) < cexp( jt (A(t,9)ds), tel (3.31)

i) p(t) bir pozitif strekli ve tel =[a,f] araliginda azalmayan

fonksiyon olsun.
Eger asagidaki esitsizlik saglanirsa;

u®) < p)+ [ A(ts)u(s)ds, tel
O zaman asagidaki esitsizlikte saglanir:
u(t) < p)exp([ A(t,s)ds), tel (3.32)
Ispat 3.2.3:

1) a<T < polmak lzere her hangi bir belirli T igin ve a<t<T < pfigin

asagidaki esitsizlik yazilir:

u(t) <c+ _[;ﬂ(r,s)u(s)ds, tel (3.33)
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Sag taraf igin S(t):c+jkﬂﬁ,s)u(s)ds, Ha) )=c seklinde bir

fonksiyon tanimlansin.

a <t<Tigin u(t) <3(t)olur. X(t)) esitligi t’ ye gore tiiretilirse;

(1) = A(T,Hu(t) (3.34)
Bulunur. u(t) < 9(t) kullanilarak  (t) < A(T,t)9(t) yazilwr.

LAV
0 <A(T 1) (3.35)

Her iki yanin t’ ye gore o.” dan T’ ye integrali alinir:

Ing(M)-In9(e)< [ A(T,s)ds

In( ‘9(2; <[ AT s)ds (3.36)

9

Her iki taraf e tabamina alimp 9({t)) esitligi kullanilarak asagidaki

esitsizlik yazilir:

9(T) < cexp( jT A(T,s)ds) (3.37)

T yukaridaki esitsizlikte keyfi bir deger oldugundan t ile yer degistirilir
ve u(t) < (t) kullanilirsa ispat istenen esitsizlik elde edilir.

u(t)
p(t)

olsun. u(t)< p(t)+_[t A(t,s)u(s)ds esitsizliginin her iki yanini p(t) ile bolerek

i) p(t) pozitif siirekli ve azalmayan bir fonksiyon oldugundan S(t) =

asagidaki esitsizlik elde edilir:

ﬂqﬂ-t A(t,s)u(s) ds

o(t) = e ) (3:38)
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Bunun sonucunda;

tp(s)
S(t) <1+ | —=9(s)A(t,s)ds (3.39)
L p(t)
t > & < 1 ~ ~ . . . . L) KN
>s, o) oldugundan asagidaki esitsizlik elde edilir:
9(t) <1+ [ A(t,)9(s)ds (3.40)

Teorem 3.2.3° iin (i) boliimiiniin bir uygulamas: olarak asagidaki esitsizlik

yvazilir:
9(t) <exp([ A(t,s)ds) (3.41)
. 4 ut) :
Yukaridaki esitsizligi ve 19(t)=m bagintist kullanilarak istenen
esitsizlik elde edilir.

Ornek 3.2.1: Kabul edelim ki; u'(t)=A(t,s)u(t) birinci derece adi diferensiyal
denklemini ele alalim: | :[O,t] araliginda tamiml negatif olmayan siirekli
fonksiyonu u(t) ve

A(t,s) < exp(st), s sabit ve u(0) = c olsun.
O zaman

u(t) < exp(st)u(t) (3.42)

Yukaridaki esitsizligin her iki yani t’ ye gore 0 ° dan t ’ ye integrali
alimirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

ut)—u(0) < J: exp(rs)u(r)dr (3.43)
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Teorem3.2.3 “iin (i) kismini kullanarak asagidaki esitsizlik elde edilir:
ut)<c exp(J.Ot exp(rs)dr)

exp(st) 1
S

u(t) < c exp( ) (3.44)

elde edilir.

3.3. Zaman Olgeklerinde Gecikmis integral Esitsizlikler
Icin Gronwall Esitsizligi

Gronwall esitsizligi bir¢ok diferansiyel ve integral denklemin ¢oziimleri
i¢cin kesin sinirlar saglar. Bu esitsizlik bir¢ok calismanin temelini olusturmus,
birgok genellestirmeleri ve uygulamalari elde edilmistir. Bu baglamda birgok
gecikmis integral esitsizlik elde edilmistir. R reel sayilar kiimesinde bulunan
kapali her alt kiime zaman olgegi (skalas1) adini alir ve T ile gosterilir. Crg ile

rd sag yogun surekli fonksiyonlar, 9 ile tim regressif ve rd sag yogun strekli
fonksiyonlar1 gosterilir. R = {Vt eT;peR:1+pu(t)p(t)> 0} ve

t,eT, T,=[t,,0) T seklinde gosterilir.
Lemma 3.3.1: Varsayalim ki; p>1, aeR, olsun.

O zaman her hangibir k > 0 i¢in asagidaki esitsizlik saglanir[28]:

1 -p 1
a’ <| Lk ras Pl (3.45)
p p

Lemma 3.3.2: Zaman él¢eginde Gronwall Esitsizligi

Varsayalim ki ubeC, ,me®R" ,m2>0olsun. O zaman;

U(£)SB(E)+ [ MEU(AL . EeTy (3.46)

esitsizligi asagidaki egitsizligi gerektirir:
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U(E)<B(E)+[ e (EoEbEmMENs , EeT, (347)

Teorem 3.3.1: x(&),a(&),e(E), f(E),9(E)eCry(Ty,RT)olsun.
& eTyicina(<&) ve c(&) azalmayan olsun.
O zaman p > 1 sapst bir sabit, v:Tp—>T , (&)<,
o <a=inf{r(£), £eTob<& Ve p(&)eCryllay]NT.R,)

olmak lzere

X(&)=9(S), Sela,§]nT
y (3.48)
p(r(EN<(a(E)' P &eTy, (&)<

baslangi¢ kosullarina haiz olan

KP(£) <A+ )] O+ 9(0)]As & <To (3.49)

yukaridaki integral esitsizlik herhangi bir K >0 ,£ €Ty icin asagidaki

integral esitsizligi gerektirir:
1

X(£)< [a(§)+c(f)(h(f)+ I eB<§,a(s»h(s)B(s)Asﬂp (350)
Burada
h(£)=[If(s) p_lk‘l’+ a(s) 1, g(s)las (3.51)
= p Pl '
pk P
ve
a(s)= L) ey (352)
pk P
elde edilir.
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Teorem 3.3.2: Teorem 3.3.1 ‘in tiim varsayimlar: altinda (3.49) esitsizligi

(3.48) baslangi¢ kosullart altinda herhangi bir K >0 t €Ty icin asagidaki

esitsizligi gerektir:
x(&)<[a(&)+c(E)N(E)e(£,5)] M (3.53)

Burada h(&) ve B( &) sirasiyla (3.52) ve (3.51) ile tanimlanir.

3.4. Konveks Fonksiyonlar icin Hadamard Tipi
Integral Esitsizlikler

Kirmaci 2007’ te asagidaki Hermite-Hadamard tipi esitsizlikleri
ispatladi[23].

Teorem 3.4.1: 1° Uzerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon f :1 c R - R

olsun ve &,pel®, E<p olsun. Eger |t'|, [£,p]uzerinde konveks ise bu

durumda asagidaki

Ljpf(x)dx—f((f*p) <
p=ge 2

p—§{|f’(f)|+|f'(p)q (3.54)
4 2

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.4.2: kabul edelim ki; I° tzerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon
f :1 c R — Rfonksiyonu olsun oyle ki &,pel®, E<p olsun. Eger

r/(r-1)

] , [£, p]uzerinde konveks ise bu durumda,

Ljpf(x)dx—f(&p}
p=&7s 2

16

Ur r-1
P- 5( ] (|f(§)|r/(r—l)+3|f,(p)|r/(r—1)) ,

r-1
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r-1

+(3 f,(a)|r/(r—1) Nt ,(b)|r/(r—1) )r ) (3.55)

esitsizligi saglanir

Teorem 3.4.3: Kabul edelim ki; diferansiyellenebilen f :1 <[0,0) > R

fonksiyonu ile &, pel®, E<p verilsin. Eger |f']", [£, p]lzerinde konveks
ve m=>1 ise,

1 1
1 jpf(x)dx_f(wjgp—f [T ) [AFEL WL T, 556
p-E% 2 8 3 3

esitsizligi saglamr[45].

IO

Uzerinde

, [€,p]

Teorem 3.4.4: Kabul edelim ki; f:1 —>R fonksiyonu

diferansiyellenebilir olsun. Oyle ki &,pel®, E<p olsun. |f”

Uzerinde konveks olursa bu durumda,

1 ¢» E+p
EL’ f(x)dx—f( . j

N G| R
24 2

esitsizligi saglamr[46].

Teorem 3.4.5: f :1 — Rfonksiyonu |° (zerinde diferansiyellenebilir ve

fH

E,pel®, E<p olsun. , [£, p]Uzerinde konveks olursa bu durumda,

[f@&)+f(p) 1
. p_eg_‘;f(x)dx

=2 (QIRN) e
12 2

esitsizligi saglanmir[48].
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Tamim 3.4.1:  s-konveks Fonksiyonlarda Integral Eyitsizlikler:
s- konvekslik 1978’ de Breckner tarafindan konveks fonksiyonlarin bir
genellestirilmesi olarak verildi. Hudzik ve Maligranda 1994’ te ikinci anlamda

s-konveks fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimladilar.
g:R" — Rfonksiyonu  her X,y €[0,) olmak Uzere ¢, >0 iken

a+ [ =1 ve bazi sabit m € (0,1)i¢in asagidaki esitligi sagliyorsa;

g(ax+pBy)<a’g(x)+5°a(y) (3.59)

s-konveks olarak adlandwilir. Tkinci anlamda s-konveks fonksiyonlar sinifi

genellikle K§§eklinde gosterilir.

Dragomir ve Fitzpatrick 1999’ da asagidaki s-konveks fonksiyonlar icin

asagidaki Hadamard tipi integral esitsizligi ispatladilar[10].

Teorem 3.4.6: Varsayalim ki; &, pe€[0,0), £<pve se(0,1]olmak Uzere
f :[0,00) > [0,00) ikinci anlamda bir s-konveks fonksiyon olsun. Eger

f € L[0,1] ise o zaman,

s-1.(&+p 1 ¢p f(&)+f(p)
2 f( > jgp_ggjgf(x)dxg—sﬂ (3.60)

esitsizligi saglamr[10].

1
Burada k = —— miimkiin en iyi sayidur.
s+1

Tanim 3.4.2. m-konveks Fonksiyonlarda Integral Esitsizlikler:

Toader 1984’ te m-konvekslik kavramini agsagidaki gibi tanimladi.
f :[a,b] — Rfonksiyonu her x,y €[a,b] ve & €[0,1] olmak lzere m €[0,1]

iken asagidaki esitsizlik saglansin,

f(Ex+m-5)y) <gf(x)+mA-&) T (y) (3.61)
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m-konveks fonksiyon olarak simiflanir ve f(0)<O0iken [0, b] Uzerinde
tamimlanan m-konveks fonksiyonlar K, (b) seklinde gosterilir.

Dragomir 2002’ de m-konveks fonksiyonlar igin asagidaki integral

esitsizligi ispatladi.

Teorem 3.4.7: Kabul edelim ki; me (0,1] ve 0< & < p olmak Uzere
[0,00) — R iizerinde tanimli f bir m-konveks fonksiyon olsun.

Eger f € L,[0,1] ise 0 zaman,

X 4 P
f(§+pj< 1 pf(X)+mf(H)dX£m+1 f(§)+f(p)+mf(ﬁ)+f(ﬁ) (3.62)

2 ) p-¢lk 2 4 2 2

esitsizligi saglamr[11].

Teorem 3.4.8: Kabul edelim ki; me(0,1] , 0<a<bve f,g,fgeL[a,b]
olmak tzere f,g:[0,0) — R" bir m-konveks fonksiyon olsun.

FOGY)(E),G(X,¥)(E):[01] > R*  fonksiyonlar: tim te[0,1]icin asagidaki

sekilde tamimlansinlar:

F(x,y)(&) = %[ f(Ex+m@-&y)+ f ((L-E)x+mey)]

; (363)
G y)(¢) =§[9(§X+ m(L-&)y) +9((1-E)x+my)]
Bu durumda,
[F (x,aT”’j(g)G(x,aT”’j (£)dx s%j: F(X)g(x)dx
+ (o + | ] 1000+ ] 900K | 3564

esitsizligi saglamr[35]. Burada ;
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9 +a)
_m+1lig@+gd) _ “'m m (3.65)

4 2 2

a b
m+l f(a)+f(b)+mf(a)+f(a)
4 2 2

2

(3.66)

elde edilir.

Tanim 3.4.3: (o, m)-konveks Fonksiyonlarda Integral Egitsizlikler

Mihesan 1993’ te (a, m)-konveks fonksiyonlarin tanimini agsagidaki gibi
verdi.

Kabul edelim ki; b > 0 iken f :[0,b) — R fonksiyonu (e, m) € [0,1]?

olmak tzere tim X,y €[0,b] ve & €[01)icin asagidaki esitsizlik saglaniyorsa;

F(Ex+m(1-&)y)<&% F(x)+m(1-£%)f(y) (3.67)

[ fonksiyonu (0, m)konveks fonksiyon olarak siniflanir ve f(0)<0iken [0, b]

lizerinde tanimlanan (o, m) -konveks fonksiyonlar K (b)seklinde gosterilir.

Eger (a, m) = (I, m) olarak secilirse (a, m)-konvekslik m-konvekslige
indirgenir.

Teorem 3.4.9: (a,m)e(0,1]°, 0<a<b ve f,g,fg e L[a,b]
olmak Uzere f,g :[0,0) > R" bir (o, m)-konveks fonksiyon olsun.
F (X, ¥)(E),G(X,¥)(£):[0,1] > R fonksiyonlar: tiim & €[01]icin asagidaki

sekilde tanimlanir:

Fy)(&) =§[ F(Ex+mA-&)y) + f (mA—Ex+£Y)]
. (3.68)
G(x,y)(&) =§[g(§><+ mL-&)y) + gMmL-E)x+Ey)]
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Bu durumda asagidaki esitsizlikler saglanir[39]:

{1+ ma

1ra }[f( )+ f(b)+g@+gd)]  (3.69)

f: [F(a,b)(£)+G(a,b)(&)]dé(&) <=

ve burada
M(a, b) = f(a)g(a)+f(b)g(b) ve N(a, b) = fla)g(b)+f(b)g(a) dir ve Euler
Beta fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:

px.Y) = [,£7A-£)"d¢ x,y>0 (3.70)

3.5. Genisletilmis Hardy-Hilbert Esitsizligi ve

Uygulamalari

m>1, k= ve —X miimkiin en iyi say1 olmak tizere tinlii

— . T
m-1 SIn—
m

Hardy-Hilbert esitsizligi asagidaki gibi verilir:

1 1

([ = s [otonft e
SIN—

00 X+Yy

Ozel olarak yukaridaki esitsizlikte kK = m = 2 konulursa klasik Hilbert

denklemi elde edilir:
1

L
[ 190, (:(‘)fy(y) xdygﬂ{j;o fz(x)dx}z{jgo gz(y)dy}2 (3.72)

Burada m miimkiin en iyi sayidir. Kuang, 1999’ da kuvvet fonksiyonu

kullanarak asagidaki sonucu verdi (Kuang,1999):
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bb i l
/I —fx(;( ’f’y‘?dmy < {w(g, o)< p(X)dx} P { [x4ge (y)dy}q -

aa
Bu esitsizlikte ¢, x ve y’ den bagimsiz bir parametredir. ¢ fonksiyonu
ve ona bagli olarak verilen @ asagidaki sekilde tanimlanir:

a/b u§—2+1/r

o(r) =

0 14u°

du, r=p,q ve (& p,q)= -p(@) (374

Esin—
P

Fakat yukaridaki esitlikte miimkiin en 1yi say1 tanimlanmamisti. Mingzhe

2006’ da (3.5.1) esitsizliginin sol tarafinda yer alan paydadaki x + y ifadesini

1+y

genisleterek ax"™* + by seklinde bir iistel fonksiyon aldi ve elde ettigi yeni

integralde miimkiin en iyi sayinin & 7 & olacagini gosterdi.
a9p¥? sin
Y
4 X
Lemma 3.5.1:[30] xe(0,) i¢in h(x)=——— olsun. O zaman
1+x+xInx

0<p(x)< %Olmak uzere h(x) = % —@(X) kosuluna uyan bir ¢(x)fonksiyonu

vardir.

Ispat 3.5.1: Kabul edelim ki; x e (0,0) igin s(x):1+—x+lnx seklinde bir
X
fonksiyon tammlansin. s(x)’ in minimumu 2 dir. O halde s(x)>2 ve

1
sH(X) <2 dir. Aciktir ki h(x) fonksiyonu h(X) = ﬁ >0 olur. ¢(x)negatif

olmayan fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanabilir: x € (0,0) igin

1-x+xInx
X) = 3.75
(%) 2(1+ x+xInx) (3.75)
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Bunun sonucu olarak h(x) fonksiyonu h(x) = % — ¢(x) olarak bulunur.

-

Teorem 3.5.1: O<I:a)(p,x)fp(x)dx<oo , O<j§ow(q,x)gq(x)dx<m ,

>1 ve ¢(x) fonksiyonu (3.5.5) ile tanimlanmak iizere agirlik fonksiyonu

x € (0,0) icin a(r, x) = x*00" (% — (X)) (3.76)

1 1
seklinde tammlansin ve —+—=1ve p2>2q>1 olsun. O zaman asagidaki

P
esitsizlik saglanir[30]:

1 1

” f(x)g(y) ygf_”ﬁ{jgoa)(p,x)fp(x)dx}p“:a)(q,X)gq(X)dx}q (3.77)

X+ bytY

p

11
Burada u=(=)%(=)" wve aidd
4 sin—
p

Mingzhe ve Weijian ayrica bu c¢alismada yukaridaki teoreme denk olan

asagidaki teoremi de verdiler.

Teorem 3.5.2: ¢(x) fonksiyonu (3.75) ile tammlanmis  ve

1+i=1 ve k >m >1olsun.
kK m

Eger
0< j;o XK (1 20(x) £ K (x)dx < o0 ve

) (3.78)
0< .[o yENEM (1 20(x)™ g™ (x)dx < oo ise

O zaman asagidaki esitsizlik saglanir[30]:
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1

X @ - B k

f f 1(+ X )g(y1+)y xdy < ;_mﬁ {.[0 xENAK) (1 905(x))K 1fk(x)dx}k
+by 2s

1
el Y™ a-20()™ g™ (e | (379)

1 1
Burada x = (1)q (E) * ve —2 miimkiin en iyi sayidir.
a~ b 2sin~
SIn—
p

Ozel olarak p =2 icin (3.74)’ nin baz1 genellestilmeleri elde edilir. Teorem

3.5.1.° den hareketle asagidaki sonuglar elde ettiler( Mingzhe; Weijian, 2006).

Sonug 3.5.1: (3.73) ile tamumlanan @(X) fonksiyonu igin eger

0< j: x~ (1) (% — (X)) F2(x)dx < o0 ve

(3.80)
0 < I;O y &) (% —p(y)g%(y)dy < oo ise
O zaman,
1
.([ .([ axfh(-))(( 1géyy13ydxdy < \/7;_b {L:O X @) % — p()f2(X) dx}z
&
X{LT y 9 %— qo(y))gz(y)dy}2 (381)

esitsizligi saglanir.

V4
Burada ﬁ miimkiin en iyi sayidir.
a

Sonug 3.5.2: (3.77) ile tamimlanan @(X) fonksiyonu igin eger
0< j:’ x4+ (% — (X)) F2(x)dx < oo ise,

o zaman asagidaki esitsizlik saglanir:
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1

J‘ J- f(X)g( y) Xdy <= {J' X (1+X)( (D(X))f 2(X)dx}2 (382)

1+x 1+y
00 & T +by

Vid
Burada ﬁ miimkiin en iyi sayidur.
a

Teorem 3.5.3. Kabul edelim ki; h(x)eL*(0,1) ve h(t) = 0olsun.
X €[0,0) olmak lzere f(x)= J.Olt”(x) |h(t)|dt fonksiyonu tamimlansin. Ayrica

u(x)=x"* ve o(x) agwrhk fonksivonu (3.5.7) ile tammlansin. Burada
1 1 :
(r=p,0), B+a=1 ve p>q>1dir[32].

Eger

0< j(;” x(+00-1) (% — (X)) 7 " (x)dx < oo ise

1
2 -
U;" f2( x)dx) < —_””ﬂ U: x<1+x)<1—p)(%— Pp(x))P Lt p(x)dx)p
SIn —
p

1
[ Iy G ey [ o oo (3.89)

1 1

Burada ﬂz(i)Q(%)P ve 22
a

sin —
p

Ozel olarak p = q = 2 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.5.3: h(t), f(x) ve u(x) Teorem 3.5.3. iin kosullarint saglasin ve farz

edelim ki ¢ (x) fonksiyonu (3.75) ile tanimli olmak iizere

0< j :’ x4+ (% — p(x))f 2 (x)dx < oo (3.84)

olsun.
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O zaman asagidaki esitsizlik saglanir:

o0 2 O _(14x 1 1
UO fz(x)dx) <%UO x @ )(E—(p(x))fZ(X)dxjjothz(t)dt (3.85)

miimkiin en iyi sayidir.

T
Burada —
Jab

AbuHany 2014’ te asagidaki Lemma ve izleyen teoremleri vererek bu

konuda 6nemli ¢aligmalar yapt1 [1].

Lemma 3.5.2. Kabul edelim ki; y,a, 8 negatif olmayan reel sayilar olsun.

O zaman asagidaki esitsizlik saglanir:

y 12 % 12
J-Ooo Inx—Iny| (XJ dy=ro Inx—Iny| (yj i

ax+ By +|x-yl| y O ax+ By +|x-yl| X

27 Int| " +I1 27 Intff

- . k dt= A (3.86)
"(ax+1)+t°(p-1) o(f+1)+t(ax—-1)

Burada A:= A(y,«a, ) €[0,0) dir.

Teorem 3.5.4. Kabul edelim ki; f,g >0 ,
FOO=["f(£)de  G(y)=[ 9(£)d¢ olsunve

0< JOX f2(£)dE <o ve 0< J.Oxgz( y)dy <o oldugu farz edelim.

O zaman asagidaki esitsizlik saglanir.
1

o @

N =

17 Inx=Iny/" F(x)G(y) © )
s o

Burada » = 4A , Lemma 3.5.1 de verilen A’ ya bagh miimkiin en iyi

sayidir.
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Sonug 3.5.4: Teorem 3.54 ‘te a=pf =1 almwrsa asagidaki esitsizlik elde
edilir:
1

00 00 _ v 0 E o) 9
et 8 sl [
00

1
Burada 7 =12,3,.. Ko =2 ve K, = [ 27*![Inh[" dh =2yK

Sonug 3.5.5: Teorem 3.5.4 ‘tey = @ =0, =1 alimirsa asagidaki esitsizlik elde
edilir:
1

1
1 F(x)G(y) (2 1
] IHX i ady < [ P00 {[7 20y (@89

Burada, u= 44 , Lemma 3.5.1 de verilen A’ ya bagli miimkiin en iyi

sayidir.
y=a =0, =li¢in A asagidaki gibi hesaplanir:

dt = 3,24646 (3.90)

Sonug 3.5.6: Teorem 3.5.4 ‘te y =0, =1, =2 alinrsa,

Q0 00

1 1
1 F(X)6(y) 21 22
i <l [ 120002 [ Py @

esitsizligi elde edilir.

Burada u =44, Lemma 3.5.1 de verilen A’ ya bagh miimkiin en iyi
sayidir.

4Int dt J-l —4Int

y=0,a=14=2icin A= j [t = 2r (3.92)
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Sonug 3.5.7: Teorem 3.5.4 ‘te y = =0, = 2 almirsa,

1

1 1
g.([ 2y+|1x_ 7 F(Xx) G(yy)dxdy < ”{,[;O fz(x)dX}Z U;ng(y)dy}z (3.93)

Burada u =44, Lemma 3.5.1 de verilen A’ ya bagl miimkiin en iyi sayidur.

- 12 .
y=0,a=1,4=2icin A=j01+t2 dt+j0 _t2+3dt:1,968olur.
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4. TARTISMA ve SONUC

Teknoloji ve bilimin gelismesi ile matematikte elde edilen kavram ve
teoremlere genis uygulama alanlar1 agildi. Integral esitsizliklere olan ilginin
artmastyla integral esitsizliklerin genellestirilmesi iizerine yapilan calismalar
modern matematikte dnemli bir alan haline geldi. Doga bilimlerinden hareketle
olusturulan  diferansiyel denklemlerin miihendislikte, teknolojide ve
matematigin ¢esitli alanlarinda genis kullanim1 vardir. Diferansiyel
denklemlerin ¢dziimii olan fonksiyonu ¢ogu zaman bulmak c¢ok zor ya da
imkansizdir. Bu baglamda, integral esitsizlikler, diferansiyel denklemlere ve
integral denklemlere ¢oziimlerin siirlarini saglayabilir. Integral esitsizlikler
diferansiyel ve integral denklemlerin ¢oziminde énemli bir ara¢ olarak gorev
yaparken ¢oziimlerin varhigi, tekligi, sinirlilig, stabilligi gibi konularda da bilgi
saglarlar.integral esitsizlikler 6rnegin trafik kontrolii, otomobil motor kontroli,
gii¢ kaynaklar1 kontrolii gibi bir¢ok alanda ihtiya¢ duyulan anahtarli sistemlerin
stabilliginde olduk¢a yaygin kullanima sahiptir.

Bu caligmada temel olarak lineer integral esitsizliklerin tiirleri, ilgili
teoremler, genellestirmeleri verilmekle beraber lineer olmayan tiplere de yer
verilmistir. Literatiirde ¢ok genis bir arastirma yapilarak integral esitsizliklerin
tarihi gelisimi ve son yillarda yapilan ¢alismalar ve ulagilan sonuglar birlikte
yer almistir. Bu nedenle bu c¢aligma bundan sonra yapilacak caligmalara bir

temel olma 6zelligi ile nem tagiyacaktir.
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hayatina 2010 yilindan beri Gebze Anadolu imam Hatip Lisesi’nde matematik
Ogretmeni olarak devam etmektedir.Yiiksek lisans egitimine Gebze Teknik
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda basladi. Evli ve 1

cocuk annesidir.
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