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OZET

BASIT MESNETLI KIRISIN STATIK VE DINAMIK ANALIZI ICIN
TRIGONOMETRIK SERI COZUMLERI

ERDEM, Kiibra
Insaat Miihendisligi Anabilim Dali Yiiksek Lisans Programi
Tez Danismant: Dog. Dr. Atilla OZUTOK

Temmuz 2019

Bu ¢ahismada iki ucu basit mesnetli, diizglin yayili yiik etkisinde ve sabit kesit
geometrisine sahip ortotropik Euler-Bernoulli ve Timoshenko kirislerinin statik ve
dinamik analizleri yapilmigtir. Enerji prensipleri kullanilarak her iki kiris teorisine ait
denge denklemleri, kinematik denklemler ve biinye bagintilari elde edilmistir. Elde
edilen bu denklemler operator forma doniistiiriilmiis, Gateaux diferansiyel metodu
yardimi ile her iki kiris teorisine ait dinamik ve geometrik sinir kosullarini igeren
fonksiyoneller elde edilmistir. Fonksiyonellerin ¢6ziimiinde Ritz metodu
kullanilmistir. Ritz yonteminde problemin geometrik ve dinamik sinir kosullarini
saglayan trigonometrik sekil fonksiyonlart seg¢ilmistir. Matrislerin ¢6ziimii bir
bilgisayar programinda yapilan kodlama ile yapilmistir. Statik ve dinamik analizler
i¢in sayisal uygulamalar yapilarak sonuglari literatiirde bulunan benzer ¢alisma
sonuglari ile karsilagtirilmis ve sonuglarin birbirine ¢ok yakin giktig1 goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: kirig, Ritz metodu, serbest titresim, Géateaux diferansiyel metodu,
trigonometrik-seri ¢6ziimil.
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ABSTRACT

TRIGONOMETRIC SERIES SOLUTIONS FOR STATIC AND DYNAMIC
ANALYSIS OF SIMPLY SUPPORTED BEAM

ERDEM, Kiibra
Department Of Civil Engineering
Supervisor: Dog. Dr. Atilla OZUTOK

July 2019

In this study, static and dynamic analyzes of orthotropic Euler-Bernoulli and
Timoshenko beams, which have a simple support at both ends, have a uniform
distributed load effect and constant cross-sectional geometry, have been performed.
Equilibrium equations, kinematic equations and structural relations of both beam
theories were obtained by using energy principles. The obtained equations were
transformed into operator form and functionalities including dynamic and geometric
boundary conditions of both beam theories were obtained with the help of Gateaux
differential method. Ritz method was used in the solution of functionalities. In the
Ritz method, trigonometric shape functions which provide geometric and dynamic
boundary conditions of the problem were chosen. The solution of the matrices is
done by coding in a computer program. Numerical applications were made for static
and dynamic analyzes and the results were compared with the results of similar
studies in the literature and the results were found to be very close to each other.

Key Words: beam, Ritz method, free vibration, Géteaux differential method,
trigonometric-series solution.
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TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimime baslayisimdan tez ¢aligmami sonuglandirana kadar
her zaman destek olan, bilgi ve tecriibelerini esirgemeyen, basartya ulasmam igin
siirekli tesviklerde ve katkida bulunan sayin hocam Dog. Dr. Atilla OZUTOK ’a ilgi
ve anlayisi igin en igten tesekkiirlerimi sunarim. Egitim hayatim boyunca desteklerini
ve giiler yiizlerini esirgemeyen tiim hocalarima ve arkadaslarima ayr1 ayri tesekkiir

ederim.

Kiibra ERDEM
Temmuz-2019
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1. GIRIS

Miihendislikte tasiyici sistemlere ait ¢alismalarin basinda ¢ubuklar (kirisler)
gelmektedir. Kirisler iki boyutu iiglincii boyutu yaninda kiigiik olan ¢ubuk eleman
olarak da ifade edilebilen elemanlardir. Yapida ddsemeden gelen yiikleri tasiyip
kolonlara aktaran elemanlardir. Bir ¢ubuk elemani tanimlanirken iki unsurdan
bahsedilir. Bunlardan biri ‘¢ubuk ekseni’ digeri ise ‘cubuk enkesiti’dir. Eksenine dik
yiiklenmis gubuklar egilmeye ¢alisirlar. Literatiir calismasi yapildiginda, kirislerin
degisik yiikleme ve mesnet kosullart altinda analizleri i¢in bir takim teoriler ve
sayisal ¢oziim yontemleri gelistirilmistir. Yap1 analiz yontemlerinin tiimii denge ve
uygunluk ifadelerinin temel diferansiyel denklemlerini ¢dzmeye dayanir. Analitik
¢ozlimler yiikiin yayili olmasi, kesit 6zelliklerinin ve sinir kosullarinin matematiksel
ifadelerle tanimli olmasi durumlariyla siirlidir.

Giiniimiizde bir¢ok alanda oldugu gibi yapilarin mekanik problemlerinin ¢dziimii de
hizla gelisen modern bilgisayar teknolojisinden etkilenmektedir. Halen hizla
gelismekte olan kapasiteli ve hizli bilgisayarlar ile daha karmasik ve zaman
gerektiren  problemlere  ¢dziim  iretilmesi  saglanmaktadir.  Bilgisayar
teknolojilerindeki gelismeler sayisal ¢oziim yontemlerinin daha isler hale
getirilmesini saglamistir.

Geometrik Ozellikleri ve buna bagli olarak uygulanan yiiklerin etkilerine gore
kirislerin analizi i¢in iki 6nemli varsayim vardir. Bunlar; Euler-Bernoulli Kiris
Teorisi (Classical Lamina Beam Theory) ve Timoshenko Kiris Teorisi (First-Order
Shear Deformation Theory) dir. Kaynak arastirmasi yapildigmda birgok
arastirmacinin bu teorilere ait ¢calismalar1 goriilmektedir (Heyliger ve Reddy 1988,
Ako6z ve Kadioglu 1999, Cowper 1966, Armenakas 1969, Omurtag 2001, Zhou 2000,
Aydogdu 2005, Giirlek 2018).

Uygulamada en ¢ok kullanilan Kiris teorisi basitligi nedeni ile Euler-Bernoulli kiris
teorisidir. Bu teori geregi Sekil 1.1.’deki gibi g¢ubukta kesme etkisi ihmal
edildiginden, sekil degistirmeden ©nce ¢ubuk eksenine dik olan enkesitin gekil

degisiminden sonra da dik kaldig1 varsayilir.
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Sekil 1.1. Euler-Bernoulli kiris modeli

Timoshenko kiris teorisinde kiris kalinligindaki artisa bagli olarak egilmenin yaninda
kayma etkileri de dikkate alinmistir. Sekil 1.2.°de goriildtigi gibi, sekil
degistirmeden dnce ¢ubuk eksenine dik olan kesit sekil degisiminden sonra rijit bir
levha gibi déner ama kaymanin etkisiyle artik gubuk eksenine dik kalmaz, ¢ubuk
ekseni ile bir a¢1 yapar. Bu hali ile Timoshenko kiris teorisi Euler-Bernoulli kiris
teorisinden daha gelismis ve bir anlamda onun iyilestirilmis halidir.

1980°li yillardan itibaren bazi arastirmacilar ger¢ek gerilme durumu ile varsayilan
gerilme durumu arasindaki tutarsizliklari ortadan kaldirmak amaciyla daha yiiksek
mertebeden kayma sekil degistirme teorileri gelistirmislerdir (Reddy 1984, Aydogdu
2009). Bu yiiksek mertebe teoriler kullanilarak kompozit plak ve Kkirislerin
analizlerinde daha gerg¢ekg¢i sonuglara ulasiimistir.

Tastyict sistemin geometrisine, yiikkleme durumuna ve smir kosullarina bagli olarak
yap1 mekaniginde kesin ¢6ziimil bilinen problem sayist olduk¢a sinirlidir. O nedenle
pek ¢ok durumda yaklasik ¢oziimlere yonelmek bir zorunluluktur. Bu noktada enerji
yontemi ile degisim ilkelerinin birlikte kullanilmasi miihendislik uygulamalarina
onemli agilimlar sunar. Yaklasik ¢dziim kesin sonuca ne kadar yaklasirsa, enerji de

duragan degerine o kadar yaklasir (Omurtag, 2012).
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Sekil 1.2. Timoshenko kiris modeli

Gegmisten giiniimiize kadar olan ¢alismalar incelendiginde en ¢ok kullanilan
yaklagik ¢6ziim yoOntemlerinden bazilari; Ritz metodu, sonlu elemanlar metodu,
Galerkin metodu, en kiigiik kareler metodu, sonlu farklar metodu ve sinir elemanlar
metodudur. Ritz metodu ve sonlu elemanlar metodunda, 6nce diferansiyel denkleme
karsi gelen I(y) fonksiyonelinin bulunmasi gerekmektedir. Galerkin metodu, en
kii¢iik kareler metodu ve son zamanlarda yaygin olarak kullanilmaya baglanan smir
elemanlar metodunda ise fonksiyonele gereksinim duyulmadan ¢6ziim bulunabilir
(Akoz, 1985).

Ritz yontemi; ilk kez 1877 yilinda Lord Rayleigh (John William Stuart) tarafindan
ortaya atilmis olup, Walther Ritz tarafindan 1909 yilinda gelistirilmistir. Yap1
mekaniginde yer degistirme, titresim, burkulma, dogrusal olmayan davranig hesabi
i¢in gelistirilmis 6nemli varyasyonel ¢6ziim yontemlerinden biridir (Omurtag, 2012).
Ritz yontemi integral formiilasyonu kullani]arak simir aeger problemlerine yaklagik
bir ¢6ziim vermektedir. Bu enerji formiilasyonu bilinen fonksiyonlar ve bilinmeyen
katsayilar1 igeren serileri igerir. Integral formiilasyon ile belirsiz katsayilar cinsinden
bir dizi cebirsel denklemler sistemi elde edilmektedir. Tam sonucu almak i¢in

genellikle sonlu bir seriye ihtiya¢ vardir. Bu sonlu seri normalde yaklasik ¢oziimii



vermektedir. Bu sebeple yeterli sayida terim alinarak tam sonuca oldukga hassas
yaklagsilabilmektedir.

Sonlu elemanlar yonteminde Ritz yonteminde oldugu gibi yaklasik bir fonksiyon
secilir. Yontemler arasindaki temel fark, sonlu elemanlar yonteminde, varsayilan
yaklasik fonksiyonlarin tim ¢dziim alani iizerinde tanimlanmamas: ve herhangi bir
sinir  kosulunu basta yerine getirmelerine ihtiyag duymamasidir. Yaklagik
fonksiyonlarin tiim ¢6ziim alani boyunca tanumlanmast gerektiginden, aragtirmactlar
Ritz yonteminin yalnizca basit geometrik sekildeki alanlar i¢in kullanilabilecegini
sdylemislerdir. Benzer geometrik kisitlamalar sonlu elemanlar ydnteminde de
bulunur, ancak bu kisitlama, yalniz bolge i¢indeki eleman i¢indir. Basit geometrik
sekle sahip elemanlarin, karmasik alanlara yaklasmasi igin bir araya getirilmesi
gerektiginden, arastirmacilar sonlu elemanlar yonteminin Ritz metodundan daha ¢ok
yonlii bir teknik oldugununu ifade etmislerdir. Sonlu elemanlar yonteminin tek
sinirlamast, deneme fonksiyonlarimin yakinsama (stireklilik ve tamlik) kosullarin
yerine getirmesi gerektigidir. Bu ydntemde 6nce ¢dziimil aranan bdlge sonlu sayida
alt bolgelere ayrilmaktadir. Bu alt bolgelerin birbirleriyle etkilesimleri, diiglim
noktast denilen baglanti noktalari ile saglanir. Ritz yonteminden farkli olarak
yaklasik fonksiyon, ¢Oziimii aranan bolgedeki bir eleman igin gecerlidir.
Bilinmeyenleri ¢dozmek igin gerekli olan eleman denklemleri varyasyon (degisim)
yontemleri ile elde edilir. Eleman alt bolgelere ayrilip boyutu kiigiiltiildiiglinden
yaklasik ¢6ziimiin gergek degere yaklasabilmesi i¢in segilen fonksiyonun siireklilik
ve tamlik sartlarini saglamasi gerekir. Sonlu elemanlar yonteminin avantajlarindan
biri sinir sartlarinin problemin ¢dziim sirasina gére en son adimda hesaplara dahil
edilmesidir. Boylece sinir sartlarmi probleme uygularken bastan yogun hesaplara
girilmez.

Galerkin yonteminde dinamik sinir kosullarini saglayacak sekilde segilen ¢dziim
fonk/siyonlarl yaklasik ¢6ziimde kullanilmaktadir. Yontem Ritz metoduna gore iistiin
olmakla birlikte, dinamik kosullarin saglatilmis olmasi, fonksiyonlarin segiminde
zorluk yaratmaktadir.

Sinir kosullarinin karigiklign nedeni ile diferansiyel denklemi ¢ozmek her zaman
miimkiin olmadigindan ¢6ziimde giiclikkle karsilasildiginda yaklagik ¢oziimlere

basvurulmaktadir. Diferansiyel denklem verildiginde buna karsi gelen fonksiyonel
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farkly yontemlerle iiretilebilmektedir. Bu yontemler; potansiyel enerji teoremleri, Hu-
Washizu ve Hellinger-Reissner teorileri, varyasyonel formiilasyon, agirlik
formiilasyonu ve Géteaux tiirevi olarak siralanabilir. Son yillarda Akoz ve
arkadaslari, ¢esitli problemlerin statik ve dinamik analizleri igin Gateaux diferansiyel
yontemini bagariyla uygulamiglar ve fonksiyoneller tiretmislerdir (Akoz ve ark. 1991,
Akdz ve Oziitok 2000, Akoz ve Eratli (1992, 1997),Omurtag ve ark. 1997). Gateaux

diferansiyel ydnteminin bazi avantajlart vardir (Oziitok, 1999). Bunlar;

* Herhangi bir biinye denklemi bu formiilasyonda kullanilabilir. Son
zamanlarda bu yaklasim viskoelastik kirisler igin kullaniImistir.

» Bir tek eleman kullanarak siirekli kirisler i¢in dogru sonug elde edilebilir.

+  Gateaux yaklasimi ile rijitlik matrisinin tersine gerek olmaksizin elemanlarin
formiilasyonu agtk olarak yazilabilir.

« Verilen alan denklemlerinden, fonksiyonel ve sinir kosullari ¢ok kolaylikla
elde edilebilir.

« Ince ve kalin plak ve kabuklarin i¢ kuvvet, moment, ddsnme, yerdegistirme ve
frekanslar1 @ hesaplanabilir.

« Alan denklemleri ve sinir kosullar1 saglam olarak fonksiyonele yansitilir.

»  Alan denklemlerinin uyumlulugu kontrol edilmis olur.

Bu ¢alismada Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorilerine dayalr kirislerin statik
ve dinamik analizleri Ritz yontemi ile incelenmistir. Caligmada sabit kesit
geometrisine sahip, tiniform yayili yiik etkisi altindaki basit mesnetli kirigler ele
alinmigtir. Euler-Bernoulli kirig teorisi i¢in egilme momenti ve ¢6kmenin bilinmeyen
olarak tanimlandigi EBT2, Timoshenko kiris teorisi igin egilme momenti, ¢Skme,
kesme kuvveti ve donmenin bilinmeyen olarak tanimlandigi TBT4 kiris elemanlari
clde edilmistir. Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorilerine ait alan denklemleri
enerji prensiplerinden virtiiel yer degistirme ilkesi kullanilarak elde edilmistir.
Varyasyonel iglemler yapilarak dinamik ve geometrik sinir kosullari belirlenmis,

ardindan bu sinir kosullarmi igeren alan denklemleri,

Q=Ly-—f (L1)



bigiminde operatér forma doniistiirillmiistiir. Bu operatér forma Géteaux tlirevi
uygulanarak, siireklilik ve potansiyellik kontrolleri yapilmis Euler-Bernoulli ve
Timoshenko Kkiris teorilerine ait fonksiyoneller elde edilmistir. Alan denklemleri ve
sinir kosullari saglam olarak elde edilen bu fonksiyonellere yansitilirken Akéz (1985,
1991, 1996, 2000) tarafindan yayinlanan kaynaklardan yararlanilmistir. Bu
fonksiyoneller yalmiz birinci mertebe tlirevler igermektedirler. Elde edilen
fonksiyoneller Ritz yontemi kullanilarak ¢éziilmiistiir. Ritz ydntemi uygulanirken
fonksiyonelde bilinmeyen ve ¢oziimde dogrudan elde edilecek olan egilme momenti,
yer degistirme, kesme kuvveti, dsnme ifadeleri problemin geometrik ve dinamik
sinir kosullarint saglayan trigonometrik sekil fonksiyonlart kullanilmistir. Elde edilen
sistem matrislerinin ¢6ziimii bir bilgisayar programinda gelistirilen kodlama ile

yapilmigtir.



2. LITERATUR OZETI

Son yillarda bilgisayar teknolojisi ve yazilimlardaki gelismelerle birlikte birgok bilim
dalinda oldugu gibi yap1 miihendisligi alaninda da arastirma ve gelistirme galismalari
artmistir. Farkli yapi elemanlarinin gesitli kosullar altinda statik, dinamik ve diger
cesitli analizlerinde degisik yaklasim yontemleri kullanilmis ve ¢alismalarda daha
hassas sonuglar elde edilmistir. Ritz ydntemi, sonlu elemanlar ydntemi, sonlu farklar
yontemi, Galerkin yontemi, en kiigiik kareler yontemi ve smir elemanlar yontemi
¢alismalarda en ¢ok kullanilan yaklasik ydntemler arasindadir. Birgok arastirmaci
calismalarinda Ritz yontemini kullanilanmislardir. Gateaux diferansiyel metodu gibi
cesitli yontemler ile elde ettikleri fonksiyonellerin ¢dziimiinde ¢esitli trigonometrik
seriler, polinom dizileri kullanmislardir. Arastirmacilar analizlerde Euler-Bernoulli
ve Timoshenko Kkiris teorilerini de kullanmislardir. Ritz yontemi ya da diger
yontemler kullanilarak ¢ubuk elemanlar i¢in yapilan galismalarm bir kismi sunlardir;
Trung-Kien Nyugen ve arkadaglari (2016) kompozit kirislerin statik, burulma ve
titresim analizi igin yiiksek mertebeden kiris teorisine dayanan yeni bir trigonometrik
seri ¢dziimil gelistirmislerdir. Calisma eksenel yer degistirmenin daha yliksek
dereceli varyasyonunu agiklayan bir teoriye dayanmaktadir. Lagrange denklemlerini
kullanarak hareket denklemleri tiiretmislerdir. Degisik smir kosullart altindaki
kirisler igin yeni trigonometrik seri ile Ritz tipi analitik ¢6ziim gelistirmislerdir.
Onerdikleri ¢oziimiin dogrulupunu gdstermek igin yakinsama ve dogrulama
calismalari yiiriitmiisler, niimerik sonuglar sunmuslardir.

Ngoc-Duong Nguyen ve ark., (2018) galismalarinda termal ve mekanik yiikler
altinda lamine kompozit kirislerin burulmasi ve titresim analizi igin yeni hibrid sekil
fonksiyonlar1 sunmuslardir. Mevcut g¢aligmanin yer degistirme alani, yiliksek dereceli
bir kesme deformasyon Kkirisi teorisine dayanmaktadir. Hareket denklemlerini
Lagrange esitldeerinden elde etmislerdir. Cesitli sinir kosullar1 i¢in kabul edilebilir
ve flstel fonksiyonlarm bir kombinasyonuna dayanan yeni hibrit sekil
fonksiyonlarinin &nerildigi bir Ritz ¢oztimu gelistirmiglerdir. Sayisal sonuglari,
onceki ¢alismalarla karsilagtirmislar, agiklik-yiikseklik orani, sinir sartlari, malzeme
anizotropisi ve sicaklik degisimlerinin burkulma yiikii ile kirislerin dogal frekansi

iizerindeki etkilerini incelemek {izere sunmuslardir.
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Mantari ve Canales (2016) yapmis olduklart ¢alismada lamine kirislerin burkulma ve
serbest titresim analizi igin, analitik bir ¢6ziim sunmuslardir. Yer degistirme alanina
yaklasmak i¢in Ritz yonteminde kullanilan fonksiyonlar1 ya saf polinom dizisi ya da
hibrid polinom-trigonometrik seri olarak se¢miglerdir. Sonuglarin yakinsama
analizini yapmis ve mevcut teorinin sayisal sonuglarini, dogrulama igin diger
teorilerle karstlastirmislardir.

Ngoc-Duong Nguyen ve ark., (2018) rastgele yerlestirilmis mikro katmanli kompozit
kirislerin boyut-bagimli analizi i¢in yeni Ritz fonksiyonlar1 6nermislerdir. Lagrange
denklemlerini, hareket denklemlerini elde etmek i¢in kullanmislardir. Sonuglarinda,
bu ¢alismanin, mikro kompozit kirislerin egilme, titresim ve burkulma problemleri
icin etkili oldugunu gostermislerdir. Gelecekteki ¢aligmalara olgiit olarak hizmet
etmesi i¢in bazi yeni sonuglar vermislerdir.

Khalili ve ark., (2010) hareketli yiiklere maruz kalan, fonksiyonel olarak
derecelendirilmis kirislerin dinamik davraniglarini incelemek i¢in karma bir yontem
sunmuslardir. Teorik formiilasyonlart Euler-Bernoulli kiris teorisine dayandirip,
sistemin hareket denklemleri Lagrange denklemleri kullanarak tliretmiglerdir.
Rayleigh-Ritz ydntemini, kismi tiirevleri ayirmak igin kullanmislar ve tiirevlerin
ayrilmasi i¢in adim adim diferansiyel kareleme yontemi kullanmislardir. Onerilen
karma yontemin verimli ve giivenilir oldugu gostermisler, ayrica, Newmark gibi tek
adiml1 yontemlerle karsilastirmislardir.

Aydogdu (2005) yapmis oldugu ¢alismada, farkli siir kosullarina sahip g¢apraz
tabakali kompozit kirislerin titresim analizini yapmistir. Kirislerde basit ve ankastre
mesnetli smir kosullarinin alti farkli kombinasyonunu kullanmistir. Serbest titresim
frekanslarini, ii¢ yer degistirme bileseninin bir dizi basit cebirsel polinom iginde
ifade edildigi Ritz yontemini uygilayarak elde etmistir. Ornek olarak bazi yakmsama
calismalart sunmustur.

Pradhan ve Chakraverty (2013) farkli sinir kosullarina sahip fonksiyonel dereceli
malzeme kirislerinin serbest titresim analizlerini yapmislardir. Analiz, klasik (Euler-
Bernoulli) ve birinci mertebe kayma deformasyon teorilerine (Timoshenko)
dayanmaktadir. Kiris kesitlerinin yer degistirme bilesenlerini ifade eden deneme
fonksiyonlarini basit cebirsel polinom formlarinda ifade etmislerdir. Rayleigh-Ritz

yontemi ile temel denklemleri elde etmislerdir. Bilesen hacim oranlarmin, narinlik
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oranlarinin ve kiris teorilerinin dogal frekanslar tizerindeki etkilerini incelemislerdir.
Mevcut analizi dogrulamak igin, literatiirdeki sonuglarla karsilastirma ¢alismalari da
yapmislardir.

Zhou (2000) ¢alismasinda, ¢ok agiklikli Timoshenko kirislerinin serbest titresimlerini
Rayleigh-Ritz yontemi ile incelemistir.

Giirlek (2018) yapmis oldugu ¢alismada tabakalt kompozit kirislerin gerilme ve sekil
degistirme analizlerini sonlu farklar yontemini kullanarak yapmistir. Analizlerinde
farkli mesnet kosullart ve farkli yiiklemeler etkisi altindaki kirisleri, Euler-Bernoulli
ve Timoshenko Kiris teorilerine gore incelemistir. Gerilme ve sekil degistirme
analizlerini yaparken ilgili biinye bagntilart ve denge denklemleri igin bazi kabuller
yapmistir. Ug boyutlu dogrusal olmayan sekil degistirme ifadeleri, iki boyutlu ve
dogrusal sekil degistirme ifadelerine indirgemistir. Diferansiyel denklemlerin
¢ozlimii igin merkezi sonlu farklar yontemini kullanmistir. Elde ettigi sonuglari tablo
ve grafiklerle sunmustur.

Oziitok ve arkadaslar1 (2014) ¢aligmalarinda, agili lamine kompozit kiriglerin serbest
titresim analizlerini incelemiglerdir. Fonksiyonelleri Gateaux diferansiyel metodu
kullanarak elde etmisler ve kompozit kirislerin dogal frekanslarini, Euler-Bernoulli
ve Timoshenko Kiris teorisi temelinde karigik sonlu elemanlar formiilasyonu
kullanarak hesaplamiglardir. Euler-Bernoulli kiris teorisi i¢in diigiim noktalarinda
bilinmeyen olarak diisey yer degistirme ve moment igeren 4 serbestlik derecesine
sahip CLBT4 Kkiris elemant gelistirmislerdir. Timoshenko kiris teorisi igin
bilinmeyen olarak diisey yer degistirme, moment, kesme kuvveti ve donmeyi igeren
8 serbestlik derecesine sahip FSDT8 kiris elemant ttiretmislerdir. Analizleri
gelistirdikleri bir program ile yiiriiterek farkli sinir kosullart i¢in elde ettikleri sayisal
sonuglart literatiirdeki  sonuglarla kargilastirarak  yaklasimin  glivenilirligini
gostermislerdir.

Oziitok ve Madenci (2017) yapmis olduklari ¢alismada, lamine kompozit kiri@ler icin
bir fonksiyonele dayanan karisik sonlu elemanlar yéntemini kullanmislardir. Alan
denklemlerini elde etmek igin virtiiel yer degistirme prensibi uygulamislar,
denklemleri operatér formda yazarak, ardindan Géteaux diferansiyel metodu
kullanarak, dinamik ve geometrik sinir sartlarmi igeren fonksiyonelleri potansiyel

sartlari saglandiktan sonra elde etmiglerdir. Lamine kirigin kalmlig boyunca kayma
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gerilmesinin  dogrusal olmayan dagilmini igeren yiiksek dereceli kayma
deformasyon teorisi sunmuglardir. Elde edilen sonuglarin mevcut sonuglar ile iyi bir
uyum gosterdigini gostermislerdir.

Vo ve Thai (2012) yapmis olduklari ¢alismada farkli deformasyon teorileri
kullanarak kompozit kirislerin  statik davranigin1  incelemislerdir. Kayma
deformasyon etkilerini hesaba katan, diigiim bagina alt1 serbestlik derecesine sahip
iki diigiimlii bir C1 sonlu eleman ve problemi ¢dzmek igin malzeme anizotropisinden
gelen tiim eslesmeler gelistirmislerdir. Diizgiin dagimis yiik ve konsantre yiik
altinda simetrik ve anti-simetrik ¢apraz kat kompozit kirisler igin sayisal sonuglar
elde etmislerdir. Lif agts1 ve diizeninin kayma deformasyon parametresi ve uzama-
burulma-kayma-dénme tepkisi iizerindeki etkilerini incelemislerdir.

Vo, Thai ve arkadaglari (2017) yapmis olduklari bir diger ¢alismada, yar1 ve ii¢
boyutlu bir teori kullanarak kompozit ve sandvig Kirislerin egilme analizi, normal ve
kayma deformasyonu ve ayni zamanda anizotropi ile kaplama gibi ti¢ etkiyi gz
oniinde bulundurmuslardir, Eksenel ve enine yer degistirmelerin kiris derinligi
boyunca kiibik ve parabolik varyasyon oldugunu varsaymislar, sayisal sonuglar
vererek literatiirdeki sonuglarla karsilastirmislardir.

Zhen ve Wanji (2007) yaptiklari ¢alismada ¢esitli yer degistirme temelli teoriler ile
lamine kirislerin stabilite, titresim ve burulma davranislarint incelemek i¢in analizler
yapmiglardir. Lamine yapilarin dinamik tepkisini diizenleyen denklemlerini
Hamilton prensibini kullanilarak tiiretmislerdir. Bununla birlikte, burkulma
problemleri igin denge denklemleri sanal yer degistirme prensibini kullanarak
vermislerdir. Ayrica, Navier’nin teknigini kullanarak ve ozdeger denklemlerini
cozerek, bu calismada kullanilan kiiresel-yerel iist diizey teoriye dayanan analitik
¢oziimleri ilk olarak bu ¢alismada sunmuglardir.

Aribas ve arkadaslari (2017) elastik temeldeki diizlemsel kavisli kompozit
Timoshenko Kkiriginin statik ve serbest titresim analizini, karisik sonlu elemanlar
formiilasyonu ile incelemislerdir.

Akoz ve Kadioglu (1996) g¢alismalarinda, keyfi yiikleme altmnda elastik Winkler
zemini tizerinde degisken Kesitli dairesel kirigleri karigik sonlu elemanlar yontemi ile

analiz etmislerdir. Fonksiyonelleri Gateaux diferansiyel yontemi ile elde etmislerdir.
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Ek olarak, elastik temellerdeki diiz gubuklar i¢in &zel bir durum sonlu eleman
formiilasyonu vermislerdir.

Xu ve Wu (2007) yaptiklari galismada kismi etkilesim kompozit kirislerin statik,
dinamik ve burulma davranisini arastirmak igin ara tabaka kaymasmmn dahil
edilmesiyle birlikte Timoshenko Kiris teorisini kullanmislardir. Temel diferansiyel
denklemler ve ¢oziimleri belirli sinir kosullarinda statik denge, serbest titresim ve
burkulma davranist igin analitik olarak elde edilmistir. Ayrica enine kayma
deformasyonu ve dénme eylemsizlik momentinin bilesik tabakalarin sapmalari,
frekanslart ve burkulma yiikleri lizerindeki etkilerini gdstermek igin sayisal sonuglar
da sunmuslardir.

Arastirmacilarin plak elemanlar i¢in Ritz yéntemi ya da farkli yontemler kullanarak
statik ve dinamik analiz ¢alismalar1 literatiirde mevcuttur. Bunlardan bazilari;
Cheung ve Zhou (1998) ¢alismalarinda, bir ya da iki yonde genis aralikli diizgiin
olmayan dikdortgen plakalarin serbest titresimlerini dikkate almislardir. Bir Taylor
serisine genisletilmis, keyfi bir statik yiik altinda, konik kirisin statik ¢oziimleri olan
yeni bir kabul edilebilir fonksiyon kiimesi gelistirmislerdir. Rayleigh-Ritz yontemini
kullanarak 6z frekans denklemini elde etmislerdir. Genel bir bilgisayar programi
derleyerek ve bazi sayisal sonuglari tablo ile vermislerdir.

Shi ve arkadaslari (2017) yaptiklari ¢alismada elastik Winkler veya Pasternak
temelleri iizerinde orta kalinlikta lamine kompozit dikddrtgen plakalarin serbest ve
zorlanmis titresim Ozelliklerini incelemek i¢in gelistirilmis bir Fourier serileri
yontemi (IFSM) uygulamiglardir. Tim seri genlesme katsayilarini ¢ézmek igin
Rayleigh-Ritz ydntemini uygulamislardir.

Akdz ve Uzcan (1991) Reissner plakalart i¢in geometrik ve dinamik sinir kosullarma
sahip yeni bir fonksiyoneli Géteaux diferansiyeli kullanilarak sunmuslardir. Bu
fonksiyonel, klasik potansiyel enerji denklemine doniistiiriilebilir, Ritz veya sonlu
eleman metodlar1 kullanilirken oldugu gibi sayisal yéntemler kullanildiginda dogru
sonuglarin elde edilmesinde de yararli olmustur. Fonksiyonel ve Ritz yOntemi
kullanarak ¢esitli Ornekler ¢ozmiisler ve elde edilen sonuglari, literatiirdeki
sonuglarla karsilastirmiglardir.

Akoz ve Oziitok (2000) ¢alismalarinda Gateaux diferansiyel yontemi ile keyfi kabuk

geometrilerine ait yeni bir fonksiyonel elde etmisler ve goziimlerinde karisik sonlu
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elemanlar yontemini kullanmislardir. Bu fonksiyoneli kullanilarak, degisken
kalinliktaki parabolik ve dairesel silindirik kabuklar igin PRSH52 ve CRSH52 olarak

ik farkli eleman tiiretmislerdir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bilgisayar alanindaki gelismelere baglh olarak karmagik yapilarin ¢oziimiinde
kullanilan sayisal yontemlerin kullanimi da yayginlasmistir. Bu ¢alismada; yaygin
olarak kullanilan, diger yaklasik yontemlere gére bazi avantajlari olan ve kesin
sonuglara ¢ok iyi yaklasim veren Géteaux diferansiyeli yontemi ile elde edilen

fonksiyonelin ¢6ziimiinde Ritz yontemi kullanilmistir.

3.1. Enerji Prensipleri ve Kiris Teorileri

Fiziksel olaylar, diferansiyel denklem ve sinir kosullar ile ifade edilebildigi gibi,
bazi sinir kosullarini saglayan fonksiyonlar arasinda, bir fonksiyoneli stasyoner
yapan fonksiyonun bulunmasina da getirilebilir. Bu fonksiyonel ¢ogu kez enerji gibi
bir fiziksel anlami da tastyabilen skaler bir bilyiikliik olup, fiziksel olaylar i¢in ilke

sézcligii ile adlandirilan kurallar kullanarak dogrudan elde edilebilir(Akoz, 1985).

3.1.1. Varyasyonel Operator

Enerji yontemleri, ilke olarak belirli bir fonksiyoneli stasyoner yapan ¢oziimlerin
aranmast esasina dayanir. Fonksiyonellerin stasyoner Ozelliklerinin incelendigi
matematik dalina ise degisim ydntemleri (varyasyon yontemleri) adi verilir (Akoz,
1985).

Bir problem ¢6ziimiinde ¢esitli enerji ilkeleri kullanilabilir. Enerji ifadesi,
diferansiyel denklem metodunda siralanmis kosullardan bir kismiyla bazi sinir
sartlarini saglayan bir ¢ok ¢dziimiin fonksiyonelidir. Enerji ifadesinde duraganlik
(ekstremum) kosulunun aranmasi, gsas problem igin gesitli ¢oziimler arasindan
gergek ¢oziimiin ortaya ¢ikarilmasint saglar.

x, < x< x,araliginda siirekli, y(x)ve y(x,) swur degerlerine sahip bir y(x)
fonksiyonu diisiinelim. Yine ayn1 aralikta 7(x,) = r7(x,) = 0 homojen simnir kosullarina

sahip baska bir 7(x) fonksiyonu daha olsun. Eger « kiigiik bir gercel parametre ise,
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y(x) e ¢ok yakin bagka bir 3(x) fonksiyonu,

y(x) = y(x) + xn(x) (3.1

bi¢iminde yazilabilir. Ifade y(x)- y(x) farki olarak yazilirsa buna y(x) in degisimi

(varyasyonu) denir ve dy ile gosterilir,

Sy = y(x)-y(x) = xkn(x) (3.2)

olarak yazilir. Burada x>0 ve x<<0 olmak iizere keyfi bir sayidir. & ya
degisimsel (varyasyonel) operattr ve dy ya y(x) in birinci degisimi (varyasyonu)
denir. Benzer sekilde p'(x) ile y'(x) tiirevleri arasindaki fark oy’ ile gosterildiginde

tiirevlerin degisimi de,
6y'=y'(x)-y'(x)=xn'(x) (3.3)

dir.(3.2) ve (3.3) denklemlerine bakildiginda degisimin tiirevi, tiirevin degisimine
esittir yani (6y)' =0(y") dir.

Tam diferansiyel operatdrii d ile varyasyonel operatér & arasindaki analoji su
sekildedir ki y degiskenine bagl bir F fonksiyoneli diisiinelim ve tiirevi y'=dy/dx

olsun. Fonksiyonelin x sabit i¢in tam diferansiyeli,

dF:a—Fdx+QEdy+£dy' (3.4)

ox oy oy’

iken, F’in birinci varyasyonu sirasinda y(x) ve n(x) fonksiyonlar1 y+dyve n+dn

bigiminde degisirlerse F fonksiyonelinin birinci varyasyonu,

SF =§£5y+§F—5y' (3.5)
oy 3y’
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seklindedir. y nin y+8y ve mnin n+6n degisimi esnasinda x=sabit oldugundan

Ox=0 dir. Yani & varyasyonel operatdrii y bagimli degiskene gére bir diferansiyel

operatdrdiir. § varyasyonel operatorii, diferansiyel operatorii d ile ya da integral

operatorii '[ ile yer degistirebilir. S6yle ki;

4 oy)=en =’ =8
X

5(Lydx)=KL77dszK77dx=L5ydx

(3.6)

Bunun yaninda y=y(x) ve n=n(x) birer fonksiyon olmak lizere diferansiyel

operatdrii d ile 0 varyasyonel operatérii arasinda da F, = F,(y), F,=F,(y), ve

G=G(y,n) igin,

analojiden bahsedilebilir.
3.1.2. Euler-Lagrange Denklemi

Bir fonksiyonel

1(y) ='f F(x,y,y") dx

X
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gibi integral i¢inde, bilinmeyen fonksiyonla, bu fonksiyonun tiirevleri seklinde

tanimlanabilir. Varyasyonel ¢dziimde temel problem I(y) fonksiyonelini minimum
yapan y =y (x) fonksiyonunun bulunmasidir. O halde 7(x)=7(x,)=0 homojen
sinir kosullarim1 saglayan bir 7(x) ig¢in y=y,+xn fonksiyonele yerlestirilirse
I(»)=1(y,) olur.y,’nin sabit degeri i¢in I(y,+xn) integrali gergel «
parametresinin fonksiyonudur. Su halde 7(y,+xn) nin k=0 da bir minimumu,
ancak I(y,+xn) nin k ya gore tiirevinin k=0 da sifir olmasi ile miimkundiir.

Yani;

=0 (3.9)

x=0

[% I(y, + Kn)]

olmalidir. Tanim olarak I(y) fonksiyonelinin birinci degisimi,

=0 (3.10)

51(y0;n)sr{dil(yo +r<n)}
K

x=0

seklinde yazilir. O zaman I(y) fonksiyonelinin y, de minimum olmasi igin gerek

kosul,

S1(y,,m=0 (3.11)

dir. Bu tanima gére I(y) = J' F(x,y,y") dx fonksiyonelinin ekstremum olma kosulu,

e

51:f[aF]dx;f(gy—Fdﬁ%&y'de:o (3.12)

Bu tanima godre &y’ yi daha uygun sekilde yazmak igin 5y’s(5y)' esitliginden
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yararlanilarak denklem (3.12) diizenlenirse,

U oF OF '
5=l L s5y+Z(5y) |=0 3.13
xj(ayo y+ayg( y)j (3.13)

olarak yazilir. Integral igerisindeki ifadeye kismi integrasyon islemi uygulanarak

gerekli diizenlemeler yapilirsa;

Xa

B OoF dfoF oF |

X

=0 (3.14)

elde edilir. &y(x)=0y(x,)=0 oldugundan denklem (3.14)’tin sagindaki sinir

terimi stfir olur. Bu halde 61 =0 olabilmesi i¢in denklemin integral i¢indeki birinci

ifade,

A7 AR
o ‘i(i}_u (3.15)

Etr]'lu Ei{l’. al'i

sifir olmalidir. Diferansiyel bir denklem olan bu ifade /(y) nin Euler denklemi ya da

Euler-Lagrange denklemidir. Aranan y(x) fonksiyonu Euler-Lagrange denklemini

sagladiginda ayn1 zamanda denklem (3.8) fonksiyonelini minimum yapar.
3.1.3. Dinamik ve Geometrik Sinir Kosullar

Ikinci dereceden tiirevi x, < x < x, araliginda siirekli olan, tanimli y(x) fonksiyonu
igin y(x,)ve y(x,) swmir degerleri verildiginde denklem (3.8) deki fonksiyonelin
minimum olma kogulu olan Euler denklemi elde edilmisti. y(x) in smirli ya da

belirlenmedigi durumda denklem (3.14)’lin saglamast i¢in hem integral igindeki

terim hem de sinir terimi sifira esitlenir.
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Kisaca Euler denkleminin yaninda x=x, ve x=x, de,

oy=0 yada 2];=0 (3.16)

o)

olmalidir. Burada birinci terim asil (geometrik) sinir kosulunu, ikinci terim ise dogal

(dinamik) sinir kosulunu ifade eder (Omurtag 2012).

3.1.4. Virtiiel Yer Degistirme Ilkesi

Bir probleme ait gergek ¢6ziimde o gerilmeleri, u yer degistirmeleri gostersin.
Problemin sinir kosullarini saglayacak bigimde yer degistirmeler du kadar artirilsin
ve u+du yer degistirmelerini gdz dniine almsin. du, u’nun degisimidir ve virtiiel yer
degistirme adini alir. Yer degistiren kuvvette bir virttiel is retir. Virtiiel yer
degistirme kavrami genisletilirse virtiiel sekil degistirmeye ulasilir. Virtiiel yer ve
sekil degistirmeler ¢ok kiigiik bilyiikliiklerdir ki bu nedenle hesaplamalar gekil
degistirmemis geometri {izerinde yapilir.

“Dis kuvvetler altinda dengede olan bir sisteme virtiiel bir sekil degistirme verilirse,
bu virtiiel sekil degistirme altinda dis kuvvetlerin virtiiel isi 6%, i¢ kuvvetlerin virtiiel

isi 0U ’ ya esittir.”

SU =W (3.17)

=R 1

L
J.(O'_\,&sx)dAdxz—J.qéwdx (3.18)
A 0

Bu kuram cismin biinye yapisindan bagimsiz olmasi nedeniyle rijit, elastik, plastik ya

da viskoelastik tiim cisimler i¢in gegerlidir.
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3.1.5. Teori ve Formiilasyon

Farkls kiris teorilerini tanimlamak i¢in x, y, z koordinat takimimna gore kiris kesit

ortaminda bir noktanin yer degistirme vektorii u=u (x,v,w)’nun bilesenleri,

U= z[cow,x+c,¢(x)]
v=0 (3.19)

w = wy(x)
olarak kabul edilmistir. Burada ¢, x’in bir fonksiyonu olarak,
6 =[7.-w. ] (3.20)

y ekseni etrafindaki dénmeyi ifade eder.
Yukarida verilen (3.19) denklemindeki yer degistirme alanlarinin iginde Euler-
Bernoulli kiris teorisi ile Timoshenko kiris teorisine ait yer degistirme alanlar

mevcuttur, Buradaki yer degistirmelerde Euler-Bernoulli kiris teorisi igin ¢, =-1,

¢, =0 Timoshenko kiris teorisi i¢in ¢, =0, ¢, =1 alinacaktir.

3.1.6. Euler-Bernoulli Kiris Teorisi

Euler-Bernoulli teorisi geregi gubukta kesme etkisi ihmal edildiginden kayma agilari
y =~ 0 olur. Buna gore baslangigta cubuk eksenine dik olan enkesitler sekil
degistirme sirasinda ¢ubuk eksenine dik kalacak sekilde rijit bir levha gibi donerler.
Yayili q dis kuvvetinin altinda kalinligi h olan bir kirigin yer degistirme alani su

sekilde tanimlanabilir;

u(xz)==zw,

w(x,z)=w(x) (3.21)
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Yukaridaki yer degistirme ifadesine gore gergek uzama orani;

E.=uU,=—ZW, 3.22)

dir. Virtiiel sekil degistirme J¢_ ise denklem (3.22) de yerine yazilirsa,

Se,=—z5w, (3.23)

elde edilir. Denge denklemlerini tiiretmek igin virtiiel yer degistirme ilkesini

kullanirsak i¢ kuvvetlerin toplam virtiiel isi;

oU =

© gt~

[(o.02,)dd dx (3.24)
A
dir. Denklem (3.21), denklem (3.22) de yerine yazildiginda,
I, L
oU = J..f{a_\, (— 20w, )} dA dx = J—Mx ow . dx (3.25)
04 0
elde edilir. Burada A7 egilme momenti, A kesit alan1 olmak lizere,
M, =[ozdd (3.26)
A
seklinde hesaplanabilir.Dis kuvvetlerin isi ise;

L
5W:—jq owdx (3.27)
0

dir. Verilen bir kiris eleman i¢in dengede olma durumunda virtiiel is ilkesi geregi,
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SU+SW =0 (3.28)

dir. Ifade acik sekilde yazilirsa,

© ey I

(-M, 5w{n)dx—j‘q§wdx=0 (3.29)
0

elde edilir. Burada &w,, ifadesindeki tiirevler kismi integrasyon uygulanarak

diizenlenirse,

ﬁ +[M,, 5W]‘j ‘j (M, ow)dx  (3.30)

0

O Sy

(-M, 6w, )dx=~[M 6w, ]
elde edilir. Bu ifade denklem (3.29)’ de yerine yazilarak diizenlenirse,

{{-M,.-q]ow}dx=0 (3.31)

© oy

dir. Buradan ise,

M, —q=0 (3.32)

olarak denge denklemi de elde edilir. Lineer elastik izotrop malzeme kabuliinden

dolay,

o, =FEeg,

7, =Gy, (3.33)

oldugu bilinmektedir. Euler-Bernoulli kiris teorisinde moment ifadesi,
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hi2 hi2
M= [ o.zdz= | E[-zw, |zdz=-Elw, (3.34)

-h/2 —hi2

dir. Buradan Euler-Bernoulli kirisi i¢in kinematik denklem,
-—-w,=0 (3.35)

elde edilir.
3.1.7. Timoshenko Kiris Teorisi

Timoshenko teorisi geregi baglangigta gubuk eksenine dik olan kesit sekil degistirme
sirasinda rijit bir levha gibi doner ancak kayma agist y nedeniyle gubuk ekseni ile
arasindaki a¢1 dik degildir. Teori kesme kuvvetinin sebep oldugu kayma agisinin y
sabit oldugu varsayimina dayanir. Bu nedenle denklem (3.19) deki yer degistirme
ifadesine gore uzama orani ve denklem (3.20)’ deki kayma agis1 ifadesi,

& = u,x = Z¢x,x

Ve =W+, (3.36)
olarak elde edilir. Virtiiel sekil degistirme ifadeleri ise,

O, =z0¢,
&Yy = OW, + 5, (3.37)

F

seklindedir. Virtliel yer degistirme ilkesi geregi, oU+0W =0 denkleminde
yukaridaki ifadeler yerine yazilarak,
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o —t~

/A
j(o; 86, +7,.7,, )dAdx - .[ gowdx =0
A 0

© t— 1~

[{o.(268,.)+ 7. (6w, +58,)} dAdx—j.qc?wdx =0 (3.38)

elde edilir. Burada M, egilme momenti, Q _kesme kuvveti ve A Kkesit alani olmak

ilizere,

M, (x)= o, zd4
A4

0, (x)=z,d4 (3.39)

dir. Denklem (3.38) diizenlendiginde,

© ey -

{M,.58,.+0, (5w, +5¢x)}—jq5wdx=0 (3.40)

halini almaktadir. Tiirevli ifadelere kismi integrasyon islemi uygulandiginda,

L
,+0.0u, (3.41)

L= 15

[(-M,,+0,)68, +(-Q..—q)ow | dx+M, 5,

elde edilir. Denklem (3.41)’de integral i¢indeki ifadeden,

-M_ . +0.=0
== (3.42)
~Q,.—9=0
Timoshenko Kirisi i¢in denge denklemleri elde edilmis olur. Denklem (3.33) deki
gerilme ifadeleri denklem (3.39) da yerine yazildiginda Timoshenko kirisi igin

moment ifadesi;
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hi2 hi2
M= [ o.zdz= [ E[z¢,|z2dz=El¢, (3.43)

—hi2 -h/2

olur. Bu denklem diizenlendiginde Timoshenko kirisi i¢in kinematik denklemi,

~——4.,=0 (3.44)

seklinde elde edilir. Kesme kuvveti (biinye denklemi) ise,

hi2 hi2 hi2
0.=K [r.dz=K [ Gy.dz=K [ G(w,+4, )dz
—h/2 -h/2 —h/2
0, =KGh(w,+¢, ) (3.45)

dir. Burada K kayma diizeltme faktorii olup ¢alisma da 5/6 olarak kullanilacaktir. G

kayma modiilii olup izotrop malzeme igin G=E/2(1+v) formiilii ile bulunur.

Denklem (3.32) ve (3.35) de elde edilen Euler-Bernoulli kiris teorisine ait denklemler
ile (3.42), (3.44) ve (3.45) de elde edilen Timoshenko kiris teorisine ait denge

denklemlerine ilave kirisin dinamik sinir kosullari,

-M+M=0 . —-R+R=0 (3.46)
geometrik sinir kosullari,

-0+0=0 , —-u+i=0 (3.47)
seklinde sembolik olarak yazilabilir. Denklem (3.46) ve (3.47) daki M,R,Q,1
ifadeleri sirastyla sinirlarda bilinen moment, kesme kuvveti, dénme ve yer degistirme

vektorlerini ifade etmektedir. Dinamik ve geometrik sinir kosullart belirlenen,

ardindan bu sinir kogullarini igeren alan denklemleri operatdr formda
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Q=Ly—f (3.48)

seklinde yazilabilir. Burada L tiirev operatoriinii, y bilinmeyenleri ve f dig ylikleri
temsil etmektedir. Q operattrii Euler-Bernoulli kirisi igin sirasiyla denge denklemi,

kinematik denklem ve simnir kosullari (3.32, 3.35, 3.46 ve 3.47) kullanilarak,

L, | 0 vl |
o 0 0 1 w :j" (3.49)

0 0 -1 0||w -M

1 0 O||lM W

=10 0 O0J|T -W

L, =—('),xx
L, = —(~),n » Ly, =—a
»W=w, »m=M, fi=q (3.50)

dir. Buradaki a = 1/EI dir.
Timoshenko Kkirisi i¢in ise Q operatérii sirastyla denge denklemi, kinematik denklem,

biinye denklemi ve sinir kosullari (3.42, 3.44; 3.47) kullanilarak;

ij 0 yi fU -
0700 =10 =4 (3.51)
0 0 0 -1 0|M |-§
01 0 ¢ M
. 10 0 0w 0

25



matris formunda yazilabilir. Buradaki Lj , y; ve f; ifadeleri sirasi ile,

nw=w, y»,=¢, =M, y,=0, f=q (3.52)

Buradaki « =1/EI ve f=1/KGh dir.

Fonksiyonel ifadesi denklem (3.8) de tanimlanmisti. Euler-Bernoulli ve Timoshenko
kirisleri i¢in, elde edilen alan denklemlerine ait fonksiyonellerin bulunmass i¢in bu
amaca uygun Gateaux diferansiyeli yontemi kullanilmistir. Géteaux diferansiyeli
yontemi ile ilgili daha ayrintili bilgi i¢in (Akoz 1991, 2000) kaynaklara bakilmasi

Onerilir. Q operatdriiniin Gateaux tiirevi,

A =—75""|c=0

seklinde tanimlanir. Burada t bir skalerdir. Q operatoriine ait fonksiyonelin
bulunmasindan ©nce Q operatoriiniin potansiyellik kosulunu saglamasi gerekir.

Bunun igin bu fonksiyondan tiiretilen tiim fonksiyonlarin toplaminin yine bu

fonksiyona esit olmasi gerekir. Q operatorii siirekli bir operatdrse ve (dQ(y;Y)) gibi

Giteaux diferansiyeli varsa ve,
(dQ(y; 7).y *) = (dQ(¥:y*).7) (3.54)

esitligi saglaniyorsa bu durumda Q operatdrii potansiyeldir. Esitlikteki (, ) ifadesi i¢

carpim1 gostermekte, y,y* ifadeleri y nin i¢inde bulundugu uzaymn elemanlardir.

Bu gosterime gore Q operatoriiniin ¥ yoniine gore tiirevinin, y * yoniindeki tiirevinin
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toplami, bu operatdriin y * yoniine gore tiirevinin, ¥ yoniindeki tiirevinin toplamina

esittir. Bu tanimlar kullanilarak i¢ ¢arpimlar yapildigi takdirde Euler-Bernoulli kirigi
i¢in denklem (3.49), Timoshenko kirisi i¢in denklem (3.51)° daki Q operatdriniin
potansiyel oldugu goriiliir.

Potansiyellik kosulunun sagladigi alan denklemlerine karsi gelen Q operatdriiniin

fonksiyoneli Gateaux tiirevi kullanilarak,
1
I(y)=[{(Q(sy).y)ds (3.55)
0

seklinde hesaplanabilir. Burada s bir skalerdir. Euler-Bernoulli Kkirigi igin Q

operatdriine ait 7(y) fonksiyonelinin agik ifadesi,

I(y) = [Mx,x’wx]_[Q7W]_%[M,\"Mx]_[ﬁ},x’M-\']g _[W’fv:ld

g, — 2w, ] +[Go-whT),

(3.56)

dir. Timoshenko kirisi igin Q operatdriine ait /() fonksiyonelinin agik ifadesi,

I(y) = [ x’w,x]+ [Mx’¢x,.\']+[Qx>¢x]_%[M.\"Mx]—g[Q.HQx]

(3.57)
g~ 2,8, - [0 w] - [0, =), - [l6, ) 0 ]

seklindedir. Buradaki o alt indisi dinamik sinir kosulunu, € alt indisi ise geometrik

sinir kosulunu ifade etmektedir.

3. 2. Ritz Yontemi

Ritz y6ntemi probleme ait fonksiyonelin mevcut oldugu durumlarda diferansiyel

denkleme ¢ok iyi bir yaklagim veren yaklagik ¢oziim yontemlerinden biridir. Yiiksek
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oranda dogruluk igin Ritz yonteminde, segilen interpolasyon fonksiyonunun
problemin sinir kosullarini saglamalidir. Bu sekilde segilen ¢oziim fonksiyonlari
kullanilarak diferansiyel denklem igin yaklagik bir ¢ziim yapilir. Yontem integral
formtiilasyonu kullanilarak fonksiyonel igin gii¢lii yaklasik ¢dziim veren varyasyonel
yontemlerinden biridir. Bu formiilasyon bilinen fonksiyonlar ve bilinmeyen
katsayilari igeren serileri igerir. Integral formiilasyon ile belirsiz katsayilar cinsinden
bir dizi cebirsel denklemler sistemi elde edilir. Yeterli sayida terim alinarak tam
sonuca oldukca hassas yaklasilabilir. Burada segilecek ¢6ziim fonksiyonlarmin lineer
bagimsiz, tam ve geometrik sinir kosullarini saglamasi gergek ¢dziime yakinsamada
onemli etkenlerdir. Yontem basit bir varyasyon problemi iizerinde agiklanmuigtir. a ve

b noktalarinda sinir sartlarint saglayan bir y(x) fonksiyonu belirlenmek isteniyor.

Bu fonksiyonun integrali f ile verilirse fin Euler-Lagrange denklemini saglar. Oyle

ki bu fonksiyon,
h
1) = f (%, dx (3.58)

fonksiyonelini minimum yapsin. Burada problem igin uygun fonksiyonlarin
secilmesine ¢alisilacaktir. Yukarida ifade edildigi gibi segilen fonksiyonun problemin

stnir - sartlarini  saglamasi gerekir. Aranan y(x) fonksiyonu asagidaki gibi

gosterilebilir;

Y(x) =S a0,(x) = 4, (x)+ 0,0, (x)+.+ 0,0, () (3.59)

=1

burada g, (x) ler problemin geometrik simir kosullarin saglayan keyfi fonksiyonlar
ve a; ler aranan sabitlerdir. y(x) i¢in kabul edilen bu ifade 7(y) fonksiyonelinde de

yerine yazildiginda sadece a; lerin bir fonksiyonu olan,
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b

](a],az,...,an):If(x,y,y')dx (3.60)

a

elde edilir. Eger I fonksiyonelini minimum yapan a; lerin degeri aranryorsa /

fonksiyonelinin a; lere gore kismi tiirevleri sifir olmak zorundadir.

A o (1=1,23,...n) (3.61)

Buradan elde edilen denklem sistemi ¢oziildiiginde bulunan a; degerleri y(x)
ifadesinde yerine yazilarak aranan ¢oziim fonksiyonu bulunmus olur. »(x)

fonksiyonundaki terim sayist arttirildikga elde edilen I(y) degeri genelde gergek

sonuca yaklasir (lhan, 2003).
3. 2. 1. Sekil Fonksiyonlar: i¢in Trigonometrik Seriler

Denklem (3.56) de elde edilen Euler-Bernoulli kirisine ait fonksiyoneldeki
degiskenler sirasi ile w=w(x), M =M (x) dir. Bilinmeyen bu degiskenler igin basit

mesnetli kirisin dinamik ve geometrik smir kosullarini saglayacak sekilde

trigonometrik sekil fonksiyonu,
®; (x)zsin%x (j=1,3,5,...,n) (3.62)

olarak almmistir. Ritz metodunda kullanilmak iizere yer degistirme ve momentin

trigonometrik seri ifadeleri, -

w(x)=§¢j (),
M(x>:§¢,- (x)M,

(3.63)
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seklinde tanimlanmustir.

Denklem (3.57) de elde edilen Timoshenko kirisine ait fonksiyoneldeki bilinmeyen
degiskenler sirast ile w=w(x), M =M(x), Q=0(x), ¢=¢(x) dir. Timoshenko
kirisi i¢in de basit mesnetli kirisin dinamik ve geometrik sinir kosullarini saglayacak

sekilde trigonometrik sekil fonksiyonlari; ¢okme ve moment igin ¢, (x), kesme

kuvveti ve donme igin i, (x) olmak iizere,

goj(x):sin-jsz (j=1,3,5,...,n)

v, (x)zcosj%x (j=1,3,5,...,n) (3.64)

olarak tanimlanmistir. Timoshenko kirisinde Ritz metodunda kullanilmak iizere yer

degistirme, moment, kesme kuvveti ve dénmenin trigonometrik seri ifadeleri,

0(x)= ZWJ (x)Q,

j=1
#(x)=2 v, (x)¢ (3.65)
Jj=1
seklinde tanimlanmistir.
Denklem (3.63) deki trigonometrik seri ifadeleri Euler-Bernoulli kiris teorisine ait

fonksiyonelde yerine yazilarak denklem (3.61) de verilen Ritz metodu

uygulandiginda ortaya ¢ikacak trigonometrik sekil fonksiyonlarinin garpim ifadeleri,
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L

[k]=[owpdx . (1j=123...n)
0
L

[kz]=f¢,-’¢,’-dx  (1,7=123,...n)
0

5
[k4]=jq¢;dx , (,j=123,..,n) (3.66)
0

Denklem (3.65) deki trigonometrik seri ifadeleri Timoshenko kiris teorisine ait
fonksiyonelde yerine yazilarak denklem (3.61) de verilen Ritz metodu

uygulandiginda ortaya ¢ikacak trigonometrik sekil fonksiyonlarinmn ¢arpim ifadeleri,

15

[k]=[podx . (ij=123..n)
0
L

[k]=]qe/dx , (ij=123..n)
0
L

[/€5]=J¢,W;dx , (i,j=1,2,3,...,n)
0
L

(k)= [vwde . (17=123..n)
0

85
[k7]=.|‘1//,.¢>]'.dx , (4,j=123,.,n) (3.67)
0

olarak kapali formda yazilabilir.

Euler-Bernoulli kirisi i¢in denklem (3.66) daki ¢arpum ifadeleri yerine yazildiginda

sistem matrisi ve ylik matrisi,

2n

M i ow

V= |zele] (]| Dl |oh) 6.8
SN0 u

2n
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elde edilir.
Timoshenko Kirisi igin ise denklem (3.67) deki ¢arpim ifadeleri yerlerine

yazildiginda sistem matrisi ve ylik matrisi,

—afk] [0l k] [o]

IORIGERORNCE
o w0 o]

[¥]rsrs = 4[[5’]]} (3.69)

n

olarak elde edilir.

3. 3. Dinamik Analiz

Miihendislik ¢alismalarinda titresim problemleri 6nemli bir yere sahiptir. Titresim bir
denge noktasi etrafindaki mekanik salinimdir ve dinamik bir davranisa sahiptir.
Yapinin dinamik 6zellikleri, dogrudan yer degistirmelere bagli oldugundan serbestlik
dereceleri azaltilip daha az degisken kullanilarak dinamik analiz yapilabilir.
Serbestlik derecelerinde azaltma iki sekilde yapilir. Birincisi, atalet kuvveti énemli
goriilen yer degistirme bilesenlerine verilir. Ikincisi dinamik parametrelerin sayist
secilen fonksiyonlarla sinirlandirilabilir. Bu amag/la ilk olarak problem 6zdeger-6z
vektdr problemine doniistiiriiliir. Calismada Géteaux tiirevine bagli olarak gelistirilen
Ritz formiilasyonunda, dinamik halde en etkili oldugu diistiniilen w’ ye atalet kuvveti
verilerek serbestlik derecesi azaltilmistir. w’ler digindaki tiim degiskenler f ile
gbsterilmistir. w dogrultularinda g = —w?M w atalet kuvvetleri dig yiik olarak

alinirsa denklem (3.68) ve (3.69)” daki sistem matrisi,
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K, §K12 i 0

haline gelir. Burada [M] = ph[k,] kiitle matrisi, p yogunluk, h kesit kalinligidir. Bu
matris kiitlenin siirekli degisimi goz 6niine alinarak hesaplanmistir. Denklem agik

hali ile,

Knf+Kiow=0
Ko f+Knw=—-w?Mw 3.71)

elde edilir. [lk denklemden f ¢oziiliir ve ikinci denklemde yerine yazildiginda,

([K*] — w?[M]){w} = {0} (3.72)
elde edilir. Buradaki [K*] matrisi indirgenmis sistem matrisidir.

[K*] = [K;;] — [Ka1] [K11] 7 [Kyo] (3.73)

Artik problem bir 6zdeger probleminin ¢dziimityle hesaplanir ve Kirisin dogal

titresim frekanslar1 elde edilir.
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4.ARASTIRMA SONUCLARI

Bu ¢alismada iki ucu basit mesnetli, sabit kesit alant olan, diizgiin yayili yiik etkisi
altindaki homojen ve izotropik Euler-Bernoulli (EBT2) ve Timoshenko (TBT4)
kiriglerine ait alan denklemlerine karsi gelen fonksiyoneller, Gateaux diferansiyel
metodu ile elde edilmistir. Ritz ydntemi kullanilarak bu fonksiyonellerdeki
degiskenler olan ¢tkme, moment kesme ve donmeler geometrik ve dinamik sinir
kosullarini saglayan trigonometrik sekil fonksiyonlari ile ifade edilmistir. Elde edilen
matrislerin ¢dziimleri Mathematica 11.0 programi ile yapilmistir. Analizlerde elde
edilen sonuglar literatiirde benzer caligmalardaki sonuglar ile karsilastirilmistir.
Kirisler igin statik hesaplamalarda kullanilan bazi parametrelerde kabuller
yapilmigtir. Kabul edilen bu parametreler E =29000,b=1, q=10,v=0,3, p =1 dir.
Farkli L/h oranlari igin ¢6ztimler yapilmistir.

Yapilan hesaplamalarin tiimiinde Sekil 4.1. de verilen kiris modeli dikkate alinmistir.
Statik analizlerde Euler-Bernoulli kiris teorisi igin maksimum yer degistirmeler ve
momentler, Timoshenko Kkiris teorisi igin ise maksimum yer degistirmeler,
momentler, kesme kuvvetleri ve dénmeler elde edilmistir. Bulunan sonuglar
literatiirdeki sonuglarla ve analitik ¢6ziim sonuglart ile karsilastirilmistir.

Dinamik analizlerde de Euler-Bernoulli ve Timoshenko kirisleri igin iki ucu basit
mesnetli olma durumunda serbest titresim frekanslart elde edilmistir. Elde edilen

sonuglar literatiirde benzer ¢alisma sonuglari ile karsilastirilmistir.

4
TTTTTTITT ] rs Enkesi

]h

b

AT FTTITTTT

| L |

Sekil 4.1. Iki ucu basit mesnetli kiris modeli
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4.1.Statik Analiz

Bu béliimde Euler-Bernoulli (EBT2) kirisleri i¢in yapilan hesaplamalarda;

% j sayisinin arttirtimast ile maksimum yer degistirme ve momentler igin

yaklagim testi yapilmistir,

% Farkli L/h oranlarina sahip kirislerde maksimum yer degistirmeler ve

momentler elde edilerek benzer ¢alismalar ve analitik ¢6ziim sonuglar ile

karsilastiriimistir,

< Kiris iizerinde farkli noktalardaki moment degerleri hesaplanarak analitik

¢oztim sonuglari ile karsilagtiriimistir.

1.122 -
|o1121 -
2 112
=
K
E™
8 1119 —0—EBT2
a
g 1.118 == Analitik C6ziim (1,117241)
S
o
1,417 | - 3 i} = i )|
1.116 4+———— ; . ; ;
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
|
| j sayist

Sekil 4.2. EBT2 kirigi maksimum ¢tkme i¢in karsilagtirmah yaklagim testi (L=12, h=1)

Sekil 4.2. de goriildiigii gibi EBT2 kirisi i¢in bulunan sonuglar, i sayisinin artmasi ile

analitik ¢6ziim sonucu elde edilen gergek sonuglarla j=5 sayisindan itibaren

uyusmaktadir,
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184 |

183
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181 - —m—Analitik C620m (180)

180 -

Moment Degerleri; M

179
178 -

177 3+—m7—— ; ; : —— e -
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
j sayisi

Sekil 4.3. EBT2 kirigi maksimum moment igin karsilastirmali yaklagim testi (L=12, h=1)

Sekil 4.3. de goriildiigli gibi kiris ortasindaki maksimum moment degerleri, j
sayisinin artmasi ile analitik ¢6ziim sonucu elde edilen gercek sonuglarla j=9

sayisindan itibaren ortiismektedir.

¢bkme degerlerinin literatiirdeki sonuglarla karsilastirmasi Cizelge 4.1 ve Cizelge

4.2. de verilmistir.

Cizelge 4.1. Basit mesnetli kalin EBT2 kirislerinin maksimum ¢tkmesi (w)

Maksimum ¢dkme (w) degerleri

Teori Referans L/h
12/12 40/12 80/12 160/12
EBT EBT2 0.000647 0.07982 12772 20.4352
Oziitok ve Madenci 0.000644 0.07971 1.2750 20.4100
Vo ve Thai 0.000647 0.07982 1.2771 20.4340
Bicford 0.000647 0.07982 1.2771 20.4342
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Cizelge 4.2. Basit mesnetli ince EBT?2 kiriglerinin maksimum ¢tkmesi (w)

Maksimum ¢okme (w) degerleri

Teori Referans L/h
12/1 40/1 80/1 160/1
EBT EBT2 1.117294 137.938 2207 35,312
Oziitok ve Madenci 1.112 137.3 2197 35,160
Bicford 1.117241 137931 2206.897 35,310.34

Cizelge 4.3 de goriildiigli gibi elde edilen moment degerleri analitik ¢6ziim

sonuglari ile hemen hemen aynidir.

Cizelge 4.3. Basit mesnetli EBT2 kirislerinin maksimum moment degeri (M)

Maksimum moment (M) degerleri

L
Teori Referans

12 40 80 160
EBT EBT2 180.088 2000.98 8003.91 32015.6

Analitik C6ziim 180 2000 8000 32000
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Sekil 4.4. EBT2 kirisi moment dagilim grafigi (L=12, h=1)

Sekil 4.4. de gortldiigti gibi EBT2 kirisi i¢in bulunan farkli noktalardaki moment

degerleri ile analitik ¢6ziim sonucu elde edilen gergek sonuglar uyusmaktadir.

Timoshenko (TBT4) kirisleri i¢in yapilan hesaplamalarda;

% j sayisinin arttirilmast ile maksimum yer degistirme, moment, kesme kuvveti
ve dénme miktarlarinin gergek ¢6ziim sonucuna nasil yaklastig: Sekil 4.5-4.8
de karsilastirilarak gosterilmistir,

¢ Farkli L/h oranlarina sahip kirislerde maksimum yer degistirme ve momentler

elde edilerek benzer ¢calisma sonuglari ile karsilagtiriimastir,

s Kiris tizerinde farkli noktalardaki moment degerleri hesaplanarak analitik

¢Oziim sonuglart ile karsilastiriimistir.
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sayisinin artmasi ile analitik ¢oztim sonucu elde edilen ger¢ek sonuglarla j=9

sayisindan itibaren uyusmaktadir.

187
186 -

185 -

184 _'|

183
——TBT4

== Analitik Coziim {180)

=il

182
181

180

Moment Degerleri; M

179
178

Al g 8 ) i
|
|
|
|
|
|
|
|
|

177 T = - : :
1 3 5 [/ 9 11 13 15 17 19
j sayisi

Sekil 4.6. TBT4 kirisi maksimum moment igin kargilagtirmali yaklagim testi
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Sekil 4.6. da TBT4 kirisi ortasindaki maksimum moment degerleri, EBT2 kirisinde
elde edilen moment degerleri ile ayn1 degerler olup j sayisinin artmasi ile analitik

¢6ziim sonucu elde edilen gergek sonuglarla j=9 sayisindan itibaren ortiismektedir.

65
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Sekil 4.7. TBT4 kirisi maksimum kesme kuvveti igin kargilagtirmali yaklagim testi

Sekil 4.7. da TBT4 kiriginde kiris u¢larindaki maksimum kesme kuvveti degerleri, j
sayisinin artmasi ile analitik ¢6zlim sonucu elde edilen gercek sonuglarla % 1,56

bagil hata ile j=25 sayisindan itibaren ortiismektedir.
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Sekil 4.8. TBT4 kirisi maksimum dénme degeri igin karsilastirmali yaklasim testi

Sekil 4.8. de TBT4 kirisi uglarindaki maksimum dénme degerleri, j sayisinin artmasi

ile analitik ¢6ziim sonucu elde edilen gergek sonuglarla j=7 sayisindan itibaren

hemen hemen aynidir.

TBT4 kirisi i¢in farkli L/h oranlar dikkate alinarak yapilan ¢6ziimlerde maksimum
¢okme, moment, kesme ve donme degerlerinin literatiirdeki sonuglarla ve analitik

¢oztimler sonucu elde edilen degerlerle karsilastirmasi Cizelge 4.4.-Cizelge 4.9. da

verilmistir.
Cizelge 4.4. Basit mesnetli kalin TBT4 kirislerin maksimum ¢6kmesi (w)
Maksimum ¢tkme (w) degerleri
Teori Referans L/h

12/12 40/12 80/12 160/12
TBT TBT4 0.002261  0.09776  1.3489 20.7214
Oziitok ve Madenci 0.002261  0.09785 1.3500 20.7500
Vo ve Thai 0.002261  0.09775 1.3489 20.7210
Bickford 0.002260  0.09775 1.3488  20.7211
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Cizelge 4.5. Basit mesnetli ince TBT4 kirislerinin maksimum yer ¢kmesi (w)

Maksimum ¢okme (w) degerleri

Teori Referans L/h
12/1 40/1 80/1 160/1
TBT TBT4 1.13662  138.147  2207.77 35,3139
Oziitok ve Madenci 1.138 138.3 2210 35,360
Bickford 1.136607 138.1462 2207.757 35,313.79

Cizelge 4.4. ve 4.5.°de gorildiigii gibi maksimum ¢6kme degerleri, literatiirdeki

mevcut sonuglarla hemen hemen ayni ¢ikmistir.
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i E ! ~iB-TBT4
i
I 3 100 -
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| h (kalinhk) degerleri

Sekil 4.9. TBT4 kirisi L sabit iken ve h degeri artarken ¢6kme degisim grafigi

Sekil 4.9’ da, TBT4 kirislerinde L boyu sabit iken kiris kalinlig1 arttirilarak elde
edilen ¢okme degerleri ile analitik ¢6ziim sonuglarinin karsilastirmali grafigi
verilmistir. Beklenen sekilde kiris kalinlig1 artarken analitik ¢6ziim sonuglari ile de

uyumlu olarak ¢tkme degerlerinin azaldig1 goriilmustiir.
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Cizelge 4.6. Basit mesnetli TBT4 kirislerinin maksimum moment degeri (M)

Maksimum moment (M) degerleri

L
Teori Referans

12 40 80 160
TBT TBT4 180.088 2000.98 8003.91 32015.6

Analitik Coziim 180 2000 8000 32000

Cizelge 4.6.’da goriildiigii gibi farkli boylardaki kirislerde elde edilen moment

degerleri ile analitik ¢6ztim sonuglar ile hemen hemen aynidir.
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Sekil 4.10. TBT4 kirisi moment dagilim grafigi (L=12, h=1)

Sekil 4. 10. da goriildiigii gibi TBT4 kirisi i¢in farkli noktalardaki moment degerleri

ile analitik ¢6ziim sonucu elde edilen gergek sonuglar uyusmaktadir.

43



Cizelge 4.7. Basit mesnetli TBT4 kiriglerinin maksimum kesme kuvveti degeri (Q)

Maksimum kesme (Q) degerleri

L
Teori Referans
12 40 80 160
TBT TBT4 59.0652 196.884 393,768 787.536
Analitik C6ziim 60 200 400 800

Cizelge 4.7.°de farkli boylardaki kirisler i¢in elde edilen kesme kuvveti degerleri,

analitik ¢oziim sonuglari ile karsilastirmali olarak gosterilmistir.

Cizelge 4.8. Basit mesnetli kalin TBT4 kiriglerinin maksimum dénme degeri (¢)

Maksimum dénme (¢ ) degerleri

L/h
Teori Referans

12/12 40/12 80/12 160/12
TBT TBT4 0.00017236 0.0063837 0.05107 0.40855

Analitik Coztim  0.00017241 0.0063857 0.05108 0.40868

Cizelge 4.9. Basit mesnetli ince TBT4 kirislerinin maksimum dénme degeri (¢)

Maksimum dénme (¢ ) degerleri

L/h
Teori Referans

1211 40/1 80/1 160/1
TBT TBT4 0.297838 11.031 88.2484 705.987

Analitik Céztiim  0.297331 11.0345 88.2759 706.207

Cizelge 4.8. ve 4. 9 *da farkli L/h oranlarina sahip TBT4 kirislerinin maksimum

donme degerleri, analitik ¢oztim sonuglari ile karsilagtirmali olarak gdsterilmistir.
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4.2.Dinamik Analiz

Bu kisimda iki ucu basit mesnetli, sabit kesit alans olan, diizglin yayili yiik etkisi
altindaki homojen ve izotropik Euler-Bernoulli (EBT2) ve Timoshenko (TBT4)
kirislerinin serbest titresim frekanslart incelenmistir. Analizlerde elde edilen sayisal
sonuglar literatiirde bulunan ¢alisma sonuglari ile karstlasgtirilmistir. Analizler
sonucunda elde edilen frekans degerleri EBT2 kirisleri i¢in denklem (4.1) de, TBT4

kirigleri i¢in ise denklem (4.2) de verilen formiiller ile boyutsuz hale getirilmistir.

o= ol P4 4.1
El
. 2
= KGh+(J%) EI
o=wl? 2= (4.2)

El KGh

EBT2 ve TBT4 kirislerine ait serbest titresim frekanslarinin ilk 5 mod degeri analitik

¢oziim sonuglari ile karstlastirilarak Cizelge 4.10. *da verilmistir.

Cizelge 4.10. Basit mesnetli EBT2 ve TBT4 kirigleri serbest titresim frekanslari karsilagtirmasi
(E=25; G=10; K=5/6; v=0,25; p=1; L/h =10)

EBT2 ve TBT4 kirisleri serbest titresim frekansi ve karsilastirmasi (w)

L/h=10 Mod 1 Mod 2 Mod 3 Mod 4 Mod 5

EBT2 0,142427 0,569708 1,28184 2,27883 3,56067
Analitik Coziim 0,142427 0,569708 1,28184 2,27883 3,56067

TBT4 0,140729 0,543626 1,15978 1,92995 2,80081

Analitik Coziim 0,140729  0,543626 1,15978 1,92995 2,80081

Yapilan analiz sonuglarinda EBT?2 kirisleri i¢in elde edilen serbest titresim degerleri
(4.1), TBT4 Kkirisleri i¢in elde edilen degerler ise denklem (4.2) kullanilarak boyutsuz

hale getirilmis Cizelge 4.11 ’de analitik sonuglarla karsilagtiridimistir.
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Cizelge 4.11. Basit mesnetli EBT2 ve TBT4 kirisleri boyutsuz serbest titresim frekanslari
kargilastirmasi

EBT?2 ve TBT4 kirisleri boyutsuz serbest titresim frekansi vekarsilastirmasi(@)

L/h=10 Mod 1 Mod 2 Mod 3 Mod 4 Mod 5
EBT2 90,8696 394784 88,8264 157,914 246,74
TBT4 9,8696 394784 88,8264 157,914 246,74

Analitik C6ziim 9,8696 39,4784 88,8264 157,914 246,74
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada basit mesnetli, diizgiin yayili yiik etkisinde ve sabit kesit geometrisine
sahip, ortotropik Euler-Bernoulli ve Timoshenko Kkirislerinin statik ve dinamik
analizleri yapilmistir. Enerji prensiplerinden virtiiel yer degistirme ilkesi kullanilarak
her iki kiris teorisine ait denge denklemleri, kinematik denklemler ve biinye
bagintilart elde edilmistir. Varyasyonel islemler yapilarak dinamik ve geometrik sinir
kosullarini da igeren bu alan denklemleri operatdr forma donustiiriilmiistiir. Bu
operatér forma Géteaux tirevi kullanilarak, her iki kiris teorisine ait dinamik ve
geometrik sinir kosullarini igeren fonksiyoneller elde edilmistir. Fonksiyonellerin
¢oziimiinde Ritz metodu kullandmistir. Euler-Bernoulli Kiris teorisi i¢in egilme
momenti ve ¢6kmenin bilinmeyen olarak tanimlandigi EBT2, Timoshenko Kkiris
teorisi i¢in egilme momenti, ¢ékme, kesme kuvveti ve dénmenin bilinmeyen olarak
tanimlandigt TBT4 Kiris elemanlart elde edilmistir. Ritz yontemi uygulanirken
fonksiyonelde bilinmeyen ve analiz sonucunda dogrudan elde edilecek olan egilme
momenti, yer degistirme, kesme kuvveti ve donme degerleri problemin geometrik ve
dinamik sinir kosullarini saglayan trigonometrik sekil fonksiyonlari ile ifade
edilmistir. Elde edilen sistem matrislerin ¢6ztimii bir bilgisayar programinda yapilan
kodlama ile yapilmistir. Statik ve dinamik analizler i¢in sayisal uygulamalar
yapilarak sonuglari literatiirde bulunan benzer ¢alisma sonuglari ile karsilastirilmis ve
sonuglarin birbirine ¢ok yakin ¢iktigr goriilmustiir.

Calismanin verimliligi yoniinden sonuglar Ozetlendiginde; literatiirdeki benzer
¢alismalardan farkli olarak Euler-Bernoulli kirisleri i¢in egilme momenti ve yer
degistirme degerleri; Timoshenko kirisleri igin egilme momenti, yer degistirme,
kesme kuvveti ve donme degerleri trigonometrik sekil fonksiyonlari kullanilarak Ritz
yontemi ile dogrudan elde edilmistir. Bu sonuglarin literatiirdeki sonuglarla basaril
bir sekilde ortiistiigi goriilmistiir. Kirislerin uzunluk-yiikseklik oranina gore
maksimum ¢okme degerleri incelenmis, kiris yiiksekligi arttikga maksimum
¢okmenin azaldig1 gozlemlenmistir. Kesme etkilerinin dikkate alinmasi ile beklenen
bir sonug¢ olarak Timoshenko Kkiris teorisine dayali kirislerde Euler-Bernoulli kiris

teorisine dayali kirislerden daha ¢ok ¢tkme oldugu goriilmiistiir.
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Dinamik analizlerde, Timoshenko kiris teorisine dayali kirislerde elde edilen serbest
titresim frekanslarinin Euler-Bernoulli kiris teorisine dayali kirislerde elde edilen
serbest titresim frekanslarindan daha diisiik ¢iktig1 gozlemlenmistir.

Bu ¢alismanin devami olarak farkli mesnet kosullart i¢in ¢dziimler yapilarak

calismalara devam edilmesi diisiiniilmektedir.
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