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Matrix concept is intensively used a many area in science. This concept has also a great 
importance in almost every field of mathematics such as graph theory, number theory, differential 
equations. 

The thesis contains six main sections. 
In the first section, basic and fundamental definitions and properties relating numbers, number 

sequences, matrix algebra and graph theory and then, informations about the references in the thesis are 
given. 

In the second section, k-tridiagonal k-Toeplitz matrices are defined and then, some formulas for 
determinant, permanent and eigenvalues of this matrix family are obtained. 

In the third section, lower k-Hessenberg Toeplitz matrices are defined and an algorithm for 
determinants and inverses of this matrices are obtained. 

In the fourth section, generalized balancing and Lucas-balancing number sequences are defined 
and then, some identities for these number sequences are obtained. Also, it is shown that determinants 
and permanents of some k-tridiagonal matrices is the powers of these numbers. 

In the fifth section, a new graph family are introduced and then, the eigenvalues of the adjacency 
and the Laplacian matrix of this graph family are obtained. Moreover, it is shown that the perfect 
matching number of this graph family equals to special second order recurrence by hafnian method. For 
some special kinds of this family, it is obtained that the perfect matching number of corresponding graphs 
equals to some famous number sequences. Also,  identities for energies and upper bounds for Laplacian 
energies of these special graphs are obtained. 

The final section discusses the results obtained in the thesis with suggestions. 
 

Keywords: determinant; energy; hafnian; Hessenberg matrix; k-tridiagonal matrix; Laplacian 
energy;  perfect matching; permanent. 
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1 

 

 

, 

, 

 ; 

, 

, 

 . 

sayma sistemleri, 

olan Fibonacci dizisi, 13. y i Leonardo 

 

balancing ve Lucas-

onlarla ilgili 

 

 

sahip

ve bu Graf teori, genel olarak; 

i 

 

 

1.1.  

 

. 



 

 

2 

  olsun.  fonksiyonu, her  , 

 fonksiyonuna, dizi denir. 

 (Koshy, 2001) ,  ve    

 

 

n n
F  dizisine; Fibonacci dizisi denir. 

.3 (Horadam, 1994) ,  ve    

,  

 

 dizisine; Pell dizisi denir. 

.4 (Cerin, 2007) ,  ve    

,  

 

 dizisine; Jacobsthal dizisi denir. 

.5 (Ray, 2015) ,  ,  ve  olmak 

  ,  

 

ve 

 

 ve dizilerine, ; balancing ve Lucas-

balancing dizisi denir. 

 ve 3 8,    yazarlar bu 

balancing ve Lucas-  

, 

 

 

 (Koshy, 2001)    



 

 

3 

 

 serisine,  dizisinin  denir. 

 

1.2.  

 

 

T   bir cisim ve    

 

matris denir.  

 Bu tez boyunca, 

 

2  

 matrisine  denir. 

3 

matrise birim matris denir ve   

4  matrisinin  

elde edilen  tipindeki matrise,  matrisinin transpozu denir ve   

5  reel matrisi  oluyorsa;  matrisine simetrik 

matris denir. 

 herhangi  matris ve  ; 

 

 matrisi varsa; bu  matrisine,  matrisinin tersi denir 

ve   

 Birim matrisin s

matrislere  denir ve genellikle P   



 

 

4 

   veya  

;   

dir. 

  

bantlarda olan kare matrislere band matris denir. 

  matrisinin  

 

 

1.2.10  matrisinin  

 

 

   matris ve  ise  mertebeli birim 

matris olsun. O halde  polinomuna;  matrisinin karakteristik 

polinomu, denklemine;  matrisinin karakteristik denklemi ve bu 

denkl ;  matrisinin  denir. 

   ve   

 

  matrisi varsa;  ve  matrislerine, 

benzer matrislerdir denir.  ve  benzer matrisler ise; bu matrislerin determinant 

 

   ve 

,   

 

 

 (Behmaram ve Friedland, 2013) ,i jT t n kare matrisi  
 O halde  matrisinin hafnian 

 ve  ; 

 



 

 

5 

 matrisi,  matrisinin  ve   

  matrisinin  n, 

;  

 

 

 (Horn ve Johnson, 1985)   

 

Hessenberg matris denir. 

 (da Fonseca ve ark., 2015)   

 

Hessenberg matris  

tridiagonal matris denir. 

 (Sogabe ve El-Mikkawy, 2011)   matrisi 

 

k-tridiagonal matris denir.  atrise 

tridiagonal matris olur. 

 (Ye ve Lim, 2015)  bir matris olsun. O halde 

 Toeplitz matris 

matrislerdir. 

 (Kilic ve Tasci, 2007)  matrisi,  olacak 

  ve  

 



 

 

6 

 matrisi   matrisine  matrisinin 

 (coverter) matrisi,  matrisine ise  (convertible) matris 

denir. 

Lemma 1.2.1 (Brualdi ve Gibson, 1977) e yazarlar, matrislerin permanentlerini 

 (contraction) 

  k. 

ise  matrisine  denir. 

 matrisi, k.   ve  

halde   matrisi, matrisinde i.  

j. k. 

denir. matrisi   

 

 

 

1.3.  

 

 

 (Harary, 1969)  noktalar   

 graf denir. 

2 (Harary, 1969)   

 oluyorsa  ve  denir ve   

 (Harary, 1969) Bir  

fazla kenara , bir nokta ilmek 

(loop)

pseudo graf (sahte graf) denir. 

 (Harary, 1969) Bir  

rmeyen grafa basit graf denir. 

 (Harary, 1969)  olan bir graf olsun.  ve  

 ise bu noktalara 



 

 

7 

(connected)   

  denir. 

 (Bondy ve Murty, 1976)  herhangi bir  

 derecesi denir ve   

 (Ruohonen, 2013)   olan bir graf olsun. 

 matrisine  

 denir. 

 (Gutman ve Zhou, 2006)  matrisi,  uk 

matrisi ve    

enerjisi 

 

 

 (Grone ve Merris, 1994) Bir   derecesi  

 

derece matrisi denir. 

 (Merris, 1994)  bir graf olsun.  ve   

 matrisine 

 Laplacian matrisi denir. 

 (Gutman ve Zhou, 2006)  ,  ve  olan bir 

graf ve  Laplacian matrisi olsun.   

 Laplacian enerjisi 

 

 

 (Harary, 1969)  

 ,  nin  denir.  

geren alt graf (spanning subgraph) denir.  



 

 

8 

 (Kral' ve ark., 2009)  

derecesi  olarak geren alt graflara  denir. 

 

1.4.   

 

 

(Behera ve Panda, 1999)  

 ( ) 

 

 

 Daha sonra, ir  

art 

ya da in  . 

 Lucas-   

 

 

 

-balancing 

(Ray, 2012). 

 (Panda, 2006 -

 

 -

olan cobalancing ve Lucas-

 

 dizisinin geneli olan ge   ve 

 ve   

 

 (Edson ve Yayenie, 2009).



 

 

9 

  

ve  ; 

 

de 

 

Fibonacci dizisinin geneli olan 

dizisi,   ve   

 

 

 ve  , ve  olmak 

; 

 

 

  

(Yayenie, 2011). 

dizisinin geneli olan dizisi,  

0
1dU

d
 ve   

 

 

 ve  ve  olmak 

 



 

 

10 

 

 

   

(Bilgici, 2014). 

(da Fonseca ve ark., 2015) ve 

olan  

 

  

 

alt -  

  . Daha sonra, ve  

belirlen  dizisinin, -Fibonacci,  Fibonacci-  ve Pell  

dizil . 

 (Sogabe ve El-Mikkawy, 2011)  

 

ve   ise  nin  ,  

olan  matrisler olsun. O halde 

 

elde e .  

 

 

 

 

 



 

 

11 

Daha sonra 

 

-   matrisleri  mertebeli 

re; 
( )

0 1 1
T k

n kP T P T T T  

  ve bu -

  

(Asci ve ark., 2012)   LU  kullan arak -tridiagonal matrislerin 

determi  

(El-Mikkawy, 2003)  

 

e  

 (Kilic ve Tasci, 2007)  nen tridiagonal 

e . 

(Kilic ve Tasci, 2010) arak bu matrislerin 

permanentlerinin  

(Yalciner, 2011) k- LU  bu 

matrisl . 

 

 



 

 

12 

(da Fonseca, 2014)  ikinci tip  

,  ve   

 

;  ikinci tip 

 

 

 (Kulkarni ve ark., 1999)   

n

n n

a b
T c a  

indeki tridiagonal Toeplitz  

kullan arak,   

 

  

 (Yueh, 2005)  

 

 ve   

 

 (Behmaram ve Friedland, 2013)

 sonra elde edilen bu 

 

 (Bruhn ve ark., 2016)  

1-  



 

 

13 

 (Zhang ve Zhang, 2001)

 

 (Gutman ve Zhou, 2006)

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

14 

2.  

 

tridiagonal Toeplitz matrislerin determinant ve 

 

Alabama Journal of Mathematics

dergide (Kirklar ve Yilmaz, 2015)  

  (Sogabe ve El-Mikkawy, 2011)  

 

ve   ise    

olan  matrisler olsun. O halde 

 

 

 

-   matrisleri  mertebeli 

 

 

-tr

 

 (Brualdi ve Gibson, 1977)  - ; 

 

 

 



 

 

15 

 (Brualdi ve Ryser, 1991)  

                                                           (2.1) 

 

                                                 (2.2) 

 

 -tridiagonal -Toeplitz matrisler 

 

(Sogabe ve El-Mikkawy, 2011)

  

1 1

1 1
( )
( ) 1

1 1

1 1

1 1

1

1 1

0 0

0
0

0

0
0

0

0 0

k k

k k

k

k k

T k
n k

k k

k k

k

k k

a b
c a

b
c a

a b
c a

P T P b
c a

a b
c a

b
c a

 

 matrisleri trid  

 



 

 

16 

olur. 

 (Zhang, 1999)  ve  ve   

 

                                           (2.3) 

matrisinin dete ,   

. 

Teorem 2.1   ve  ;  dizisi 

,  

 

dir. 

  olur.  

 

 

 

 

 (Kulkarni ve ark., 1999)  tridiagonal Toeplitz matrisin 

  

2 cos , 1,2, ,
1k

ka bc k n
n

 

olarak elde edil tir. 

Teorem 2.2   ve   

 

dir. 

 

 



 

 

17 

  

 

olup, her bir   

matrisinin d  ve   

 

 

olarak elde edilir.  

 (El-Mikkawy, 2003)  ve  

 , 

 

i bu dizi

  il  

 (Kilic ve Tasci, 2007)  , 

 ve  ;  p, 

2.  matrisinin perman  

 

ir.  

 (Brualdi ve Gibson, 1977)

an .   

  

 



 

 

18 

elde edilir.   

 

olur.    olur ki istenen 

 

Teorem 2.3   ve  ;  

,  

 

dir. 

  (2.1) ve (2.2  

 

ve   

 

olur ki istenendir. 

 

2.1.  

 

,  mertebeli 

 

m
  



 

 

19 

 

dir. O halde 

 

olur ve   

 

elde edilir.     

 
ve  

(3)
8(3) 0 1 2( ) ( ) ( ) 840per T per T per T per T  

bulunur.  ; 

 

 
 
 



 

 

20 

2T  matrisini ; 

 

ve 

 

  

 

ve 

 

. Her bir  rleri,  matrisinin 

   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

21 

3. ALT HESSENB

 

 

(da Fonseca ve ark., 2015) Hessenberg 

matris ailesinin alt ailesi olan alt 

ve bu matris ailesinin determinant   

Utilitas Mathematica  (Kirklar 

ve Yilmaz, 2017)  

  alt Hessenberg Toeplitz matrisi, 

                               (3.1) 

  

                                (3.2) 

 

                                            (3.3) 

ve  

                              (3.4) 

matrisi 

                           (3.5) 

ve  



 

 

22 

                                        (3.6) 

i teorem ve lemmalar elde edilir. 

Teorem 3.1  ve  

halde 

 

dur. 

  ,  rilmelidir.  

 olur.   ve 

   bulunur.  , 

 olup,    

 veya    elde edilir.   

 . 

Teorem 3.2  ve  ;  

 

 

 

dir.  

 

ve 

 

 

 

olur ki, bu da istenendir. 



 

 

23 

Lemma 3.1 matris  matrisi 

             (3.7) 

dir. 

   olsun.   olur.  

durumunda,  

 

dir.   ( ) ve  (  

 

olur. ( n, 

, , , , , , 1 1, , ,' ' ' ' 0
i

i j i x x j i j j j i j j j i i i j
x j

p l l l l l l l l  

  

Bu ise istenendir. 

Lemma 3.2   m  matrisi 

 

dir. 

 



 

 

24 

    matrisi  

 

 olsun.  olur. 

 durumunda, dir.  

 

,   

 

  

 

 kullan ara

elde edilir. 

Teorem 2.3:   alt -Hessenberg Toeplitz matrisi (3.1  

 

dir. 

   

 

. n i j   



 

 

25 

 

dir.   

 

olur.   

 

olur.    

 

 

3.1.  

 

 matrisi, 

(3) (3)
5 5

2 1 0 0 0
0 2 1 0 0

( 2, 1,3) 0 0 2 1 0
3 0 0 2 1
0 3 0 0 2

H H  

n  ve  matrisleri 

; 

,  

olur.  olup,  



 

 

26 

,   

 

 

olarak elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

27 

4. -

-  

 

de, balancing ve Lucas- in geneli olan iki 

 elde edilen Binet 

 

-tridiagonal matrisler 

 

diziler . 

; , ARS Combinatoria  (Yilmaz ve 

Kirklar, 2015)  

 

4.1 -  

 

1.1 (Yayenie, 2011)   ve  olmak 

; 

 

eklinde  iki periyotlu cci dizisi denir. 

(Yayenie, 2011)  

,  ve 

 

 dizisi  

 

 

1.2 1. 0 0b  ve  

 



 

 

28 

 

isine gen  

denir. 

 a, bu dizi (Ray, 2015)  

 de

,  (Yayenie, 2011)  

; 

 

ve 

 

olarak elde edilir.   ve  

, 

           (4.1) 

olur. 

1.3 B  ve  ; 

 

isine -

dizisi denir. 

r ki,  a, bu dizi (Ray, 2015)  -

 , 

 

ve 



 

 

29 

 

dir. O hal lir. 

Teorem 4.1.1   

 

dir. 

 olup,   ve  olsun. O halde 

 

 

ve 

 

 olup, 

 

; 

 

bulunur.  olup, bu da istenendir. 

Teorem 4.1.2   

 ve  ; 

( )

1
22

n
n n

n n

ac
ab

 

dir. 

 

 



 

 

30 

(Bilgici, 2014)  ve  ile  

 

ve  

 

olup, 

 

olur, ki bu da istenendir. 

Teorem 4.1.3  ve  ile  ;  balancing ve 

- n.  

a) , 

b)  

dir. 

   

 

olur.  ve   

 

bulunu lir. 

Teorem 4.1.4  , 

a) , 

b) , 



 

 

31 

c)  

 

   

 

olur.  

 

 

Teorem 4.1.5   

 

dir. 

  

12 2

0 0

0

1 1
1 1

n nmk mk
mk mk

mk mk
k k

mk mk mn m mn mn

m m
k

a ab b a a ab b

aa
 



 

 

32 

 

olup, 

 

 

1.1  , 

 

. 

Teorem 4.1.6 , 

 

. 

   

; 

Dolay  

 

olup, 



 

 

33 

 

olur.  

 

olur,   

Teorem 4.1.7  in 

 

. 

 

 

olur ki,  



 

 

34 

Teorem 4.1.8   

a)    , 

b)   , 

c)     

dir. 

 ;  

 ve 

 

 

 

 

 



 

 

35 

olup,  

Teorem 4.1.9  ,  

 a) , 

 b) 2
2 1

1

1 2 111
2 4

mkm
m k

k m
k

b c c
a a

 

. 

 a) ; 

 

dir. O halde 

 

olup, 

 

 

 

olur ki;  



 

 

36 

b)  ; 

 

dir. O halde 

 

olup, 

 

olur ki; bu da istenendir. 

Teorem 4.1.10  , 

 

. 

 

, 

 

ve 

 



 

 

37 

  ve  nin incelensin. 

Durum 1.  ve   

 

olur. 

Durum 2.  ve  nin her ikisi de tek olsun. O halde 

 

olur. 

Durum 3.  ve   

 

olur. 

 

Teorem 4.1.11 , 

 a)   , 

 b)   , 

 c)   , 

 d)    

. 

   

  

 



 

 

38 

 

 

Teorem 4.1.12   

 

ve 

 

kare mertebeli tridiagonal matrisler ol   ve  

; -  

; 

 

ve 

 

olur. 

,  ve  olup;  , 

,  , 

iz. Dolay ;   

; 

 

ve 

 



 

 

39 

elde edilir. , 1det k kb ,  ve 1 1det k kc  olup, 

,  ; bu da, her  

 

  ve  ;  ve  kare matrisleri 

; 

  (4.2) 

ve  

ir.  

Teorem 4.1.13  ,  ve  

 O halde 

 

ve 

 

. 

(Sogabe ve El-Mikkawy, 2011)

 

 

ve 

 



 

 

40 

 ve  matrisleri, 

verilen  ve  

,  ; 

 

ve 

 

olur ki; bu da, istenendir. 

  ve  ; ,  ve kare matrisleri 

; 

        (4.4) 

    (4.5) 

ve 

                           (4.6) 

ir.  

Teorem 4.1.14 n  ,  ve  kare matrisleri, ; (4.4) ve 

(4.5  

 

ve 

 



 

 

41 

dir. 

  matrisi  ve  

 

 

ve 

 

 ve  

 

ve 

 

elde edilir. O halde Teorem 4.1. n  

 

ve 

 

olur ki istenendir. 

 

Lucas- zilerinde  

Lucas-

balancing ve Lucas-  

 

4.2 Balancing Q-Matrisler 

 

(Ray, 2013)  balancing Q-matrisi  

 

n ,  

 

  

  



 

 

42 

                                            (4.7) 

 

Teorem 4.2.1:   

 

dir. 

  ve  

 

 

 

ve 

 

olup, her  

 



 

 

43 

4.3 Balancing ve Lucas-  

 

, ikinci ti  ,  ve  
 

 
 (Mason ve Handscomb, 2003). (da Fonseca ve Petronilho, 

2001) , ikinci ti  

                         (4.8) 

olarak elde matrisinde;  ve  
,  

 
 kolayca . 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

44 

 

 

olup, bu ailesi

nin ve Laplacia

; 

ilesinin n 

 

 

AKCE International Journal of Graphs and 

Combinatorics (Kirklar ve ark., 2019)  

 

5.1  

 

 

 

  ve   

  multigraf  kM  ve , kare 

mertebeli ; 

                                (5.1) 

  , 

                                                 (5.2) 



 

 

45 

 

Teorem 5.1.1 (Marcus, 1960)  ve  kare mertebeli reel matrisler ve  matrisi 

ise; 

 

  ve  

 

Lemma 5.1.1  ;  blok matrisi, 

                                                 (5.3) 

 O halde; 

                                               (5.4) 

. 

   

Lemma 5.1.2    ve  ; 

 

;  

                                              (5.5) 

ve  matrisi de, (5.2   ve  matrisleri benzer 

matrislerdir. 

 ve 1,nR  ; ,  ve  matrisleri de; (5.2) ve 

(5.5 lsun. O halde  olup,  ve  

matrislerinin  

.1  ,  matrisi 

olan  mertebeli  matrisi (5.2 ;  

  



 

 

46 

 

ve 

 

dir. 

 Teorem 5.1.    ve 

 

halde;   ve  matrisleri, tridiagonal Toeplitz matrisler olup; (Kulkarni ve ark., 

1999) u matrisleri    

 

ve 

 

olur. 

Lemma 5.1.3  ve  matrisleri, ;  n derece ve 

 matrisi ise;  n matrisi olsun. O halde 

 matrisinin ;  ,  ve  ; 

 

; 

 

ve 

 

dir. 

 

 

 

 

 



 

 

47 

  , 

 

;  derece matrisi, 

 

olur. O halde;  matrisi, re;  Laplacian 

matrisi,  matrisi,  matrisi de 

 

 

 

olur. O halde  ve  matrisleri, la; 

 

ve 

 



 

 

48 

. Dolay , Teorem 5.1.  ve  nin 

zamanda  ; (Yueh, 

2005)    ve  ; 

2 22 2sin 1 2 sin sin 1 0c b n c b n b c n  

; 

 

ve 

 

olur ki; bu da, istenendir. 

 Teorem 5.1.2   G  

matrisi olsun. O halde;  ve  olan  

                                        (5.6) 

,  dir. Yani, bu   

,   

   

 

olup,  dir. Her  ,  . O halde;  

 O halde;   

 mertebeli  matrisi, 

2 2

0 0 0
0

0 0 0

0 0 0
0

0 0 0

t

b a c
b c a

b c
b c a

A G
a c b
c a b

c b
c a b
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  ve  matrisleri 

ve ,   mertebeli matrisleri 

,   

; 

 

 

 

 ve   ve  ; 

  

matrisleri elde edilir. O halde  ve  olup, 

   

 

ve 

 

olur ki; bu da,  

olarak; her  , G  perfect 
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  dizisinin  

 

 

5.2   

 

Durum 5.2.1  ve   bu graf ailesi, 

 

1.   Fibonacci 

  ; 

5.1.1 ve Lemma 5.1.  ve  ; , 

   , 

 

ve 

 

 

ve   

  

ve 

 

olur. Dolay ;  merdiven graf ailesinin enerjsi, 



 

 

51 

 

olur.  

 ve  ,   , 

   ,  olup; 

 bulunur.  ,  

olarak; 

 

 

olur. 

 ve  ,   ve   

de,  el    



 

 

52 

olup,   ,  

olarak; 

 

elde edilir. 

  ki;    tane 

kenara sahiptir. O halde; n enerjisi, 

 

olur.  ,  ;  , 

 

bulun  

 

 

 

 



 

 

53 

Durum 5.2.2   ve   bu graf ailesi, 

 

1.    Pell 

 ,  ; 1.1 ve 

Lemma 5.1.   ve  ; , 

 ;  , 

 

ve 

 

 

ve  , 

  

ve 

 

olur. Dolay  silindir tipi graf ailesinin enerjsi, 

 

bulunur. 

;   silindir tipi 

2 2n  tane kenara sahiptir. O halde; n enerjisi, 
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olur.  , 

 

olup,  

 

 olur.  , 

 

olup,  

 

 bulunur.  her  ,  

 

olur ki,  
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Durum 5.2.3  bu graf ailesi, 

 

    Jacobsthal 

 ,  ; 1.1 

ve Lemma 5.1.   ve  ; , 

 olmak   , 

 

ile 

 

 

ve  , 

  

ile 

,  

olur. Dolay  graf ailesinin enerjsi, 

 

olur.  ve  ,  olup;  , 

   ve  
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,  olup;   elde edilir. 

ak; 

 

bulunu ;  ,  ve  ; 

 

olarak elde edilir. 

;    tane 

kenara sahiptir. O halde; n enerjisi, 

 

bulunur.  , n ene

 , 

22 2

1 1 1 1 1

8 4 4 42 1 1 4 cos 8 2 1 8 cos

16 2 22 8 4 sin cot cos
2

k
k k k k

i i i i i

i iLE G
k k k k k k

k k

k
k k k k

 

olur ki; ,  
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6  

 

6  

 

Bu tezde genel olarak matrisler ai

Lucas-

; 

t ailelerinin 

enerji ve Laplacia  

 

6.2  
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