T.C.
SELCUK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BAZI OZEL BAND MATRISLER, SAY]
DIZILERI VE OZELLIKLERI

Emrullah KIRKLAR
DOKTORA TEZi

Matematik Anabilim Dal

Agustos-2019
KONYA
Her Hakki Sakhidir

SELCUK
UNIVERSITESI



TEZ KABUL VE ONAYI

Emrullah KIRKLAR tarafindan hazirlanan “Bazi Ozel Band Matrisler, Sayi
Dizileri ve Ozellikleri” adli tez calismas1 £2/98/ 22/ tarihinde asagidaki jiiri tarafindan
oy birligi / -ey—eeklugwe ile Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik
Anabilim Dali’nda DOKTORA TEZI olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri

Baskan
Prof. Dr. Ayse NALLI

Danisman
Prof. Dr. Ayse Dilek MADEN

Uye
Prof. Dr. Siileyman SOLAK

Uye
Prof. Dr. Aynur KESKIN KAYMAKCI

Uye
Dog. Dr. Aynur YALCINER

Yukaridaki sonucu onaylarim.

Prof. Dr. Mustafa YILMAZ
FBE Miidiirii



TEZ BiLDIiRiM1

Bu tezdeki biitiin bilgilerin etik davramis ve akademik kurallar ¢ergevesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarma uygun olarak hazirlanan bu galigmada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagma eksiksiz atif yapildigm bildiririm.

DECLARATION PAGE

I hereby declare that all information in this document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. I also declare that, as
required by these rules and conduct, I have fully cited and referenced all material and

results that are not original to this work.

E

Emrullah KIRKLAR
Tarih: 02/0812013



OZET

DOKTORA TEZI

BAZI OZEL BAND MATRISLER, SAYI DiZILERI VE OZELLIKLERI

Emrullah KIRKLAR

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

] Damsman: Prof. Dr. Ayse Dilek MADEN
Ikinci Damisman: Doc. Dr. Fatih YIMAZ
2019, 71 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Ayse Dilek MADEN
Prof. Dr. Ayse NALLI
Prof. Dr. Siilleyman SOLAK
Prof. Dr. Aynur KESKIN KAYMAKCI
Doc¢. Dr. Aynur YALCINER

Matris kavram, bilim diinyasinda yogun olarak kullamlmaktadir. Bu kavram ayn1 zamanda graf
teori, sayilar teorisi, diferensiyel denklemler gibi matematigin de hemen hemen her alaninda ¢ok biiyiik
Oneme sahiptir.

Bu tez alt1 ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde sayilar ve say1 dizileri, matris kavram ve graf teori ile ilgili temel tamim ve
ozellikler verilmistir. Ardindan tezde kullanilan kaynaklar ile ilgili bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde k-tridiagonal k-Toeplitz matrisler tammlanmis, ardindan bu matrislerin
determinant, permanent ve 6zdegerleri i¢in formiiller elde edilmistir.

Uciincii boliimde alt k-Hessenberg Toeplitz matrisler tammlanmis, ardindan bu matrislerin
determinanti ve tersleri elde edilmistir.

Dérdiincii boliimde genellestirilmis balancing ve Lucas-balancing say1 dizileri tammlanmis, daha
sonra bu say1 dizileri ile ilgili 6zdeslikler elde edilmistir. Bunun yam sira 6zel k-tridiagonal matrisler
tanumlanip, bu matrislerin determinant ve permanent degerleri bu say1 dizilerinin kuvvetleri cinsinden
elde edilmisgtir.

Besinci boliimde yeni bir graf ailesi tanumlanmus, ardindan hafnian fonksiyonu yardimiyla bu
graf ailesinin mitkemmel esleme sayisi elde edilmistir. Daha sonra bu graf ailesinin baz1 6zel alt aileleri
i¢in mikkemmel esleme sayilarinin iyi bilinen say1 dizilerinin elemanlarina esit oldugu gosterilmis ve bu
Ozel alt graf ailelerinin enerjileri igin esitlik, Laplacian enerjileri igin tist sur elde edilmigtir.

Son béliimde ise tezde elde edilen sonuglar ve dneriler tartisilmstar.

Anahtar Kelimeler: determinant; enerji; hafhian; Hessenberg matris; k-tridiagonal matris;
Laplacian enerji; miikemmel esleme; permanent.
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Matrix concept is intensively used a many area in science. This concept has also a great
importance in almost every field of mathematics such as graph theory, number theory, differential
equations.

The thesis contains six main sections.

In the first section, basic and fundamental definitions and properties relating numbers, number
sequences, matrix algebra and graph theory and then, informations about the references in the thesis are
given.

In the second section, k-tridiagonal k-Toeplitz matrices are defined and then, some formulas for
determinant, permanent and eigenvalues of this matrix family are obtained.

In the third section, lower k-Hessenberg Toeplitz matrices are defined and an algorithm for
determinants and inverses of this matrices are obtained.

In the fourth section, generalized balancing and Lucas-balancing number sequences are defined
and then, some identities for these number sequences are obtained. Also, it is shown that determinants
and permanents of some k-tridiagonal matrices is the powers of these numbers.

In the fifth section, a new graph family are introduced and then, the eigenvalues of the adjacency
and the Laplacian matrix of this graph family are obtained. Moreover, it is shown that the perfect
matching number of this graph family equals to special second order recurrence by hafnian method. For
some special kinds of this family, it is obtained that the perfect matching number of corresponding graphs
equals to some famous number sequences. Also, identities for energies and upper bounds for Laplacian
energies of these special graphs are obtained.

The final section discusses the results obtained in the thesis with suggestions.

Keywords: determinant; energy; hafnian; Hessenberg matrix; k-tridiagonal matrix; Laplacian
energy; perfect matching; permanent.
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1. GIRIS

Say1 kavraminin tarihgesi, insanlik tarihine dayanir. Sozli olarak saymanin tarihi
ise bilinmemektedir. O donemde yasayan insanlar, yaptiklari gunlik aktivitelerde
sayilar1 temsil etmek tzere; hayvan kemikleri, ¢akil veya tas kullanmaktaydilar. Bunun
yant sira, duvar veya agaglara ¢entik atarak sayilari temsil etmekteydiler. Zamanla bu
sayilar, sozli olarak da ifade edilmeye baslanmig degisik say1 sistemleri tanimlanmig ve
giinimiize kadar 6nemli derecede gelismeler kaydedilmistir. Dil ve bilimin 1s18inda bu
sayma sistemleri, ginimuzdeki halini almig ve bu sayma sistemlerinden faydalanilarak
say1 dizileri tanimlanmistir. Bilim diinyasinda en ¢ok ses getiren sayi1 dizilerinden birisi
olan Fibonacci dizisi, 13. yiizyllda yasams olan Italyan matematikgi Leonardo
Fibonacci tarafindan tavsanlarin tremesi ile ilgili bir problem tzerine tanimlanmisgtir.
Bunun yani sira bilimin 1s18inda farkli problemler iizerine Lucas, Pell, Jacobsthal,
balancing ve Lucas-balancing sayi1 dizileri gibi diziler de tanimlanmigtir. Tanimlanan bu
say1 dizilerine uzun yillar yogun ilgi gosterilmis ve onlarla ilgili yeni ozellikler elde
edilmisgtir.

Diger taraftan, Matris Cebiri ilk olarak 1857 yilinda bilim diinyasina tnla
matematik¢i Cayley tarafindan tanitilmigtir. Daha sonra ise bu kavram tizerine yogun
caligmalar yapilmistir. Matris kavrami, bilim diinyasinda hemen hemen her alanda
yogun olarak kullanilmigtir. Bu kavram ayni zamanda matematikte de ¢ok biiyilk oneme
sahiptir. Graf teori, sayilar teorisi, diferensiyel denklemler gibi bir¢ok alanda yogun
olarak kullamilmaktadir. Ornegin; matris kavrami ve bu kavramin ozellikleri
kullanilarak, yukarida adi gecen sayi1 dizileri ile ilgili yogun olarak ¢aligmalar yapilmig
ve bu say1 dizilerinin yeni ozellikleri elde edilmistir. Graf teori, genel olarak; gorsel
objelerden olusur. Graf yapist buyiudikege ozelliklerini incelemek ise zorlagir. Matris
kavrami kullanilarak bu graf yapilarinin mikemmel esleme, enerji, Laplacian enerji gibi

bir ¢ok 6zellikleri ile ilgili son zamanlarda yogun sekilde ¢aligmalar yapilmigtir.

1.1. Say1 Dizileri ile Tlgili Baz1 Tamim ve Ozellikler

Bu bolimde, oncelikle dizi kavrami tanitilip, ardindan bazi 6zel say: dizileri ele

alinmistir.



Tanim 1.1.1 X = olsun. f:N—> X fonksiyonu, her neN sayist igin,
f(n)=x, seklinde tammlanan f fonksiyonuna, X kiimesi iizerinde bir dizi denir.

Tanmm 1.1.2 (Koshy, 2001) Baslangi¢ kosullari, £, =0 ve F; =1 olmak tzere; ne N
igin,

Fo =k, +

n+l

seklinde tanimlanan {Fn}nEN dizisine; Fibonacci dizisi denir.

Tanmm 1.1.3 (Horadam, 1994) Baslangi¢ kosullar1, £, =0 ve F, =1 olmak tzere; ne N
icin,

P

n+2

=2P

n+l

+F,
seklinde tammlanan {P,} _ dizisine; Pell dizisi denir.

Tanmm 1.1.4 (Cerin, 2007) Baslangi¢ kosullari, J, =0 ve J, =1 olmak iizere; ne N
icin,

Jon=J ,+2J],

n+l

seklinde tanimlanan {J,} _ dizisine; Jacobsthal dizisi denir.
Tanmm 1.1.5 (Ray, 2015) Baslangi¢ kosullar, B, =0, B, =1, C,=1 ve C, =3 olmak

tizere; ne N i¢in,

n+2 = 6Bn+1 n

\

C,,=6C

n+ n+l C

n

seklinde tanimlanan {Bn}neN ve {Cn}neNdizilerine, sirastyla; balancing ve Lucas-

balancing dizisi denir.
a=3+/8 ve £=3 —\/g , x’—6x+1=0 denkleminin kokleri olmak tizere; yazarlar bu

balancing ve Lucas-balancing say1 dizilerinin Binet formiillerini

gl
a-p
Cn_a”+,8”
2

olarak elde etmiglerdir.

Tanim 1.1.6 (Koshy, 2001) (an )ntN dizisinin terimleri yardimiyla tanimlanan



g(x)=a,+ax+a,x’+...= ianx”
n=0

serisine, (a,) . dizisinin iirete¢ fonksiyonu denir.

1.2. Matris Kavramu ile Tlgili Baza Tamim ve Ozellikler

Bu boliimde, matris kavrami tanitilip, bu tezde kullanilacak bazi temel tanim ve

ozellikler tanitilmigtir.

Tanmm 1.2.1 F bir cisim ve @, , € F (1<i<m, 1< j<n) olmak tizere

Ay Gy 4y, |
Gy  dy a,,

) |
aml amZ o aﬂm men

seklindeki tabloya matris denir.
m=n alinirsa bu tir matrislere kare matris denir. Bu tez boyunca, aksi belirtilmedigi
sirece tanimlanan matrisler kare matrislerdir.

Tammm 1.2.2 4 n—kare bir matris olsun. Eger 4 matrisinin esas kosegen elemanlari

digindaki butiin elemanlar: sifir ise 4 matrisine kosegen matris denir.
Tammm 1.2.3 Esas kosegen elemanlar1 “1” diger tim elemanlar1 sifir olan bir kare
matrise birim matris denir ve I ile gosterilir.

Tanim 1.24 A=(a

e MAtrisinin satirlarini siitun veya sttunlarini satir yapmakla

elde edilen nxm tipindeki matrise, 4 matrisinin transpozu denir ve A’ ile gosterilir.

Tanimm 1.2.5 4=(a

e Teel matrisi icin, eger A" = A oluyorsa; 4 matrisine simetrik

matris denir.

Tanim 1.2.6 A herhangi n—kare matris ve I, n—kare birim matris olmak tizere;
AB=BA=1

olacak sekilde bir B, n—kare matrisi varsa; bu B matrisine, 4 matrisinin fersi denir

ve B= A" ile gosterilir.

Tanmm 1.2.7 Birim matrisin satir veya sttunlarinin yerleri degistirilerek elde edilen

matrislere permiitasyon matris denir ve genellikle P ile gosterilir.



P, bir permutasyon matris olmak tizere; bu matrisin determinant degeri 1 veya —1

olup, tersi vardir ve transpozesine esittir. Yani; P bir permiitasyon matris ise P~ =P”
dir.

Tanim 1.2.8 (Tasci, 2011) Sifir olmayan elemanlar1 sadece esas kosegen etrafindaki
bantlarda olan kare matrislere band matris denir.

Tanim 1.2.9 4=(a

) e MALTISININ determinant degeri

det A= Z sgn(a)ﬁam(i)
1

ces, i=
seklinde tanimlanmigtir.

Tanmm 1.2.10 4=(a

l.].) -, Matrisinin permanent degeri

perd= 3 []a.

ceS, i=l
seklinde tanimlanmaigtir.

Tamm 1.2.11 (Tasci, 2011) 4= (a,) n—kare matris ve I, ise n—kare mertebeli birim
matris olsun. O halde K,(A)=det(4-AI,) polinomuna; A matrisinin karakteristik

polinomu, K ,(A)=0denklemine; A matrisinin karakteristik denklemi ve bu

denklemin koklerine de; 4 matrisinin ozdegerleri denir.
Tamim 1.2.12 (Tascy, 2011) A ve B, n—kare matrisler olmak tizere;
B=P'AP
sartin1 saglayan det P=0 olacak sekilde bir P matrisi varsa; 4 ve B matrislerine,

benzer matrislerdir denir. A ve B, benzer matrisler ise; bu matrislerin determinant

degerleri, karakteristik polinomlar1 ve 6zdegerleri aynidir.

Tammm 1.2.13 (Tasc1, 2011) A=(a ve B=(b,,),., seklinde matrisler olmak

i, )mxn mxn

tizere, bu matrislerin Hadamard carpimi, 4o B ile gosterilir ve

AoB=(ab,)

! mxn

seklinde tanimlanir.

Tanmmm 1.2.14 (Behmaram ve Friedland, 2013) 7 = (z‘l.’j) n—kare matrisi (n =2k, k>1)

esas kosegen elemanlart sifir ve simetrik bir matris olsun. O halde 7" matrisinin hafnian
degeri 1<s<k ve 1<i < j <k olmak tzere;
2k
haf (T) = Z Ziljl Zizjz o 'tikjk
{1 2 - 2kl 2k

h h o ok Tk



seklinde tanimlanmistir. 7. matrisi, 7 matrisinin ». ve 2k. satir ve siitunu silinerek

elde edilen matris olmak tzere; T matrisinin hafnian degeri i¢in, son siituna gore

Laplace agilimi;

2k-1
haf (T) = D t, . haf (T,)
r=1
seklindedir.
Tanim 1.2.15 (Horn ve Johnson, 1985) A =(aq,

z,j)nxn

4 ( ) a,,, i<j+ligin
=l{q. .= ?
" 0, i>j+1ligin

matris olmak lizere

seklinde tanimlanan matrislere Hessenberg matris denir.
Tamm 1.2.16 (da Fonseca ve ark., 2015) /1 = (h, ;) n—kare olmak uzere

H:(h. .): h,, i=j,i=j+lvej=i+kicin
= 0 diger durumlarda

seklinde tanimlanan matrislere alt k — Hessenberg matris denir. Eger k=1 alinirsa,
olusan matrise tridiagonal matris denir.

Tamm 1.2.17 (Sogabe ve El-Mikkawy, 2011)7 n—kare matrisi

Liw =9, 1=12,....n—kigin

T:(..)n _ t,=d, i=j=12,... nign
oM e =b,, i=12, . n—kigin
0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan matrislere k-tridiagonal matris denir. k=1 i¢in bu matrise

tridiagonal matris olur.

Tamm 1.2.18 (Ye ve Lim, 2015) 7,, (n-1)—karebir matris olsun. O halde

T

n-1

n—1 . . . . .
:(tl.fj)_ 3 seklinde tamimlanan matrislere Toeplitz matris denir. Dolaysiyla,
i,j=

Toeplitz matrisler esas kdsegene parelel olan kogegenler boyunca elemanlar1 ayni olan
matrislerdir.

Tanmm 1.2.19 (Kilic ve Tasci, 2007) 4 n—kare matrisi, per(A)=det(H o 4) olacak
sekilde 1 ve —1’den olusan
-1 i=j+1igin
H=1" JTlig
1, digerdurumlarda

2



seklindeki H n—karematrisi ile Hadamard carpilirsa, A matrisine 4 matrisinin

doniistiiriicii (coverter) matrisi, A matrisine ise doniistiiriilebiliv (convertible) matris
denir.

Lemma 1.2.1 (Brualdi ve Gibson, 1977)’de yazarlar, matrislerin permanentlerini
hesaplamak i¢in sikistirma (contraction) olarak adlandirilan yeni bir metot elde

etmiglerdir. 4=(a,;) n—kare matrisinin satir vektorleri 7,7,...,r, olsun. Eger k.

situn elemanlarindan sadece ikisi sifirdan farkli ise 4 matrisine sikistirilabilirdir denir.

A matrisi, k. situnda i # j i¢in a, #0 ve a, #0 olmak lzere sikistirilabilir olsun. O
halde 4, ., (n—1)x(n—1) matrisi, 4 matrisinde i. satir yerine a,r, +a,r; yazilarak ve

J. satir ile k. siitun silinerek elde edilen matristir. Bu matrise 4 matrisinin sikigtirilmasi

denir. B matrisi 4 matrisinin sikistirilmig matrisi olsun. O halde,
per(4) = per(B)

oldugunu gostermiglerdir.
1.3. Graf Teori ile Tlgili Bazi Tamm ve Ozellikler

Bu bolimde, graf yapist tanitilip, bu tezde kullanilacak bazi temel tanim ve
ozellikler tanitilmigtir.

Tamm 1.3.1 (Harary, 1969) ¥ (G) noktalar (koseler) kiimesi ve £(G) kenarlar kiimesi
olmak uzere, G = (V,E ) seklinde tanimlanan yapilara graf denir.
Tanim 1.3.2 (Harary, 1969) V(G) noktalar kiimesi ve u,ve V(G) olsun. Eger

uvekE (G) oluyorsa u ve v noktalarina komsudur denir ve u ~ v ile gosterilir.

Tamim 1.3.3 (Harary, 1969) Bir G grafinda ayni1 nokta ¢iftini birlestiren iki ya da daha
fazla kenara ¢oklu kenar (multi edge), bir noktay1 kendisiyle birlestiren kenara ilmek
(loop), ¢oklu kenara sahip ancak ilmegi olmayan grafa ¢oklu graf (multi graph), ¢oklu
kenar ve ilmek iceren graflara ise pseudo graf (sahte graf) denir.

Tamim 1.3.4 (Harary, 1969) Bir G grafinda ayn1 nokta ciftini birlestiren iki ya da daha

fazla kenar ve ilmek icermeyen grafa basit graf denir.

Tamm 1.3.5 (Harary, 1969) G grafi, nokta kiimesi '(G)olan bir graf olsun. v, ve v,

noktalar1 arasinda bir yol varsa ya da komsu noktalar ise bu noktalara baglantilidr



(connected) denir. Eger G grafindaki nokta kiimesi olan ¥ (G) kiimesinin biitiin nokta

ciftleri arasinda bir yol var ise G grafina baglantili graf (connected graph) denir.
Tanmm 1.3.6 (Bondy ve Murty, 1976) G grafindaki herhangi bir v, noktasina komsu

olan noktalarin sayisina v, noktasinin derecesi denir ve deg(vl.) ile gosterilir.
Tammm 1.3.7 (Ruohonen, 2013) G grafi, ‘V(G)| =n olan bir graf olsun.

“a; =v,ilev; arasindaki kenar sayisidir.” seklinde tanimlanan A(G)= (aij) matrisine G

grafinin komsuluk matrisi denir.

Tamm 1.3.8 (Gutman ve Zhou, 2006) A(G):(al.j) matrisi, G grafinin komsuluk

matrisi ve A,4,,...,4, degerleri A(G) matrisinin 6zdegerleri olsun. O halde G

grafinin enerjisi

n

Es=)

i=1

A

7

seklinde tanimlanmaigtir.

Tamm 1.3.9 (Grone ve Merris, 1994) Bir G grafinda v, noktasinin derecesi deg(v,)
olmak iizere, D(G):k0§(deg(v1),deg(v2),...,deg(vn)) seklinde tanimlanan matrise
derece matrisi denir.

Tanim 1.3.10 (Merris, 1994) G bir graf olsun. A(G) ve D(G) matrisleri sirasiyla G
grafinin komsuluk ve derece matrisleri olsun. O halde L(G)=D(G)—A(G) matrisine
G grafinin Laplacian matrisi denir.

Tammm 1.3.11 (Gutman ve Zhou, 2006) G grafi,

V(G)|=n ve |[E(G)=m olan bir
graf ve L(G) matrisi bu grafin Laplacian matrisi olsun. 4, t,,..., 1, degerleri L(G)

matrisinin 6zdegerleri olmak tizere, G grafinin Laplacian enerjisi

n

1E(G)= 3.

=1

2m

Hi——
n

seklinde tanimlanmigtir.
Tamm 1.3.12 (Harary, 1969) G, herhangi bir graf olmak tizere, nokta ve kenar kiimesi
G nin alt kiimesi olan grafa, G nin alt grafi (subgraph) denir. G nin tiim noktalarini

iceren alt grafina geren alt graf (spanning subgraph) denir.



Tamim 1.3.13 (Kral' ve ark., 2009) G nin tim noktalarin1 igeren fakat her bir noktasinin

derecesi 1 olarak geren alt graflara miikemmel esleme (perfect matching) denir.
1.4. Kaynak Arastirmasi

Bu bolumde, tezde kullanilacak olan bazi kaynaklar kisaca tanitilacaktir.
(Behera ve Panda, 1999)’de
1+2++n-)=n+D)+(n+2)+--+(n+r) (re’’)
seklindeki Diophantine denkleminin bir ¢6ziimii olarak,
B.=6B -B ,, B=1,B,=6
seklindeki balancing say1 dizisini elde etmis ve tanimlamislardir. Daha sonra, “Bir »
pozitif tamsayisinin balancing say1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart »° nin bir tiggen say1

ya da 8n° +1in bir tam kare olmasidir” oldugu gosterilmistir.
Lucas-balancing sayilari n>2 igin
C.=6C -C C, =3,C,=17

n-1>

seklinde tanitilmistir. Bunun yani sira

seklinde matris tantmlanmig, matris cebiri kullanilarak, balancing ve Lucas-balancing
say1 dizileri ile ilgili 6zellikler elde edilmistir (Ray, 2012).

(Panda, 2006)’da balancing ve Lucas-balancing say1 dizilerinin Binet formulleri
kullanilarak, bahsi gegen say1 dizileri ile ilgili 6zdeslikler elde edilmistir.

(Catarino ve ark., 2015)’de balancing ve Lucas-balancing say1 dizilerine benzer
olan cobalancing ve Lucas-cobalancing say1 dizileri tanimlanmis ve bu say1 dizilerinin
Binet formiilleri kullanilarak 6zdeslikler elde edilmistir.

Fibonacci say1 dizisinin geneli olan genellestirilmis Fibonacci dizisi; a,b e R ve

baslangi¢ sartlar1 ¢, =0 ve ¢, =1 olmak lizere

n

aqn—l + qn—z B n §'lfl‘ ise
- bq,  +c, ,, ntekise

seklinde iki periyotlu sayr dizisi tanimlanmig ve bu dizinin trete¢ fonksiyonu elde

edilmistir (Edson ve Yayenie, 2009). Aym1 zamanda bu dizinin Binet formiild,



[ 2 ] 2
x> —abx—ab =0 denkleminin kokleri o = ab+(ab)” +4ab B= ab—y(ab) + 4ab

2 ’ 2

ve &(n)=n— 2{%J olmak uizere;
.- alff(n) [an _’an
" (@) @B

Fibonacci say1 dizisi igin yeni 6zdeslikler elde edilmistir.

Fibonacci, Pell, Jacobsthal ve balancing gibi bir ¢ok say1 dizisinin geneli olan

{Qn} dizisi, a,b,c,d € R olmak tizere, baslangi¢ sartlart O, =0 ve Q, =1 i¢in,

Q _ aQn—l + ch—Z 9 n Qlﬁ ise
" b0, +dO, ,, ntekise

seklinde iki periyotlu say1 dizisi tanmimlanmis ve bu dizinin Binet formili,

Em=n-212] ve ¥ —(ab+c—d)x—abd =0 denkleminin kokleri,  ve S olmak
2

uzere;

i [ ) (a+d-c)iil- 43 (B+d-c) i

) =

seklinde elde edilmistir. Bunun yani sira, bu Binet formila kullanilarak, hem bu say1

(Yayenie, 2011).
Lucas say1 dizisinin geneli olan {U n} dizisi, a,b,c,d € R olmak tizere, baglangig
d+1

sartlart U, = — ve U, =a i¢in,

U =

n

bU, ,+dU, ,, nciftise
aU,  +cU, ,, ntekise

seklinde iki periyotlu say1 dizisi tanimlanmig ve bu dizinin Binet formili,
§(n)=n—2LgJ ve x*—(ab+c—d)x—abd =0 denkleminin kokleri o ve £ olmak

uzere
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n-1 n-1

a ™ (a+d+l)aL2J(a+d—c)B (,8+d+1),8L2J(,8+d—c)m

o (ab)ElJ a-p

n

seklinde elde edilmistir. Bunun yani sira, bu Binet formila kullanilarak, hem bu say1
dizisi i¢in hem de yukarida tanimlanan {Qn} dizisi i¢in yeni ozdeglikler elde edilmistir
(Bilgici, 2014).

(da Fonseca ve ark., 2015)’de, baslangic sartlari u(” =1, u™® =d, u{” = ad ve
u,ﬁk) =a"'dolan

w,” = au,) +b' e,

seklinde yent bir dizi tantmlamigtir. Dahasi, a,b,c € R olmak tizere
a b

a b
H, (k)=

a b

c d

alt k-Hessenberg matrisi tammlanmig ve bu matrisin  permanent degerinin
per(H (k))=u® oldugu gosterilmistir. Daha sonra, a,bve cdegerleri 6zel olarak

(k)

n

belirlenmis ve bu u'” dizisinin, k-Fibonacci, Fibonacci-p ve Pell (p,i) sayi

dizilerinin bir genel ifadesi oldugu gosterilmistir.
(Sogabe ve EI-Mikkawy, 2011)’de

r={izi=r(modk),i=1,2,....n§, re{ti . .. k-1

ve [ €r igin ‘r‘ ise 7 nin eleman sayisi olmak uizere; P, her bir situnu, i. birim vektor
olan e, vektorlerinden olugan n><|;7‘ matrisler olsun. O halde

P=[P,P,...P—]

6’ i’cutj T

seklinde permutasyon matris elde edilmistir.
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Daha sonra
a, 0 0O b O 0
a, b, :
: 0
7 0 (L b,
! ck+1 O
O ck+2 :
: a, O
0 w0 ¢ A ... n a, )

seklinde tanimlanan £ -tridiagonal matrisler i¢in, 7, matrisleri H_ kare mertebeli

tridiagonal matrisler olmak tizere;
P'TYP=T,®T® T
oldugu gosterilmis ve bu £ -tridiagonal matrisin determinantini kolayca hesaplamak i¢in
yeni ve kullanigh bir metod elde edilmisgtir.
(Asci ve ark., 2012)’de LU ayrisitmi kullanilarak £ -tridiagonal matrislerin

determinant ve tersleri i¢in formiiller elde edilmistir.

(El-Mikkawy, 2003)’de

'd a O 0
b, d, a, :

0 b, d, 0

: o . - a,.,
0 o o 0 b d |

seklinde tanimlanan tridiagonal matrisin determinanti i¢in bir rekiirans bagintisi elde
edilmisgtir.

(Kilic ve Tasci, 2007)’de elemanlar1 o6zel olarak belirlenen tridiagonal
matrislerin permanentleri ile Fibonacci ve Lucas sayilart arasinda iligkiler elde
edilmistir.

(Kilic ve Tasci, 2010)’da o6zel matrisler tanimlanarak bu matrislerin
permanentlerinin negatif indisli 6zel say1 dizilerine esit oldugu gosterilmistir.

(Yalciner, 2011)’de k-tridiagonal matrisler i¢in LU ayrigimi yapilmig ve bu

matrislerin determinantlari i¢in elverigli formuller elde edilmistir.



12

(da Fonseca, 2014)’de U, (x), ikinci tip Chebyshev polinom olmak tizere,
U,(x)=1, U,(x)=2x ve n>1 i¢in
U,.(0)=2xU,(0)~U,,(x)
rekiirans bagintisina sahip oldugundan bahsedilmistir. Daha sonra ise; U, (x), ikinci tip

Chebyshev polinom olmak tizere;
x 1

Q.= . 1:\\/;) Un[mj

olarak elde edilmisgtir.

(Kulkarni ve ark., 1999)’da

o
seklindeki tridiagonal Toeplitz matrislerin 6zdegerleri, Chebyshev polinomlari

kullanilarak, £ =1,2,....n igin

n+l

A, = a—%@cos[k—ﬁj

olarak elde edilmisgtir.

(Yueh, 2005)’de

-f+b ¢ O 0
a b ¢
A= 0 a : 0
b c
0 0 a -a+b

seklinde tridiagonal matris tammlanmis, «,f ve +ac¢ nin durumlarina gore A,
matrisinin 6zdeger ve 6zvektorleri elde edilmistir.
(Behmaram ve Friedland, 2013)’de Pfaffian graflarinin agirlikli mitkemmel

esleme (perfect matching) sayisi i¢in st sinir elde edilmistir. Daha sonra elde edilen bu

sonuglar Fulleren graflarina uygulanmistir.

(Bruhn ve ark., 2016)’da GP (3k,k) tipindeki genellestirilmis bir Petersen grafin

1-faktorinin sayisi, Jacobsthal sayilari cinsinden ifade edilmigtir.
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(Zhang ve Zhang, 2001)’de bir fulleren grafin mikemmel esleme (perfect
matching) sayisi i¢in alt sinir elde edilmistir.
(Gutman ve Zhou, 2006)’da bir grafin enerjisi ile Laplacian enerjisi arasinda

buyiik ol¢iide benzerlikler ve yine biiyiik 6l¢tude farkliliklar oldugu gosterilmistir.
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2. k—TRIDIAGONAL ) —- TOEPLITZ MATRISLER

Bu boluimde, k& —tridiagonal matrislerin 6zel hali olan, elemanlarin belli
araliklarda tekrar eden k& —tridiagonal k—Toeplitz matrislerin determinant ve
permanent degerleri icin uygun diziler elde edilmistir. Bunun yami sira, bu tur
matrislerin 6zdegerleri elde edilmisgtir.

Ayrica bu bolumdeki calismalar “Alabama Journal of Mathematics” isimli
dergide (Kirklar ve Yilmaz, 2015) yayinlanmistir.

(Sogabe ve EI-Mikkawy, 2011)’de

r={iti=r(modk),i=12,...n},re{t1, .. k—1)

ve [ er igin ‘r‘ ise r nin eleman sayisi olmak iizere, P, her bir stitunu i. birim vektor

olan e, vektorlerinden olugan an matrisler olsun. O halde

P=[P(),Pi,...,Pﬁ]
seklinde permutasyon matris elde edilmistir. Daha sonra
a, 0 - 0 b 0 - 0 \
0 a, b, . : ‘
l ' 0
7 0 a, b,
’ Cin 0
0 ¢,
: a, O
0O = 0 ¢ 0 0 g )

seklinde tanimlanan £ -tridiagonal matrisler i¢in, 7, matrisleri H— kare mertebeli

tridiagonal matrisler olmak iizere;
PTOP=T ®T ® &7
oldugu gosterilmis ve bu £ -tridiagonal matrisin determinantini kolayca hesaplamak i¢in

yeni ve kullanigh bir metod elde edilmistir.

(Brualdi ve Gibson, 1977)’de P n -kare permiitasyon matrisi olmak tizere;
per(PTAP) = per(P‘lAP) = per(A)

esitligi elde edilmistir.



(Brualdi ve Ryser, 1991)’de

A:

7N

N
oo
Ne— S

A

3

seklindeki blok matrisler i¢in
per(4) = per(4)per(4,)
esitligi elde edilmistir.
Bu baglamda, % -tridiagonal k -Toeplitz matrisler

a 0 -~ 0 b 0
0 a, b,
0 a, b,
yo |G a, b,
N a
2 2
S a
cl 1
O O .:t 0 v 0

seklinde tanimlanmigtir. (Sogabe ve El-Mikkawy, 2011)’daki kog

yukaridaki 7). matrisine uygulanirsa,

a b 0
¢ a
0 . . b
¢ a O
0 a b
¢ a .
P'T P= L b,
¢ a O
0
@, by,
Cra
0 0

seklinde olur. 7, matrisleri H — kare tridiagonal Toeplitz matrisler o

PTOP=T1,01,6&--0T,,

15

(2.1)

(2.2)

I:A)

egenlestirme metodu

0
. 0
b, |
Coa Gy )
Imak tizere
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olur.
(Zhang, 1999)’de, baslangi¢ sartlart v, =1 ve v,=a ve v; v, =av, ,—bcv, ,

n n

seklinde dizi olmak tizere;

a b 0 . O)
a b F
T,=|0 ¢ . " 0] (2.3)
: - b
0 0 ¢ a)

matrisinin determinant1 igin, det(7 )=v,  esitligi elde edilmistir. Bu baglamda,
asagidaki teoremler yazilir.
Teorem 2.1 Baslangig sartlar1 v, =1 ve v, = a, olmak uzere; v, =a,v, ,—bcyv, , dizisi
icin,
. k-1

det(Tn((k))) = 1:)["‘1‘
dir.
Ispat: det(PT];((’;))P) - det(n<§>)) = det(Ty)det(?;)---det(7,,)  olur.  det(T)=v,
oldugundan

k-1 k-1
deu) = [ Taeut) =TT,
i= i=0

olup, ispat tamamlanir.

(Kulkarni ve ark., 1999)’da (2.3)’de tanimli tridiagonal Toeplitz matrisin

ozdegerleri

A, :a—2\/§cos[k—ﬁ} k=12,....n
n+l

olarak elde edilmistir.
Teorem 2.2 7;((]‘,3) matrisinin 6zdegerleri, i =0,1,.... k-1 ve j=1,2,.. ,H icin

jr

A =a —2,bc cos| o—
C ]

J

dir.
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Ispat:

det(A1, — P'T'Y) P)=det(Al,~ T ) = fol[det (/111_ -T )

olup, her bir ie{O,l,...,k—l} icin 7, matrisinin Ozdegerleri ayni zamanda 7;((/‘,3)
matrisinin de o6zdegerleridir. O halde , i=0,1,....k—1 ve j=1,2,...,.;'| icin 7, <(",3)
matrisinin 6zdegerleri

jr

A, =a,-2bc, cos| m—
‘i‘+l

olarak elde edilir.

(El-Mikkawy, 2003)’de, baslangi¢c sartlart f, =1 ve f, =a, olmak uzere

f,=af,,—b cf, , dizisi tanimlanmis,

a b 0 - 0
c, a, b, : 1
A=10 ¢ . . 0 ‘
: byt |
0 0 ¢, anJ

matrisinin determinant degeri bu dizinin elemanlar1 cinsinden elde edilmistir. Yani,
det(A4) = f, esitligi gosterilmistir.

(Kilic ve Tasci, 2007)’de tanimlanan dontstirict (converter) matris yardimiyla,
baslangi¢ sartlart u#, =1 ve u =0 olmak tzere; u, =au, , +bcu, , dizisi tanimlanip,
kolaylikla (2.3)’deki T, matrisinin permanent degeri i¢in

per(T)) =u,
esitligi elde edilir.
Elde edilen bu sonug¢ (Brualdi ve Gibson, 1977)’de tanimlanan sikistirma (contraction)

metoduyla da dogrulanir. Gergekten, 1<r<n—3 i¢in I, matrisinin son situnundan

baslayarak, elde edilen her matrisin son siitununa bu metodu » defa uygulanirsa,

a b 0 0
c a b
[r] _
7 =
c a b
O cu” u”“ (n—r)x(n—r)
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elde edilir. » =(n—-2). adimda

a b
[n-2] _
Cun—Z un—l

olur. per(I)= per (TH[H]) oldugundan, per(T)=au, ,+bcu, ,=u, olur ki istenen

sonug dogrulanmig olur.

Teorem 2.3 Baslangi¢ sartlart u, =1 ve u , =0 olmak tzere; u, =au

i n—1

+bcu, ,
dizisi i¢in,
per(Tis) =TT
dir.
Ispat: (2.1) ve (2.2)’den
per (PTT n(('j{))P ) = per (T n((’j{)) )
k-1
= per(T,©T,®--@T,_,) =[] per(T,)
i=0
ve per(l) = uH oldugundan
per (7;((?)) = H“M

olur ki istenendir.

2.1. Niimerik Ornek

3) :
Ty, 8% 8 mertebeli

1 0 0 -1 0 O 0
0 2 0 0 3 0 0

0 0 -1 0 0 1 0

o _ 20 0 1 0 0 -10
1o 4 0 0 2 0 0 3
0 0 2 0 0 -1 0 0

00 0 -2 0 1 0

0 0 0 0 4 0 2

matrisini g6z  Oniine  alaltm. Bu  matris i¢in  permitasyon  matrisi
P=le,ee,e,e,e,,e.e] seklindedir ve



001 000 0O

0000 01 O0O0

1 000 00 OO

P 0001 0O0O0O

0000 0 O0OT1O0

01 00 00 OO

00001 O0O0TO

0000 0 001

dir. O halde
0 0 -1 0 0 1 0
0O 0 2 0 0 -1 0
1 0 0 -1 0 O 0
PTE((?): -2 0 0 1 0 0 -1 0
0O 0 0 20 0 1 O
0 2 0 3 0 0 O
0 4 0 2 0 0 3
0O 0 O 4 0 0 2
olur ve
-1 1 0
2 -1
1 -1 0
PP = 02 —12 1l
2 30
4 2 3
0 0 4 2
=L@,

elde edilir. 7;((?) matrisinin determinant ve permanent degerleri, sirastyla,
det (7,3 ) = det(7; ) det(Z;) det(T}) = ~120

ve
per(Ti3) ) = per(Ty) per(T) per(T;) = 840

bulunur. 7; matrisinin 6zdegerleri;

4:—1—zﬁm@2_1_@
4, =—1—2«/5cos[2?7[J:—1+\/57

19
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T, matrisinin 6zdegerleri;

A, =1- 2\/5c0
A, =1-22¢

1,

r)
4
T, matrisinin 6zdegerleri ise

A =2—4\/§c0s[%j=2—2\/g,
A, :2—4\/§c0s[%j

T
i
T
;)
\

0s
A, =1- 2\/=c0

(
|
[

2,

ve
Ag=2— 4\5005(4) 2+2\F

olarak hesaplanir. Her bir 7, matrisinin 6zdegerleri, ayn1 zamanda 7;((33)) matrisinin

ozdegerleri oldugundan; yukarida elde edilen A (k=1,2,...,8) degerleri, T},

8(3)
matrisinin 6zdegerleridir.
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3. ALT i —HESSENBERG TOEPLITZ MATRISLERIN DETERMINANTLARI
VE TERSLERI

Bu bolimde, (da Fonseca ve ark., 2015)’de tanimlanan alt k& —Hessenberg
matris ailesinin alt ailesi olan alt k& —Hessenberg Toeplitz matrisler ailesi tanimlanmig
ve bu matris ailesinin determinanti ile tersi i¢in uygun algoritma elde edilmistir.

Ayrica bu bolumdeki ¢alismalar “Utilitas Mathematica” isimli dergide (Kirklar

ve Yilmaz, 2017) yayinlanmistir.

a,b,c € R olmak tizere; H* = H'® (a,b,c) alt k —Hessenberg Toeplitz matrisi,

a, i=j ise
b, i=i+] ise
H® = H® (a,b,c) = S (3.1)
c, i=j+kise
0, diger durumlarda
seklinde tanimlansin. Ayni zamanda,
a ,i=12...k
Nk Bk
d© = a+(kl)¢,i:k+l,k+2,...ﬂn, (3.2)
[14
h=1
e = b i=12,...,n—1 (3.3)
i_di(o)a B Rt 2 0 .
ve t=1,2,....k—1igin,
0 L i=t+1t+2,...k
k—t 7.k—t
d? 1o CV 0 € ikt (3.4)

[14%.

h=1

dizilerini g6z ontine alalim. Yukaridaki dizilerin elemanlart kullanilarak, L alt tiggen

matrisi
d” i=j
o dY i= gt (t=12,.... k1)
L=[1,] = " (3.5)
c i=j+k

0 ;diger durumlarda

ve U ust iggen matrisi
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U=[u,]| = (3.6)

olarak tanimlansin. O halde agsagidaki teorem ve lemmalar elde edilir.
Teorem 3.1 n>1 i¢in, Lve U matrisleri sirasiyla (3.5) ve (3.6)’daki gibi olsun. O
halde

H® =LU

dur.

fspat: H" =[h, ]T igin, &, = ;Zi,kuk,j oldugu gosterilmelidir. i=j igin,
h,=d%e  +d” =a olur. j=i+l igin, h,=d”e =b ve

i=j+t(<t<k-1) i¢in, h, =d Ve, +d"” =0 bulunur. i=;+k-1 igin,

—t-1
h, =ce., +d* =0 olup, i = j+k igin, h.; =c oldugu agiktir. i = j+h (h>k)
igin, [, =0 veya u, ; =0 oldugundan; A =0 elde edilir. i</ i¢in, A =0
oldugu agiktir. Dolaysiyla H" = LU saglar.

Teorem 3.2 H® ve d, sirasiyla; (3.1) ve (3.2)’deki gibi tamimlansin. O halde

det(119) =T
i=1

dir.
Ispat: Teorem 3.2°den agiktir ki

det(H®) = det(L) det(U)

dir.
det(U) =1
ve
det(L) =] [a”
i=1
oldugundan,

n

det(H®) =] 4™

=1

olur ki, bu da istenendir.
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Lemma 3.1 L matrisi (3.5) deki gibi tanimlansin. O halde L' matrisi

1 .
d© -
d®
T , i=j+1
aii(i)l)aii(O)
t
Zl';;m,j di(m)
! :[1;)]}1 - _mﬂT ., i=j+t(<t<k) (3.7)
k-1 (m)
cl' , + Zl iy 9 o
_ mdféo) , i=j+h(h>k)
0 , I<]

dir.
Ispat: D= Zli,kl ", Olsun. i</ ic¢in, [ . =0oldugundan, p, =0 olur. i=;
k=1

durumunda,

i [ ()
P = Zi,il ii di d(o) = |

dir. i > j i¢in, I', . =0 (j>k)ve [, =0 (i <k) oldugundan,
pi,j = Zli,klvk,j = Zli,xlvx,j
k=1 x=j
olur. (3.5) ve (3.7)’den,
bi; = Zli,xlvx,j = li,jl'j,j + li,j+ll'j+l,j teeet ll,zl|l,, =0
Py

olur. Dolaystyla, LL" = I, oldugu goriilmiis olur. Benzer sekilde 'L =1_oldugu
gorulebilir. Bu ise istenendir.

Lemma 3.2 U matrisi (3.6) daki gibi tanimlansin. O halde U ' matrisi

1, i=
1 . ']71

Ul =lu ] =10 e, i<
k=i

0 , 1>

dir.
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Ispat: Bahsi gecen U ' matrisi agikca yazilirsa,

j-1
s g+l
1 —e ee, -+ (-1 e,
k=1
j-1
;o2
1 = - &7 ]e
-1 n k=2
U Z[u'i.] = .
»J 1
j-1
1
= Hek
k=n-1
1

]
seklindedir. m, ; = Zui,ku ", Olsun. i> jicin, u,  =O0oldugundan, m, =0 olur.
k=1

i = j durumunda, u, . =1dir. / < jigin

k=i+1

i _jfl r j-1
m,=D"]]e +e(-)""[]e =0
k=i
olur. Boylece, UU " =1, oldugu gorilir. Benzer sekilde U'U =1, oldugu
gorilebilir.
Matrislerin bilinen 6zelliklerinden
(HY) =U'L!
oldugunu kolayca soyleyebiliriz. O halde, bu 6zellik kullanilarak asagidaki teorem

elde edilir.

Teorem 2.3: H" alt k-Hessenberg Toeplitz matrisi (3.1)’deki gibi olsun. O halde

n—i k-1
l'i,j + Zl'i+k,]' (_l)kHem+i > n> l 2 .]
k=1 m=0
k—i—1

) =0 T e e i<

[ i=n

nj >

dir.

Ispat: Matrislerde ¢arpma isleminden,
1 n
(Hr(zk)) :h i,j :;u i,klk,j
=J

yazilabilir. n >i > j igin,
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ZV

' 7t
et 1

v ' ' IUSTEPE I X
Ry =l Ut g U ey L

' '
tu i,i+1 Z i+l,7 J

dir. U™ matrisi, iist tiggen matris ve ', =1oldugundan;

' 7 ' ' S 7
h ij =1 i,j+u ii+l l i+1,j+"'+u in® onj
n—i k-1
_ I [} k
=1 i,j+zl i+k,j(_1) Hem+i
k=1 m=0
olur. i < j igin,
' ot ' ' ' N '
hl.)j —”,-,jlj,ﬁ”,-,j+1lj+1,j+"'+“ mln)j
n k—i-1
_ ' fe+i
- [ k.j (_1) H em+i
k=j m=0
olur. i=n i¢in, h', =u', [' =1~ oldugu kolayca gorilebilir. Dolaysiyla ispat
tamamlanir.
3.1. Niimerik Ornek

H®(-2,-1,3) matrisi,

2 1.0 0 0
0 -2 -1 0 0
HY =HP(-2,-1,3)=| 0 0 -2 -1 0
30 0 -2 -1
0 3 0 0 -2

seklinde tamimlansin. (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6)’dan L ve U matrisleri

sirastyla;
1 ! 0 0 O
2 0 0 0 0 5
-2 0 0 0
0 1 l 0 0
0o -2 0 0 2
L= = 1
; 303 1 Y0 01 Lo
2 4 8 2
0 3 303 4 0 0 0 1 %
2 4 19
0 0 0 0 1

olur. HY = LU olup, det (H §3)) =det(L) =—44 dir. Lemma 3.1 ve Lemma 3.2’den



1
2
o 1!
2
L''=| 0 0 =
2
12 6 3
19 19 19
9 6 3
4 11 11

olur. Teorem 3.3’den

olarak elde edilir.

19
44

U'=

-19
6
-12
24

9

-8

16

12
—24
24

4
-8
16
12

)
4
-8
16

-12 6

1
-2
4
-8
19

11
g8 19
)
4 19
1 4

2 19
.8

19

26
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4. GENELLESTIRILMIS BALANCING VE LUCAS-BALANCING SAYI
DIZILERI VE k-TRIiDIAGONAL MATRISLER

Bu bolumde, balancing ve Lucas-balancing sayi dizilerinin geneli olan iki
periyotlu sayt dizileri tanimlanmig, ayn1 zamanda bu say1 dizilerinin treteg
fonksiyonlar1 ile Binet formulleri elde edilmistir. Daha sonra elde edilen Binet
formulleri kullanilarak bu say1 dizileri ile ilgili 6zdeslikler elde edilmistir. Son olarak;
bu sayr dizilerinin katsayilarindan faydalanilarak, bazi 6zel £ -tridiagonal matrisler
tanimlanmig ve bu matrislerin determinant ile permanent degerlerinin s6z konusu say1
dizilerinin kuvvetleri oldugu gosterilmistir.

Ayrica; bu bolimun bir kismi, “ARS Combinatoria” adli dergide (Yilmaz ve

Kirklar, 2015) yayinlanmistir.
4.1 Genellestirilmis Balancing ve Lucas-Balancing Sayilar1 ve Ozellikleri

Tanmm 4.1.1 (Yayenie, 2011) a,b,c,d € R ve baslangi¢ sartlart O, =0 ve O, =1 olmak

uzere;

0 - aQ, ,+cO ,, nciftise
"\ bQ, ,+d0O, , ntekise

seklinde tanimlanan iki periyotlu say1 dizisine genellestirilmis Fibonacci dizisi denir.

(Yayenie, 2011)de x*— (ab +c—d ) x—abd =0  denkleminin  kokleri

ab+c—d+\(ab+e—d) +4abd  ab+c—d - (ab+c—d) +4abd

o= , e
2 p 2 v
n 0, ngiftise
= —2 — | =
é(n) " L2J {1, n tek ise

olmak tizere, Q, dizisinin Binet formuli
oo [ gawep g ey

o a=p

olarak elde edilmisgtir.

Tanmm 4.1.2 Tanim 4.1.1’de ¢=d =—1 aliursa, baglangi¢ sartlar1 b, =0 ve b =1

olmak uzere
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b:

n

abn—l - bn—z » N Qlﬁ ise
bb, , —b, , ntekise

seklinde tanimlanan iki periyotlu say1 dizisine genellestirilmis balancing say: dizisi

denir.
Acikga goriliyor ki, a=b=6 alinirsa, bu dizi (Ray, 2015)’de tanimlanan
balancing  say1  dizisi olur.  x’—(ab)x+ab=0  denkleminin  kokleri
ab + (ab)2 —4ab ab — (ab)2 —4ab ,
a= , B= olmak tizere, (Yayenie, 2011)’den b,

2 2

dizisinin urete¢ fonksiyonu ve Binet formiili sirasiyla;

o x(x2 +ax+1)
B = =
(x) ;bnx 1—(ab—2)x2 +x*

A\

iy g [an _’an
()il a8

olarak elde edilir. Ayn1 zamanda x* —(ab)x+ab =0 denkleminin kokleri olan a ve f3

icin,
) (a-1)(B-1)=1 (iafB=a+pB=ab (ina(p-1)=p
- _ e Vg1 P
(zv)ﬂ(a—l)—a Wa-1 s v p-1 o @.1)
(vilya® + > =ab(ab-2) (iix)a’ +f* =(ab)’ (ab—3)
()a' + ' =(ab)’ ((ab)’ ~4ab+2)

olur.

Tamim 4.1.3 Baslangi¢ sartlar1 ¢, =0 ve ¢, = % olmak tizere;

.- {bcn1 —-c, ,, ngiftise
" lac, —c,, ntekise
seklinde tanimlanan iki periyotlu say1 dizisine genellestirilmis Lucas-balancing sayi
dizisi denir.
Acgikga gorilir ki, a=b=6 alinirsa, bu dizi (Ray, 2015)’de tanimlanan Lucas-
balancing say1 dizisi olur. Ayni zamanda,
¢ =(ab=2)c,, , —¢y, 4

\



Crpy =(ab—2)c,,  —c,, ,

seklindedir. O halde asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.1 {c,} " dizisinin iirete¢ fonksiyonu

dir.

C(x)z%[

Ispat: C(x)=> c,x"olup, C,(x)=
n=0

\

2+ax—(ab—2)x* +ax’
1—(ab-2)x* +x*

29

D e, x" ve C(x)=Y c,,,x"" olsun. O halde

n=

0

n=0

C,(x) =1+%x+ ZCanZ”,

n=2

(ab—2)x’Cy(x) =(ab—-2)x*+ > (ab—2)c,, ,x""
n=2

[e0)
X'Cy(x) = Zcznfztxzn
n=2

olur. Dolaysiyla (1 —(ab—2)x* +x" ) Co(x)=1- %(ab —2)x” olup,

2—(ab-2)x’
1—(ab-2)x* +x*

Co(x) =

elde edilir. Benzer yontemle;

Cl (x)=

1
2

1
2

[ ax + CZ)C3

1—(ab—-2)x +x4]

bulunur. C(x)=C,(x)+C,(x) olup, bu da istenendir.

Teorem 4.1.2

x> —abx+ab=0

. ab++/(ab)* —4ab ve Em=n—2

2

dir.

CcC =

n

denkleminin

kokleri

LgJ olmak tizere;

aéf(n)

e

(24

_ab++/(ab)’ —4ab

2

2
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Ispat: (Bilgici, 2014)’den ve « ile 4’ mn ozelliklerinden

Co(x):%i 1 (a2n+ﬂ2n)x2n

o (ab)’
ve
C.(x) :%i a_ (a2n+1 +ﬂ2n+1)x2n+l
o (ab)
olup,

1& aéf(n)
Cx)=C,(0)+C(x)= EZ

olur, ki bu da istenendir.
Teorem 4.13 neZ' ve b, ile ¢, swrasiyla; genellestirilmis balancing ve

genellestirilmis Lucas-balancing say1 dizilerinin n. elemanlar1 olmak tizere

a) 2cn =~ bn+1 _bn—l ’
b) (ab - 4)bn = 2(cn+1 - cn—l)

gegerlidir.

Ispat: a) Genellestirilmis balancing say1 dizisinin Binet formiilinden

al—f(nﬂ) anH _ﬂnﬂ al—f(n—l) an—l _ﬂn—l
bn+1 _bn—l = ( _ ﬂ j_ n-1 ( _ﬂ j
(ab). ¢ (ab)HJ @

) (ab){ﬁ(z;_ p) {an [%_éj_ﬂ n %‘%H

‘:
0 F
R

—

olur. & - L = a-p ve s = p-a esitlikleri kullanilarak;
ab « ab ab [ ab

R

(ab) >

bulunur. Ispatin diger kismi da benzer sekilde elde edilir.

Teorem 4.1.4 meZ" igin,

m=2

0 b, =a(ab-2)" =3 (a2,
k=0
i o EkyEmy (g ymkd
b) b3m = (Clb)LTJ (Clb _3)m—1 al’f(m) (Clb _ l) _ Z a (ab 3) b3k ’

S (@)
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§
l\)

m-1

0 b, =a(ab-2)((ab)’ ~4ab+2)" - ((aby 4ab+2)mk2b4k

bl
I

0

dir.

Ispat: ¢) (4.1)den o' + B8* = (ab)2 ((ab)2 —4ab + 2) oldugu gorilmektedir. O halde

-2 m—k—2 a ™2 4 ’ ﬁ4 '
ab) —4ab+2 -
0(( ) + ) bu = o- ﬁkz(;[( ) 4ab+2] [(ab)2—4ab+2]

A m71—1 s m71—1
a (ab)2—4ab+2 ~ (ab)2—4ab+2

3

E
Il

] I T
(ab)2 —4dab+2 (ab)2 —4dab+2
= a ab)™" (ab - ab)’ —4a m71_a4m_ﬁ4m
(ab)zm((ab)2—4ab+2)m72 {( b) ( ’ 2)(( b) ) b+2) a=p }
(b , z_a ~ a a4m_ﬁ4m
(e 2)(( e b+2) (ab)™" ((ab)2—4ab+2)m2£ a-p )
olur. Boylece
b—2)((ab) —4ab+2)+ S ((ab) - 4ab+2) b, —— a “4m_ﬂ4mj
@ )((a y )+kzz(;(( o) —dab ) (ab)zm((ab)2—4ab+2)m2( a-p

a

R 2 ) a§(4m)71(ab)2m by,
(ab)”" ((ab)’ ~4ab+2) ( )

2-m

=~((ab) ~4ab+2) b,

m

olur ki bu da esitligin dogrulugunu gosterir. Ispatin diger kisimlari da benzer sekilde

gosterilebilir.
Teorem 4.1.5 n€Z" igin

mn+m (n+2)

Zn:af(mk)(ab)LmTka —aé(mnw(abﬂ : mewm_“( )("b){ 2 Jb —af(m)(ab)ngm
mk
k=0

Q"+ B —(ab)" -

dir.

Ispat: b nin Binet formiilii ve o =ab esitiliginden
Zn: a’"™) (ab)LgJ b, = azn: a*m (ab)LgJ b,
k=0 k=0

n mk ﬂmk a amn+m _1 ﬂmrﬁm _1
=a — _
; a_ﬂ( aﬂ] _1 ﬂﬂ] _1
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olup,

iaf('”k) (ab)VTkJ b, =
k=0

oldugu gorilir.

Sonu¢ 4.1.1 neZ" igin,

iaé(k) (ab)@ b, =a"" (ab)%zJ b,—a""" (ab )HIJ b ta
k=0
saglanir.

Teorem 4.1.6 m € 7" igin,

gegerlidir.

Ispat: m =1 icin verilen 6zdesligin dogru oldugu agiktir. 1 <7 <m igin verilen 6zdeslik
dogru olsun. O halde; n=m+1 i¢in verilen 6zdesligin dogrulugu gosterilmelidir.
Dolayisiyla

b =a""p"p —b

m+1

olup,



— S (1) (mk_k j(ab)mk

olur, ki bu da verilen dzdesligin her m € Z" igin dogru oldugunu gosterir.
Teorem 4.1.7 n,r €Z" igin
i mk () siprs Frril ety r+l
> (1) kﬂkja 3¢ )(ab)L 2 chm —a ! )(ab)L 2 JCZW
k=0
saglanir,

ispat:

olur ki, istenen elde edilmis olur.

33
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Teorem 4.1.8 me Z" igin

D ) b= (B 1)

j=1

&y 1
b) 2(_1)] bjbj+3 = Z(b2m+lb2m+3 _(ab_l)) 5

j=1

O S1Y b= (a1

dir.
Ispat: ¢) Agktir  ki; (a6 +ﬁ6) = (a3 +5 )2 ~2(af)’  olup, (4.1yden

(a +8°)=(ab)'((ab) - 6(ab)’ +9ab~2) ve
S AT LA R ]

s =0
e e
olur. Boylece,

2OV [(5;)2 5] &S ey

r o 0572 2m+l 0572 o ﬁ 2m+l ﬁ
__a o’ ( 1) (ab] " ab . i3 ( 1) (ab] " ab
(@=p)| (ab) _a (ab)’ B
ab ab

a _Ka_zjzm+3+£ﬁ_2)2m+3_a6+ﬁ6
(-py[lab) \ab)  (ab)
ab)3—6(ab)2+9ab—2

_ a a6 4 gAme T (
((Jt—,B)2 (ab)zrm[ d J b(ab—4)

elde edilmis olur. Esitligin sag taratindan

2 o 1 4mi6 dmr6 2me37) (Clb - 1)
b(bz'”” (@-1)')= b(a~p) (ab)™" B 2 ep) b
_ a 4mt6 am6] 2 3 (Clb - 1)2
(a-p) (ab)"? o] b(ab-4) b
_ a ami6 | pamieT (ab)3 — 6(ab)2 +9ab -2
(a—p) (aby"™" o b(ab—4)
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olup, esitiligin dogrulugu goriliir. Ispatin diger kisimlar: da benzer sekilde goriilebilir.

Teorem4.1.9 me 7" igin,

=z m—k b f(kﬂ) 1
a) 2(_1) (_j bkz :;bmbmﬂ’

k=1 a
m B b 5(/‘) 1 1+2(_1)m
b _1 m—k v 2 _ e N A
) kZ:]:( ) [aJ ck 2a chH + 4

saglanir,

Ispat: a) Agiktir ki;

(afzﬂ)z [Z_;j J{f—;) =2\, kgiftise

( al?B)Z [a—;j +[’B—;j =21, ktekise
o — a a

dir. O halde

k=1 a (0!—,3) k=1 | ab
(a2 (P ’ L2 abe
(aﬂf;[( o) () [y 2
- ab [ 2 A (<1)" (ab)m+1

Py G GO

esitligi elde edilir. Esitligin sag tarafi i¢in Binet formuli kullanilarak

t-elm)elm) 2m+l 2m+1 m+l
mebmﬂz( - [a + " —(ab) }

olur ki; esitlik elde edilmis olur.



b) Yine gorulebilir ki;

i[[j;) +[’f—;] +2], k¢iftise
[—zj +[’B—2j +2], ktek ise
ab ab

0
Il
]

dir. O halde

olup,

olur ki; bu da istenendir.

Teorem 4.1.10 m,n € Z igin,

§(m+l)§(n+l) 1—§(m+1)§(n+1) §(m)§(n)
1
C, . == ((ab)2 —4ab) iz L bb +4 b c.c,
4 a ab a

gegerlidir.
Ispat: Bu say1 dizilerinin Binet formiillerinden,

af(ern)
¢ :—(am+n+ﬂm+n)’

m+n m+n+lJ

2(ab)L 2

a27§(m)7§(n) m+n m pon n pm mn
b,b,= FJ*H 2(0{ "B -a" B+ B )
(ab)2 112! (a = p)
ve
g(m)+E(m)
Cmcn:—( Z)VMH"HJ (a’”*”+a’”,8”+a”,8’”+,8’”*”)
a 2 2

36
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oldugu gorilir. Simdi de m ve n nin tek veya ¢ift olma durumlari incelensin.

Durum 1. m ve n nin her ikisi de ¢ift olsun. O halde

2
(0{_72'8) bb +4c c =4c, . .
a

olur.

Durum 2. m ve »n nin her ikisi de tek olsun. O halde

2
M b b, + 4—b c.c, =4c,
ab a

olur.
Durum 3. m ve n nin herhangi biri tek digeri ise ¢ift olsun. O halde

(a-p)

b,b, +4c,c, =4c,.,
ab

olur.

Dolaysiyla her durumda da verilen 6zdesligin dogrulu gorilir.

Teorem 4.1.11 » € Z " igin,

) b b\ (b b\ a ) )
a = ,
bn+1 bn b2 bl _1 O

b, boj{(ab—3)a1§(”)b§(") 1}"1

-1 0
2 n-1

b, boj (ab-2) -2 1

b, b, .| 0

ispat: a) Oncelikle b, =a*"b*"b —b oldugu acik olup, n=1 icin verilen

saglanir,

ozdesligin dogrudur. 1<k <n i¢in verilen 6zdeslik dogru olsun. O halde n=%k+1 igin

verilen 6zdesligin dogrulugu gosterilmelidir. Dolayisiyla
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[bl boj Cllié(kﬂ)bé(kﬂ) 1 ‘ [ bk bklj Cllié(kﬂ)bé(kﬂj 1
bz bl -1 0 - bk+1 bk -1 0
_ al—cf(kﬂ)bcf(kﬂ)bk _bk—l bk
al—cf(kﬂ)bcf(kﬂ)ka _bk ka

— [bkﬂ bk j
bk+2 bk+1

olur ki bu da verilen esitligin her n € Z" i¢in dogru oldugunu gosterir. Teoremin diger

kisimlar1 da benzer sekilde ispatlanabilir.

Teorem 4.1.12 ne Z" igin

-1, i=j+lvej=i+1i¢in
N = [tl.)j :|:l,j:1 =g i=j=12,... . nigin
0, diger durumlarda
ve
-1, i=j+1lvej=i+1igin
a y
oy [,01-,,- Ij:l _ 5, | i=j=licin
a*Pp P i=j=273... nicin
0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan n—kare mertebeli tridiagonal matrisler olmak tzere; b, ve c,

sirasyila; genellestrilmis balancing ve Lucas-balancing sayi dizisinin 7. elemanlari

olmak tizere;

detR =b ,
ve

detp, =c,
olur.
Ispat: n=1licin, detR, =b, ve detg, =¢, olup; esitlikler dogrudur. Her k <n igin,
verilen esitlikler dogru olsun. O halde, n=k+1 igin, verilen esitliklerin dogrulugunu
gostermeliyiz. Dolayisiyla; R, ., ,,, matrislerinin determinant1 i¢in son siituna gore
Laplace acilim1 yapilirsa, sirasiyla;

detR, , =a Vb "V det R, —detR, |

ve

detg,., =a"“Vp "V det o, —det o, ,
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elde edilir. detR, =b,,, detR,_ =b, detp,=c, ve detgp, =c_, olup,

detR,., =b,.,, detgp, , =c,, esitlikleri elde edilir ki; bu da, her n>1 tamsayist i¢in

verilen esitligin dogrulugunu gosterir.

| |
m . .
n=mk ve t:1,2,...,|LEJ| olmak uzere; ¢,, ve R, ., n-—kare matrisleri

sirastyla;
8 =% =1 i=L2,....n—kicin
191.)1.:%, i=j=12,... kicin
en=19,1,.=1 9,-s i= j= U=k +1 2=k +2,.... 2k icin +?)
8, ,=a, i=j=2thk+12tk+2,... (2t+1)k icin
4. =0, diger durumlarda
ve
Siik =S =L i=12,....n—kicin
.- " s, =a, i=j=Q2t-2k+1,2t-2)k+2,....(2t =)k igin
ko [Sw' l-,j:l - s, =b, i=j=Q2t-Dk+1,2t-Dk+2,....2tk icin (+
s, =0, diger durumlarda

seklinde tanimlansin. O halde asagidaki teoremler elde edilir.

Teorem 4.1.13 ne 7" igin, g, , ve R, , n—kare matrisleri sirastyla (4.2) ve (4.3)’deki

gibi tanimlansin. O halde

detg,, =c,
ve
detR, , = bt
gecerlidir.

Ispat: (Sogabe ve El-Mikkawy, 2011)’de yazarlarin tanimladig1 permiitasyon matrisler

yardimiyla hizli kosegenlestirme metodu kullanilarak,

m
};T (@n,k}; =

(@m kxk

\

m/ fexk

4.3)
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seklinde & —kare blok kosegen matrisler elde edilir. Buradaki £ ve P, matrisleri,
verilen g, , ve R, matrisleri i¢in elde edilen uygun permitasyon matrislerdir. P
permiitasyon matrisi i¢in, P~' = P” oldugundan;

det(ETpn)kP) = det g, =(detg, ) =c*
ve

det(B'R,, P)=detR, , =(detR, )" =5}

m+1

olur ki; bu da, istenendir.

| |
m . . .
n=mk ve t= 1,2,...,|L7J| olmak uzere; Q,,, N,, ve H,, n—kare matrisleri

sirastyla;
Qi =1, i=12,....,n—kicin
G =L, i=12,... n—kicin
a
- " q.,=—, i=j=L2,... kicin
Q.=14,] = 2 (4.4)
qg.,=b, i=j=Qt-Dk+1,Qt-Dk+2,..., 2tk icin
g, =a, i=j=2k+12thk+2,... (2+1)k igin
q,, =0, diger durumlarda,
Zix =L i=12,.... n—kicin
Ziws =L i=12,....,n—kigin
N,, :[z;)]]zjzl =4 z,=a, i=j=(A-2Dk+1,(2-2)k+2,....(2 Dk icin (45)
z, =0, i=j=Q2-Dk+1,Q2t-Dk+2,...,2tk i¢cin
z,, =0, diger durumlarda
ve
" h. . =-1 i=12,....n—kicin
H, =|h | =¢"% 7 T 4.6
ok [ » lzle { h =1, diger durumlarda (4.6)

seklinde tanimlansin. O halde asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.14 necZ" igin, Q,, ve N,, n-—kare matrisleri, sirasiyla; (4.4) ve

(4.5) deki gibi tanimlansin. O halde
per(Q,,)=c,

\

per(Nn.,k) = b;l;u
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gegerlidir.
Ispat: Acikca goriilebiliyor ki (4.6)’de tanimlanan H,, matrisi Q,, ve N, ,
matrislerinin dontstirici matrisi olup,
per(@mk ) =detH, ,0Q, , )
ve
per(NM ) = Aif‘f(H”_k °N,, )

dir. p,, ve R, matrisleri sirasiyla (4.2) ve (4.3)’deki gibi tanimlanmis olup,

Hn,k £ Qn,k = gon,k
veE

H & ONn.k = i]%n,k

n

elde edilir. O halde Teorem 4.1.13°den
per(Q,,)=-i(H, °Q,,)="i(p,,)=c,
ve
per(N,,)=detiH, oN, )=det(R,,)=b,

nk nk

olur ki istenendir.

Sonug olarak, yukarida tanimlanan genellestirilmig balancing ve genellestirilmig
Lucas-balancing say1 dizilerinde a=5b=6 alinirsa bu diziler sirasiyla balancing ve
Lucas-balancing sayt dizilerine déniigmekte olup, elde edilen bu 6zdegliklerin tiimii

balancing ve Lucas-balancing say1 dizileri i¢in de gegerlidir.
4.2 Balancing Q-Matrisler

(Ray, 2013)’de balancing Q-matrisi
0, - 6 -1
oo
seklinde tammlanmig ve B, ,n.balancing sayist olmak tizere

Qn _ Bn+1 _Bn
" \B, -B,

oldugu gosterilmis ve detQ; = [an —BHBM] =1 esitligi elde edilmistir.

Bu baglamda



matrisini g6z ontine alalim.

Teorem 4.2.1: O, matrisi (4.7)’daki gibi olsun. O halde

dir.

0 -B,
B 0
0 B,
B, 0
_anl 0
0 B
B, 0
0 B

0
6
0 -1
1 0

, eger n tek ise

2

eger n ¢ift ise
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(4.7)

Ispat: n=1 ve n = 2icin verilen esitliklerin dogru oldugu agiktir. 1 <k <n igin verilen

ozdeslik dogru olsun.

O halde

n=k+1

gosterilmelidir. Balancing dizisi tanimindan,

\

k+2 _

B

0 -B
B0
0 B,
B, 0
-B., 0
0 B,
B0
0 B
0 _BnH
B, 0
0 B,
0 0

olup, her n € Z" i¢in dogru oldugu goriiliir.

|
&
o O = O

o O = O

o L
- © o ©
o o

|

[
- o O O
o L

icin verilen o6zdesligin  dogrulugu
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4.3 Balancing ve Lucas-balancing sayilari ile Chebyshev Polinomlar:

U ,(x), ikinci tip Chebyshev polinom olmak iizere, U/, (x)=1, U, (x) =2x ve n>1
icin
U,a(¥)=2xU,(x) ~U, ,(x)
rektirans bagintisina sahiptir (Mason ve Handscomb, 2003). (da Fonseca ve Petronilho,
2001)’de, U, (x), ikinci tip Chebyshev polinom olmak tizere,

x 1
y o ox . n X
y X

olarak elde edilmistir. (4.3)’de tanimlanan R, , matrisinde; k=y=1 ve a=b=6

olarak segilirse, (4.8) den
B,.,=U,03)
oldugu kolayca gorulebilir.
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5. BIR TUR GRAF AILESI VE BU GRAF AILESININ BAZI OZELLIKLERI

Bu bolim iki kistmdan olugmaktadir. Birinci kisimda bir graf ailesi tanimlanmig
olup, bu ailesinin komsuluk matrisi elde edilmis ve bu komsuluk matrisi yardimiyla,
graf ailesinin komguluk matrisinin ve Laplacian matrisinin 6zdegerleri elde edilmistir.
Ayni zamanda, bu tanimlanan graf ailesinin mukemmel esleme (perfect matching)
sayist i¢in bir rekiirans elde edilmistir. Tkinci kistmda ise; bu graf ailesinin bazi1 ézel alt
aileleri tamimlanmig, daha sonra bu graf ailesinin enerjisi i¢in esitlik, Laplacian
enerjileri i¢in de st sinir elde edilmistir. Bunun yani sira, bu 6zel alt graf ailelerinin
mitkemmel esleme (perfect matching) sayilarinin Fibonacci, Pell ve Jacobsthal sayi
dizilerinin elemanlar1 oldugu gosterilmistir.

Ayrica; bu bolumuin bir kismi, “AKCE International Journal of Graphs and
Combinatorics” adli dergide (Kirklar ve ark., 2019) kabul edilmistir.

5.1 Bir tip Graf ailesi ve Miikemmel Esleme (Perfect Matching) Sayisi

Bu kisimda, baglantili, yonlendirilmemis, ilmek igermeyen

» o E J D
- ‘_,-"-ﬁk\ 1
/_M—‘——ﬁ_\_\‘ 2 ¥3 i /‘—"__‘_‘—\
5 —— h— — — ™
= "/‘:r A = / \ c /—'J
-~ > o |

"2 | P r
o - - - - - -

Sekil 5.1 Ozel Bir graf ailesi
seklinde, a,b,c sayilarn v, ve v, (ISi, j£2k) koselerinin arasindaki kenar sayilari
olmak tizere, G multigraf ailesini gozontne alacagiz. Dolayisiyla; M, ve N,, k—kare

mertebeli matrisleri sirasiyla;
0 b \ ( a c \
My=\b 0 | N=l¢ a ™| (5.1
) -
seklinde olmak tizere, 2k koseye sahip olan G grafinin komsuluk matrisi,

. M, N,
A(G)—(Nk MJ (5.2)
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seklindedir.

Teorem 5.1.1 (Marcus, 1960) X ve Y, k—kare mertebeli reel matrisler ve S matrisi

(3 )

seklinde blok matris olsun. O halde § matrisinin 6zdegerler kiimesi, X -} ve X +VY

1se;

matrislerinin 6zdegerler kiimelerinin birlesimidir.

Lemma 5.1.1 /,, k& —kare birim matris olmak tizere; R, blok matrisi,

1.1
R, = (1" _; j (5.3)
k k
seklinde tanimlansin. O halde;
-1 1 [k [k
=— 5.4
& 2\1, -1, -4

saglanir,
Ispat: Matrislerde carpma isleminden R R,' = R'R =1 oldugu kolayca goriiliir.
Lemma 5.1.2 F, ve S,, k—kare matrisleri sirastyla;

a b+c \ (—a b—c \

E=|btc a .|, 5 =t-c —-a |
) \ Y
seklinde tanimlansin. O halde;
F 0
H= (5.5)
0 S,

ve A(G) matrisi de, (5.2)’deki gibi olmak tizere; H ve A(G) matrisleri benzer
matrislerdir.
Ispat: R, ve R,', sirastyla; (5.3) ve (5.4) deki gibi, A(G) ve H matrisleri de; (5.2) ve

(5.5)deki gibi tammlanmis olsun. O halde H =R'A(G)R, olup, H ve A(G)

matrislerinin benzer matrisler oldugu goérulur.

Sonu¢ 5.1.1 G grafi, Sekil 5.1°deki gibi ve bu grafa karsilik gelen komguluk matrisi
olan n =2k mertebeli A(G) matrisi (5.2)’deki gibi olsun. O halde; ¢=1,2,...,k igin,

A(G) matrisinin dzdegerleri
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n, =a—2(b+c)cos(kt—7[)

+1
ve
v, = —a—2(b—c)cos(t—7[)
k+1
dir.

Ispat: Teorem 5.1.1’den A(G) matrisinin 6zdegerleri kimesi, F, =M, +N, ve
S, =M, — N, matrislerinin 6zdegerler kiimesinin birlesiminden olustugu agiktir. O

halde; F, ve §, matrisleri, tridiagonal Toeplitz matrisler olup; (Kulkarni ve ark.,

1999)’dan bu matrislerin 6zdegerleri r =1,2,....k i¢in

n, =a—2(b+c)cos(kt—7[)

+1
ve
Y, = —a—2(b—c)cos(%)
olur.

Lemma 5.1.3 D(G) ve A(G) matrisleri, sirasiyla; Sekil 5.1’deki G grafimin derece ve
komguluk matrisleri ve L(G) matrisi ise; ayni grafin Laplacian matrisi olsun. O halde
L(G) matrisinin 6zdegerleri; ¢t =1,2,....k igin, sm@ =0 ve 6, ‘ler ise;
(c—b)2 sin(n+1)8 +2(02 —bz)sin(né?)Jr(bJrc)2 sin(n-1)6=0
denkleminin kokleri olmak tizere;
L= 2(b+c)(1+cos%)
ve
1 =2(a+b+c)+2(c—b)cosd,

gegerlidir.
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Ispat: D" kosegen matrisi,
a+b+c

a+2b+2c

a+2b+2c

a+b+c o

olmak tizere; Sekil 5.1°deki G grafinin D(G) derece matrisi,
D*
p6)=|? °
0 D
olur. O halde; 4(G) matrisi, bu grafin komsuluk matrisi olmak iizere; (G) Laplacian
matrisi, N, matrisi, (5.1)’deki gibi ve C, matriside

a+b+c -b
-b a+2b+2¢c -b

C, = . .
-b a+2b+2c -b
-b a+b+c -
olmak Uzere;
C -N
L:D—A:[ k "j
_Nk Ck

olur. O halde U, ve U, matrisleri, sirastyla;

b+c -b-c
-b—-c 2b+2¢ -b-c

-b—-c 2b+2¢ -b-c
-b—-c b+c

kxk
veE

2a+b+c c—b

c—b 2a+2b+2c c—b

U,=C,+N, = ’ #, :

c—b 2a+2b+2c c—b
c—b 2a+b+c

kxk
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seklindedir. Dolayisiyla, Teorem 5.1.1’den U, ve U, matrislerinin 6zdegerlerinin ayni
zamanda L(G) matrisinin  6zdegerleri oldugu anlagilir. Sonug¢ olarak; (Yueh,
2005)’den, L(G) matrisinin dzdegerleri 1 =1,2,....k i¢in sin@ =0 ve 6, ‘ler ise;
(c—b) sin(n+1)0 +2(02 —bz)sin nf+(b+c) sin(n—1)8=0
denkleminin kokleri olmak tizere;
L= 2(b+c)(1+cos%)
ve
#, =2(a+b+c)+2(c—b)cos,

olur ki; bu da, istenendir.

Teorem 5.1.2 4, (G) matrisi, Sekil 5.1°deki 2k koseye sahip G grafinin komsuluk
matrisi olsun. O halde; baslangi¢ kosullar1 z, =1 ve z, =a olan

2y =az +(b*+c)z, (5.6)
dizisi igin, haf (4, (G))=z,, dir. Yani, bu 2k koseye sahip G grafinin mitkemmel
esleme (perfect matching) sayisi, bahsi gegen dizinin (& +1). elemanina esittir.

Ispat: k=1 icin

AZ(G)=[2 Oj

olup, haf (4,(G))=z, dir. Her ¢ <k igin, verilen esitlik dogru olsun. O halde; k=1¢+1
icin verilen esitliklerin dogrulugunu gostermeliyiz. O halde; 2¢+2 koseye sahip G

grafinin komguluk matrisi olan 2¢+2 mertebeli 4,,,,(G) matrisi,

0 b 0 |la c 0)
b 0 - c a |
o 5,
0 b 0f |0 c a
A21+2(G):
a c 0l |0 0
c a
.
0 c a| |0 b 0
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olur. Son siituna gore hafnian igin, Laplace agilimi yapilirsa; M, , ve N, , matrisleri

(5.1)deki gibi ve Y,,, Z,, 2t mertebeli matrisleri

0 0 0 0\
M, : N,
0 c
Y, - 0 _ 0 O 0 0 0 c
0 0 0
00 N M,
N, M, 0 b
c 0 0 ¢c ¢ 0 b )

seklinde olmak tizere;
haf ( Ay, (G)) = ahaf (A4, (G))+bhaf (Y, )+ chaf (Z,,)
=az,, + bhaf(Yzz ) + chaf(Zzz )
olur. Cift mertebeli ve esas kdsegen elemanlart sifir olan simetrik matrisin herhangi iki
satir1 ve bu satirlara kargilik gelen stitunlari yer degistirdiginde hatnian degeri degismez.

Bu 6zellik Y,, ve Z,, matrislerine sirastyla (¢ —1) ve ¢ kez uygulanirsa, sirastyla;

0 0\ 0 0
5 : M, Ny P
M, : N, : c 0
b 0 0
. 0 b 0 0 ¢ b . .
Y, = 0 "k Z, = Ny M,, :
) , 0
Ny M, 0 0 L b B
c 0 0 c 0
0 n b n n [\)

matrisleri elde edili. O halde haf (Y,)=haf (Y,,) ve haf(Z,)=haf(Z,,) olup,
hafnian igin son siituna gére Laplace agihimi yapilirsa;
haf (Y,,) = bhaf (4,_,(G)) ="tz
veE
haf (Z,,) = chaf (4,,_,(G)) =z,
olur ki; bu da, haf(4,.,(G))=az,,+(b*+c*)z,=z,, oldugunu gosterir. Sonug

olarak; her keZ" igin, Sekil 5.1°deki G grafinin mikemmel esleme (perfect
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matching) sayisimn (5.6)’da tammlanan (z,) dizisinin (k+1). terimine esit oldugu

gorulir.
5.2 Ozel Durumlar

Durum 5.2.1 Sekil 5.1’de a=b=1 ve ¢ =0 alinirsa; bu graf ailesi,

Y ¥y vy V.

Ve Ves2 Vies Vi

Sekil 5.2 Merdiven (ladder) graf

seklinde merdiven (ladder) grafa doniigiir. Teorem 5.1.2°den, F,.,, (k+1). Fibonacci
say1st olmak tizere; bu grafin milkemmel esleme sayis1 £, dir. Aym1 zamanda; Sonug
5.1.1 ve Lemma 5.1.3’den, a=b=1 ve ¢=0 olmak lzere; bu alt graf ailesi igin,

t=1,2,...,k olmak uzere, 4,, (G) komsuluk matrisinin 6zdegerleri,

tr
=1-2cos| —
g (k+1)

tr
=—1-2cos| ——
/i (k+1)

ve L(G) matrisinin 6zdegerleri

\

tr
=2+2cos| —
u =]
ve
% /4
U, :4+2cos[;j

olur. Dolayisiyla; Sekil 5.2°deki G merdiven graf ailesinin enerjsi,
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k k
=2 ||+ 2l
t=1 t=1
k k /
=> - 2COS[ J > ZCOS[ij
t=1 =1 k+1
olur.
k k ..
k=0,1(mod3) ve 1<x<|=| igin, 1-2cos| — |0, |=|<z<k igin,
3 k+1 3
2
1-2cos 1 >0 olur. Aymi zamanda;, z=1,2,....5— ¢in, widd S—ﬂ olup;
k1 L 3

—1-2cos 2T <0 bulunur. k- E <m<k igin, —1-2cos mr
k+1 3

j >0 olur. Sonug
k+1

olarak;

k k
k 3 d T 3 d
=2k—-4—-4| — |+4|sin| = cot +cos| ——
LJ k+1 [2k+2}

k+1

AL
k+1 k+1 k+1

k k
k 3 d T 5 d
=2k—-4—-4| — |+4| sin| ==— |cot| —— |+cos| =——
L3J [2k+2j

k+1 k+1

olur.

k=2 (mod3) ve lﬁxﬁ% icin, 1—2005[ il

— <0 ve ﬂ«ﬁk icin
k+1 3

3

>0 elde edilir. Ayn1 zamanda; z=12,..., i icin skl S—ﬂ
3 k+1 3

de, 1—2cos 2
k+1



2k+2 . .
olup, —1—2cos(kz—ﬂlj <0 dir. ki <m<k igin, —1—2cos(ﬂ
+

k+1
olarak;
E
3 tr L tr
E. = —1+2cos| — ||+ 1-2cos| ——
3
22
3 tr L tr
+ 1+2cos| — ||+ —1-2cos| ——
3 2o )| 3 -2 )
3
2k-10 T
= +2+/3 cot
3 V3 [2k+2j
elde edilir.
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j>0 olur. Sonug

Agiktir ki; 2k koseye sahip olan Sekil 5.2’deki G merdiven grafi, (3k—2) tane

kenara sahiptir. O halde; bu grafin Laplacian enerjisi,
L5(G)- )
i=1

2+2cos [17[} Bk —2
k k

k- 2‘

. 3k—2‘

==
. [mj_yc—z
k k

k

2

i=1

X
x

olur. k=2 i¢gin, LE(G)=2 oldugu agiktir. O halde; & >2 igin,
549 cos [Zﬂ'j 3k-2 i4+2 [mj_yc—z
k P k

k k
1+= +2cos[mJ‘
k

2 j d
—1+= +2cos[ J Z
k =)

i

cos| —

[kJ‘

+Z[l+ J lzkl:
o 2453

k

LE(G)=

Il
Mw le EM»

IA

Il
—

i

bulunur. Sonug olarak,

k
LE(G)<2k+4)]

i=1

LkJ
— |7
. 2
<2k +4| sin| =—=—

b4
cot—+cos
2k

olur ki, bu grafin Laplacian enerjisi i¢in bir tist sinir elde edilmis olur.
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Durum 5.2.2 Sekil 5.1’de a =2, b=1 ve ¢ =0 alinirsa; bu graf ailesi,

W ¥y Vy v

Vi L Vi Vg

Sekil 5.3 Siindir Tipi Graf
seklinde silindir tipi grafa doniigiir. Teorem 5.1.2°den; P,,,, (k+1). Pell sayisi olmak

uzere; bu grafin mikemmel esleme sayisi, £,,, dir. Ayn1 zamanda; Sonug 5.1.1 ve
Lemma 5.1.3’den, a=2, b=1 ve ¢=0 olmak Uzere; bu alt graf ailesi ig¢in,

t=1,2,...,k olmak uzere; 4, (G) komsuluk matrisinin 6zdegerleri,

i
=2-2cos| ——
I (k+1j

\

i
=-2-2cos| ——
Y (k+1j

ve L(G) matrisinin 6zdegerleri,

7/
=2+2cos| —
“ =]
ve
" tr
. =6+2cos| —
# (kj

olur. Dolayisiyla Sekil 5.3’deki G silindir tipi graf ailesinin enerjsi,

k k
L :Z|77z|+2‘7z‘
t=1
k I
2.9 e
+ZZ:1: cos[kJrJ‘
k
(Z—ZCOS[Z—EJJ-FZ[Z-FZCOS[Z—EJJ=4k
k+1 pury k+1

2—2cos[l—7[J
k+1
Aciktir ki; n=2k koseye sahip olan Sekil 5.3°deki (G silindir tipi grafi,

t=1
k
=2
t=1
k
=2
t=1
bulunur.

(2n—2) tane kenara sahiptir. O halde; bu grafin Laplacian enerjisi,



54

LE(G)=

. 4n—4‘

dn—-4| &
) T
6+2c0 (ﬂj_“”““
k n

n i1 i
2+— +2c0s[ )‘
k

2+2c0s[mj 4n—4
k
k i
+2k+—+22c0s[ . j

n
k

M- -

Il
—

I
.Mw

Il
—

—2+—

n
i
i=1
n

—2+— 4 +2c0s[ j
n
cos| —
k

IA
.Mw

Il
—

4 +2Z cos[kj

n
_ok- 3k 2k+ﬁ—2+22

n n i=1

k .
= 4k—2+2z cos[%j‘

i=1

olur. £ =2z i¢in,
L ir
LE(G)< 4k—2+22 cos -

i=1
=4k + 42 cos [%J

i=1

=4k +2| sin 2 cot£+cos il -1
k 2k k

LE(G)< 4k+2[cot£—lj
2%k

olup,

olur. k=2z+1 i¢in,
k ir
LE(G)<4k—2+2> |cos N

i=1
:4k—2+2+42c0s[%J

i=1

= 4k+2[cot£—l}
2k
olup,
LE(G)< 4k+2[cot£—lj
2k
bulunur. Sonug olarak; her £ >2 igin,
LE(G)< 4k+2[cot£—lj
2k

olur ki, Sekil 5.3’deki bu grafin Laplacian enerjisi i¢in bir aist sinir elde edilmis olur.
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Durum 5.2.3 Sekil 5.1’de @ =b =c =1 alinirsa; bu graf ailesi,

Y ¥y ¥y v

Vi Viia Vi'—E_ o Vg
Sekil 5.4 Seldl 5.1 Grafuun dzel alt graf ailesi

seklinde alt graf ailesine doniisir. Teorem 5.1.2°den; J,,,, (k+1). Jacobsthal sayisi
olmak tizere; bu grafin mikemmel esleme sayist, J, , dir. Ayn1 zamanda; Sonug 5.1.1
ve Lemma 5.1.3’den, a=2, b=1 ve ¢=0 olmak tizere; bu alt graf ailesi i¢in,

t=1,2,...,k olmak uzere; 4, (G) komsuluk matrisinin 6zdegerleri,
tr
=1-4cos| —
n (k + 1)
ile

tr
=—1-4cos| —
7 (k+1)

ve L(G) matrisinin 6zdegerleri,

I
U, = 4+4cos[;}

ile
* —

=4, o = =4

olur. Dolayisiyla Sekil 5.4’deki G graf ailesinin enerjsi,

k
L :Z|77Z‘+Z|7Z|
t=1
—1—4cos[l—7[J‘
k+1

k
t=1 =
k
.. ..
olur. x=12,....t <k ve cos M > — 1¢in, 1—4cos M <0 olup; 1<z <k i¢in,
k+1) 4 k+1

Iz k
1—4cos| -
> cos[kJrJJrlzl:

t=1

/4
k+1

j >0 elde edilir. Ayn1 zamanda; y=1,2,...,.a <k ve cos[ky—ﬂ-j <-—

1—4005[
+1

1
4
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icin, —1—4cos(ky 1)<0 olup; g < p<k igin de —1— 4cos(p J>0 elde edilir.
+

k+1
Sonug olarak;

t r .
EG:Z 1+4cos[—j + 1—4c0s(ij
= k+1 i=t11 k+1
q . k
+ 1+4cos[ij + —1—4c0s[t—7r)
i=1 k+1 i=g+1 k+1
k—
=23g—t—4+2 cot[ dd j sin[ﬂ}rsm m
2k+2 k+1 k+1
+cos| 22 |+ cos M
k+1 k+1
bulunur. Ornegin; k=5 igin, ¢ =3 ve ¢ =2 olur. Boylece;

E.=23-2-4-4 cot—sm +Ccos — 10+4
0 { ( 1273 3ﬂ ¥

olarak elde edilir.

Aciktir ki;

kenara sahiptir. O halde; bu grafin Laplacian enerjisi,

LE(G)=

5k4"

W= Y\ ———

i
i=1 k

ir\ Sk—-4| &
4+4cos -— |+ -
[/J e

i=1

-1+ 4+4cos[ J
k
4 4
_l’_

. 5k—4‘

X
X

k-2
+

i=

k
—+4>°
i=1

1+

i
cos| —
[/J

—2+Z+Z

i=1

k-2

i=1

bulunur. £ <3 igin, Sekil 5.4’deki bu grafin Laplacian enerjisini hesaplamak kolaydir.

k>4 igin,

k
LE(G)£2+%+Z

i=1

4 k=2
—1+—{+

4 k
S i
+k+z

i H.
R DA IREE
iy

i=1

HiW
:2k—8+%+4 sin| L2

Cco + Cos

olur ki; Sekil 5.4’deki bu grafin Laplacian enerjisi igin, bir Gist sinir elde edilmis olur

n=_2k koseye sahip olan Sekil 54’deki G grafi, (5k—4) tane
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6. SONUCLAR VE ONERILER

6.1 Sonuclar

Bu tezde genel olarak matrisler ailesinin 6zel alt aileleri olan bazi band matrisler
tanimlanmig, bu matrislerin bazi 6zellikleri incelenmigtir. Bunun yani sira, balancing ve
Lucas-balancing say1 dizilerinin geneli olan iki periyotlu diziler tanimlanmis ve bu band
matrisler ile iligkilendirilmistir. Son olarak da; yeni bir graf ailesi tanimlanmig 6zel bir
band matris ve literatirde hentiz ¢ok fazla kullanilmayan hafnian fonksiyonu
yardimiyla, bu graf ailesinin mitkkemmel esleme (perfect matching) sayisi i¢in 6zel bir
rektrans bagintist elde edilmistir. Daha sonra da bu graf ailesinin 6zel alt ailelerinin

enerji ve Laplacian enerjileri tizerine ¢aligilmigtir.

6.2 Oneriler

Tribonacci gibi say1 dizilerinin geneli olacak sekilde ikiden fazla periyoda sahip
yeni say1 dizileri tanimlanip, bu say1 dizileri ile ilgili yeni 6zdeslikler elde edilebilir. Bu
ozdegslikleri bulabilmek i¢in yeni band matrisler tanimlanabilir.

Yonlendirilmis veya yonlendirilmemis yeni graf aileleri tanimlanarak, bu graf
ailelerinin komguluk matrisleri ve Pfaffian ve hafnian fonksiyonlar: yardimiyla bu graf
ailelerinin mikemmel esleme (perfect matching) sayilar1 hakkinda yorum yapilabilir.

Ayni zamanda, bu graf ailelerinin enerji ve bazi indeksleri elde edilebilir.
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