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OZET

KATUGAMPOLA KESIRLI INTEGRAL OPERATORU
ICEREN FARKLI TURDEN INTEGRAL ESITSIZLIKLER
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Agr1 Ibrahim Cecen Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi

Danisman: Dog. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Bu tez dort boliimden olusmustur. Giris boliimii olan birinci boliimde; matematik
biliminin 6nemli ve baslica konularindan olan esitsizlik kavraminin tarihsel
gelisiminden, konveks fonksiyonlarinin tarihsel gelisiminden ve kesirli tiirev-kesirli
integral tarihsel gelisiminden; yapilan arastirmalar sonucu elde edilen bilgilere
dayanilarak bahsedilmistir.

Ikinci boliimde; tezimizde bagvurdugumuz bazi fonksiyon tanimlarma, konveks
fonksiyon siniflarma yer verilmistir. Ugiincii boliimde ise tezimizde yararlandigimiz
Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler, m —konveks fonksiyon, Caputo k —kesirli
tirevler, k —kesirli uyumlu integraller, Katugampola kesirli integrali ve s —konveks
fonksiyon sinifinin oldugu bazi teoremlere yer verilmistir. Son bdliim olan bulgular
bolimiinde incelenen galigmalar ve teoremlerden yola ¢ikilarak Katugampola kesirli
integral operatorii igeren farkli tiirden esitsizlikler elde edilmistir.

2019, 40 sayfa
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development of convex functions, and the historical development of fractional
derivative-fractional integral; It is mentioned on the basis of the information obtained
as a result of research.

In the second part; in our thesis, some function definitions and convex function
classes that we refer to are given. In the third chapter, Hermite-Hadamard type
inequalities, m —convex function, Caputo k —fractional derivatives, k —fractional
conformable integrals, Katugampola fractional integral and s —convex function class
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finding section, different kinds of inequlities were obtained including katugampola
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1. GIRIS

Bir¢ok hesaplamalarin temeli yaklasimlara dayanir. Bir yaklagimin
kaynag1 da esitsizlik kavramina dayanir. Esitsizlik kavrami, etkin bir aragtirma
alanina sahiptir. Bu yiizden bir¢ok aragtirmacinin ilgi odagi haline gelen bir
arastirma alam olmustur. Ozellikle esitsizlikler teorisinin temeli 18. Yiizyilindan
itibaren giintimiize varan aktif bir siire¢ olmustur. 19.yy’da matematik alaninda
daha da etkin hale gelip 6nemli bir konu olmustur. Bu alanda ilk ¢alismay1 1952
yilinda Hardy et al. Tarafindan kaleme alinan Inequalities (esitsizlik) adli kitap
caligmasidir. Bunun disinda D.S. Mitronovic, J.E. Pecaric, A.M. Fink, Niculescu
ve S.S. Dragomir adl1 bilim insanlar1 bu alanda eserler kazandirmis ve bunun yan1
sira bircok farkli bilim insan1 bu alana katki saglamistir. Ayrica giiniimiizde de

yeni eserler ortaya konulmaktadir (Beckenbach 1948).

19. ve 20. yy’da ortaya ¢ikan esitsizliklerin bir bolimi konveks fonksiyon
konusuyla iligkilendirilmis bununla birlikte konvekslik ile iligkili temel
esitsizlikler ortaya konulmustur. Bunlarin en 6nemlisi 1881 yilinda Hermite
tarafindan ortaya konulan Hermite-Hadamard esitsizligidir.  Esitsizlik
literatliriinde 6nemli bir yer edinen Hadamard esitsizligi ilk olarak Mathesis
dergisine Hermite’nin gonderdigi bir mektupla ortaya ¢ikmasina ragmen uzun
yillar bu durum anlasilamamistir. Daha sonraki yillarda gegen siiregte bu durum
literatiire Hadamard esitsizligi ya da sikca sdylenen Hermite-Hedamard esitsizligi

olarak gegmistir (Azpeitia 1994).

Esitsizlik teorisinin gelisim siirecinde etkin rol alan konveks fonksiyon
kavram gelisimi M.O. 250 yilinda Archimedes’in pi hesaplanmasina
dayanmaktadir. Konveks fonksiyonlar1 kavrami olarak ortaya konulmasi 19.
ylizyilin sonu olarak belirtilmektedir. Konvekslik kavrami ilk kez Hermite
tarafindan Mathesis adli dergide ortaya konuldu. Konveks ¢alismalarla ilgili ilk
sistematik ¢alismay1 ise 1905-1906 yillar1 arasinda yapilan ve J.L.W.V. Jansenin
ortaya koydugu calismalar belirtilmektedir. Bu bilgilerden de anlagilacagi gibi
konveks fonksiyonlarin teorisi oldukca eskidir. Konveks fonksiyon teorisi

baslangicindan giliniimiize degin matematigin biitiin alanlarinda etkin rol



oynamistir. Son zamanlarda da konveks fonksiyonlarin farkli siniflari tizerine
caligmalar yapilmaya baglanmistir. Boylelikle konveks fonksiyon simiflari ile
ilgili yeni tanim ve Ozellikleri literatiirde yerini almistir. Bunlardan bazilar1 olan;
s-konveks fonksiyon, quasi-konveks fonksiyon, h-konveks fonksiyon, m-konveks
fonksiyon v.s. gibi fonksiyon smiflarina tezimizde de yer verilmistir. Bu
fonksiyon smiflarindan s-konveks (Dragomir 1999), h-konveks (\Varosanec
2007), ve quasi-konveks (Dragomir 1998) fonksiyonlar i¢in detayli bilgiler

bulunabilir.

Tezimizde yer verdigimiz bir bagska konu da kesirli tiirev ve kesirli
integral konularimi iceren kesirli analiz konusudur. Kesirli analizin temeli
diferansiyellenme teorisi ile ortaya ¢ikmistir. Kesirli analizin temeli 1965 yillinda
L’Hospital ve Leibniz Arasindaki mektuplasma ile atilmistir. L’Hospital, 30
Eylil 1965 yilinda yazdigt mektupta Leibniz’e; n. Dereceden tiirev igin

"f(x)

. d iy . 5
kullandig1 e notasyonunda n = 5 igin sonucun ne olacagin1 sormustur.

Leibniz de “ Bir giin faydal sonuglar ¢ikacak olan agik bir paradokstur.” Diye
cevaplamistir. Bu cevap tlizerine kesirli analiz kavrami ortaya kesirli analizin
ortaya c¢ikisindan bu yana gegen 300 boyunca calismalar devam etmistir ve
caligmalarin en az yarisinin dogrulugu da kanitlanip pek c¢ok uygulama
verilmigstir. Kesirli analizin temeli atildiktan sonra kesirli tiirev ve kesirli integral
ilgilenen bilim adamlart olmustur. Fourier, Abel, Euler, Laplace Lacroix, J.
Hadamard, Riemann, Liouville, H.Weyl Griinwald, Letnikov gibi bilim adamlari
bu alanla ilgilenen kisilerdir. Kesirli analizin hizli bir gelisme gdstermesi ise 1974
yilinda diizenlenen konferans ile olmustur. Bu konu {izerine yapilan konferanslar
ise sonraki zamanlarda devam etmistir. Netice olarak bazi bilim adamlar1 kesirli
analiz lizerine kitaplar yazmis, bazi bilim adamlar1 ise boliim olarak kesirli
analizden bahsetmistir. Bunlarin yani sira kesirli analiz {lizerine yaymn yapan

bilimsel dergiler de bulunmaktadir.

Konveks fonksiyonlar sayesinde hizli bir gelisme kaydeden ve genis bir
arastirma kitlesine sahip olan esitsizlik teorisine; kesirli tiirev ve kesirli integral
de biiyiik bir katki saglamistir. Bu konuda Sarikaya ve arkadaglari tarafindan

2011-2013 yillarinda yayinlanan “Hermite-Hadamard’s inequalities for fractional



and related fractional inequalities” konulu ¢alisma pek ¢ok arastirmacinin kesirli
integrallerden yararlanarak yeni esitsizlikler elde etmesine katki saglamistir,
denilebilir. Yine kesirli integrallerin Riemann-Liouville, Weyl, Katugampola,
Hadamard gibi bilinen bir¢ok formu da vardir. Bu ¢aligmalardan yararlanilip yeni
esitsizlikler elde edilebilir. Bu tezin amaci ise Katugampola kesirli integral

operatdriinden yararlanip yeni esitsizlikler elde etmektir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Temel Kavramlar

Bu boliimde tezde kullanilacak bazi tanimlara ve bazi temel kavramlara yer

verilmistir.

Tamm 2.1.1 (Konveks kiime): X bir vektor uzayi, ASX ve x,y € A kiimesinin

keyfi elemanlar1 olmak {izere
M={zeXiz=ax+(1—-a)y, 0<a<1}cA
seklinde gosterildiginde A kiimesine konveks kiime denir.

M ye x ve y smir noktalarina sahip kapali bir bolge adi verilir; Herhangi bir

z € M ise M nin i¢ noktas1 olarak adlandirilir (Kreyszing 1989).

Sekil 2.1: Konveks Kiime

Sekil 2.2: Konveks Olmayan Kiime



Tamm 2.1.2 (Konveks fonksiyon): I,R’de bir aralik , f: I = R’ye bir fonksiyon

olmak tizere, her x,y € I ve t € [0,1] igin

fx+ A -0y) <tf() + A -f ()
sartini saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Sirivastava 2009).

i

il + (= 1) ffv)

Nex+(i-6y)

fix) g

Sekil 2.3: Konveks Fonksiyon

Tamm 2.1.3 (J-konveks fonksiyon): I, R'de bir aralik olmak {izere Vx,y € I igin

f(x;ry) sf(x) erf(y)

oluyorsa f fonksiyonuna J-konveks fonksiyon denir (Mitrinovic 1970).

Tamim 2.1.4 ( Birinci anlamda s —konveks fonksiyon): s € (0,1] ve R, =
[0,2), f: R, = Rolsun. @® + ° = 1 olmak tizere her x,y € [0,0), ve a, =0
icin

flax +By) < a®f(x) + B ()
oluyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir.

Birinci anlamda s —konveks fonksiyon siifi K! seklinde gosterilebilir (Orlicz
1961).



Ikinci anlamda s —konveks fonksiyon: s € (0,1] ve f:[0,%) — [0,) olsun.
Eger her x,y € [0,) ve her A€ (0,1] igin
fAx+ (1 -Dy) < Af(x) + (A - D)

oluyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir veya f/’nin

KZ siifina ait oldugu sdylenir (Breckner 1978).

s = 1i¢in s —konveksligi, [0,1) -de tanimlanan fonksiyonlarin bilinen konvekslige

doniistiigli kolayca goriilebilir (Set 2016).

Tamm 2.1.5 (Quasi konveks fonksiyon): S © R bostan farkli konveks bir kiime ve

f:S = Rbir fonksiyon olsun. Her x,y € S ve A € [0,1] i¢in

fQx + (1 = Dy) < max{f(x), f(y)}
oluyorsa f’ye Quasi konveks fonksiyon denir (Dragomir 1998).
Tamm 2.1.6 (h —konveks fonksiyon): h # 0 ve h: ] = R negatif degerler
disindaki degerleri alabilen bir fonksiyon olsun. Vx,y € I ve 0 < a < 1 i¢in
flax+ (1 —a)y) < h(@)f(x) + h(1 — ) f(y)

oluyorsa negatif degerler almayan f:I — R fonksiyonuna h —konveks fonksiyon
veya SX (h, I) sinifina aittir, denir. Buradaki I, ] R'de iki araliktir (VaroSanec 2007).

Eger;
h —konveks fonksiyonu, s —konveks fonksiyonuna donistiiriilmek istenirse
s € (0,1) igin h(a) = a® se¢ilebilir (Varosanec 2007).

Tanim 2.1.7 (m —konveks fonksiyon): f:[0,b] - R ve b > 0 olsun. Her
t,m € [0,1] ve x,y € [0, b] i¢in

fltx+m(1=t)y) <tf(x) + m(1 - a)f(y)

oluyorsa f fonksiyonuna m-konveks fonksiyon denir. Bu konveks fonksiyonlar sinifi
K,,(b) ile gosterilir. m-konveks fonksiyon sinifinda m = 1 alindiginda fonksiyon

bilinen konveks fonksiyon sinifina doniisiir (Toader 1988).

Tamim 2.1.8 (Birinci anlamda (s, m) —konveks fonksiyon): Bazi sabit s € (0,1]

vem € [0,1] i¢in f: I < [0,00) - R’ninx,y € [ ve t € [0,1]igin



fx+m1—-0)y) < t°f(x) + m1 - t*)f ()
oluyorsa birinci anlamda (s, m) —konveks olur.

[a, b]*de birinci anlamda (s, m) —konveks kiimelerini K3 ,,, ([, b]) ile gdsterebiliriz
(Park 2011).

Tamm 2.1.9 (ikinci anlamda (s, m) —konveks fonksiyon): Bazi sabit s € (0,1]

vem € [0,1] i¢in f: I € [0,00) > R’ninx,y € [ ve t € [0,1]i¢in
ftx+m(1—-0)y) < t°f(x) + m(1 - t)°f(¥)
oluyorsa ikinci anlamda (s, m) —konveks olur.

[a, b]’de ikinci anlamda (s,m) —konveks kiimeleri K2z, ([a, b]) ile gosterebilir
(Park 2011).

2.2 Kesirli Tiirev-Kesirli Integral Operatérler

Tamim 2.2.1 (Gamma fonksiyonu):

0

I'(n) =j x"1e*dx
0

seklinde gosterilir (Kannapan 2009).

Tamim 2.2.2 (Beta fonksiyonu):

r(@reo) |

Blab) =F3h J

ta (1 - t)P-1dt, (a,b > 0)

seklinde gosterilir (Rainville 1960).
Beta ve Gamma fonksiyonu arasinda asagida gosterilen esitlikten bahsedilebilir:

1 rwr)

L(u,v) = jo t (1 -tV ldt = Tt o)

2.2.3 Tamim (Hipergeometrik Fonksiyon):

1 1
zFl(a,b; c, Z) = m[ tb_l(]. - t)c_b_l (1 - Zt)_adt, c>b>0,
& 0
z<1

seklindeki fonksiyona Hipergeometrik fonksiyon denir (Kilbas et al. 2006).



2.2.4 Tamim (Caputo Kesirli Tiirev): « > 0Aa € {1,2,3,...},n=[a] +1,f €
AC™[a,b],n" tiirevlerine ait fonksiyonlarin alani siirekli olsun. Sol ve sag

Caputo kesirli a dizisinin tiirevleri sirasiyla;

a 1 ARG
(CDa+f)(x)F(n—a)L = panr dt (x>a)

Ve

D" (P FO

(1’1 — OO . (t — x)a—n+1

(CD{,)‘-f)(x)F dt (x<b)

seklinde tanimlanir (Kilbas et al. 2006).

2.2.5 Tamim (Riemann-Liouville Kesirli Integrali): f € L[a; b] olsun. Riemann-
Liouville integtalleri J7+ f sol tarafli Riemann-Liouville kesirli integral ve J§- f sag

tarafli Riemann-Liouville kesirli integrali sirasiyla @ > 0 ve ¢ > 0 olmak iizere;

U210 = oos [c- 0 f0ar > @

ve

b

1
U5 = s f ¢ -0 f(Odt  (x<b)

X

seklinde tanimlanir (Kilbas et al. 2011)
Burada T'() f; e *x®~* dx Gama fonksiyonudur.

Tamim 2.2.6 (Katugampola Kesirli integrali): [a, b] R sonlu aralik i¢in
f € [a,b] olsun. Re(a) > 0, feX;(a, b) igin sol ve sag Katugampola integrali,

-1

N _ pl—a x tP
PIS f(x) = F(a)fa P = tp)l—af(t)dt

ve

" B pl—a b tp—l
1100 = Ps | ey F Ot




seklinde tanimlanir. Burada a < x < b ve p >0 ‘dir (Katugampola 2014).
Teorem 2.2.1: . p,a > 0 ve x > a i¢in;
Lo limyoy PIS f () = JS+ f ()
2. limy o+ "I+ f(x) = H3+ f (%)
Benzer sonuglar sag Katugampola operatorleri i¢inde gegerlidir (Katugampola 2014).

p = 1 secilirse Katugampola kesirli integrali Riemann-Liouville kesirli integraline

doniisiir.



3.MATERYAL VE YONTEM
3.1 Literatiirde Yer Alan Baz Esitsizlikler

Teorem 3.1.1 Hermite-Hadamard Esitsizligi: f: I — R konveks bir fonksiyon

olsun. I,R’de bir aralik, a,b € I ve a < b olmak lizere

b 1 (b
f(a;r )Sb—afaf(x)dng(a);f(a)

esitsizligi Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinen bir esitsizliktir (Pecari¢ et al.

1992).
Tamim 3.1.1 (Harmonik konveks fonksiyon): I ¢ R/{0} reel bir aralik olsun. Her

x,y €Elvet € [0,1] i¢cin

xy
f (m) <tf+A-0)f(x)

oluyorsa f:I — R’ye harmonik konveks fonksiyon denir (I. Iscan,2014).

Teorem 3.1.2 I ¢ R/{0} = R Harmonik konveks bir fonksiyon ve a,b € I ile a <
b olsun. f € L[a, b] ise asagidaki esitsizlik gecerlidir:

2ab ab (Pf(x) f(a) + f(b)
f(a+b)sb—aja x? dx < 2 '

Bu esitsizlik Hermite-Hadamard tipli esitsizligin bir sonucudur (Iscan 2014).
Teorem 3.1.3 Integraller icin Holder Esitsizigi: p, q iki pozitif reel say1 olmak
lizere %+ é = 1,p > 1 olsun. [a, b] araliginda taniml1 olan ve integrallenebilen iki

fonksiyon; f ve g fonksiyonlar1 olsun. Yine [a,b] araliginda |f|P ve |g|4
fonksiyonlar1 diferansiyellenebilir iki fonksiyon olmak tizere;

1 1

b b /b
f F(0)g(0)ldx < f FOOIP f @)1

esitsizligine Holder Esitsizligi denir (Mitrinovic et al. 1993).

10



3.2 s-Konveks Fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard Tipli Bazi Teorem ve

Lemmalar

Bu bolimde Katugampola kesirli integralleri igin s-konveks fonksiyonlar

kullanarak Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri igeren esitsizliklere yer verilmistir.

Teorem 3.2.1: f:[a”,b”] > R’ye 0 < a < b, ve f € X?(c) bir fonksiyon olsun.
Eger f aym zamanda [a, b] araliginda bir s —konveks fonksiyon ise asagidaki

esitsizlikler gecerli olur:

25 (ap + bp> - 290 M (a + 1)
p 2 (P =ar)”

pIaap+ o+f (BP) + plaa;q. p ‘f(ap)]
(£52) (%)

2

2@+)By(a,s + 1)
2 .

< 27°[f(a?) + f(bP)]

)

p(a+s) " p
[(Re (2% > 1) v Re (2% < o) Vb ¢ ]R) ARe(p) > 0 A Re(ap) > o].

1
burada B1(a, s + 1) = [2u*"" (1 — u)*du seklindedir.
2
Kesirli integraller f(x”) fonksiyonu i¢in dikkate alinir ve sirasiyla a ve b'de
degerlendirilir (Akdemir and Yaldiz 2018).

Lemma 3.2.1 f:[a”,b?] > R (aP,bP) fizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon

olsun. 0 < a < b i¢in asagidaki esitlik gecerli olur (Akdemir and Yaldiz 2018).

297 1pT (@ + 1)
(bP —ar)“

af + bp)
2

Pre +f(bP) + ”Ig‘apwp)—f (a”)] -f (

aP+bP
2 2

1
bP — a® tP 2-—tP
= 4a)pljtapf’(?ap+ 2 bp)dt
0

1
Jt“"f’(z_tp p+tpbp)dt
2 4T '

0

11



3.3 m —Konveks Fonksiyonlar ve k —Kesirli Uyumlu Integraller i¢cin Hermite-

Hadamard Tipli Baz1 Teorem ve Lemmalar

Bu boliimde k —kesirli uyumlu integral operatorii i¢in ve m —konveks fonksiyonlar

icin Hermite-Hadamard tipli teorem ve lemmalara yer verilmistir.

Teorem 3.3.1: f:[0,00) — R integrallenebilir pozitif bir fonksiyon olsun. [0, o)
araliginda 0 < a < mb ve a,s > 0 i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir (Rashid et al.
2019).

f

(a + mb) krk(s + k)a [5”a+f(mb) + ;S;an f((l)]

2 Z(mb—a)k

1
S_
2

@)+ m2r (5)] 478 (3 2+ 1) [ @~ mf (= ]]

Lemma 3.3.1 f:[a,mb] » R,a<mb olmak iizere diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. f’ € [a, mb] ise a,s > 0 i¢in k —kesirli uyumlu integral operatorii

icin asagidaki esitlik gecerlidir (Rashid et al. 2019).

‘ <a + mb) _ kT (s + k)z iSg+f(mb) + §Jmp- f(a)]
2 (mb—a)k

s 1 S S
_ (mb —a)ak 1—t"\k [1-(1-0)*\k|
| e el
+m(1 - )b)dt.

Teorem 3.3.2: f:[a,mb] » R,a < mbolmak iizere diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. |f'|, [a, mb]’de m —konveks fonksiyon ve a,s > 0 i¢in k —kesirli

uyumlu integral operatorii i¢in asagidaki esitsizlik gegerlidir (Rashid et al. 2019).

f(a) + f(b) B kT (s + k)a

iSarf(mb) + iS5~ (@)]

2 (mb — a)%
<o (3 +1) -8 (g + 1) 0@l
+mlf (B)).
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3.4 Caputo k —Kesirli Tiirevler icin Hermite-Hadamard Tipli Baz1 Teorem ve

Lemmalar

Bu boliimde Caputo k —kesirli tiirevi tanimlanip Caputo k —kesirli tiirevler iceren

Hermite-Hadamard tipli teorem ve lemmalara yer verilmistir.

Tanim 34.1 a >0,k >1,a ¢ {1,23,..},n=[a]l +1,f € AC"[a, b] olsun. Sag

ve sol Caputo k —kesirli tiirevi a dizisinin tiirevleri sirasiyla;

x n)
(D@ =~ [ L tt x>0
kT (n—F) a (x—t)k "t

ve

—_1)n b )
(“DEFF)(x) = D 7 dt (x<b)

kT (n — %) x (t— x)%_"“

seklinde tanimlanir.

%] _tk
Burada I', (@) k — Gamma fonksiyonu olarak tanimlanir: Ty (a) = [ o t*lex dt,

Ayrica, I (a) = ol (a).

a=n€{1,23,..} ve n’nin f(") (x) tiirevi varsa, Caputo k —kesirli tiirevi
( CDZf f ) (x) f™ (x) ile cakisirken ( CDZ}'} f ) (x) sabit carpan (—1)" olmak tizere
™ (x) ile ¢akusir.

Ozellikle n,k =1 ve a =0 ve k =1 icin Caputo k —kesirli tiirevleri, Caputo

kesirli tiirevlerinin tanimini verir.
(DA F)O)=( DI f)(x) = f(x)

Teorem 3.4.1: f:[a,b] » R,a < b, f € AC™[a, b] bir fonksiyon olsun. f™, [a, b]
araliginda konveks ise k —kesirli tiirevi i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir (Farid
and Javed 2018).

b k[ (n — il + k
o (5) == G z ) [(°DEF) () + (—~D(“DE ) (@)]
2 2(b—a)"k

13



f ™ (a) ;L fo ()

Lemma3.4.1 f:[a,b] » R,a < b, f € AC™*[a, b] bir fonksiyon olsun.
f@*D) [a, b] araliginda konveks ise k —kesirli tiirevi igin asagidaki esitsizlik
gecerlidir (Farid and Javed 2018).

£ (@) + FO(b) kT (n—F+k
2 Z(b — a)n__

b ; ((1 _ o —%) F*D(ta + (1 — t)b)dt.

) [(°DEEFYB) + (D (D f)(@)]

Teorem 3.4.2 f:[a,b] > R,a<b,f € AC"[a,b] bir fonksiyon olsun.
| f ("“)l,[a, b] araliginda konveks ise k —kesirli tlirevi i¢in asagidaki esitsizlik
gecerlidir (Farid and Javed 2018).

) wepy kT (n—%+k
FO@ @) KT ey 4 Caoens ol

2 2(b—a)"x
b—a 1
< —ar il — (n+1) @+ 1.
= 2(n— 7+ 1)( zn—E>[|f @]+ [F™2 )]

14



4. ARASTIRMA BULGULARI
4.1 Elde Edilen Baz1 Esitsizlikler

Teorem 4.11 f:[a?,bP] > Rye0<a<b ile (a? bP)de tirevlenebir bir
fonksiyon olsun. Eger |f'| [aP, b”] lizerinde h —konveks ise asagidaki esitsizlik
elde edilir:

2971p%T(a + 1)
(bP — ar)®

P 4+ pP
1 ot FDP)+ P10 f(a”)]—f -
(a b) ( b) ( 2 )

2 2

1

< M[|f ‘@) +1f (")l ft“”[ (tzp> ”‘(2 _ztp>] a

0

Ispat. Lemma 3.2.1 deki esitligin modiilii alinarak ve |f'|'nin h —konveksligini

kullanarak,
21 T(a+ 1) |, g aP + bP
P p | —
& — ar)e ’(ap;bp)+f<b )+ Hapsany f@) (=)
(P —af)p P 2—tP
0

(2_tp p+tpbp>|dt
filmg—a+5

i [
0

L 0° _4ap)p ftap[

2 —tP

=) 1o ae

h(g) IF'(@)l+h(

(5)1r @]

- w Jltap [|f’(ap)| [h (g) + h(z —th)]]

0

aronifo(5) 4 (55|
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<& oy 4 1o flt“”[ (5) (5]
0

yazilir ve ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 4.1.1 Teorem 4.1.1 deki esitsizlikte h(t) = t alinirsa asagidaki esitsizlik

elde edilir.
T A et
<Oy 4 1 o)) I[ e P
<N @+ 1 60—

sonucu elde edilir.

Sonug¢ 4.1.2 Teorem 4.1.1 deki esitsizlikte h(t) = % alinirsa

T 0+ o fcap)j-fcp;bv
<Oy 4 1 0] | j o0 [ 24 ] a
5
sw[v( A+ If ()] th“p.t‘pd+2ft“p.(2—tp)t
<2 @+ 0 |t
EED

[Re(pa) > —1 ARe(p + pa) > —1 ARe(p — pa) < 1]

16



elde edilir.

Sonug 4.1.3 Teorem 4.1.1 deki esitsizlikte h(t) = t° alinirsa

297199 (@ + 1)
(bP — ar)®

P4 pP
plaap+bp +f(bp) + p1<aap+bp)_f(ap)] _f(a ; )

(2) 2

4

P _ P
S(b a)p
4

¥ tPS (D — tP)S
1 @)1+ 1@ | [ e ’;—+(2—”] at
| 0 i

1

M1
b? — af £aP ¢Ps £ (2 — tP)S
< u f dt + j¥dt
[0

< ———0F @I+ 1F AN | | — >

0

b — a? 1
< C P @)+ P O |

1+pa l+p+pal
2° 2F1[_S' P ) p P '7]
+ P P
1+ pa

1 1 1
[(Re <25) >1VRe (25> <0v2e¢ ]R) A Re(p) > 0 A Re(pa
> —1 ARe(ps + pa) > —1]
esitsizligi elde edilir.
Teorem 4.1.2: f:[a”,b?] > Rye0<a <b ile (a®,bP)’de tirevlenebilir bir
fonksiyon olsun. Eger |f'| 9,q > 1 [a”,b”] ilizerinde h —konveks ise asagidaki
esitsizlik gecerlidir:

2071507 (q + 1)
(bP — ar)®

Py pP
pIaaP+bP +f(bp) + pl<aap+bp)_f(ap)] _f(a ; )

(*=%) z
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[ |

- (bP — ap)p I (a/’)lq (tzp> t

- 4 app+1

FIf (bp>|qf h(° _th>dt q

0

1 1

+{ 1f" (@] f h(z _tp)dt+ THCRIK f h(g) dt

0 0

Ispat. Lemma 3.2.1 deki esitligin modiiliinii alarak ve iyi bilinen Holder

esitsizligini kullanarak,

27 T(a+ 1|, , af + bP
(bP — aP)« pl<aP.2FbP>+f(bp) + pI(ap;bp) f(ap)] - f( > )
Sl ap)p f ap 42 _th bp)| dt

0

|
—
=
Ql

1
12—t tP N q]l
! Py __pp
f|f(2a+2b)|dtJ
0

|f'19,q > 1, h —konveks oldugundan;

18



1
q

[ (Fa+2550)| a
f'{ze 2

0

1

< [[(3) @ +n (25

0

o] ae

1 1

= |f'(@”)] f h(g) dt +|f' (7)1 f h(z _th)dt

0 0

Benzer sekilde;

2 tP tP q
f| af +— bp dt

1

< [[r(355) @i + () i @oie]

0

1

= (@) f h(z_ztp)dw (b7 j h(%) dt

0 0

yazilir.
Bu iki esitsizlik birlikte degerlendirilirse;

2071507 (q + 1)

af + bP
(bP — ar)« )

2

plaap+bp +f(bP) + plgapwp)‘f(ap)] - f(

(=%

(bp ap)p 1 % r
aPP+ 1 [(If (ap)lq
2—tPy \
FIf (bp)wj (5 )dt)
1 ) 1 1
+<|f’(ap)|qfh(2_2t )ae + |f’(bp)|qjh(§) dt> ‘

0 0

1

olur ve ispat tamamlanur.
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Sonug 4.1.4 Teorem 4.1.2 deki esitsizlikte h(t) = t alinirsa;

2% 19T (a + D,

af + bp>
(b — ar)=

(aP+bp)+f(bp) + p1<aap+bp) f(ap)] - f( 2

2 2

1

1 1 1 q
(b? —a®)p 1 \? [ , tP ) 2 —tf
= 4 (app + 1) X|[<|f (aP)|q0f?dt +If (bp)qu 2 dt)

0

QR

1 1 p
<|f (@)1 f L de + 1P f )
0

|

SACOT I

1

1

(bP — ap)p( 1 )5

< X
4 app +1

, BRI LG
+< 4 (“)'q[1_2<1+p)]+ 2<1+p)D }

Sonug 4.1.5 Teorem 4.1.2 deki esitsizlikte h(t) = %ahmrsa;

<If’(a”)l"

1
2(1+p) 2(1+p) )

2¢71p%T(a + D[,
(bP — ar)®

u af + bP
(aP+bP)+f(bp) + pI(ap+bp) f(ap)] N f( 2 )

2 2

Q2R

0

1 r 1 1
(bP —aP)p 1 p , 2 ) 2
= 4 (app + 1) X[(” (ap)lqoft_l’dt HEACRE f 2 —tP dt)

Q=
—d

1 1
2 2
+<|f’(a")lq | = e+ irenre | t—pdt> JI

0 0

P - a”)p( )
- 4 app +1

%x[zv'(ap)w( —)

+ 21 (bP)]4 ( JF, [1 4= —])]
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1

+[er@ie (m s 1455]) + 2 e (=)

Sonug 4.1.6 Teorem 4.1.2 deki esitsizlikte h(t) = t° alinirsa;

297199 (a + 1)
(bP — ar)®

P 4 ppP
plap p+(bp)+p1aap+p‘(p)]_ :
e U R

= r S
< (bP —4aP)P (app1+ 1);X ' (a?) f (%) it

0

1
1

2 -\ \
Hreal [ (S5)

0

1 s 1 s %]l
+ |f’(ap)|qf(2‘2t) dt+|f’(bp)|qf<%) dt JI
0 0

(e )% ( I @)le
< Mo/
4 app +1 25(ps +1)

1 11p\®
A COT PRI ERER T
p p 2

L, 11, e )3

+<|f’(ap)|q<zF1 [—5,;'1"';'5 25(ps + 1)

Teorem 4.1.3: f:[a,b] » R’ye bir fonksiyon olsun f € AC", a < b.Eger

f™, [a, b] araliginda s-konveks fonksiyon ise asagidaki esitsizlik gosterilebilir:

O (n—%+k
25 F) (a+b) <X (= . )[( D)@ + (=D DS ) (a)]
: (b—a)"

< [f™ (@) + F® b)) x +B(n—5+1)

o
s+n—E+2
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Ispat. f™ s —konveks oldugundan, asagidaki esitsizlik yazilabilir:

w (XY _ Y@+ M)
()=

x,y € [a,b] vete[0,1]i¢cinx =ta+ (1 —t)b, y = (1 —t)a+ tb alinirsa

25FM (aTH)) < fM®(ta+ (1 —-t)b) + f™((1—ta+th).

Esitsizligin her iki tarafi t" 7k le carpilip [0,1] araliginda integral alinirsa;
25 (n)(a'+-b).f1tn_%_1dt
f 2

0
1 £(n) _ 1 £(n) —

j fM™(ta+ (1 t)b)dt+J f@( t)+tb)dt.
0 0

t%—n+1

<
t%—n+1

Degiskenleri degistirerek,

b I, [n— ad + k
2™ (= : )<= (i = ) (D)@ + (D" Dy f) (@]
(b—a)"k

elde edilir. Ayrica f ™ nin s —konveksliginden
f®ta+ (1 -0)b)+f™((1-1t)a+th)
<[ f™(@+ A=) SfP W]+ [ - f (@) + 5™ ()]
[f™(@) + F@B)]x[t* + (1~ 1)°]
f®ta+ (1 -0b)+f™((1—-t)a+th)
< [f™ (@) + FO B[t + (1 - £)°]
yazilir. Esitsizligin her iki tarafi tn_%_l ile ¢arpilip [0,1] araliginda integral alinirsa

1 £(n) _ 1 r(n) —
fW(ta+ (1 t)b)dt_l_ f ((1a 1:)+tb)dt

(04
0 tk 1 0

tK_n+ 1

1
0

< [f™(a) +f(")(b)]xU S gy +f N (1 —t)5dt
0
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O (n—%+k
(- z )[(CD“"f)<a)+( D™Dy f)(@)]
(b—a)" 'k

1 a
S[f( )(a)+f( )(b)]leﬁ'B(n—E,Sﬁ'l) .

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.4:f:[a,b] > R bir fonksiyon olsun f € AC™"*,a < b.Eger

|f ™D, [a, b] araliginda s-konveks fonksiyon ise asagidaki esitsizlik gegerlidir.

FO@+fOF) _ wlie(n-fHk
2 2(b — a)n__

) [(°DEEF) (@) + (~D(“DF) (@]

b—a 1
2 .(1+n+s—%

1
) <1 - 2n—9+5> 2@+ ]
K

ispat. |V |Inin s —konveksligi kullanarak

AR ORTA O G )
2 2(b — a)n__

[(°DEF) (@) + (=D “DE*f)(a)]

bh— 1
s a] | = 0" — " k] [ (ea+ (1 - b de
0

<2 (|(1 — "% — "] ) [|f O @) + (1= OO B)] de

R ¢ a
s — a [fz [(1 )" E — tn—E] [t5|F ™ V()| + (1 — 5| f ™V (b)|] dt
0

+ ], [ - a - 0" H] [l @] + @ - ool G de |

2
elde edilir. Asagidaki hesaplamalar dikkate alinirsa;

1

f [(1 " n——] [tslf(n+1)(a)| +(1-0° |f(”+1)(b)|] dt
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1

1
2 a 2 a
) If e -0k [
0 0

z2(1— t)s dt

+|f(n+1)(b)|f(1 t)”"‘*s fo

—k(+n+s)+a

k2 k
k(1+n+s)—a

_ |f(n+1)(a)| ﬁ%(l +5s,1 +n—%) -

kzw

17 a
(n+1) I+n-7,1
+f ()l k(1+n+s)—a ﬁ%( R +S)

ve benzer sekilde;

1 a a
fl |677% = (1 = " | [ F 4D (@) + (1 - 3| F O b) ] de

2
1 1
|f(n+1)(a)| fl tn_E-l-sdt—fl ts(l—t)”—Edt
5 2

1(1_ )S

j (1= " sy

+|f (b)) U
2

kQ4nts)ta

k — k2
k(1+n+s)—a

|f(n+1)(a)| ﬁ1(1+s 1+n-— a)

r(1+s)F(1+n—%)

F(2+n+s—%)

—kQ+nts)ta
k2 K a
(m+1) (p - 1 -1
+|f ()l k(1+4n+s)—a 'B%( o k’ +S)

_a
+F(1+s)1"(1+n k)

F(2+n+s—%)
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Hesaplanan integral ile elde edilen sonuglar sirastyla |f ™9 (a)| ve |f ™V (b)|
parantezine alinirsa
a
FO@+ 00 (- F k)

2 o [(PHEN@ + O (DEN@]
—a

1 n-%+1+s
b

K
S%a |f(n+1)(a)| B%(1+s,1+n—%)—1(i)nT_%

+,6’1(1+s,1+n—%)

2

1— (%)n_%+1+s r+s)r(1+n- %)}
T a a |
1+n+s—E F(2+n+s—F) J
[ 1 n-L+1+s n-%+1+s
o2 @

i —ﬁ%(1+n—%,1+s)—

a
]_+71+'S—'F 1'+Tl+'S—'E

I"(1+S)I"(1+n—%)

—,81(1+n—%,1+s)+

2 F(2+n+s—%)

Simdi ise [| o+ (a)l + | f+D(p) |] ortak parantezine alinir ve Tanim 2.2.2°deki

Beta ve Gamma fonksiyonu arasindaki iliski kullanilarak toplama islemi yapilirsa

ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.5 f:[0,) — R integrallenebilir pozitif degerli bir fonksiyon olsun.
Eger [0, ) araliginda (s, m) —konveks fonksiyon ise 0 < a < mb ve a > 0igin

asagidaki esitsizlik gecerlidir:

N e s P
(=57)s S [mf () + £ om0

S

< [f(a) + mf(b)] [a_%ﬁ (% 1+ ;)]
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1 S_
+[mf(b)+m f("il )] f(l—t)st“ 1(1_; )k 1dt

0

Ispat. f, (s, m) —konveks fonksiyon. x,y € [a,mb] ve t = % icin

x+my\ _f(x)+mf(y)
f( 2 )S 25

x=ta+m(1—t)b,y =tb+ % (1 — t)a degisken degistirmesi yapilirsa;

22f (=

_ranyg—1
Esitsizligin her iki tarafi t*~1 (%)k ile carpilip [0,1] araliginda integrali

mb 1
) < f(ta +m(1 — Ob) + mf (tb +—(1- t)a).

N

alinirsa;
a + mb 2 1 — t“ __1
25f f te-1 dt
0
! ——1
j te 1 f(ta+m(1—t)bdt
0

a

+mf pa-1 <1 - ta>%_1 f (tb + % (1- t)a) dt
0

elde edilir. Burada [0,1] araligindaki integraller sirasiyla diizenlenirse:

[l

s 1 s
N _ g !

mdt+f(mb)ft“‘1(1 ) (1 - t)dt

ve

S 1 S

f%)mft“_l(l_at) (1—t>dt+f(mb)ft“( ~)ar
0 0

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
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S 1

f (%) U ta (1 _ataf_l mdt + mft“‘1 (#)r (1- t)dt-
0 i

0

1 Sy 1

+f (mb) lf te1 (1 _ata>k (1—t)dt + f t< (1 ;taf_ dt-

0 0

QD) ot

’ s 1 5
¢ (a +2mb) - r (1 +Zli:acf)% [mf (%) + f(mb)]
o S|P
arm a
() st () +row)]

olur ki bu ilk esitsizligi ortaya koyar. Ikinci esitsizligi elde etmek igin (s, m)-

konveks tanimi yardimiyla t € [0,1] igin:
f(ta+m(1—1t)b) <t°f(a) + m(1 —t)°f(b)

ve

— ta) < mtSF(b) + m2(1 — t)5f (%)

mf (tb +
esitsizlikleri yazilir. Esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
f(ta+m(1—6)b) +mf (th+=a) <

(@) + m(1 — )5 (b)+ mtSf(b) + m2(1 — t)°f (%)
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= CIf@ + mf )] + (1= 0)° [mf ) + m*f ()]

_pang—1
Esitsizligin her iki tarafi t%~1 (1Tt)k carpilip [0,1] araliginda integral alinir ise

s [3 (gr1+ 1) kog_%]

_s
25ka &

[ () + ramn)]

1 — t“ __1
dt +

1
< [f(@) + mf(B)] f p1ts
0

S 1

[mf ) +m?f ( ”(1—t)s pa1 _ta) dt

= [f(@) +mf®)] [« 7B (3, 1+2)]

+[mf ) +mf (%)] [](1 s gat (1 ;ta)ﬁ_l dt‘
0

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.6: f:[a,mb] - R'ye (a, mb)-de diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. Eger |f’|, [a, mb]'de (s, m) —konveks fonksiyon ise

f(@)+f(mb)  Tiak
2

b — 5 [£3%4 £ (mb) + §3%,-f(a)]
mp—a)k

1
s =

)E dt — f (1= <1_(1a—_t)a>% dt
0

1 S 1 N

+[a-o <#)E at~ [a-o (=5) dt}

1

[ 3
< mIf’(b)Il j a-o (-
0

2

esitsizligi gecerlidir.
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Ispat. Asagidaki esitlik ve gerekli integral hesaplamalari yapilirsa;

R ( - = (15000 + 135 @)
mb —a)k

S

_ (mb — a)a% f _<1 - ta>E _ <ﬂ>% F(at® +m — Ob)de
0 |

a a

S

s 5]
(mb—a)ak | (|1 —t\E (A=A =-ONFf
< Of( ) -( )_(t (@)

a a

+m(1=t)°|f'(b)Ddt

|
S

(mb — a)a

j[ (=5 S (Y ‘(tﬂf’(an
0

+m(1=t)°|f'(b)Ddt

%]

(mb — a) ak

f [ 1- (1 - t)a = <1 —ata>%] E1F @)

+m(1 = 0)°[f'(b)Ddt

S

(mb—a)a (mb — ¥, ) fl 1—t“ <1_(1_t)a>i]dt
0

a

-(1-0° <—1 _ (2_ t)a>k] dt.

S
a

T
0
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(mb—a)a 1 1—(1—t)“% s 1—t“%
—|f( )|![ <T) -t (T) ‘dt
2
1
2 s
_I_(mb |f (b)|mfl <1—(1—t) )k_(1—t)s<1;t )k]dt
0
yazilir.

x =t ey = (1 —t)% degiskenlerini degistirerek

S

1 1
2 2
1—t“ 1—(1-D)*\F
][ e ts( ) dt

|

[ 3 s 7
=m|f’(b)|l](1—t)s dt—f <1_(1_t) )kdt
0 0

+f(1 <1—( —t)“)k dt—f(1 1;t“)f<dt}
1 1

2

sonucu elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Arastirmanin temel amaci; ilk olarak materyal ve yontem boliimiinde bahsi
gecen, Katugampola kesirli integralleri i¢in s-konveks fonksiyonlar1 kullanarak
Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerden elde edilen ve literatiirde yer alan lemma
ve teoremlerden yararlanilarak h-konveks fonksiyonlar i¢in Katugampola kesirli
integral operatorii igeren yeni esitsizlikler elde etmektir. Daha sonra yine
Katugampola kesirli integral operetotii iceren s-konveks fonksiyonlar i¢in yeni
esitsizlikler elde edilmistir. Bulgular béliimiiniin son kisminda da m-konvekslik
ile ilgili teorem ve lemmalardan yararlanilip (s,m)-konveks fonksiyonlar i¢in yeni

esitsizlikler elde edilmistir.

Bu calismadan elde edilen esitsizlikler Katugampola kesirli integral
operatorii ile arastirma yapacak olan arastirmacilar tarafindan yeni esitsizlikler
bulmalarina yardimei olabilir. Yine bu c¢alisma sonucu elde edilen esitsizlikler
yardimiyla Katugampola kesirli integral operatorii igeren farkli esitsizliklerin

yaninda teorem ve lemmalar da bulunmasina yardimci olabilir.
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