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OZET

Yaklagim teorisinin énemli bir calisma alani lineer pozitif operatorlerle yaklagimdir. Bu
yiizden klasik olarak adlandirabilecegimiz bir¢ok lineer pozitif operatdr tanimlanmstir.
Son ¢alismalarda ise farkli operatorleri harmanlayarak olusturulmus yeni lineer pozitif
operatorlerin yaklagim 6zelliklerinin incelenmesini gormekteyiz. Bu ¢alismada, Goyal ve
Kajla tarafindan tanimlanan tek degiskenli Blending Tip Lupas operatdrleri i¢in Griiss-
Voronovskaya teoremi verilmistir. Bu genellemenin iki degiskenli fonksiyonlar i¢in tensor
carpimi yardimiyla modifikasyonu verilmistir. Boylelikle elde edilen operator dizilerinin
noktasal ve global yaklagim 6zellikleri verilmistir. Son olarak ise tek degiskenli Blending
Tip Lupas operatorlerinin g-genellemesi tanimlanmis ve diizgiin yakinsakligi hakkinda
bilgi verilmistir.
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ABSTRACT

An important area of study of approximation theory is the approach to linear positive
operators. For this reason, many linear positive operators can be defined as classical. In
recent research, we examined the approximation properties of new linear positive operators
that were formed by blending different operators. In this study, the Griiss- Voronovskaya
theorem was given for one-variable Blending Type Lupas operators defined by Goyal and
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler

Cla, b]
£l cra,b)
Iap
C(lap)
Cp(R)
L,(f;x)
A, (f; %)
Gu(f;x)
p(x)
B,(R™)

C,(R™)
B,(R3)

C,(R2)
Cy(R2)
Ifll,

Gam(f;x,5)

w(f; )
w,(f; 81,82)
Lipu(v)
Q(f; 8)

Aciklamalar

[a, b] araliginda taniml1 ve siirekli tiim reel fonksiyonlarin uzayi

C[a,b] uzayinda || f ”c[a,b] =max| f (X)‘ ile tanimli norm

xe[ah]
[0,a] X [0,b] R? nin bir alt kiimesi
Ip araliginda tanimli ve siirekli tiim reel fonksiyonlarin uzayi
[0, ) da sinirl ve siirekli fonksiyonlar uzay1
Lupas operatori
n € N olmak {izere bir operator dizisi
a = 0 ve x € [0, ) i¢gin Lupas operatdriiniin bir genellemesi
p(x) = 1 R™ de siirekli fonksiyon ve lim|y|,p(x) = o

R™ uzaymda |f (x)| < M¢p(x) esitsizligini saglayan fonksiyonlar
uzay1

B,(R™) uzayindaki tiim siirekli fonksiyonlar uzay1
R uzayinda |f(x, y)| < Msp(x,y) esitsizligini saglayan
fonksiyonlar uzay1

B,(R?%) uzayndaki tiim siirekli fonksiyonlar uzayi

Cy (R2%) uzaymin alt uzayi

If ()l

ile tanimlanan norm
p(x)

B,(R™) uzaymda [|f|l, = supyerm
a > 0vex,y € [0,0) i¢in G operatdriiniin iki degiskenli
genellemesi

f fonksiyonun siireklilik modiilii

Agirlikli siireklilik modiilii

Lipschitz sinif

Agirlikls siireklilik fonksiyonu



1. GIRIS

1885 yilinda Alman matematik¢i Weierstrass tarafindan sonlu araliktaki her fonksiyona bu
aralikta yakinsayan reel katsayili bir polinom dizisinin varligi kanitlanmistir (Weierstrass,
1885) . Daha sonra, 1912 yilinda Rus matematik¢i Bernstein, Weierstrass tarafindan varligi

bilinen polinom dizisinin x € [0,1] i¢in

n

B = Y. (1) << -0 ()

k=0
seklinde oldugunu ispatlayarak Bernstein polinomlarini tanitmistir (Bernstein, 1912).

Bohman (1952) ve Korovkin (1953) lineer pozitif operatorlerin sonlu aralikta siirekli

fonksiyona yaklasimina iliskin ¢ok 6nemli teoremler vermistirler.

1.1. Teorem (Korovkin, 1953)

f € Cla, b]ve tim reel eksende smrl |f(x)| < Mg olsun. Eger T,(f;x) lineer pozitif

operatorler dizisi Vx € [a, b] i¢in

i) 1im 17, (1) = llciaz) = 0

i) 1im |7, (£ ) = €l cfa.) = 0

i) 1im 17,,(¢% ) = %[l i) = 0

kosullarmni sagliyorsa bu durumda [a, b] araliginda
1im 17, (52 = Flcgae = 0

dir.



Korovkin teoremi yardimiyla bir¢ok lineer pozitif operatoriin yaklasim ozellikleri

incelenmistir. Bunlardan biri, 1950 yilinda Szasz tarafindan tanimlanan

s =em Y Sr (). xeloe

k=0

Szasz operatoridiir (Szasz, 1950).

Ayrica Lupas lineer pozitif operatdrleri,

La(fi) = (1 =™ ) (n,f!)"f(g) wk Jul<1, neNvex€ [0,00)
k=0

olarak tanimlanmustir (Lupas, 1995). Agratini ise Lupas operatorlerinde u = % alarak

An(fix) =27

o (n0)y 4 (k>

2kt ) \n

k=0
operatdriinii tanimlamistir (Agratini, 1999).

Operatorler tanimlandiktan sonra bu operatorlerin ¢esitli genellemeleri ele alinmistir.
Durrmeyer tip ve Kantorovich tip genellemeler olarak bilinen integral tipli genellemeler
ortaya ¢cikmistir (Kantorovich, 1930; Durrmeyer, 1967; Derriennic, 1981). Lineer pozitif
operatorlerin diger bir genellemesi de g —analiz ile ilgilidir. Yaklagimlar teorisinde
q —genelleme kavrami ilk kez Lupas (Lupas, 1987) tarafindan Bernstein polinomlarina
uygulanmustir. Phillips ise (Phillips, 1997) lizerinde daha siklikla ¢alisilan g —Bernstein
polinomlarini tanimlamis ve yaklasim 6zellikleri incelenmistir. g —analiz kullanilarak elde
edilen operatorlerle ilgili daha birgok calisma yapilmistir (Phillips, 2000; Orug ve Tuncer,
2002; Ostrovska, 2003; Dogru ve Duman, 2006; Aral ve Gupta, 2006; Agratini ve Dogru,
2010; Dalmanoglu ve Dogru, 2010; Orkcii ve Dogru, 2012).

Lineer pozitif operatorlerinin genellemesinin olusturulmasinin yollarindan biri de iki farkh

operatorii harmanlamaktir. Bu yolla iiretilmis yeni operatore Blending Tip denir. Bir¢ok



3

yazar Blending Tip operator elde etmistir. Ornegin Mihesan (Mihesan, 1999), Baskakov

operatdrlerinin bir genellemesini bu yolla asagidaki sekilde elde etmistir.

B (f;x) = ipn,k(x, a)f (%) x > 0.
k=0

Burada

( ) _ el-l—_x pn,k(n! a) X
Prid @ = me ™)t (L + 2)nk

k

ve
k

i Pni(x,a) =1, Pk (x,a) = 2 (f) (n);a*,
k=0

=0

M=1Mm);=nn+1).Mn+i-1),i=>1
dir.

Goyal ve Kajla ise Agratini tarafindan verilen Lupas operatoriiniin

GX(f;x) = i Un,k(x,a)f(g), x>0, a=0
k=0

e~ V& (x)x*k

Un,k(xl a) = znx k'

k

ZUn,k(x, a) =1veV,(x) = Z (llf) %

i=0

seklinde bir genellemesini verdiler (Goyal ve Kajla, 2017).
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Agrawal ve Ispir (Agrawal ve Ispir, 2016) Charlier polinomlarmi iceren Szisz
operatdrlerinin Chlodowsky polinomlariyla kombinasyonunu ele almiglar ve yaklagim
Ozelliklerini vermislerdir. Agrawal, Kumar ve Araci (Agrawal, Kumar ve Araci, 2017)
Bernstein-Chlodowsky ve Szasz-Appell-Kantorovich tip operatoriinii tanimlamislardir.
Kajla ve Miclaus (Kajla ve Miclaus, 2018) Bernstein—Durrmeyer tipindeki GBS

operatorlerinin Blending tip yaklagim 6zelliklerini incelemislerdir.

Bu tezde Goyal ve Kajla tarafindan tamimlanan tek degiskenli Blending Tip Lupas
operatorleri i¢in Griiss-Voronovskaja teoremi verilmis, bu genellemenin iki degiskenli
fonksiyon i¢in tensor ¢arpimi yardimiyla modifikasyonu verilmistir. Boylece elde edilen
operator dizilerinin test fonksiyonlar1 bulunmus, siireklilik modiilii ile, Lipschitz sinifinda
ve agirlikli uzayda yaklasim ozellikleri verilmistir.

Son olarak tek degiskenli Blending Tip Lupas operatorlerinin g-genellemesi tanimlanmis

ve yaklagim Ozellikleri incelenmistir.

Bu tez dort béliimden olusmaktadir. ik béliim giris kismina ayrilmustir.
Ikinci béliimde ise tezde ihtiya¢ duyulacak olan tanim, teorem ve dzelliklere yer verilmis,
Goyal ve Kajla tarafindan tanimlanan tek degiskenli Blending Tip Lupas operatorleri i¢in

Griiss-Voronovskaya teoremi verilmistir.

Ugiincii boliimde, Goyal ve Kajla tarafindan tanimlanan tek degiskenli Blending Tip Lupas
operatorlerinin iki degiskenli fonksiyon i¢in modifikasyonu tanimlanmis, bu operator
dizilerinin yaklagim Ozellikleri, siireklilik modiilii ile ve agirlikli uzayda yaklasim

ozellikleri elde edilmistir. Ayrica Lipschitz sinifindaki yaklagim 6zellikleri de verilmistir.

Dérdiincii bolimde, tek degiskenli Blending Tip Lupas operatorlerinin g —genellemesi
tanimlanmus, test fonksiyonlart ve momentleri elde edilmistir. Boylece tanimlanan operator

dizisinin yaklasim 6zellikleri ele alinmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez icerisinde kullanilacak bazi tanim, teorem ve 6zellikler verilecektir.

2.1.Lineer Pozitif Operatorler

2.1.1. Tanim

X ve Y iki fonksiyon uzay1 olmak iizere, X’ ten alinan her f fonksiyonu i¢in Y’de bir g
fonksiyonunu karsilik getiren bir L donilisiimii varsa “X uzayindan Y uzayina bir operator
tanimlanmistir” denir. g €Y ve x g nin tanim kiimesinin bir elemani olmak {izere

L(f;x) = g(x) ile gosterilir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

2.1.2. Tanim

X ve'Y iki fonksiyon uzay1 olmak iizere,
L:X->Y bir operator olsun.

Vf,g€Xvea,f €R icin L operatorii

L(af + Bg) = a L(f) + B L(g)

sartini sagliyorsa L operatdriine lineer operator denir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

2.1.3. Tanim

X ve'Y iki fonksiyon uzay:1 olmak iizere,

L:X =Y bir operatdr olsun.

VfeX ve f=0igin,

Lf = 0 sartin1 sagliyorsa L operatdriine pozitif operator denir.

L operatorii lineerlik ve pozitiflik 6zelliklerini ayn1 anda sagliyor ise lineer pozitif operator

denir.



2.1.4. Tanim

A c R olmak tizere (f;,) A tizerinde tanimli reel degerli fonksiyon dizisi olsun.
Ve > 0 ve her bir x € A noktasina karsilik 6yle bir ny = ny(e,x) € N var ise Vn > n,
oldugunda |f,(x) — f(x)| < e ise (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna noktasal

yakinsaktir denir.
2.1.5. Tanim

Ve > 0 sayisina karsilik 6yle bir ny = ny(e) € N varsa 6yle ki Vn > ny ve Vx € A igin
|fn(x) = f(x)| < € ise (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir.

(X,” ||) bir fonksiyon uzay1 ve (f;,) € X ve f € X olsun. Ve > 0 sayisina karsilik 6yle bir
ny = ny(e) € N var dyle ki ¥n > ny icin ||f, — fllx < e ise (f,) fonksiyon dizisi X deki

norma gore f fonksiyonuna yakinsaktir denir.

(f) < Cla, b] dizisinin C[a, b] deki

fllcap = xrer%gflg]lf €3]

norma gore f fonksiyonuna yakinsakligi, f fonksiyonuna diizgiin yakinsakligina denktir.

2.1.6. Tanim

p(x) =1 tim R™ uzaymda siirekli bir fonksiyon ve limy_c p(x) = oo olsun. Bu
durumda R™ uzaymnda |f(x)| < Mgp(x) esitsizligini saglayan fonksiyonlar kiimesi
B,(R™) ile B,(R™) uzayindaki tiim siirekli fonksiyonlar kiimesi de C,(R™) ile gosterilir.

Burada M, f fonksiyonuna bagl sabit bir sayidir.



3 |f (o)l
Ifll, = S

ER

normu ile B,(R™) ve C,(R™) lineer normlu uzaylardir. Burada p fonksiyonuna agirlik
fonksiyonu, C, , B, uzaylarina da agirlikli uzaylar denir. Ozel durumda ¢(x) tiim reel

eksende monoton artan bir fonksiyon olmak tizere m = 1 olmasi halinde

p(x) = 1+ ¢?(x) seklinde goz oniine alabiliriz.

CE(R™),

f&)

im — =K < o
wlbwp(x)

limiti ile C,(R™) uzaynin bir alt uzayidir. Ozel olarak K; = 0 oldugunda C;) alt uzay1 elde

edilir. Bu uzayin elemanlari i¢in

1im |- 00 l;g;' = 0 olur (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

2.1.7. Tanim

f € Cg(I) (I S R de siirekli ve sinirli fonksiyonlar uzayi) x > 0 ve § > 0 olmak {izere,

w(f;6) = sup [f(t) = f(x)|
|[t—x|<6
t,x€el
olarak tanimlanan w(f; &) ya f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir. Siireklilik modiilii;
Nw(f;6)=0
i) 81 < &, ise w(f; 61) < w(f;67)

iii) k € N i¢cin w(f; k6) < kw(f; )
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iv) A € RT igin w(f;16) < (A + Dw(f; )

V@) = fO)] < w(f;lt —xI)

[t—x|

vi) IF(8) = fO0l < (52 4+ 1) (f; 6)

vii) limg_,o w(f; 8) = 0 & f fonksiyonu I araliginda diizgiin stireklidir.

ozelliklerine sahiptir.

2.2. Blending Tip Lupas Operatorlerinin Genellemesi

f:[0,0) = R fonksiyonu i¢in Lupas (Lupas, 1995) lineer pozitif operatorleri

O - ()

o f(n) u* |ul < 1,n € Nvex € [0, ), (2.1)

L,(f;x) = (1 -

k=0

seklinde tanimlamustir.

Burada

(nx)y
(1 — u)”x Z u*

ve (nx); = (nx)(nx + 1)(nx + 2) ... (nx + i — 1) olarak almustir.

Ayrica, Es. 2.1 ile verilen Lupas operatoriinii Agratini (Agratini, 1999) u = % alarak

asagidaki sekilde tanimlamistir.

—nx N (nx)g . (k
Ap(f;x) =2 a KR] f(;) (2.2)

Daha sonra Goyal ve Kajla (Goyal ve Kajla, 2017) Agratini tarafindan Es. 2.2 ile verilen

Lupas operatorlerinin bir genellemesini,



GE(fix) = i Uy G, ) f (g) x>0, a=0 2.3)
k=0

e~ V& (x)xk
Un,k(x; a) = onx ’nk|

k

=0

olarak tammlamistir. & = 0 i¢in G Es. 2.2 ile verilen operatdre doniisiir. C, [0, o) uzayi,
y>0 i¢in  C,[0,0) = {f € C[0,00);|f(t)| < Ce’,C >0vet €[0,00)} olarak

tanimlanir.
2.2.1. Lemma

Goyal ve Kajla (Goyal ve Kajla, 2017) GZ(f;x) operatorleri i¢in asagidaki esitlikleri

vermislerdir.

GY(1;x) =1

ax
GE(t;x) =x +?

5 5 a’x® ax 2x 2ax?
GRi(t5x)=x"+—F+—=F+—+
n n n n
2.2.2. Lemma
ax
G,‘{‘((t—x);x) =

a’x? ax 2x
GI((t—x)%x) =

n? nz n
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1
GE((t—x)%x) = F(a“x“‘ + 6a3x3 + 7a’x? + ax)

+— (12a%x® + 36ax? + 26x) + — (12a2x* + 36ax® + 36x2).
2.2.3. Lemma (Goyal ve Kajla, 2017)
n — oo i¢in asagidaki esitlikler saglanir.
lim n(GX(t —x;x)) = ax
lim n(GX((t —x)%x)) = 2x
2.2.4. Teorem

f € C,[0,) olsun. Her [c,d] € R* kiimesinde lim,_,c G5 (f;x) = f(x) limiti diizgiin

olarak saglanir.

Ispat

Lemma 2.2.1 g6z 6niine alindiginda
7}LI_IEO G¥(1;x) =1

Al_r){)lo GE(t;x) =x

Ai_r)gloG,‘{‘(tz; x) = x?

[c,d] € R* nin her kompakt alt kiimesinde Bohman Korovkin teoreminden

Teoremin ispat1 tamamlanur.



2.3. Griiss-VVoronovskaja Tip Teorem

11

Bu bolimde Es. 2.3 ile verilen operatorlerin Griiss-Voronovskaja tip yaklasimini

inceleyecegiz.

2.3.1. Teorem

f € C,[0,)ve x € [0, ) i¢in f fonksiyonu f’ ve f" ne sahip olmak iizere,
lim n{GE((fg); x) — G (f; )Gt (g; 0} = 2xf" () g’ (x).

fspat

(fg)" () = f"(x)g(x) + 2f'(x)g'(x) + 9" () f (x)

olmak iizere, Taylor serisinden,

2!

(Fo) @) = fx)g(x) + (fg) () (t —x) + (t —x)?

yazabiliriz. Burada her iki tarafa da G (f; x) operatoriinii uygularsak

GI((fg)ix) = F(X)g(x) + (fg) ()G (t — x5 x) + w

elde ederiz.

G ((t—x)%x)

(2.4)



12

n{GZ((fg); x) — GE(f; x)GE(g; X))

(f9)" @)

\
TG (= 0% )

(62((f9):x) — F09@) — (Fg) (DGt — x; )
—g(x) (Gf:(f; %) = £ = f'()GE(E — x; %) — fz—(!")a,%«t gt x)>

g”(x) a
21 Gn ((t_x)z;x)>

Gy ((t — 0%
(5 109

"

n\ =GE(f;x) (Gﬁf(g; x)—gQ) —g' ()Gt —x;x) —

+9' (X)GE(t —x; ) (f(x) — GE(f;x)) + 2

Gy ((t — )%

(2.5)
Es. 2.5 de Teorem 2.2.4 ii uygularsak x € R* i¢cin n — oo iken G¥(f; x) — f(x) e yakinsar

ve

x € R* igin f" € C,[0, ) olmak iizere
lim n(Gi(t —xx)) = ax

Ve

lim n(G((t — 0% x)) = 2x

()" ()
2!

lim (fo(fg: x) = f)g(x) = (fg)' ()G (t — x;x) G ((t — )% X)) =0

yazilabileceginden

lim n{GE((fg);x) — GX(f;x)GE(g; x)} = 2xf' (x) g’ (x)

esitligi saglanir.m
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3. BLENDING TIP LUPAS OPERATORLERIN iKi DEGISKENLI
FONKSIYON iCEREN GENELLEMESI

f € [0,00) = R igin lineer pozitif operatorleri n € N ve x,y € [0,), a = 0 olmak iizere

G (f; x) operatoriiniin iki degiskenli genellemesini

Gin(Fi%3) = ) D f (=) Ukimm@7,@) @20, %,y 20 3.1
k=01=0

nm

olarak tanimlayalim.

Burada,
e e Vlgl,n,m (x, }’)xkyl

Uk,l,n,m(x! Y, a) = onxpmy k'l
ve
Z Z Uk,l,n,m(x: y; a) = 1
k=0 1=0
dir.

k l 1 i
V&m0, Y) = Z Z (k) (l) (nx)i(my) ;a* ™" a'™

tnm % V) = i)\ (2x)1(2y)

Es. 3.1 ile verilen operatdrlerin lineer ve pozitif oldugu goriilmektedir. Iki degiskenli

fonksiyonlar i¢in Korovkin tipli teorem Volkov (Volkov, 1957) ‘de bulunabilir.

3.1. Lemma

Asagidaki esitliklere Gy, (f; x, y) operatoriinde ihtiya¢ duyacagiz.

X e kol
(i)ZZVk'l'n'mlET’l;y)x Y = pnxopmy pa(x+y)
k=0 1=0 o
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fspat

a=>0 vex,y € [0,0) igin,

o 00 ] k oo l
ZZszfz,n,m(x,y)x"yl _Zx Z( ) ak- l(nx)lzy () a'™J(my);
11 - _l i 1 Jj
k=0 1=0 e k=0k i=0 (2x) 1= ol j=0 (2y)
[e) k . (o) l .
3 z z (ax)*~*(nx); Z (ay)t7 (my);
- Il i(l =il
i L 2i(k —i)!1! L £ 27(L = j!
= QX axymy ,ay
o Ve x, y)xk+1y!
(ll)zz k+1,l,n,mlg|l.;y) y E (znxeax(a+n)x)2myeay
k=0 1=0 "N
fspat
ZZVR+1lnm(x ,y)xkriyl
k!l
k=01=0
_ ixk+1i (k) ak+1—i(nx)i .\ ixk+1 k+1< k > ak+1—i(nx)i> —
| ] i I | — i
i k! £\l (2x) & k! i\l 1 (2x)
(o) 0 k .
xk xk+1 k ak—l(nx).
_ X" a i+1
= axz ] Vien(x) + Z 7 Z (i)—(Zx)Hl My oy
k=0 k=0 i=0
(o) k .
xk k\ a* "t (nx)(nx + 1);
= | ax(2™e ax)+Z) k! Z(l) (2x)t+1 amet
i=
nx+1 _,ax
= (ax(ane‘”) + > ¢ >2mye“y
= 2™ e (a + n)x)2™ e
© 2 Ve x, y)xk+2yl
(iii) 22 = zmmlgl lly) Y = ((azxz + 2nx?a + nx(nx + 1))2”’“3“’“) 2My ey



fspat
Vicez,inm (6 y)x 2yt
k=0 1=0 el it
_ i xk+2 ]iz (k + 2) ak*2 i (nx); iy : ( ) a~i(my);
- | i i | I
k=0 kel i (22)* = Ol = (2y)
D e R
! | — i | . i
k=0 kel = 1 (2x) e k! e AL (2x)
® 5 k+1 , -
X2 ke + 1\ @ () 4 ok+1
= ___pya
- (Z k! z( i ) 2o “"z o V() |27 e
= 1=0 k=0

> k ak+1-i A ok+1-i ,
(> () e+ z () )
= k = 1= /lzmyeay

+axz k! Vk+1n(x)

i=0 k=0 i=0

d e +1-i - k i
(St Sy o

+ ax(2™e™(a + n)x) |2™e®Y

(nx)x? aznx“ ax N i X zk: (k) ak~t(nx) (nx + 1) (nx + 2);

| i+2
k=0 ke i=0 (ZX)

+ 2™ e (q?x? + ax?n) |2M™Ve®

x2(nx)(nx + 1)2"¥*2ga%
(2x)?

= (nxza(Z”xe“") + + 2™ e (q?x? + axzn)> 2MY o @y

= (2™ e (nx?a + nx(nx + 1) + a’x? + ax?n))2™e®

= ((azxz + 2nx?a + nx(nx + 1))2”"6“") 2MY ey,

15
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3.2. Lemma

a >0 vex,y € [0,0) i¢in Lemma 3.1 den G;7,,,(f; x,y) lineer pozitif operatérleri i¢in

asagidaki esitlikleri yazabiliriz.
@) Gim(Lx,y) =1

fspat
. (00] 00] k l
Gn,m(l;x:y) = Z Zf(;:a) Uk,l,n,m(x:y’ a) a = 0' x=0
k=0 1=0

e X p—ay Vlgl,n,m(x' y)xkyl
2nxmy k'l!

s IDMs
Ms I

&
1l

0l

Il
=}

i j=0

ko ey @) Oyt @ my)
~ Tonxgmy Z%Z(T)a (29(:)136) IZ;)Z' £ 0( )%;)Zy]

k=0 i=0

k
_ e~ e~ T x (ax)k™ ‘(nx)lzz (ay)7 (my);

-~ 2nxpmy P Zl(k il 2711 =iyt
e~ axXo—ay

— TSI DNX o AXIMY H @AY

=1.

(i) Gim(t%,y) = x + =

fSpat

e~ YV nm(x y)xkyt k
Grm (62, Y) = Z Z pnxymy K1l (E)

LI 1=j vkl
S 20 ) i

(3.2)

(3.3)
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® L —ax,—ay oy L , N B L
=22 G 2. 0 (1) () ey — g )

k=11=0 i=0 j=0

e~ AXo—ay i xk+1k+1 k+1 ak+14(nx)i 1

~ Qnapmy Z k! 2 ( i ) (2x): (E)
k=0 i=0

k+1,,1

1) i i Vi inm (% )Xy
n k!l

2.2 2
acx ax 2x 2ax
i) GEn(t%4x,y)=x*+—+—+—+
( ) n,m( 3’) nz nz n n

(3.4)

Bmat

—ay Va X, Xk l
GElm(t%x,y) = Z Z eLnm (6 V)X y
2nxgmy k!l

[oe] o0
e~ X o=y
- Z Z pnxgmy

k=0 =0
k l
D3 (6 e (e
O e e [ (nx);(my) jak =t al=Ixky!
S e (Y () () gt

k . ki gl
2 () () s
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k+2,,1

_ e ™" Z Z Vka+2,l,n,m(x' y)x y
o ommy k!
+ Vk+11n1n(x Y)Xk+1 !
k'l
k=0 1=0

e~ MXo—ay .1
= nxgmy (p) (2™e™(a?x? + 2nx?a + nx(nx + 1)

+ (a + n)x))2™ eW

,  a*x? ax  2x  2ax?
=x° + > —_
n

—+— 4+
n n n

; a ay
() Gim(s;%,y) = y +—

fspat

0, ) i¢in,

a=>0vex,y€
N e e V() ]
Gr‘im(si xX,y) = ZZ — Lnm (_)
2nx2my k!l m
k=0 1=0
k

—

al™7

xkyl

o l
- ; ; eznxzmy ;; ( ) ( ) o ((:JLC})])EZy)J

Kk k

(o]
o~ X g=ay X
~ onxpmy F
k=0 i
1

I () e (1)

_e—a’xe—a’y 1 She Vkl+1nm(x y)x
~ gnxpmy (E)ZZ k!

(2x)!

l

(k) a*~t(nx);

0

k., l+1

K (1—1)!

(3.5)

)

(3.6)



fspat
e~ V& nm G xRyt 1 14?
Gim (5% %,7) = ZZ gnxgmy KLl (E)
® =2 e~ aX g—ay
Glm(s%x,y) = gy
k=0 1=0
y Zk: l (k) (l) (nx);(my) ja* " atIxkyt (11— 1) +1
L La\i)\j 2x) 2y) k! ! m2
i=0 j=0
i i e o=@y zk:zl: (k) (l) (nx);(my) ja* L atIxkyt 1
= nxomy 1 / i J I = | 2
£ £ 2nx2 - i/ \j 2x)'2y)k!'(l—-2)! m
ko1 -
N Z (k) (l) (nx)i(my)ja “Ixkyl 1
L L\i/\j) (20)'Q2y) k! (1-1)! m?2
i=0 j=0
N il (i x"zk: (k) ak‘i(nx)i>
nxomy | o i
) i k! i\l (2x)
iy”z AL (l + 2) a”z‘f(my)j( 1 >
X — (=
| 1 J 2
o hah (2y) m
IS (L)
! 1 J 2
L Al = j (2y) m
e e 1
~ Tpnagmy (m2>
% ZZVkHan(X }’)Xk t+2 ZZVkHlnm(x }’)Xk 1
k'l k'l
k=0 1=0 k=0 1=0
e e W 1
= gy (W) (2™ e (a?y? + 2my?a + my(my + 1)
+ (a + m)y))Z"xe“x
a? 2y  2ay?
=y% + v’ +—y e A
m2 m m
3.3. Lemma

a >0 vex,y € [0,0) olsun. Gy, operatorleri igin asagidaki esitlikleri verebiliriz.

19
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ax

(i) GEm((t—x);x,y) ==

n

a®x?

ax 2x
+=+=
n n

(i) GEm((t — 0% x,y) =

(iii) GFn((t — )% x,y) = n—14 (a*x* + 6a3x3 + 7a?x? + ax)

n2

1

+$ (12a2x3 + 36ax? + 26x)
1

+F (12a2x* + 36ax® + 36x2)

(iv) GEm((s = ¥)ix,y) = 27

2.,,2
W) GEn((s —NZx,y) = -+ 2+ 2

m2 m2

Vi) GEm((s = 0% 2,) = — (@*y* + 6a%y® + Tay? + ay)
+i(1223+36 2 +26y)
—3(12a% ay y

1
+W(12a2y4 + 36ay3 + 36y2)

3.4. Lemma

lim n (G,ﬁ‘,m(t - XX, Y)) = ax
n,m-—-oo

lim n (G,‘{,m((t —-x)%x, }’)) = 2x
n,m—coo

lim m (G,‘{{m(s — VX, JI)) =ay

n,m-—oo

lim m (G,‘{{m((s — )% x, y)) =2y

n,m—-oo
3.5. Teorem

I, == [0,a] X [0, b] RZ nin bir alt kiimesi olmak iizere her f € C(I,) icin

n,m-—oo
limiti I, araliginda diizgiin olarak saglanir.
fspat

Lemma 3.2 g6z Oniine alindiginda
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R2 nin [0, a] x [0, b] = I, gibi kompakt alt kiimesinde

lim GYn(Lx,y)=1
n,m-oo

lim Gyn(t;x,y) =x
n,m-oo

lim G, (t%x,y) = x*
n,m-oo

lim GYn(s;x,y) =y

n,m—-oo

lim GYn(s%x,y) = y?

n,m— oo

kosullart saglandiginda Volkov teoreminden her f € C(1,;,) i¢in
n,m-oo

saglanir.
3.1. 6% ,,(f; x,¥) Operatoriiniin Yaklasim Ozellikleri

Bu boliimde simirlt ve siirekli uzay lizerinde verilen operatorlerin siireklilik modiili

yardimiyla yaklagim 6zellikleri incelenmistir.

3.2. G%,,(f; x,y) i¢cin Yaklasim Derecesi

I, =[0,a] X [0,b] RZ nin bir alt kiimesi olmak iizere, C(I ;) , I, kompakt alt
araliginda reel degerli, siirekli fonksiyon uzay1 olmak iizere, iki degiskenli fonksiyonlar
icin siireklilik modiiliinii asagidaki sekilde tanimlayabiliriz;

W(f; 6n, 6m) = sup{lf (&, s) — f(x,¥)1: (£,5), (x,¥) € lap, |t — x| < 6, |s — y| < 6}
ya da

0(f;8) = sup{If (t,5) = F&I: (6,5), (5,3) € Loy ve /=002 + (s —3)? < §}

seklinde tanimlanabilir.

Ayrica x ve y ye gore siireklilik modiilleri
w'(f;8) = sup{lf (x1,¥) — f(x2, ¥)|: ye[0, b] ve |x; — x5| < &}

w?(f; 8) = sup{lf (x, y1) — f(x,y2)|: xe[0, a] ve |y, — y,| < 8}
Seklinde tanimlanir (Anastssiou ve Gal, 2000).



22

3.2.1. Teorem

f € Cg(R%) ve her (x,y) = 0 icin asagidaki esitsizlikler saglanir.

|Gr(f,m(f; x;y) - f(x'Y)| < Zw(f; 6n,m)

Burada,
1

/
Spm = (G,‘{fm((t —)%x,y) + Gin((s —y)% x, y)) ? olarak alinmagtir.

fspat

Siireklilik modiiliiniin tanimint  kullanarak f € Czg(R3)  ve &,.,, >0 olmak iizere
Gym(f; x,y) nin lineerliginden,
|Gim(f3 2,9 = f O ¥)| < GEm(If (8 8) = f e, )5 %,¥)

< G (0 (FVE=207+ 5 —)2)ix,)

Gim (VE=202+ 5= )% x, y))

611,771

< o(f; 8pm) <1 +

Cauchy Schwartz esitsizligini uygulayarak

1 1/,
< o(fi Snm) ll +3 (GEm((E =02 + (s = )% %)) / l
< o(f;6nm)

. 1
X [1 L (Gﬁ‘,m((t = 0%56,Y) + Gim((s = )% %, 3')) /zl

1
Snm = (Gim((t = 0% 2,Y) + Gn((s = )% %)) oldugundan

1
|Grcll,m(f; x:y) - f(er)| < {1 + 6_5n,m} w(f; Sn,m)

|Gr?,m(f; ny) - f(er)| < Za)(f; 6n,m)

istenilen sonug elde edilirm
3.2.2. Teorem

Her (x,y) € I, ve f € C(lyy) igin
|GEn (3 %,9) — f6, )| < 2(0(f, 8,) + w*(f, 6m))
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dir. Burada,

6 = (6En((t =% x7))

Ve

1/2

6 = (Gitm((s = ¥)%%,9))

olarak alinmustir.
fspat

Stireklilik modiiliinlin tanimindan ve Lemma 3.3 ve Cauchy Schwarz esitsizliginden
yararlanarak,
|Gim(fi2,7) = f )| < GEm(If (6:5) = F (Y% )

< Gum(If (&, 5) = F(x,9) |5 %,9)

+Gnm(If (x,8) = fF(x, ¥ x,y)

< Gim(@'(f5 1t —x1); %, ¥)

+Gim (0 (f5ls — yDix,y)

[ 1
< 01(f38) |1+ 5 Gl = 1,9
L n

[ 1
02 (5 8) |14 5= Gimls = Y%,
- m

< 0! (f; ) I %(Gﬁ:m((t —x)%x, y))gl

C .
+w*(f; 6m) _1 + 5 (Gfi‘,m((s —y)%x, y))zl

Burada &, ve &, Lemma 3.3 te (ii) ve (v) secilirse her (x,y) € I, icin esitsizlik

saglanir. m

3.2.3. Teorem

Y1, Y2 € (0,1] i¢in f € Lipy (y1,72) olmak lizere,
If (&, s) — f(x,¥)| < M|t — x| s — y|"?

Y1 Y2
I6Em(H) — Il < M8, 25,
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esitsizligi saglanir. Buradaki §,, ve §,, Teorem 3.2.2° de verilmistir.

fspat

f € Lipy (y1,¥2) oldugundan,
|Gim (F:,9) = FO, )| < GEm(If (8 8) = fF (2,25 %, )
< Gum(Mt — x[M]s — y[¥%;x, )
< MGEn (It — x1%%,Y)Gim(Is — 1% %, ¥)

2 2 2 2 . o SEErTIor
(Pvq1) = (Z’ﬁ) ve (p,,q2) = (E,E) olmak iizere Holder esitsizligi uygulanirsa,

Y: 2-y:
GEn(F;2,9) — F(Y)| < MGEn (It — x1% %) 1268 (1L;x,y) /2
2_
X GE(ls — y1%2,9) 1268, (1 2,9) /2

Y Y.
< M5, "28, "

boylece ispat tamamlanmis olur.m

3.3. Agirhkh Uzayda. G%,,(f; x, y) Operatorleri I¢in Yaklagim

R: = {(x,y):x = 0,y = 0} olmak iizere, R uzaynda |f(x,y)| < M¢p(x,y) esitsizligini
saglayan fonksiyonlar kiimesi B,(R%) ile gosterilmektedir. Burada (x,y) € R% ve M, f
fonksiyonuna bagli bir sabittir. Bp([R{i) uzaymnin tiim siirekli fonksiyonlarimin alt uzayimni
C,(R3%) ile gosteririz.

|f ()

Ifll, = sup
p (x,y)ERZ p(xr:V)

normu ile B,(R%) ve C,(R%) lineer normlu uzaylardir. Burada p(x,y) = 14 x? + y?

fonksiyonuna agirlik fonksiyonu, B, ve C, uzaylaria da agirlikli uzaylar denir.
C,(R3),

f(x,y)

PRV k<o
o p(ry) T

limiti ile C,(R%) uzaymn bir alt uzayidir.
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3.3.1. Teorem (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995)

Keyfi m>1 igin |x| = \/x? + x2 + - + x% olmak iizere (Tn) lineer pozitif operatorler

dizisi tanimlanabilir oyle ki, p(x) =1+|x|2 igin C, (RY")den B, (RT") ye doniisiimii i¢in
Tlli_{{)lo”Tn(l:x) -1, =

lim [|T;,(t; x) — xj||p =0,j=12,..,m

Ai_r}gOIITn(Itlz;x) = |xI?ll, =

seklinde (m + 2) sartlar1 saglansin. Bu durumda C,(R™) uzayinda dyle bir f* fonksiyonu

bulunabilir ve n = oo igin

lim I (5 = £ ()l = 1

olur.

3.3.2. Teorem (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995)

Keyfi m > 1 i¢in dyle (Tn) lineer pozitif operatorler dizisi tanimlanabilir dyle ki,

p(x) =1+ |x|? i¢in C,(RT)den B,(RT) ye déniisiimii i¢in
rlli_I)TOIO”Tn(l:x) -1, =

rlll_r)rolonTn( ) xJ|| =1,2,..,m

rlli_l)rolo||Tn(|t|2:x) —|xI?ll, =

seklinde (m + 2) sartlar1 saglansin. Bu durumda her f € C;(RY") olmak iizere,

lim 1T, (520 = £, = 0
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olur.

3.3.3. Teorem

(G#,) lineer pozitif operatérler dizisi p(x,y) =1+ x% 4+ y? olmak iizere C,(R%) den

B,(R%) ye déniisimdiir ve

) lim ||G¢.(L;x,y)—1| =0
n,m—oo p

i) lim ||G,‘{fm(t; xX,y)— x|| =0
n,m—oo P

i) lim ||G¢.(s;xy) —y| =0
n,m—oo p

iv) lim |G (t%x,y) —x?|| =0
’ P

v) lim ||G,‘{fm(52;x,y) —y2|| =0
n,m-oo P
sartlar saglanir. Her bir f € C;(R%) igin,
lim |G (f;x,y)—f] =0
n,m-oo p

dir.
fspat

GEn(L+ 62 +s%5x,y) < M(1+x? 4+ y?) oldugundan (G%,,) lineer pozitif operatdrler
dizisi C,(R3) den B,(R?) ye doniisiimdiir.

n,m — o i¢in
GEn(1;x,y) = 1 oldugundan ||GZ,,,(1;x,y) — 1||p = 0 saglanir.
Es.33den G, (tx,y)=x+ % oldugundan

|GE m(Exy)—x| . .
SUP(xy)eRE 1 yyz4y2 11

Jm |G (2, ) = x|, = 0



dir.

Ayrica,

2,2

a’x 2ax?

Es. 3.4 den G2, (t%x,y) = x* +

+EZE 42,
n n

oldugundan

n2 n
limn,m_mo”G,‘{fm(tz; X, V) — x2||p = 0 esitligi dogrulanur.

iii) ve v) de Es. 3.5 ve Es. 3.6 dan saglanur.

Yukaridaki kosullar saglandigindan Teorem 3.3.2” den her bir f € C;(R2) igin

Jim (|G (f5%9) = f]|, = 0

dir. Boylece ispat tamamlanir. m

fEC, (R%) icin agirhikl siireklilik modiilii

w,(f;81,8,) = sup sup f(x +hyy + ha) — f 0 7)]
P T )eRE Inal<y hal<5s, p(x,y)p(hy, hy)

seklinde tanimlanir (Atakut ve Ispir, 2002).

3.3.4. Teorem

f € C;(R3) ve yeterince bityiik n, m i¢in

|G (5, 9) — £ (¢, 9))|

< .
(R p(x,7)? < Map(f361,6)
Op = \/% ve §,, = \/% olarak alinmistir. M burada bir sabittir.

fSpat.‘

If(t,5) = fGe, )] < 8(1 +x% + y2)w, (f 8, Sm)

27
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x(1+'t;x'><1+'S;y')<1+<t—x>2)<1+(s—y)2>-

|GEn(f;,9) — O, ¥)| < 8(1 + x2 + ¥ w, (f; 6n) S)

i 1
L+ Gln((€ = 00%2,3) + 5 [Gn((6 =005 5,9)]
X n I

1 a 2. a 4. J
Xa\/Gn,m((t_x) 'x'y)Gn,m((t_x) ,X,y)

[ 1
L+ G (s = 3)%%,9) + 5= G5 = 9)%5.9)]
m

I
I
1
X a\/@‘f,m((s = ¥)%5%,Y)aim((s —¥)%x,y) JI

1
GEn((t—x)%x,y) = ;lMl(xZ + x)
ve

1
Gim((t —2)%x,y) = ;Mz(x“' +x3 +x2+x)

1

alinirsa
Vm ’

yazilabileceginden ve §; = &, 6, =0 =

=L
==

|G (f5%,7) — O, )| <81 + x2 + ¥ w, (f; 8y, 6m)

[ 1 1
x [1+ EMl(xZ +x) + 6—\/M1(x2 + x)]
g n

[ 1
X 6—\/M1M2(x2 +x)(x*+x3 +x%2 + x)]
LO0n

[ 1 1
x[1+ =M%+ 3) + = M07 4 )|
| m Om

1
X [—6 VMM, (2 + V) (7% + y3 + y2 + y)]
m

Burada n > n, olacak sekilde bir ny € N igin

1G& (%, 9) — F(x, )|
i R ) E R (f:J1/n,1/m)

elde edilir.m
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4. BLENDING TiP LUPAS OPERATORLERIN g-GENELLEMESI

q —analiz bir¢ok konunun genellesmesidir. Sayilar teorisi, ortogonal polinomlar,
kombinatorik gibi matematigin ¢ogu alaninda kullanilmaktadir. Jackson, g —analizin en
onemli isimlerinden biridir. XX. yy baslarinda g — tiirev ve g —integral tanimlariyla
q —analizin ilerlemesine biiylik Ol¢lide katki saglamistir.

Son yillarda klasik analizde bilinen ¢ogu tanim ve teoremin g —genellesmeleri iizerine
calisilmaktadir (Gauchman 2004, Marinkovich ve ark. 2002, 2008).

q —analizin temel ifadeleri, Kac ve Cheung’un (2002) Quantum Calculus adli kitabinda,

detaylar ise Andrews ve Askey’in (1999) Special Functions adl1 kitabinda yer alir.

q > 0 olmak lizere, negatif olmayan r tamsayisi igin,

r

1-¢q
[r]q:= 1—gq
r o, qg=1

, q+1

ifadesine ’nin g- tamsayisi denir.

q > 0 i¢in - faktoriyel

[rlq! = {[1][2]1--- [7‘]: rT:=01,2

seklinde tanimlanir.

q>0ven=>r =0 i¢in

[n] o [nly

rl ™ [n— rlg! [rlg!

ifadesine g-binom katsayisi denir.

0 < x < oovea = 0 olmak iizere,

GE(fi%,9) = ) Uy (x,0)f (%) (4.
r=0 a

dir.
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Burada,

E,(—ax)

Vi (x, @)x”

Ur({,r (x, CI) =

Eq(x) — Z qn(n—l)/Z x_’
n=0

olarak tanimlanmustir.

4.1. Lemma
= 0 igin,

D i o) = 20e, (ax)
r=0 a:
had xr+1 a

- " [nlq
rzzo [T] [ ]q T'+1n(x CI) - <[n]q + x> 2 eq(ax)
had xTH1

- [nlq
TZO[ ] [ ]q r‘+1n(x Q) = < )2 eq(ax)
N L a X 2 ) 5lnl
ZO[ ] [ ]2 r+2n(x CI) == <[n + [n]q +x )2 eq(ax)
i x"t? s <q a? lgq"ax®*  x
2T, g e D = [n]q [l
fspat

Zro

2[nlgx

T

[r]q!

[n],!

@~ (Inlgx),

L ve e, (ax) =

o (ax)”
TO[]

olmak tizere bu iki seriden

(4.2)

(4.3)

(4.4)
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Mg
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ﬁ
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<
1l
(=)
%
Il
o

<

Il
Mg
AR
Q—
<
3
39
—~
=
9
\—

<
Il
=}

yazabiliriz.
Burada ["*'] = ¢*[] +[,”,] ve q € (0,1) oldugundan

N

r+1 s )

z [r]xr!}:l] Vriin(x,q) = Z iy Z [r : 1] (Zx)S
q- Mg ~ $=0

ax o a™s( x)

- @ZO Z (zx)s
S — 1] (Zx)s

—_~ _9ln]
< [n]q 2 *eq(ax)

© xr+1 U ar‘s([n]qx + 1)S
+ ZO v [ ] (2x)s

ax
( ) *eq(ax)

yazabirilirz. Ayrica,

r+1—s([n]qx)s

Z [T]);! [n]q Viin(x,q) = ;mszo [7“ -: 1] (2x)s

31
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r+1 at1- s

Z s — 1] (Zx)s

& o (),
O uE

r=0

Max
> q
n]q

[

® X a5 ([n]yx + 1)5
+ Z 2[r],! [s] (2;)5

"ax
= (q + x> 2nlaxe, (ax).

yazabiliriz. Benzer sekilde,

L T2 L xTH2 r+2 r+2 ar+2_5( x)s
Z gz Vom0 @) =Z;[r]q![n]22[ s ] 2x)°
@4z r+1 AT S )
- Z Z [r . 1] (Zx)s
o T+2 _—— a2 s )
Z (Zx)s
o ez T . a7 +2=5([n] )
:;m’;[n]s;q o
r+1 a’t2- s

s — 1] (Zx)S

r+1 s x)
Ss+1

Z[” e

a2~ s( x)

X r
[rlg![n] Z 9% [s] (2x)s

T+1 S

Zq 1+ )[ ] (Zx)5+1 s+1

nlo¥),.,
Z [ ] (2x)5+2

M8 ||M8 ||M8

<
1]
o

r+2

%
+
N

IIMS IIMS
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i X" Zr: [r] a"S[n]gx([nlgx + 1)([n]yx + 2)5

LA L s 22)°
_(a*x* [2]gax?  x 2) (o
= ( mE + l, +[n]q +x |2 eq(ax)
o0 ﬁ 3 q2na2x2 [z]qqnazxz X 2) [l
Z(; CRILE Vion(x,q) = < TF + i, + P +x° | 2"*e, (ax)
elde ederiz.m
4.2. Lemma
0<x<oven € Nigin
GX(1;x,q) =1 (4.7)
<1+qn“><aa(t- ) < <1 +i> 4.8
X [n]q S0 \LXx,q)=Xx [n]q ’ ( . )
2lqa  a® [2] a
a(s2. 2 q - =4, _=
GX(t%;x,q) < qx (1 + . + [n]é) + x<[n]q + [n]§1> (4.9
Wiz, , qn[z]qa ana2> <% qna>
GE(t*;x,q) = qx (1 + P + BF +x i, + i) (4.10)
fspat

E, ve e, iistel fonksiyonlart i¢in Eq(—x)eq(x) = 1 saglanir ve Es. 4.2 den

GX(1;x,q) = 1 yazabiliriz. Daha sonra

E,(—ax) - x"
a(s. —_4d E a
Gn(ti%,q) = 2[nlgx [n]q[r —1]4! Vin (6 @)
r=1

E;(—ax) 2 T Ve (e a)
= +1,n\X, g
2[nlgx e [n]q[r]q! reLn
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Es. 4.3 ve Es. 4.4 den

n

qax+ < GH(t )<ax+
X S ; X, S — X
ap nO O =T,
elde ederiz.

Ayrica,

[rlg = 1+ q[r — 1] oldugundan,

E,(—ax) - x"[r]
af+2. _q q a
G (t52,0) = — > El T2l = 1]q!]/;~,n(x,CI)
r=

_ Eq(—ax) = x"(1+ qlr —1],)
= 2[nlgx L [n]?,[r— 1]q!

V% (x,q)

E (—ax) oy (6.0)
= 1,n\X, q
olnlgx L [n]z[r]q Fin

q
E,(—ax) < qxTt?
q
T oln]qx Z [n]2[r] !Vra+2,n(x:CI)-
r=0 q q

(4.5) ve (4.6) i uygulayarak istenilen sonucu elde ederiz. ]

4.1. G%(f,., q) Operatériiniin Yaklasim Ozellikleri

0<g<1igin
) 1
Jim Il =15

dur. Bu ylizden 0 < g, < 1olan (q,)ns1 dizisi alalim ve lim,,_,, q, = 1 sart1 saglansin.
Burada k € N, k > n i¢in

Mg, =1+ gn+-+an ' 21+ qn++an

yazabiliriz.

qn > 0 igin ([n]qn) = (14 g, + -+ q1) artan bir dizidir.

lim inf [n], = lim(1+q, +-+q; 1) =k
n—->oco

n—-oo

k keyfi alindiginda

lim,_,[n]g, = oo elde edilir.
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4.1.1. Teorem

GX(f;.,qy) operatorleri i¢in, 0 < g < 1 olmak tizere (q,)ns1 bir dizi olsun.
K = [a, b] c R kompakt bir alt kiime olmak tizere f € Cg[0, ) de

lim GE(f3%,q) = ()

x € K i¢in diizgiin yakinsar.
fspat

Es. 4.7 den
lim G¥(1;x,q,) =1
n—-oo

yazilir. Es. 4.8 den

. qptax
lim

v
X
w2 Tl

[n] an

0<qg,<1lveO<gq," <1oldugundalim,_ g," < 1dir.

+x < lim GY(t; x, q,) < lim
n—oo n—oo

lim G (t;x, qn) = x
Benzer sekilde

lim G (% x, qn) = x*
yazabiliriz.

Bohman-Korovkin teoreminden, n € N ve x € K i¢in G5 (f;., q,) operatorleri f e diizgiin

yakinsar.m

4.2. Agirhikh Uzayda Yaklasim

4.2.1. Tanim
Agirlik fonksiyonu p, p = 1 Ve limy- p(x) = o0 kosulunu saglayan, R de siirekli bir

fonksiyondur.
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B,(R) = {f: R - R:|f| < Mgp(x), My f ye bagh sabittir},

1165]
ek p()

C,(R) ={f € B,(R): f € C(R)}

Ifll, = f €B,(R)

f(x)
c, (R)_{feB(R)lm e k}.

4.2.2. Teorem

0 < q <1 olmak iizere (q,)ns1 Dbir dizi ve lim,_ q, =1 saglansin. Es. 4.1 den
G (f;.,qn) operatorlerinin yaklasimlarini elde edelim.f € C;,,2[0,00) igin bir A >0

vardir.

Lim [1GE(f3., qn) = Fllyyzrz = 0.
fspat

Agirlikli Korovkin teoreminden G (f; ., q,) operatorlerinin ti¢ yaklasimini Es. 4.7 den

1Ga (1;x, q5) — 1
lim [|GZ(1; ., 1 =i =0
Im G (L5, gn) = Llp4xz = lim L sup T2

|GZ(t; x, qn) — x|
. a . — = i
r]ll_r){}o”Gn (t; ., qn) — xll1442 ,lllj’;xg[‘égo) 1+ x2

Es. 4.8 den

q"a X |GX(t; x,q,) — x| a X
su S < sup ——

[n]qn xe[olzo) 1+ x2 x€[0,00) 1+ x2 [n]qn xe[o,l?)o) 1+ x2

yazabiliriz. Burada

5m 1GE(6:-,Gn) = Xl a2 = 0
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|Gr(f(t2;x: qn) _le [Z]qn a X
> < + 3 sup >
xE[0,00) 1 + X [n]qn [n dn XE[O,OO) 1 + X
+<1 4ﬁﬂ%¢+ az) X
T T, TR, ) xclow 1+ 22
(2], a 2], @2
<M 4 l-—g
[, mE, "7, g,

lim, ,, g, =1 oldugundan lim,_.||GS(t;.,qn) — x||;4,2 aliir. Boylece ispat

tamamlanir. m
4.2.3. Tanim

Simdi G¥(f;.,q,) lineer pozitif operatorleri igin agirlikli siireklilik modiiliini verelim.
Agirlikli uzayda 6 - 0 i¢in agirlikl stireklilik modili Q(f;6) ile tanimlanmaktadir
(Atakut ve Ispir, 2002).

f € C,,2[0,00) olsun. f nin agirlikl siireklilik modiilii

. lf(x +h) — f(x)|
;0 = lim (1+x3)(1+ k%)’

ile gosterilmektedir.
Q(f; 8) asagidaki dzelliklere sahiptir (Ispir, 2001).

fec:

145210, 00) olsun;

i) 6 > 0i¢in, Q(f; 6) 6 ya gore monoton artan bir fonksiyondur.

i) Her f € C;

1+x

2[0, ) igin, lims_o Q(f;6) = 0
iii) Her pozitif 1 icin Q(f;16) < 2(1 + ) (A + §2)Q(f; 6).

iv) Her f € C;

1+5210,) ve x,t € [0, o) igin,

|t — x|
5

lf(t)—fl)| <2 <1 + )(1 +86)Q(f;8) (1 + x*)(1 + (t —x)?).
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e+ h) = f(0)
.Q(f 6) |h|<6x>0 (1 + xZ)(l + hz) 6 > 0,

buradaf € C;, [0, ) dur.

4.2.4. Lemma
a = 0 ig¢in
( aX) 12
GE(t3;x,q) = Eq Z _ql] |Vr“n(x, 0
q:

Vo (x,q)

_E(= ax)z (1+qr—1 o)

r—1

_ Eq(_ax) £ X "
- Z[Tl]qx z [n]3 [T' i 1]q| Vr‘,n(xl q)

E,(~ax)  x"2q

2[n]qx . [n]g[r . Z]q

Vran (x) CI)

Bl ax>z o2

~2],!

Vr(,xn (xl Q)

3

Eq(—ax) Zm x"[r]
GY t4, , = 4 q V& ,
n ( X q) Z[Tl]qx £ [n]g[r _ 1]q! r’n(x q)

_ Eqg(ax) o xH

VA ,
2[nlgx Zo [n]g[r]q! r+1,n(x q)

ha )G 30 40
n]g[r]q! r+2n(x,CI)

Ey(—a0) ¥ PG + 24+ ¢°)
[n]g[r]q! r+3 n(x CI)

E,(—ax) x"t4qb Ve o)
Z[n]qx O[n]g[r]q! r+4n\X%,




fspat

GE(t3%x,q) ve GE(t*;x,q) elde edebilmek icin asagidaki

yararlanmaktay1z.
r+3

Y . 2y Sir+3 ar+3_s([n]qx)s
Z[n]g[r]q!v”3'"(x'q)ZZ[r]q![n]g; [ s ] (2x)°

© T3 r+2 ] ) ar+3—s([n]qx)s
:Z[r]q![n]32;q [ S ] (2x)s
r+2 r+2—s( n]qx)s+1

z; zr”“

a3 s( x)

(2x)*

ar+2—s(

39

esitsizliklerden

n]qx)s+1

(Zx)s+1

< xr+3 . 25+2 r
+ZO TIRItE ZO" 31a

n]qx)s+2

X . r ar+1—s([
9 [r]q! In]g Z Bl |5

= x a rar_s([n] X)S+
’ Z (! [0 Z ="

r+3

i Viisn (X, q)

r=0

31343 2"[3]qa2x3
[n]3 [n]5

L 3x?  2x

(q

>

benzer sekilde



® xr+4 N ® xr+4 r < r r+4 S( x)
Z R Z AP Z [
) xr+4 r .. r ar+3—s([n]qx)s+
+qu;[n]gzq (44 ] O
=0 s=0
o0 xr+4 r ] - ar+2—s([n]qx)s+2
+1ZO—[r]q! [n]g ; qz [4‘]q [S] (2x)5+2
I xr+4 r ] r ar+1—s([n]qx)s+
+Z[r]q![n]3zq [4]Q[S] (2x)s+3 3
=0 s=0
d r+4- x)s+4
+Z; Z[] (Zx)s+4
atx*  [4],ax*  [4],a%x* [4],a%x3 [4] ax*
ST g e T mE
3[4] ax®  2[4],x? 6x3 11x?> 6x
E TR VY YR, TR T
Ve,
® KT+ q4"a:4x4 [4] q3na3x4 [4]qq2"a2x4' [4]qq2na2x3
D o a0 = e+ mE T mE T e

r:

[4],q"ax*  3[4],q"ax®  2[4],q"x*

[n]q [n]3 [n]3

+

elde edilir. Bu esitsizliklerden yararlanarak,

E,(— ax)

[nlq
2 rOn]

Ga(tB X, CI) = r+1n(x CI)

E,(—ax) - (2q+qz)xr+2
2[nlqx L [n]3[r],!

r+2 n(x CI)

o)

E ax) q xr+3 Ve
Sl o Vi (x,q)

T=0




a(43. 3.3 [3]qa [3]‘1a2 a3>
Gn(t ,X,C[)Sq X <1+ [Tl]q * [n]tzl +[n]g

2 <3q3 +2q + ¢> N (121,29 + g + 3¢°)a
[n], [n]Z

1+ 2q + g% + 2g3 a
(L2, o)
[n]q [n]q

n3 a 2n3 aZ 3na3
G,‘{‘(t3;x,q)2q3x3<1+q[]q + 1 3] 42 )

[n], [n]2 [n];

(2q + qz)oﬂ)
[n];

2 <3q3 t2q+q* q"([214(2q + ¢*) + [3]44%)a L "(2q + g%)a?

[n], [n]Z
(1 +2q+q¢*+2¢3 q”a)
[n]% [n]3
ve
AN 1 .o T L G
Gn (t » X q) - Z[n]qx [n]g [T 1]q' V;',n(x' CI)

Q( ) - - 1 ( q)
- [‘r+ n\X,
2[mlqgx ] [n]5[r]g!

q

[n]4 VT+2,n(x' Q)

Eq(—a’x)i x"?(3q +3q*+¢q°) _,
2l Ly 4Tr],!

[n]2[r] ! Ve 3n (x,q)

E,(—ax) i x"*3(3q% + 2q* + q°)
2[nlgx a
r=0

ByCa) g X7 V& an(x,q)
2 L Tl

[n]

3
q

41

)
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+x3

+x?

o

G (t*x,q) = q°

+x3

+x2

o

6q° +3q% + 2q* + q° N q°®3[4],a
[nlq [n]3
(45141, + [314(3¢° + 2¢* + ¢%) ) @?
+ 3
[nlg
(3¢* +2¢* + ¢°)a’

[n]3
11q° + 3(3¢® + 2q* + ¢°) + (3qg + 3¢* + q3)
[n]Z

(a°2[41, + [21,(3q + 302 + ¢%) + [31,3¢° + 24" + ¢°) )
3

+

[n],

N (3q +3¢* + q*)a?

[n],*

6q6+2(3q3+2q4+q5)+(3q+3q2+q3)+1+ a >

[n]3 [n]3

x4 <1 y qn[4]qa N an[4]qa2 q3n[4]qa3 q4na4>

[n], [n]2 [n]} [n]4

6q°+3q% +2q*+q° q°"3[4],a

[l ]2
L0 (14149° + [31,3¢% + 20" + ¢%)) @?
[l
q3n(3q3 + 2q4 + q5)a3
[l
11q°% + 3(3¢% + 2q* + ¢°) + (39 + 3¢ + ¢3)
[l
7 (q°2[41, + [214(3q + 32 + ) + [314(3¢° + 2q* + ¢°))
[l
q*"(3q + 3¢* + q°)a?
+ 4
[l

6q°+203q® +2¢*+q¢°)+(Bqg+3¢°+q3 +1 q”a)

[n]3 [nl3)

istenilen sonug elde edilir.
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4.2.5. Lemma

n € N i¢in Es. 4.1 de verilen G5 (f; ., q) operatorleri i¢in asagidaki esitsizlikler gegerlidir.

Gr((t— )% x,q)

61,9° — 4[31,4° + 6[2],q — 4
4((q6 —4¢° +6g —4+1) + ([6ga® — 4l ]E’:] 21 )al
< q x4
| ([4lqq® —4[3]qq® +6q) , [4lgq°—4 , q° , |
k + > a® + 3 @t 7« }
[n]q [n]q [Tl]q
( 6q° +3q® + 29* + q° — 4(3¢® + 29 + q¢*) + 6[2], )
[n]q
3[4]49° — 4([2]4(2q + ¢°) + [3]44%) + 6
+ + 2 a P x’
[n]2
([4]qq6 +[31,(3¢° + 29" + qs)) —4(2q +q%) . (3¢3 + 2¢* + ¢)a?
\ [n]; [n]d J
(11q° + 3(3¢° + 29* + ¢°) + (3q + 3¢% + ¢® — 4(1 + 29 + ¢* + 2¢®)))
[n]&
o) (200t 1 20 Ga+ 367 + 09 + Bl G 420 +0%) -4 |,
[n]3
2 3
N (Bq+3q°+q°) ,
\ [n]5 J

6q°+2(3q°+2¢*+q>)+(Bq+3¢>+q¢>)+1 «
+ 3 +—7(x
[n] [n]3

4.2.6. Teorem

0 < g <1vene€N olmak iizere (g,)n>1 bir dizi ve lim,,_, q, = 1 saglansin. Es 4.1

den GY(f;., ) operatorleri i¢in, f € Cy,,2[0, ) i¢in bir n € N vardur.

|Gy (&5 x, qn) — x| 1
su <MQ| f; , n=n
xE[O,IZO) (1 + x2)3 f [n] 0
dn
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fspat

f € C1,,2[0, ) olmak tizere

|t — x|
8

If(®) — fO)] <21+ x3)(A + 62)Q(f; 6) (1 + >(1 + (t —x)?)

Burada Holder esitsizligini G5 (f; ., q,) lineer pozitif operatoriine uygularsak,
1GE(f5%,qn) — O] < 2(1 +x*)(1 + §)Q(S; 6)
1+ Gy ((t— x)zi X, qn)

|4 %\/Gﬁ((t =05 2, 4y GEE = 007, (E = 057, 4)

1
Gy ((t—x)%x,qn) < My (1 +x7)
[n]Qn

ve

1
GE((t—x)%x,qn) < My(x* +x3 +x2 +x) o

dn
esitsizliklerde yazilirsa,
6=6,= . alindiginda lim,,,, g, = 1, limn_)oo; = 0 olur.
[n]Qn ,’[n]Qn

1
G (f5x,q0) — fFO] < 4A +xD)Q| f1——=
[n]Qn

1
1+——M,(1+x?)
X [n]Qn

My (1 + x2)y MMy (1 4 x2) (x* + x3 + x2 + x)

Burada n > n, olacak sekilde bir n, € N vardir.

G2 (t; x, —x
sup |G ( 61721)3 | < ma fit
X€[0,00) (1+x ) [n]
dn

saglanir. m
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6. SONUC VE ONERILER

Tez boyunca lineer pozitif operatorlerlerin genellenemesi i¢in kulanilan Blending tip
genelleme ve g-genelleme ele alinmustir. iki degiskenli Blending tip Lupas operatdrii igin
yaklasim Ozellikleri verilmistir. Ayrica tek degiskenli Blending tip Lupas operatoriiniin g-
genellemesi tanimlanmistir. Tanimlanan operatorler dizisisinin agirliklt uzay ve agirlikl
stireklilik modulii yardimiyla diizgiin yakinsaklig1 hakkinda bilgiler verilmistir.

Lineer pozitif operatdrlerlerin baska bir genellenemesi olan (p,q)-genelleme tek degiskenli
Blending tip Lupas operatorii i¢in verilebilir.

Blending tip Lupas operatdrii i¢in ¢alisilmis konularin Blending tip Baskakov operatorii

icin de ele alinmas1 uygundur.
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