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Bu tezde, daha önce bilinen ikinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemlerde salınım ile ilgili 

bazı sonuçlar irdelenmiştir. 

 

ANAHTAR KELİMELER: Gecikmeli diferansiyel denklem, salınım teorisi 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ii 

 

ABSTRACT 
 

MSc Thesis 

 

OSCILLATION OF SECOND ORDER DELAY DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 

İdris BİLİR 

 

Harran University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

 

Supervisor: Assoc. Doç. Dr. Tanfer TANRIVERDİ 

Year: 2019,  Page: 88 
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1. GİRİŞ 

 

 

Bu tezde, ikinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemlerle ilgili bilinen 

sonuçlar hakkında detaylı bir tarama yapılacaktır. Ayrıca, pratikte belli karşılığı olan 

ikinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemler irdelenecektir. Diferansiyel 

denklemler teorisi doğada gerçek hayat problemlerini formüle eden en temel 

enstrümanlardan biridir. Aynı zamanda, mekanik, fizik ve diğer sosyal bilimlerde de 

yaygın bir kullanıma sahiptir. Uygulamaların çoğunda ele alınan bir sistemin 

nedensellik ilkesi tarafından yönetildiği kabul edilir veya düşünülür. Yani, sistemin 

geçmişe bağlı konumuyla değil de sadece şu anki konumu tarafından idare edildiği 

düşünülür. Aynı zamanda, sistem konumun değişim oranı ve konumu içeren bir 

denklem tarafından idare ediliyorsa sistemin modellemesi genellikle ya bayağı 

diferansiyel denklemler ya da kısmi diferansiyel denklemler ile ifade edilir. Buna 

rağmen, detaylı bir irdeleme yapıldığında nedensellik ilkesinin sadece mevcut konum 

için doğru bir yaklaşım olduğu ve genelde uygulamaların çoğunda doğru olmadığı 

düşünülür. Bunun yerine daha realist olan ve sistemin geçmişteki konumunu içeren 

modellemeler yapılır. Sistemin geçmişteki konumunu görmemezlikten gelmek 

sistemin modellemesini anlamsız kılabilir. Bu modellemeleri analitik ve kalitatif 

olarak irdeleyen ve diferansiyel denklemlerin alt dalları olan gecikmeli diferansiyel 

denklemler, nötr gecikmeli diferansiyel denklemler ve fark diferansiyel 

denklemleridir. 
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

 

           Diferansiyel denklemler teorisi doğada gerçek hayat problemlerini formüle 

eden en temel enstrümanlardan biridir. Aynı zamanda, mekanik, fizik ve diğer sosyal 

bilimlerde de yaygın bir kullanıma sahiptir. Uygulamaların çoğunda ele alınan bir 

sistemin nedensellik ilkesi tarafından yönetildiği kabul edilir veya düşünülür. Yani, 

sistemin geçmişe bağlı konumuyla değil de sadece şu anki konumu tarafından idare 

edildiği düşünülür.  Aynı zamanda, sistem konumun değişim oranı ve konumu içeren 

bir denklem tarafından idare ediliyorsa sistemin modellemesi genellikle ya bayağı 

diferansiyel denklemler (BDD) ya da kısmi diferansiyel denklemler (KDD) ile ifade 

edilir. Buna rağmen, detaylı bir irdeleme yapıldığında nedensellik ilkesinin sadece 

mevcut konum için doğru bir yaklaşım olduğu ve genelde uygulamaların çoğunda 

doğru olmadığı düşünülür. Bunun yerine daha realist olan ve sistemin geçmişteki 

konumunu içeren modellemeler yapılır. Sistemin geçmişteki konumunu 

görmemezlikten gelmek sistemin modellemesini anlamsız kılabilir. Bu 

modellemeleri analitik ve kalitatif olarak irdeleyen ve diferansiyel denklemlerin alt 

dalları olan gecikmeli diferansiyel denklemler (GDD), nötr gecikmeli diferansiyel 

denklemler (GDD)  ve fark diferansiyel denklemleridir (FDD). GDD, FDD ve 

NGDD ilk olarak 18. yüzyılda Volterra, Bernoulli, Laplace ve Condorcet tarafından 

ele alındı. Geçmişten günümüze sistematik olarak araştırmacıların konuya olan ilgisi 

giderek artmakta ve hali hazırda bu konu hızlı bir gelişim göstermektedir. Konuya 

ilgi gittikçe artmaktadır. Bu konuda, yayımlanmış birçok bilimsel kitap ve makale 

bulunmaktadır. Bu tip denklemlerin yaygın kullanım alanları kontrol teorisi, 

matematiksel biyoloji, matematiksel ekonomi, sistemler teorisi ve klasik analizdir. 

İlk olarak, Volterra Predator-Prey modellerinde ve viskoelastisite problemlerinde 

gecikme parametresini kullanan ilk araştırmacılardandır. İletişim zamanını ignore 

etmeyen (göz ardı etmeksizin) basit geri dönüşümlü kontrol sistemlerinde modern 

zamanların ilk araştırmacısı Minorsky  

))(),(,()( rtxtxtFtx 
                                                          (2.1) 

denklemini çalışmıştır.  Bunun yanında, Minorsky geminin stabilite ve karışım 

problemlerinde geri dönüşüm mekanizmasında gecikme parametresinin önemine 

açıkça vurgu yapmıştır. Kontrol teorisine olan ilgiyle beraber gecikme 

parametresinin FDD lere olan katkısını ifade etmek gerekir. Mishkis gecikmeli lineer 

diferansiyel denklemler ilgili genel teoriyi takdim eden ilklerdendir.  Ayrıca, 

Bellman ve Danskin çeşitli denklemlerin uygulamalarında, örneğin biyoloji ve 

ekonomi de geçmiş hafızanın (sistemin geçmişteki konumu) önemine vurgu yaptılar. 

Aynı zamanda, çok iyi organize edilmiş sabit katsayılı diferansiyel denklemler teorisi 

ve stabilite teorisinin başlangıçlarını takdim ettiler. Stabilite teorisine katkıları olan 

diğer araştırmacılar Cooke ve Liapunov’dır. Kayıpsız transmisyon (iletim) hatlarında 

( Kayıpsız iletim sistemlerinde)   ,  ve   sabit olmak üzere  
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)).(),(()()()()( rtvtvFrtvtvrtvtv                               (2.2) 

İkinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemlerde salınımı ile ilgili gerekli 

literatüre vurgu yapılacaktır. Bu denklemler;   

            ))(),(,()( rtxtxtFtx                                                                    (2.3) 

ve  

))(),(),(),(,()( rtxrtxtxtxtFtx                                                       (2.4)  

Bunun yanında, başka bir türle rekabet halinde olan veya başka bir türle kompetitif 

halde olan bir bakteri populasyonunun büyümesini irdeleyen 

  ),()(sgn|)(|)()( tetxtxtatx    10  tt
                                              

(2.5) 

ve 0t  olmak üzere 

  ),()(sgn|)(|)()()())()((
1

tetxtxtqtxtqtxtp
n

i

i
i  



   

gibi benzer problemlerdeki salınım ele alınacaktır.   
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

 

3.1. Karakteristik Denklem ve Pozitif Çözümler 

 

0 
1

  





n

i

i
iep
                                                                                       (3.1) 

denklemi 

0)( )(
1

 


n

i

ii ttxptx ,  Ttt 0                                                             (3.2) 

otonom gecikmeli diferansiyel denkleminin karakteristik denklemi olduğu 

bilinmektedir. 

 

3.1.1. Karakteristik denklemin genelleştirilmiş hali 

 

   0 )()(
1

 


n

i

ii ttxtptx  ,  Ttt 0                                                      (3.3) 

otonom olmayan lineer gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalım. Burada, 

 Tt0  ve ni ,...,3 ,2 ,1 ,   RTtCpi  ,,  0  ve    R,T,t C 0i


      

(3.4) 

      inf  min
             1

1
0

ttt j
Tttni




                                                                        (3.5) 

olsun. (3.4) denkleminin başlangıç değer şartı 

    ttx  ,  01 ttt    ile    RttC , , 01                                               (3.6) 

ile verilir. (3.3) ve (3.6) başlangıç değer probleminin tek çözümü Ttt 0  aralığı 

boyunca mevcut ve   tx    ile gösterilir. 

 

Her  Ttt ,0  ve ni ,...,2,1  için 

    tttth ii  ,min 0  ve     ttttH ii  ,max 0                                     (3.7) 

olsun. (3.3) denkleminin genelleştirilmiş karakteristik denklemine karşılık gelen 

integral denklemi 
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   
  

 
 

 

0  exp 
  

 t
1 0















 



n

i

t

tH

i

i

i

dss
t

th
pt 




 , Ttt 0                              (3.8) 

ile verilir. Burada (3.3) denkleminin varlığı araştırılacaktır. (3.3) denkleminin 

katsayıları ve gecikmeleri sabit ise (3.3) denklemi lineer otonom gecikmeli denklem 

olan 

    0  
1

 


n

i

ii txptx                                                                                 (3.9) 

denklemine indirgeniyor. Bu denkleme karşılık gelen karakteristik denklem 

0 
1

   





n

i

i
iep
                                                                                       (3.10) 

ile verilir. (3.9) denkleminde t  yeterince büyük olduğunda (3.8) denklemi 

    0   exp 
1















 

 

n

i

t

t

i

i

dsspt


                                                               (3.11) 

denklemine indirgenir. Eğer    t  biçimindeki çözümleri araştırılacak ise (3.11) 

denklemi tam olarak (3.10) denklemini verir. 

 

Teorem 3.1.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.4) doğru ve   00 t  olmak üzere     ,,  01 RttC   olsun. Bu halde, 

aşağıdaki ifadeler denktir. 

(a) Ttt 0  aralığı üzerinde (3.3) ve (3.6) başlangıç değer probleminin 

çözümü pozitiftir. 

(b) Ttt 0  aralığı üzerinde (3.8) genelleştirilmiş karakteristik denklem 

sürekli bir çözüme sahiptir. 

(c)       tt   , ,0 Ttt                                                                          (3.12) 

sağlanacak şekilde     ,,   , 0 RTtC  yine 

     ttt   , ,0 Ttt                                                                        (3.13) 

sağlanacak şekilde   ve   arasında bir     ,,  0 RTtC  olsun. Bu halde, 

      ttSt        , ,0 Ttt                                                                  (3.14) 

eşitsizliği geçerlidir. Burada, 
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    
  

 
 

 
 

















n

i

t

tH

i

i

i

dss
t

th
tptS

1 0

  exp     



 . 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

(a)  (b):     txtx   , (3.3) ve (3.6) başlangıç değer probleminin bir 

çözümü olsun. Hipotezden Ttt 0  için   0tx . Şimdi de 

 
 
 tx

tx
t


 , Ttt 0                                                                                (3.15) 

tarafından tanımlanan  t  nin Ttt 0  aralığı üzerinde (3.8) nın bir çözümü 

olduğunu ispatlayalım. Gerçekten, (3.15) ifadesinden 

     













 

t

t

dssttx

0

 exp0  , Ttt 0                                                          (3.16) 

ve böylece 

  
 

 
 














 

t

tH

i

i

dss
tx

tHx
   exp  , Ttt 0  ve ni ,...,2 ,1                            (3.17) 

elde edilir. (3.3) denkleminin her iki tarafı  tx  ile bölünür ve (3.15) ve (3.17) 

kullanılırsa 

   
  
  

 
 

0  exp  
1


















 



n

i

t

tHi

i
i

i

dss
tHx

ttx
tpt 


 , Ttt 0  

elde edilir.  t  nin (3.8) ifadesinin bir çözümü olduğunu göstermek için 

ni ,...,2 ,1  ve Ttt 0  için 
  
  

  
 0t

th

tHx

ttx i

i

i







 

olduğunu göstermek yeterlidir. Bunu yapabilmek için eğer   0ttt i   ise   0tthi   

ve    tttH ii   olduğu görülebilir. Böylece 

  
  

  
  

 
 

  
 00

01
t

th

t

t

tHx

tHx

tHx

ttx i

i

i

i

i











 

elde edilir. Diğer taraftan, eğer   0ttt i   ise    ttth ii   ve   0ttH i   ve yine 
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  
  

  
 

  
 00 t

th

tx

th

tHx

ttx ii

i

i







 

elde edilir. Bu ise (a) nın (b) yi gerektirdiğinin ispatıdır. 

(b) (c): Eğer  ,t  (3.8) nın bir çözümü ise Ttt 0  için      ttt    

dır ve ispat açıktır. Çünkü, (3.8) dan     tSt     . 

(c)  (a) : İlk olarak (c) hipotezi altında (3.8) denkleminin Ttt 0  üzerinde 

sürekli bir  t  çözümü olduğunu ve ikinci olarak 

 

 

   





























Tttdsst

tttt

tx t

t

        , exp 

                                 ,

00

01

0





                                                      (3.18) 

nın (3.3) ve (3.6) başlangıç değer probleminin pozitif bir çözümü olduğunu 

göstermek gerekir.(3.8) denkleminin sürekli bir çözümü ardışık yaklaşıklar 

yöntemiyle inşa edilecektir. Burada,   RTtC  ,,  00   olmak üzere 

   tt   0 , Ttt 0                                                                          (3.19) 

    tSt kk   1   , Ttt 0  ve ,...1 ,0k                                                (3.20) 

sağlansın. (3.14) hipotezi ve tümevarım kullanılırsa tüm ,...2 ,1k  için 

     ttt k   , Ttt 0                                                                      (3.21) 

elde edilir ve açıkça     , ,   0 RTtCk  .Şimdi de     tk  fonksiyon dizisinin  Tt ,0  

aralığının kompakt bir alt aralığı olan  10 ,Tt  üzerinde düzgün yakınsak olduğunu 

görelim. 

     ;      ,   max  max
10       

ttL
Ttt




  

 
  

 
,     max

1 0
      10







n

i

i
i

Ttt t

th
tpM




 

 

 01 
tTL

eMN


  olsun. Bu halde, (3.21) dan   Ltk
Ttt

     max
10       




  olur. Tüm     

ni ,...,2 ,1 ,0 , ,...2,1,0k  ve 10 Ttt   için ara değer teoremi kullanılırsa 

 
 

 
 

       




























 





t

tH

kk

t
t

tH

k

t

tH

k

i

ik

ii

dsssedssdss
)(

1

 

1        exp   exp  , 

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elde edilir. Burada,   tik  , ,  
 

t

t

k s

iH

ds   ve  
 
 

t

tH

k

i

dss  1  arasındadır. Böylece 

  0ttH i   olduğundan    011,    tTLtk   ve 

 
 

 
 

      



 






























t

t

kk

tTL

t

tH

k

t

tH

k dsssedssdss

ii 0

01          exp    exp 1

 

1   

elde edilir. Sonuç olarak, tüm ,...2 ,1 ,0k  ve 10 Ttt   için 

        .         

0

11   

t

t

kkkk dsssNtt                                                  (3.22) 

Tümevarımdan ,...2 ,1 ,0k  ve 10 Ttt   için    
  

! 

   
  2  0

1
k

ttN
Ltt

k

kk


   

dır. (Finizio ve Ladas, 1982). Weierstrass M testinden     




 
0

1

k

kk tt   serisi 

10 Ttt   aralığı üzerinde düzgün yakınsaktır. Bu sebeple, 10 Ttt  , 

        




 
1

0

10    
k

j

jjk tttt   

dizisi düzgün yakınsak ve böylece 

   tt k
k




 lim                                                                                            (3.23) 

limit fonksiyonu süreklidir. Düzgün yakınsaklıktan dolayı, 10 Ttt   için 

     
  

 
 

 

 
  

 
 

 
 

 





















































n

i

t

tH

i

i

n

i

t

t

k

i

i
k

k
k

i

dss
t

th
tp

dss
t

th
tptt

1 0

1 H0

1

   exp     

      exp      limlim

i












 

 10 ,Tt  aralığında )(t , (3.8) nın bir çözümüdür. 1T ,   Tt ,0  aralığında sabit bir 

nokta olduğunda (3.23) tarafından tanımlanan  t , Ttt 0  üzerinde (3.8) nın bir 

çözümüdür. Sonuç olarak, (3.18) tarafından tanımlanan  tx  nin (3.3) ve (3.6) 

başlangıç değer probleminin bir çözümü olduğunu göstermek yeterlidir. Açıkça,  tx

, Ttt 0  üzerinde pozitiftir. (a)  (b) ifadesine benzer bir argüman kullanılırsa 

Ttt 0 , 


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     

   
  

 
 

 

   
  
  

  
 

    



 





























n

i

ii

n
i

i

i
i

n

i

t

tH

i
i

ttxtp

tx

tHx

tHx

ttx
tptx

dss
t

th
tptx

txttx

i

1

1i

1 0

  

     

   exp    

 












 

olup teorem ispatlanmış oldu. 

 

Sonuç 3.1.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

  00 t  olmak üzere (3.4) sağlansın. Bu halde, Ttt     0   üzerinde (3.3) ve 

(3.6) başlangıç değer probleminin bir   tx    çözümü pozitif olması için gerek ve 

yeter şart Ttt     0   için 

      













 

t

t

dssttx

0

  exp  0                                                                       (3.24) 

olmasıdır. Burada,  t , (3.8) nın sürekli bir çözümüdür. Üstelik, (3.12) sağlanacak 

şekilde bir   RTtC  , ,    , 0  ve herhangi bir   RTtC  , ,  0  varsa (3.13), (3.14) 

gerektirir. Bu halde, (3.8) nın  t  ve   tx    çözümleri sırasıyla aşağıdaki 

eşitsizlikleri sağlar. Ttt 0  için 

     ttt                                                                                                 (3.25) 

ve 

           .  exp         exp 

00

00 





























t

t

t

t

dssttxdsst                                    (3.26) 

 

Not 3.1.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

  00 t  olmak üzere her   RTtC  , ,  0  için (3.8) denklemi Ttt 0

aralığı üzerinde en fazla bir çözüme sahiptir. Bu doğrudur çünkü (3.8) nın farklı iki 

çözümü (3.3) ve (3.6) başlangıç değer probleminin pozitif iki çözümünün varlığına 

tekabül eder bu ise mümkün değildir. Eğer (3.3) ve (3.6) başlangıç değer problemi 

Ttt 0  aralığı üzerinde   tx    pozitif çözümüne sahipse (3.8) aynı aralık 

üzerinde tam olarak sürekli bir çözüme sahiptir. 



3.  METARYAL VE YÖNTEM                                                                                       İDRİS BİLİR 

  10 

 

Not 3.1.1.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

ni ,...,2 ,1  için T  ve    


tt i
t

lim  olsun. Bu halde, yeterince büyük 

t  ler ve ni ,...,2 ,1  için   0tthi   ve    tttH ii   ise (3.8) denklemi 

     
 

0   exp 
1















 

 

n

i

t

tt

i

i

dsstpt


  

denklemine indirgenir. 

 

Sonuç 3.1.1.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

ni ,...,2,1 ,   RtCpi  , ,  0  ,    RtCi  , ,  0 , 0tt   ve 

   


tt i
t

lim  için       



n

i

ii ttxtptx
1

0   

gecikmeli diferansiyel denklemi nihayetinde pozitif bir çözüme sahip olsun. Bu 

halde, 00

~
tt   ve   RtC  , ,

~
  1    vardır ve burada 

   ttt i
ttni





0

~
        1

1 inf  min
~

  olmak üzere 0

~
tt   için 

     
 

0  exp 
1















 

 

n

i

t

tt

i

i

dsstpt


                                                           (3.27) 

denklemi sağlanır. 

 

3.2. Pozitif Çözümlerde Diferansiyel Eşitsizlikler ve Karşılaştırma 

 

Ttt 0    
için          0  

1

 


n

i

ii ttytqty  ,                                        (3.28) 

gecikmeli diferansiyel denkleminin ve 

       0 
1

 


n

i

ii ttxtptx                                                                        (3.29) 

ve 

                                                                        (3.30) 

eşitsizliklerinin pozitif çözümleri için ilgili sonuçlar karşılaştırılacaktır. Burada, 

       0 
1

 


n

i

ii ttztrtz 
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için                                              (3.31) 

yukarıdaki denklem ve eşitsizlikler için başlangıçtaki aralık 

                                                                             (3.32) 

olmak üzere . 

 

3.2.1. Salınım teorisi 

 

Lineer olmayan 

                                                                       (3.33) 

gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalım. Burada,  için 

,  ve                                                     (3.34) 

ve 

için                                                                                  (3.35) 

aşağıdaki şartları sağlar. 

(H1)   için                                                        (3.36) 

(H2)   için                                                             (3.37) 

(H3) bir   pozitif sabiti vardır öyle ki    için 

ya 

için  ya da   için                        (3.38) 

(3.36) veya (3.37) sağladığında (3.33) denkleminin linerize olmuş şekli 

                                                                             (3.39) 

ile verilir. 

 

 

ni ,...,2 ,1   ,  , ,   , , , 0

 RTtCrqp iiii 

   ttt i
Ttni





0t1

1 inf min

01     ttt 

     0 
1

 


n

i

iii txfptx 

ni ,...,2 ,1

   ,0ip    ,0i  RRCf i  ,

0u   .0 ufu i

f

ni ,...,2 ,1
 

1 inflim
0


 u

ufi

u

ni ,...,2 ,1
 

1lim
0


 u

uf i

u

 ni ,...,2 ,1

 u0   uuf i  0 u   uuf i 

    0 
1

 


n

i

ii typty 
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Teorem 3.2.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.34), (3.35), (3.36) doğru ve linerize olmuş (3.39) denkleminin her çözümü 

salınımlı olsun. Bu halde, (3.33) denkleminin de her çözümü aynı zamanda 

salınımlıdır. 

 

Teorem 3.2.1.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.34), (3.35), (3.38) doğru ve (3.33) denkleminin her çözümü salınımlı olsun. 

Bu halde, linerize olmuş (3.39) denkleminin her çözümü aynı zamanda salınımlıdır. 

 

Sonuç 3.2.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.34), (3.35), (3.37) ve (3.38) doğru olsun. Bu halde, (3.33) denkleminin her 

çözümünün salınımlı olması için gerek ve yeter şart, (3.39) denkleminin her 

çözümünün salınımlı olmasıdır. 

 

Lemma 3.2.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

ve (3.34) ve (3.35) şartları doğru olsun. Bu halde, (3.33) denkleminin 

salınım yapmayan her çözümü   için sıfıra gider. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

, (3.33) denkleminin salınım yapmayan bir çözümü ve ayrıca  

nihayetinde pozitif olsun.   nin nihayetinde negatif olma durumu benzer 

olduğundan ele alınmayacaktır. Bu halde,  ve 

 mevcut negatif olmayan bir sayıdır. 

 

Şimdi de  olduğunu görelim. Aksi halde,  ve 

. Bu ise  olduğunu gerektirir. Bu bir 

çelişkidir. İspat biter. 

 

 

 

1n

t

 tx  tx

 tx

     0 
1

 


n

i

iii txfptx 

 txL
t 

 lim

0L 0L

     0     lim
1

 




n

i

i
t

Lfptx   


 lim tx
t
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Teorem 3.2.1.1. in İspatı: (Györi ve Ladas, 1991)Çelişki oluşturmak için (3.33) 

denkleminin salınım yapmayan bir  çözümü var ve  nihayetinde pozitif bir 

çözüm olsun.  nin nihayetinde negatif olma hali benzer olduğundan ispat 

edilmeyecektir. 

Lemma 3.2.1.1 den . Bu halde, (3.36) ten   için 

  yazılır.   olsun. Her  ve 

için 
 
 ve  

olacak şekilde bir 
 
 vardır. Bu halde,  (3.3) denkleminden 

için  

yazılır. Aşağıdaki notta belirtilen teoremden  (3.39) denklemi pozitif bir çözüme 

sahiptir. Bu ise (3.39) denkleminin her çözümünün salınımlı olduğuna çelişki teşkil 

eder. 

 

Not: Teorem   (Györi ve Ladas, 1991) 

ni ,...,2,1  için  ),0( ip  ve   ,0i  olsun. Bu halde aşağıdaki ifadeler 

denktir. 

a) 0t için 



n

i

ii txptx
1

0)()(   gecikmeli diferansiyel denklemi pozitif bir 

çözüme sahiptir. 

b) 





n

i

i
iep

1

0
  karakteristik denklemi bir reel köke sahiptir. 

c) 0t için 



n

i

ii typty
1

0)()(   gecikmeli diferansiyel eşitsizliği pozitif bir 

çözüme sahiptir. 

d) Bir )1,0(0  aralığı vardır öyleki  0,0    aralığı için 





n

i

ii tzptz
1

0)()1()(  , 0t  gecikmeli diferansiyel denklemi pozitif 

bir çözüme sahiptir. 

 

 

 

 

 tx  tx

 tx

  0lim 


tx
t

ni ,...,2 ,1

  
 

1inflim 





i

i

t tx

txf




 1 ,0 ni ,...,2 ,1

Tt    0 itx        iii txtxf    1

T

Tt        0  1
1

 


n

i

ii txptx 
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Teorem 3.2.1.2. nin İspatı: (Györi ve Ladas, 1991) 

ve  için 
 
olmak üzere (3.38) doğru olsun.  

ve  için  durumunun ispatı benzer olduğundan ele 

alınmayacaktır. 

 

Çelişki oluşturabilmek için (3.39) denklemi nihayetinde   pozitif 

çözümüne sahip olsun. Açıkça,  ve   olmak üzere 

 için  olacak şekilde bir  vardır.  için 

başlangıç fonksiyonu,   ye eşit alınmak üzere (3.33) denklemi  
 

ın sağ 

komşuluğunda bir   çözümüne sahiptir.İspatın tamamlanması için, 

                                                                                             (3.40) 

sağlanacak şekilde bir  nin varlığını göstermek yeterlidir. Tüm  için  

mevcut ve pozitiftir. Bu durum, (3.33) denkleminin her çözümünün salınımlı oluşuna 

terslik teşkil eder.  olacak şekilde  olduğu sürece 

 

vardır ve böylece 

 

Not 2 : Teorem  : (Györi ve Ladas, 1991) 

ni ,...,2,1  için    RTtCrqp iiii ,,,, 0,   doğru ve ttt 0 için 

)()()( trtqtp iii  olsun. Ayrıca )(),( tytx ve )(tz  sırasıyla ttt 0 için  

0))(().()(
1

 


n

i

ii ttytqty  , 0))(().()(
1

 


n

i

ii ttxtptx  ve 

0))(().()(
1




n

i

ii ttztrtz  denklemlerinin sürekli çözümü olsun. Öyleki 

0)( tx , )()()( 000 tztytx  , 0
)(

)(

)(

)(

)(

)(

000


tz

tz

ty

ty

tx

tx
, 01 ttt  dır. 

Bu halde ttt 0 için )()()( 0tztytx  olur. Not 2’de belirtilen teoremden 

 dir. (3.33) denkleminde  mevcut ve pozitif ise kesin olarak azalandır. 

Böylece, tüm   için (3.40) doğru olur ve ispat biter. 

 

ni ,...,2 ,1  u0   uuf i  0 u

ni ,...,2 ,1   uuf i 

 ty

  0lim 


ty
t

i
n





 i  1
max

00 ttt     ty0 0t 00 ttt 

 ty 0t

 tx

     txty

 tx 0tt   tx

   tx0  tx

      



n

i

ii

n

i

iii txptxfptx
11

    

   txty   tx

0tt 
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3.3. Nötr Diferansiyel Denklemde Salınım 

 

  0)()()()()(   tytQtytPty
dt

d
                                                (3.41)  

ifadesine 1.mertebeden nötr diferansiyel denklem denir. Burada                                      

 RtQP ),(, 0   ve   ,0,                                                                  (3.42) 

En yüksek mertebeli türevi hem gecikmeli hem de gecikmesiz bulunur. Yani (3.42) 

1. Dereceden nötr diferansiyel dnekleminde bilinmeyen )(ty  ve )(  tY  terimleri 

içermektedir.   ,maxY  ve 01 tt   olsun,  ,1t  üzerinde (3.41) denkleminden 

kasıt (3.41) sağlanmak üzere   RytCy ,,1  öyleki )().()(  tytPtY sürekli 

diferansiyel olmasıdır. 1tt   başlangıç noktası ve   RtytC ,, 11   başlangıç 

fonksiyonu verilsin.  ,1t  üzerinde )()( tty   için 

11 ttyt                                                                                                  (3.43) 

Başlangıç şartını sağlayacak (3.41) denkleminin her çözümünün salıntılı 

olmasından kasıt; her 01 tt   başlangıç noktası ve   RtytC ,, 11   başlangıç 

fonksiyonu için  ,1t  üzerinde (3.41) – (3.3.3 ) tek çözümü keyfi sayıda büyük 

köklere (sıfırlara sahip olmasıdır). Aksi halde 01 tt   3.3.1) – (3.3.3 ) tT    için 

denklemin her çözümü ya pozitif yada negatifir. Genellikle nötr diferansiyel 

denklemler için doğru olmayan sonuçlar nötr olmayan diferansiyel denklemler için 

doğru olabilir. 

Örnek :  Snow(1965), İnfonte(1972) 

Bir nötr diferansiyel denklemin tüm karakteristik köklerinin reel kısmı negatif 

olmasına rağmen bazı çözümlerinin sınırlı olmadığı ifade edilmiştir. 

Teorik olarak önemli olmakla beraber nötr diferansiyel denklemlerinin 

çözümlerinin asimptotik ve salınımlı davranışların irdelenmesi uygulamada oldukça 

önemlidir.  Kayıpsız enerji hatlarını içeren ağlarda(çok hızlı bilgisayarlarda) 

kullanılır. ( Deriver1984,Hale 1977,Brayton ve Willoughby 1967 ve birçok referansa 

aftta bulunabilir. ) 

 

3.3.1. Gecikmeli denklemlerin asimptotik davranışları ve salınımları 

 

  0)()()(   tqytpyty
dt

d
                                                              (3.44)           

Rp , ),0(, q  ve   ,0                                                                  (3.45) 
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(3.44 ) ve (3.45) gecikmeli diferansiyel çözümlerinin ele alınacaktır. Aynı zamanda, 

(3.44) denklem salınım yapmayan tüm çözümlerin asimptotik davranışları 

incelenecektir. Eğer )(ty , (3.44) denkleminin bir çözümü ise 

)()()(  tpytytz                                                                                  (3.46) 

)()()(  tpztztw                                                                                  (3.47) 

aynı zamanda çözümdür. 

 

Lemma 3.3.1.1. (Györi ve Ladas, 1991)  

(3.45) doğru ve (3.44) nihayetinde pozitif bir )(ty çözümüne sahip olsun )(tz  

ve )(tw  sırasıyla (3.46) ve (3.47) tanımlansın. Bu halde aşağpdaki ifadeler doğrudur. 

a) )(tz , (3.44) kesin olarak azalan ve diferansiyel bi çözümü ya 




)(lim tz
t

                                                                                               (3.48) 

yada 

0)(lim 


tz
t

                                                                                                  (3.49) 

oluşur. 

b) Aşağıdaki ifadeler birbirini gerektirir. 

i)  (3.48) doğrudur. 

ii) 1p  

iii) 


)(lim ty
t

 

iv) 0)(),(,0)(  twtwtw  ve 


)(lim tw
t

                                              (3.50) 

sağlayacak şekilde (3.44) )(tw  çözümü iki kez diferansiyellenir. 

c)  i) (3.49) doğrudur. 

ii) 1p  

iii) 0)(lim 


ty
t

 

iv) 0)(,0)(,0)(  twtwtw  ve 0)(lim 


tw
t

                                         (3.51) 

sağlayacak şekilde )(tw  iki kez diferansiyellenir. 
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İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

0)()(  tqytz                                                                                 (3.52) 

buradan )(tz kesin olarak azalandır. Eğer (3.48) doğru değilse bu halde ltz
t




)(lim

ve olacak biçimde Rl vardır.(3.52) denklemini 


t
integre edilirse 





t

dssyytzl )()(      ,1 tLy  ve böylece   ,1 tLz  olmasını 

gerektirir. Fakat l nin sıfır olması ispatı bitirir.(b) ve (c) nin ispatı da aşağıdaki 

gibidir. (3.48) doğru olsun. Bu halde p  negatif ve )(ty  sınırsız olmalıdır. 

Dolayısıyla 00 t  vardır. Öyle ki 0)( 0 tz  ve 0)(max)(
00   tyty tt  bu halde 

1),1)(()()()(0 0000  pptytpytytz   olmasını gerektirir. Fakat

)()()()(   tpytpytytz ve (3.48) ifadeleri 


)(lim ty
t

olmasını gerektirir. 

(3.48) varsayımı altında 0)()(  tqztw  ve 0)()(  tzqtw  bu durum 

(3.50) gerektirir. Şimdi (3.49) doğru olsun. Eğer 0p (3.46) denklemi 0)(lim ty . 

Diğer taraftan 

)0,1(p  ise lemma 1.5.1  (Györi ve Ladas, 1991) den  0
1

)(lim
)(lim 


 

 p

tz
ty t

t
 

Sonuç olarak eğer 1p  ise )()()(   tytpyty  ve böylece pozitif 

sayıyla aşağıdan m sınırlı olsun. Bu (3.52) dan  ttz ,)( çelişki teşkil eder. 

Sonuç olarak (3.49) denkleminden 1p  ve 0)(lim 


ty
t

dır. Üstelik bu durum,

0)()(  tqztw  , 0)()(  tzqtw  ve )(tw  azalarak sıfıra gider. 

Özellikle 0)( tw  yukarıdaki tartışmadan (b) ve (c) ispatları açıktır. 

 

Teorem 3.3.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.45) doğru ve )(ty  (3.44) salınım yapmayan bir çözümü olsun. Bu halde 

aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

1p  gerek ve yeter şart 


)(lim ty
t

 

1p  gerek ve yeter şart 0)(lim 


ty
t  

 

Teorem 3.3.1.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

  0)()()(   tqytyty
dt

d
                                                               (3.53) 
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Nötr gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalım. Burada   ,0,  ve   ,0q

bu halde (3.53) denkleminin her çözümü salınımlıdır. Aşağıdaki teorem 1p  

olmak üzere (3.44) - (3.45) denkleminin tüm çözümlerininin salınımlı olması için 

yeterli şartları verir. 

 

Teorem 3.3.1.3. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.45) doğru olsun  1p  ve  
ep

q 1
)(

1



   olsun.(3.44) denkleminin 

her çözümü salınımlıdır. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Çelişki oluşturmak için (3.44) denklemi nihayetinde pozitif )(ty çözümüne 

sahip olsun. Bu halde lemma 3.3.1.1 de 0)( tw dır. )(tw  nihayetinde artan ve 

0)()()(   tqwtwptw  böylece                                                  (3.54) 

0)()()1(   tqwtwp  ve böylece 

0))((
1

)( 


 ttw
q

q
tw  eğer 01  p ise                                         (3.55) 

Eğer  01  p  ise 0))((
)1(

)( 


 tw
q

q
tw                                          (3.56) 

elde edilir. Teorem 2.3.3 ve 2.3.4 (Györi ve Ladas, 1991)’den (3.54) doğru 

olduğunda (3.55) ve (3.56) eşitsizliği nihayetinde pozitif bir çözüme sahip olamaz 

0)( tw  ile çelişir. İspat tamamlanır. 

 

3.3.2. İki gecikmeli parametresine sahip nötr denklemlerde salınımlar 

 

  0)()()(   tqytpyty
dt

d
                                                          (3.57) 

Skaler nötr denklemini ele alalım. ,,qp  ve   reel sayılardır.(3.57) denklemine 

karşılık gelen karakteristik denklem 

0)(    qeepF                                                                 (3.58) 

olduğu açıktır. 
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Teorem 3.3.2.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 ,,,qp    reel sayılar olsun. Aşağıdakiler denktir. 

a) (3.57)  denkleminin her çözümü sınırlı olmayan her çözümü salınımlıdır. 

b) (3.58) karakteristik denklemi ne pozitif köklere ne de sıfır katlı olmayan 

kökü vardır. 

 

Teorem 3.3.2.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

 ,,,qp  reel sayılar olsun. Aşağıdakiler denktir. 

  (3.57) denkleminin her çözümü salınımlıdır. 

  (3.58) arakteristik denklemi  0, hiçbir köke sahip değildir. 

 

Sonuç 3.3.2.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 ,,,qp  reel sayılar olsun. Aşağıdakiler denktir. 

a) (3.57) denkleminin her çözümü salınımlıdır. 

b) (3.58) karakteristik denkleminin reel kökleri sahip değildir. 

 ,  her ikisi de gecikmeli parametreleri değilse (3.57) denkleminin sınırsız 

çözümlerinin exponsiyel olarak sınırlı olarak bilinmektedir.(Hale,1977) 

 

Lemma 3.3.2.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 p sıfır olmayan reel sayı olsun. Bu halde )(ty (3.57) denkleminin bir çözümü 

olması için gerek ve yeter şart 

0))(())((
1

)( 







  ty

p

q
ty

p
ty

dt

d
 sağlanmasıdır. 

 

Lemma 3.3.2.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

 0tt   ve  ,  keyfi sabit olmaz üzere )(ty ,(3.57) denkleminin bir çözümü 

olsun. Bu halde 

0tt  ,  ,max  için 








t

t

dssy )(   aynı zamanda bir çözümdür. 
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Teorem 3.3.2.1. İspatı (Györi ve Ladas, 1991) 

 (a) (b) olsun. Açıkça ),0(  bir kök varsa sınırsız salınım yapmayan bir 

çözüm mevcuttur. Aynı zamanda 0 çift katlı bir kök olamaz. Eğer çift katlı kök 

olsaydı 0q  ve 1p  olması halinde (3.57) denklemi   0)()(  tyty
dt

d
 

indirgenir. 

Bu ise salınım yapmayan ve sınırlı olmayan )(ty çözümüne sahiptir. 

(b) (a) olsun.çelişki oluşturmak için (3.57) denkleminin sınırsız nihayetinde 

ve pozitiftir çözüme sahiptir. 0p  olsun. Açıkça q negatif olmalı aksi halde )(ty

sınırlı olur. 0 olsun. Aksi halde karakteristik denklem pozitif köke sahip olurdu. 

Dolayısıyla aşağıdaki iki durum ele alınırsa ispat biter. 

    i) 0q  ve 0  

ii) 0q  ve 0  

i) 0)()0( FF dır. Bu durum karakteristik denklemin hiçbir reel köke sahip 

olmamasıyla çelişir. 

ii) 0p  olması halinde ispat Teorem 2.1.2 (Györi ve Ladas, 1991) 

ispatındaki (durum 1) ile aynıdır. Bu durumun ispatı yapılmayacaktır. 

0  ve 1p  durumu açıktır. Dolayısıyla 0p  olsun. 0q  halinde (3.57) 

denklemi 

  0)()(  tpyty
dt

d
 indirgenir. Bu durum ctpyty  )()(   olmasını 

gerektirir. Açıkça )(ty  pozitif ve 0p  ise sınırlı değildir. Aynı zamanda (3.58) 

denklemi 0)1()(   peF indirgenir ve buradan 0,1  p  olur. Aksi 

halde (3.58) pozitif bir köke sahip veya çift katlı kök olur. Üstelik lemma 3.3.2.1 

0q olduğunda sadece 01  p  ve 0t ele alınacaktır. Bu durumu 

sonlandırmak için )(max)(,lim sytnyt
nts

n
t 

  ve 


)(lim n
n

ty  olacak şekilde  nt

dizisini ele alıp oluşturalım. n için )()1()()( nnn typtpytyc    bu 

mümkün değildir. 

Son olarak lemma 3.3.2.1 kullanılırsa teoremin ispatını tamamlamak için 

aşağıdaki 8 durumu ele alalım. Amaca varmak için her durumda çelişki 

oluşturulacaktır. 
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 p

 

q

 


 


 

1 + + + +,0 

2 + + + - 

3 + - + +,0 

4 + - + - 

5 - + + +,0 

6 - + + - 

7 - - + +,0 

8 - - + - 

 

Durum 1 ve 2: 0,0,0,0  qp  veya 0,0,0,0  qp  olsun )(ty  

sınırlı olmayan bir çözümse lemma 3.3.2.1 durumu 1p dir bu ise çelişkidir. 

 

Durum 3 ve 7: 0,0,0,0  tqp veya 0)().0(,0,0,0,0  FFqp   

dır. Bu durum karakteristik denkleminin pozitif köke sahip olduğu gerektirir bu ise 

bir çelişkidir. Diğer durumlar Teorem 2.2.1 (Györi ve Ladas, 1991) (Durum 1) 

benzerdir. Daha keskin bir ifadeyle bu durumlar her birinde ...2,1n  için 

0)( ,0)( ,0)(  twtwtw nnn  ve  
0

)(
nn tw dizisi teşkil edilir. ...2,1n

 0)()(:0 .  twtwA nnn   tüm nA0  aynı zamanda ba 0 ve nAb  ise 

nAa dir.  İspat aşağıdaki durumların ele alınmasıyla sonlanır. 



















nn

n

A

AP

2

111)(



 
olacak şekilde negatif olmayan 21,  sayıları vardır. 

nAP )( 2  ise bir   pozitif sayısı vardır öyle ki 1 nA  )(ty  

nihayetinde bir pozitif çözümü (3.57) denklemi ve )()()(  tpytytz  ve 

)()()(  tpztztw  

 

Lemma 3.3.2.1: (Györi ve Ladas, 1991) 

 İspatındaki analize benzer olarak )(tw  iki kez diferansiyel bir durumu ve 

0)( tw , 0)(  tw  ve 0)(  tw  özelliklerine sahiptir. (3.58) pozitif köklere sahip 

olmadığından ),0( m vardır öyle ki tüm 0  için eğer  0q  ise 

mqepe     ve 
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Eğer 0q  ise mqeep     dır. 

 

Durum 4 : 0.0,0  qp  ve 0  durum 4 diğer yönü 0,0,0  qp ve          

0 )(    şimdi de 









 ,...2,1),(

0),(
)(

1 ntpww

ntw
tw

nn

n


   ve 

 0)()(':0  twtwA nnn 
 

 

Lemma 6.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 ...3,2,1n  için 

0)(,0)(,0)(

)()(

0)()(

1

1











twtwtw

tqwtw

tqwtwpw

n

nn

nnn





 

Yukarıdan 

0)(
1

)( 









  tw

p

q
tw nn  dır. Böylece, 

0)((
1

)( 


 tw
p

q
tw nn  ve                                                                (3.59) 

0)(
1

)( 



 tw

p

q
tw nn                                                                                 (3.60) 

Lemma 3.3.1.1 (3.59) uygulanırsa 





















1

22

2

2
)(

)(

)1(4
ln

n

nA
q

p




 diğer taraftan (3.60) 

ten 










1

1
1 n

nA
p

q
 elde edilir. nA  ve )()( twet nn

  ve 
21








pe

m

olsun.Şimdi            

 

 
 
  0)(

)(

)()()()(

)()(()()()()(

2

)()(

11















mmet

pepeqeet

tpeteetq

tpwtwtqwtwtw

t

n

t

n

n

t

n

t

n

nnnnn















 

Bu durum ise ispatı tamamlar. 
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Durum 5: 0,0,0  qp  ve 0 ilk olarak   olmak üzere 

 






 )()(

),(
)(

11 tpwtw

tw
tw

nn

n         
...2,1

0





n

n
 

ve  0)()(:0  twtwA nnn   olsun. 

Burada ,...2,1n  için 

0)()(   tqwtwpw nnn                                                                 (3.61) 

0)(,0)(,0)(

)()( 1






twtwtw

tqwtw

n

nnn 
 

(3.61) ten 0)()()(   tqwtwptw nnn ve lemma 3.3.1.1. den 1p olur. 

Bu sonuçlar birleştirilirse 

0)(
)1(

)(

0))((
)1(

)(











tw
p

q
tw

tw
p

q
tw

nn

nn 

    elde edilir. Buradan 










1

1
)1( n

nA
p

q
  ve n

n

A
t

q

p























1

22

2

2
)(

)(

)1(4
ln




  21,  elde edilir. 

nA
 
ve )()( twet nn

   ve 
p

m


  olsun. Şimdi 

 

 
0)(

)(

)()()()(

)()()( 11

























et

pepeqeet

tpwtwtqw

twtw

n

t

n

nnn

nn

 

  olması halinde Durum 5 ispatı biter.   için 
























t

t

nnn

n
dsswqtpww

tw

tw
)()(

)(

)(
111

                
,...2,1

0





n

n
            (3.62) 

olsun. Burada, 

0)()(1 
 tqwtw nn                                                                               (3.63) 
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(3.63) den   )()()( 11    twqptw nn  elde edilir. Bu durum ise 










1

1
))(( n

nA
qp

q


 gerektirir. Şimdi 









0)()(

0)()()(





twptw

tqwtwptw

nn

nn n                                                            (3.64) 

elde edilir. (3.63) ve (3.64) denklemlerinden 

0)()(1   twptqw nn                                                                       (3.65) 

elde edilir. Son denklem 
t

t

integre edilirse  0)()()(1   tpwtpwtwq nnn  

elde edilir. Bu ifade 

)()/()(1 twptqw nn                                                                               (3.66) 

gerektirir. (3.63) ve (3.66) dan 0)()/()(  twptwq nn   elde edilir. Bu ise 

n

n

A
p









1

2


  gerektirir. 1   ve )()( twet nn

  ve 
)/( 1


qp

n


  

olsun. Bu halde 

  0)(

)()(

)()(

)()()(

)()(

)()()()()(

)()()(

)(

)(

11





































































mmet

ee
q

peqepeet

ee
q

qeqepepeqeet

dsseqetpet

etq

dsswqtpwtwtqw

twtw

t

n

ctt

n

ct

n

t

t

n

st

nn

t

n

t

t

nnnn

nn







































 

ispat tamamlanmış olur. 
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Durum 6: 0,0,0,0  qp  

 






















t

t

nnn

n
dsswqtpwtw

tw

tw
)()()(

)(

)(
111

                
,...2,1

0





n

n
        (3.67) 

ve nA  durum 5 gibi olsun. Şimdi ,...2,1n  

0)()()(   tqwtwptw nnn                                                              (3.68) 

0)()(1 
 tqwtw nn                                                                               (3.69) 

Tekrar Lemma 3.3.1.1 den 1p olur. Bu durum (3.68) denkleminden 

0))((
)1(

)( 


 tw
p

q
tw nn  ve 0)(

)1(
)( 


 tw

p

q
tw nn  elde edilir. 

Bu durumda ispatı tamamlamak için durum 5’teki   hali tekrarlanır. 

 

Durum 8: 0,0,0  qp  ve 0  ve  (3.57) denklemini sağlayan 2CV 

çözümleri 0)(),(,0)(  tvtvtv  ve 


)(lim tv
t

sağlansın. 

 0)()(:0)(  tvtvvA   olsun. Buradan 

0)()()(   tqvtvptv                                                                   (3.70) 

yazılır. (3.70) ten 

0))(()()(  tvqtv                                                                            (3.71) 

ve böylece 

0)()()(  tvqtv                                                                                       (3.72) 

yazılır. 

)(vAq  ve )(
)(

4
ln

2

* vA
q

q
















  dır ve q0  ve 






pe

m

1
olsun. 

Tüme varım kullanılarak ,...2,1,1   nnn   ve eğer 
























t

t

nnnn

n
dsswptpwtw

tw

tw
)()()(

)(

)(
1111

                
,...2,1

0





n

n
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varsa Vwn  ve )( nn wA  olduğunu göstermemiz gerekir. 

)( nwA  değeri sınırlı olduğundan bu durum çelişki teşkil eder ve ispat biter. Bu 

amaca varmak için )()( twet n

nt

n

  olsun ve 

)()()( 11 twtw nn     

 

 
  0)(

)1()(

)()()()()()(

)()()()()()()(

2
























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
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

mmet

pepeqeet

dsswnptwdsswptwtpwtqw

dsswptpwtwtwtwptqw

t

n
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t

n

t

t

t

t

nnnnnnnnn

t

t

nnnnnnnnn

n

nnn

























 

olur. Teorem 3.3.2.1 ispatlanır. 

 

Not 3.3.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 Teoremde ifade edilen 





1

1

n

nA ve 





1

2

n

nA verilsin. Açıkça 21  

durumu bir çelişkidir. Bu fikirden kolayca (3.57) denkleminin tüm sınırlı ve sınırsız 

denklemlerinin salınımlı olması için yeterli şartlar elde edilir. 

 

3.3.3. Salınımlı için gerekli ve yeterli koşullar 

 














n

i

ii

i

j

jj txQtxPtx
dt

d

11

0)()()(                                           (3.73) 

nötr gecikmeli denklem için lineer otonom sistemini ele alalım. Burada iP  ve jQ  

mxm  tipinde matris iit   negatif olmayan reel sayılardır. mxm  tipinde özdeş matris 

(3.73) karakteristik denklemi 

0det
1 1














  

 


i

j

n

i

j
ii QeePI

                                                          (3.74) 

verilir. Teorem (5.1.1.) (Györi ve Ladas, 1991) basit bir değişkenle aşağıdaki ifade 

aynı zamanda doğrudur. 
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Teorem 3.3.3.1. nj ,...,2,1  ve ni ,...,2,1  için  ),0(,  j

mxn

ji RQP   ve 

  ,0i  olsun. Aşağıdaki ifadeler verilir. 

a) (3.73) denkleminin her çözümü birleşensel olarak salınımlıdır. 

b) (3.74) karakteristik denklemin reel kökü yoktur. 

  



n

i

s

i
iePsIsF

1

  

   
 


n

i

sts

i

i

i ttxeePxs
1

0

)()0(


  

denklemlerinde tanımlanan )(sF  ve )(s  fonksiyonlarında değiştirilirse 

 
 




i

j

n

i

s

i

st

j
ij eQePssIsF

1 1

)(


                                                          (3.75) 

   
   






n

i

n

i

sts

i

sts

j

i

j

jj

j i

ij dttxeeQdttxeePsxPxs
1

0

1

0

1

)()()()0()(
 




           

(3.76) 

Teorem3.3.3.1. ve Teorem 5.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) ispatı aynı olduğundan 

Teorem 3.3.3.1 ispatı ele alınmayacaktır. 

Teorem 3.3.3.2. ,...2,1j , ,...2,1i  için mxm

ij RQP   ve Rij  ,                   (3.77) 

olsun 0  reel sayı olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir. 

a)  




t
t

tx
x 0

)(ln
suplim                                                                    (3.78) 

Lyapunov şartıyla (3.73) her )(tx çözümü salınımlıdır. 

b) (3.74) karakteristik denkleminin ),( 0 aralığında hiç köke sahip 

değildir. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

a) b)’yi gerektirdiğinden basittir. Gerçekten  00 ,   (3.74) bir kökü ise en az 

bir bileşeni salınım yapmayan (3.73) çözümü 0  olacak şekilde  0)( etx 

vardır. Açıkça 
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  00

0ln
suplim 








t
t

e
x  yazılır. 

Bu bir çelişkidir. Çünkü )(tx salınımlı değildir. Eğer (a) doğru ise (3.74) denklemi 

 0,  aralığında bir köke sahip değildir. 

b) a) yı gerektirdiği durumu Teorem 5.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) nin basit bir 

modifikasyonudur. Burada F ve   fonksiyonları sırasıyla (3.75) ve (3.76) denklemi 

verilir. Tüm 0s  için 0)(det sF  olduğundan böylece 0s  için  

 
 
 )(det

)(det
1

SF

sD
sX 

  
geçerlidir. 

 

Sonuç 3.3.3.1 (Györi ve Ladas, 1991) 

  (3.77) doğru olsun. Bu halde (3.73) denkleminin her salınımlı çözümü için 

salınımlı olması için gerek ve yeter şart (3.74) karakteristik denkleminin  0,

köklere sahip olmasıdır. 

 

Not 3.3.1 (Györi ve Ladas, 1991) 

Teorem 5.1.2 (Györi ve Ladas, 1991) den her (3.73) denkleminin tüm 

çözümleri tanım (5.0.1) veya tanım (5.0.2) (Györi ve Ladas, 1991) göre salınımlarsa 

aynı zamanda birbirlerine göre de salınımlıdır. 

 

3.4 Değişken Katsaylı Nötr Denklemlerde Salınımlar 

 

  0)().()()()(   tytQtytPty
dt

d
 , 0tt                                         (3.79) 

denklemini ele alalım. Burada. 

     RtCQRtCP ,,,,, 00   ve .R,                                             (3.80) 

 

Teorem 3.4.1 (Györi ve Ladas, 1991) 

1)( tp olmak üzere (3.3.4.2) ve 






0

)(
t

dssQ                                                                                                (3.81) 

olsun. Bu halde , 
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  0)().()()(   tytQtyty
dt

d
 , 0tt                                               (3.82) 

denkleminin her çözümü salınımlıdır. 

 

Teorem 3.4.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

  (3.3.4.2) ve (3.3.4.3) doğru ve 1)( tp  ve 



















 

t

tt e
ds

sP

sQ 1

)(

)(
inflim                                                                        (3.83) 

ise  (3.79) denkleminin her çözümü salınımldır. 

 

Teorem 3.4.3. (Györi ve Ladas, 1991) 




t

tt e
dssQ



1
)(inflim                                                                                  (3.84) 

bu halde (3.79) her çözümü salınımlıdır. 

 

Teorem 3.4.4. (Györi ve Ladas, 1991) 

ptPP  )(,1  olmak üzere (3.80) doğru olsun. )(tQ  periyodik ve 

e
dssQ

p

t

tt

1
)(inflim

1

1








 







                                                                     (3.85) 

olsun. Bu halde 

  0)()()()(   tytQtPyty
dt

d
                                                       (3.86) 

ifadesinin her çözümü salınımlıdır. 

Teoremleri ispat etmeden aşağıdaki iki lemmayı verelim. 

 

Lemma 3.4.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.80) ve (3.81) olsun. )(ty (3.79) denkleminin nihayetinde pozitif bir çözümü 

ve )()()()(  tytptytz  olsun. Aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

a) )(tz nihayetinde azalan bir fonksiyondur. 

b) Eğer 1)( tp ise o zaman 0)( tz  olur. 
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c) Eğer 0)(1  tp  ise o zaman 0)( tz  ve 0)(lim 


tz
t

olur. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

a) 0)()()(  tytQtz  yazılır. )(tz azalan fonksiyondur. 

b) Aksi halde 0)( tz  ve böylece )()()()(   tytytpty yazılır. Bu ise 

)(ty alttan m pozitif sayısı ile sınırlıdır.(3.79) den )()( tmQtz  bu ise (3.81) 

ifadesinden 


)(lim tz
t

olur. 

c) 0)( tz  olsun. Aksi halde 0)( tz , )()().()(   tytytpty gerektirir 

ve )(ty sınırlı fonksiyondur. Dolayısıyla )(tz azalan olduğundan aynı zamanda sınırlı 

olur. )(tz limiti 1 olsun 

RItz
t




)(lim                                                                                             (3.87) 

Gerçekleşsin. Bu halde (6.4.3) ifadesinden 




t

ty 0)(inflim                                                                                              (3.88) 

olur. Aksi halde (3.3.4.11) yeterince büyük t ler olmak şartıyla 


1t

integre edilirse  




)(lim tz
t

çelişkisi elde edilir.(3.87) ve (3.88) denklemi Lemma 1.5.2. (Györi ve 

Ladas, 1991) uygulanırsa 0L olduğu gösterilir. Bu durum 0)( tz  olduğunu 

gerektirir, bu durum ise 0)( tz  olmasıyla çelişir. Dolayısıyla 0)( tz  olduğu tesis 

edilmiş oldu. Fakat (3.87) ve (3.88) Lemma 1.5.2. (Györi ve Ladas, 1991)’den aynı 

zamanda doğrudur. 

 

Lemma 3.4.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

 1)(  ptp olmak üzere (3.3.4.2) geçerli ve (3.3.4.3) sağlansın. )(ty (3.86) 

denkleminin nihayetinde pozitif çözümü 

)()()(  tpytytz                                                                                   (3.89) 

olsun. Aşağıdakiler  geçerlidir. 

a) )(tz  azalan fonksiyon ve ya 




)(lim tz
t

                                                                                               (3.90) 

ya da 
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0)(lim 


tz
t

dır.                                                                                             (3.91) 

b) Aşağıdaki ifadeler denktir. 

i) (3.90) olsun 

ii) 1p  

iii) 


)(lim ty
t

                                                                                            

(3.92) 

c) Aşağıdaki ifadeler denktir. 

i)  (6.4.15) olsun. 

ii) 1p  

iii) 0)(lim 


ty
t

                                                                                            (3.93) 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.3.4.1) denkleminden 

)()()(  tytQtz                                                                                      (3.94) 

elde edilir ve nihayetinde  0)( tz olur. Ya da 3.3.4.5 geçerli ya da 

Itz
t




)(lim .                                                                                                 (3.95) 

 

3.5.  İki Mertebeden Denklemlerde Salınım 

 

       0    rtyftyty                                                                  (3.96) 

ele alalım. Burada,  

          0için      0   ,,     ,,0    ,,0    ,,  uufuRRCfr ve 

 

 

















0için          1lim 

0için            1lim
0





u

uf

u

uf

u

u

                                                                    

(3.97) 

denkleminin her çözümünün salınım yapması için gerek ve yeter şart 

      0   rtztztz                                                                         (3.98) 

salınımlı olmasıdır. Yani  (3.80) salınımlı olması için gerek ve yeter şart 

0 2   re   
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karakteristik denkleminin hiçbir reel köke sahip olmamasıdır. Denklemin çözümü 

yoksa salınımlıdır. 

 

3.5.1. Sun flower denklemi için salınım 

 

       0        ,0    trtyftyty                                                  (3.99) 

denklemini ele alalım. Burada 

      ,,     ,,0, , RRCfr                                                                 (3.100) 

 
1lim

0


 u

uf

u
                                                                                               (3.101) 

     AAuuufuA ,           ve0için        0  ,,0     Bazı                          (3.102) 

0 durumu bir sonraki kısımda ele alınacaktır. 

 

Teorem 3.5.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

  (3.100)(3.102)  sağlansın. 

0 2   re                                                                                            (3.103) 

karakteristik denklemi linerize olmuş 

      0   rtztztz                                                                              

(3.104) denklemi reel köklere sahip olmayan karakteristik denklemi olsun. Bu halde 

grafiği  AAR ,  şeridinde olan (3.99) denkleminin her çözümü salınımlıdır. 

 

Teorem3.5.1.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

  (3.100) ve (3.102) sağlansın. 

    olsun. dizibir azalmayan          veiçin      ,0 fuufAu                      (3.105) 

Ayrıca (3.104) denkleminin (3.103) karakteristik denklemi negatif köke sahip olsun. 

Bu halde  AR ,0  şeridinde (3.99) denklemi salınımlı olmayan bir çözüme 

sahiptir. Teorem 3.5.1.1 ve 3.5.1.2 birleştirilerek (3.99) denkleminin salınımı için 

gerekli ve yeterli şart aşağıdaki sonuç ile verilir. 
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Sonuç 3.5.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.100), (3.101), (3.102) ve (3.105) sağlansın. Bu halde  AAR ,  şeridinde  

(3.96) denkleminin her çözümünün salınımlı olması için gerek ve yeter şart linerize 

olmuş (3.107) denklemi için (3.106) karakteristik denkleminin reel köklere sahip 

olmamasıdır. 

(3.99) denkleminde   uuf sin  alınırsa 

      0        ,0sin
b

   trty
r

ty
r

a
ty                                               (3.106) 

Sun Flower denklemi elde edilir. 1978 yılında Somolinos uygun rba        ve,    

değerleri için 0  yeterince küçük  A  olmak üzere (3.106) denkleminin 

çözümleri  AAR ,  şeridinde olduğunu göstermiştir. Dolayısıyla  ,0A  

olmak üzere Teorem 3.5.1.1 gereğince çözümlerinin salınımlı olması için 

0
b

   2   re
rr

a                                                                                  (3.107) 

karakteristik denkleminin hiçbir reel köke sahip olmamasıdır. 

 

Teorem 3.5.1.1. in İspatı: (Györi ve Ladas, 1991) 

    Aty ,0 olacak şekilde (3.99) denkleminin pozitif çözümü olsun. Bu halde 

(3.102) denklemi     0   tyty   negatif olur. Buradan hareketle 

     tytytu       ve      tetytv    azalan fonksiyondur. 

 tuL
t 

 lim1 ve  tvL
t 

 lim2  Açıkça. 1L  reel sayıdır. Aksi halde   


ty
t
lim  

. Bu ise   


ty
t
lim  olur. 

 

İddia1: (Györi ve Ladas, 1991) 

02 L dır. Aksi halde 02 L ve sonunda  0)(  ty dır .Böylece )(lim0 tyl
t 



mevcut ve pozitiftir. Aynı zamanda 011 )(lim lLtyl
t




olacak şekilde bir limiti 

vardır. Açıkça 01 l dır. Aksi halde 0l  olur. Fakat (3.96) denkleminden 

    0   lim 01 


lflty
t

                                                                    (3.108) 

denklemi  yazılabilir. Buradan 01   ve ll ın  olduğu görülür. 
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Not: )(lim)(limlim 1 tytyLu
ttt 

   011 lLl   bulunur. Bu durum 2L nin 

negatif olduğunu gösterir. Bu hal 0)(  ty  olduğunu gerektirir. Böylece 

0)(lim 0 


lty
t

dır. Bu halde 1)(lim lty
t




 limiti vardır ve sıfır olmalıdır. Aksi halde 

01 l  ve böylece 0l  olur. (3.108) denkleminden )()(lim 0lfty
t




 ve 0l  sıfır 

olmalıdır. Aksi halde 0)(lim 


ty
t

 ve   0l . Bu ise bir çelişkidir. 

0)(lim)(lim           , 0)(     , 0)( 


tytytyty
tt                                  

(3.109) 

denklemi tesis edilmiş olur. 

 

İddia 2: (Györi ve Ladas, 1991) 

 me r

2

1
)1(2   için 0                                                     (3.110) 

denklemini sağlayan pozitif m ve 
2

1
  sayıları vardır. 

 

İspat 2: (Györi ve Ladas, 1991) 

  Gerçekten (3.103) hipotezinden negatif köklere sahip olmadığı bilinmektedir.
reF   2)( olsun. Bu halde  ) (F ve 0)0(  F .Buradan 

me r  2
 yazılabilir. Burada )(min 0  Fm  .Böylece 

 


)

2

1
(lim 2 re 


 , buradan 

2
2

12 me r   için 0                                                            (3.111) 

olacak şekilde bir   00    vardır. 














2
,

2

1
min

0r
me

olsun.                                                          

0  için (3.4.1.13) kullanılarak 2
2

1
)1( 22 mee rr    

elde edilir. Diğer taraftan 00    için 

22
2

1
)1(

)(22 0 mmmmeee
rrr 

    

elde edilir. Burada (3.110) ispat edilmiş olur. Şimdi (3.99) 


t

integre edilir ve 

(3.109) kullanılırsa 
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




t

dsrsyftyty ))(()()(                                                                  (3.112) 

elde edilir. 1t ’i çok büyük seçelim öyle ki 1ts   için (3.4.1.13) ve (3.4.1.11) 

denklemlerinden 





1

)(

))((

rsy

rsyf
elde edilir. Bu halde 1tt   için (3.112) denkleminden 






t

dsrsytyty )()1()()(                                                                       (3.113) 

eşitsizliği elde edilir. Bu ise iddiayı gerçekler. 

 

İddia 3: (Györi ve Ladas, 1991) 

 )(ty   (3.113) denkleminin nihayetinde pozitif bir çözümü olsun 

0)1(  ve   R olsun. Bu halde 






t

dsrsztztz )()1()()(                                                                        (3.114) 

denklemi )()(0 tytz   olacak şekilde bir  )(tz  çözümü vardır. 

 

İspat 3: (Györi ve Ladas, 1991) 

tetytu )()(   ifadesi (3.113) denkleminde kullanılırsa 0)( tu  ve            




 

t

rs dsrsuetu )()1()( )(  elde edilir. 
t

T

integre edilirse Tt  için 

dsdrueeTutu

t

T s

rs

  











   )()1()()( )(                                 (3.115) 

elde edilir. İspat için Knaster-Tarskifixed nokta teoremi kullanılacaktır. 

Not: (Knaster-Tarskifixed nokta teoremi) 

X kısmi sıralı Banach uzayı olsun. M aşağıdaki şartları sağlayacak şekilde X’in 

bir alt kümesi olsun. 

i. MM inf ve M nin boştan farklı alt kümesinin sup u yine M ye ait olsun. 

ii. MMT : artan bir dönüşüm olsun. Yani;  yTyx  xT  ise   .Bu halde T, 

M içinde bir fixed  noktaya sahiptir. 
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X,  ,T  aralığı üzerinde tanımlanmak üzere ve 

    rTtTtutx                                                                                 (3.116) 

    rTttutx                                                                                       (3.117) 

şartlarını sağlayacak şekilde X  bütün reel değerli azalmayan fonksiyonların bir 

kümesi olsun. Eğer Xxx 21, ise ve 21 xx   olması için gerek ve yeter şart Tt   

için    txtx 21   olmasıdır. Açıkça bu sıralamayla X  kısmi sıralı bir kümedir. Şimdi 

de  X  üzerinde aşağıdaki S operatörünü tanımlayalım. 

  

 

        
                                  

                  ,e-1 

                                                                                 ,

s

r--

t

rT



















rTtdsdrxerTu

rTtTtu

tSx
s  

 

(3.117) ve (3.115) den rTt   için        tutSutSx    yazılır. Diğer taraftan S 

nin tanımından rTtT   için     tutSx  dir. Tt  için Sx  azalmayan bir 

fonksiyondur. Sonuç olarak XXS :  bir dönüşümdür. Son olarak XX inf  ve 

X  in boştan farklı her alt kümesinin supu yine X  aittir. Dolayısıyla Knaster-

Tarskifixed nokta teoremi bütün koşulları sağlamıştır. Xx  olacak şekilde S  bir 

fixed noktaya sahiptir .Diğer bir değişle  Tt   için     txtSx   

Buhalde 

 

 

        
                                  

.                  ,e-1 

                                                                                 ,

s

r--

t

rT



















rTtdsdrxerTu

rTtTtu

tx
s  

 

elde edilir. Tt  ,   0tx dır ve rTt   için türev alınırsa 




 

t

rt rTtdrxeetx                    ,)()1()( )(   elde edilir. 

rTt  için     tetztx    , burada   0tz  ve z  (3.114) denklemini sağlar. Aynı 

zamanda       tt etytxetz     dir. Böylece iddia 3 ispatlanmış olur. (3.114) 

denkleminin he iki yanının türevi alınırsa, buradan  tz nin

        01  rtztztz  ın sınırlı pozitif bir çözümü olduğu görülür. Bu 

durum (3.110) ye çelişki teşkil eder. Böylece (3.99) ispat edilmiş olur. 

Şimdi de (3.100) nin ispatını yapalım. 
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İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

   (3.103) denkleminin negatif bir kökü olsun. Bu halde Ae t   olacak 

şekilde 
0tT   vardır. Tt  için (3.104) denklemi    Aet t ,0   salınımlı 

olmayan bir çözüme sahiptir.(3.105) denkleminden Tt  olduğunda 

   0)()(  rtyftyty                                                                   (3.118) 

denklemi   tety   çözümüne sahip ve (3.109) geçerli olur. 




t

integre edilir ve (3.109) kullanılırsa 

   0)()(  


dsrsyftyty
t

                                                            (3.119) 

elde edilir. (3.99) teoreminin ispatı yapılırken ispat edilen iddianın benzeri olarak 

  dsrszftztz
t




  )()(  elde edilir. 

Bu denklem Tt  olduğunda   tetz  0  olacak şekilde bir  tz  çözümüne 

sahiptir. Açıkca,  AR ,0  şeridinde olacak şekilde (3.99) denkleminin bir  tz  

pozitif çözümü vardır. 

 

3.5.2. İkinci mertebeden diferansiyel denklemlerde linerize olmuş salınımlar 

 

   0)()(  rtyftyty  ,      0t                                                   (3.120) 

gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalım. Bu denklem 

       ,,     ,,0    ,,0    ,0, RRCfr                                   (3.121) 

 
1lim 

 u

uf

u
                                                                                              (3.122) 

  0  , 0  uuuf                                                                                (3.123) 

denklem şartlarını sağlar. Şimdi de (3.120) denkleminin tüm çözümünün salınıma 

sahip olması için yeterli şartları sağlayacak ilk sonucu verelim. 
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Teorem 3.5.2.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.121)(3.123) şartları sağlansın ve 

0 2   re                                                                                       (3.124) 

karakteristik denklemi 

      0   rtztztz                                                                     (3.125) 

linerize olmuş denkleminin karakteristik denklemi hiç pozitif köke sahip olmasın. Bu 

halde (3.120) denkleminin her çözümü salınımlıdır. 

 

Teorem 3.5.2.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.4.2.2), (3.4.2.4) sağlansın ve 

Mu  için azalmayan ve   uuf   olsun.                                              (3.126) 

Ayrıca, (3.125) denklemine karşılık gelen (3.124) karakteristik denklemi bir pozitif 

köke sahip olsun. Bu halde (3.120) denklemi sınırsız ve salınım yapmayan çözüme 

sahiptir.(3.120) ve (3.121) denklemi birleştirilerek (3.120) denkleminin salınımı için 

gerek ve yeter şart sağlanırsa aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

 

Sonuç 3.5.2.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.121)-(3.123) ve (3.126) şartları sağlansın. Bu halde (3.120) denkleminin 

her çözümünün salınımlı olabilmesi için gerek ve yeter şart linerize olmuş (3.125) 

denklemine karşılık gelen (3.124) karakteristik denkleminin hiçbir reel köke sahip 

olmamasıdır. 

Sonuç 3.5.2.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.123) olsun. Buradaki parametreler 

        RRCfr ,     ,,0    ,,0    ,,    ve                           (3.127) 

 

 

















0                 1lim

0                  1lim
0





u

uf

u

uf

u

u

                                                                   (3.128) 

sağlar. Bu halde (3.120) denkleminin her çözümünün salınımlı olabilmesi için gerek 

ve yeter şart linerize olmuş (3.125) denklemine karşılık gelen (3.124) karakteristik 

denkleminin hiçbir reel köke sahip olmamasıdır.  Özel olarak  0r  ise (3.120) 

denkleminin tüm çözümlerinin salınımı için gerek ve yeter şart aşağıdaki sonuçla 

ifade edilir. 
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Sonuç3.5.2.3. (Györi ve Ladas, 1991) 

 0r olmak üzere (3.123),(3.127) ve (3.128) olsun. Bu halde 

   0)()(  tyftyty                                                                        (3.129) 

denkleminin her çözümünün salınım yapabilmesi için gerek ve yeter şart 2

4

1
   

olmasıdır. Teorem (3.100) ve (3.121) nin ispatı için aşağıdaki iki lemmaya ihtiyaç 

vardır. 

 

Lemma3.5.2.1. (Györi ve Ladas, 1991)  

(3.121) ve (3.123) olsun. Eninde sonunda )(ty  (3.120) pozitif çözümü olsun. 

Bu halde 

0)(  ty  ve                                                                                                (3.130) 

  


ty
t
lim                                                                                                 (3.131) 

vardır. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.121) ve (3.123) denklemlerinden 0)()(  tyty  dır. Bu durum 

  )()( tytytu                                                                                      (3.132) 

tetytv )()(                                                                                              (3.133) 

denklemlerinin kesin olarak azalan olduğunu gösterir. Özellikle (3.133) 

denkleminden )(ty eninde sonunda işaret değiştirmez.(3.130) ifadesi doğru olsun. 

Aksi halde 0)(  ty  ve 0)( )(  tyty   bu ise 0)( ty olmasını gerektirir. Bu 

ise çelişkidir. Şimdi de (3.131) geçerli olsun. Aksi halde  ty
t 
lim  mevcut ve bu bir 

pozitif sayı olsun. Fakat (3.120) denkleminden     0lim 


Lftu
t

 dır. Böylece 

  


 lim tu
t

                                                                                            (3.134) 

Diğer taraftan (3.132) ten     Rtytu 
2

1
 dir. Bu ise terslik ifade eder. 
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Lemma 3.5.2.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.123) olsun. Bununla beraber (3.124) denklemi pozitif köklere sahip 

olmasın. Bu halde 0 için 

      re12

                                                                        (3.135) 

 olacak şekilde  ve pozitif  sayıları vardır. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

reF   2)( olsun.   F  ,   00  F ve  F  hiçbir pozitif 

köke sahip değildir. Buradan 0 ,   0min 0    Fm  böylece   mF  dir. 

0  için 

2
2

12 me r                                                                      (3.136) 

denklemi sağlayacak şekilde  00   vardır. 








  2,
2

1
min m olsun. 

0  için 

(3.136) denklemi kullanılırsa 

  2
2

1
1 22 mee rr                                    (3.137) 

elde edilir. 
00   için 

  2
2

1

2

1
1 22 mmmmeee rrr           (3.138) 

elde edilir. (3.137) ve (3.138) denklemlerinden m
2

1
  alınmasıyla (3.135) 

gerçekleşir. Bu ise lemmanın ispatıdır. 

 

Teorem 3.5.2.1 in İspatı: (Györi ve Ladas, 1991) 

 Çelişki oluşturmak için (3.120) denklemi eninde sonunda pozitif bir çözüme 

sahip olsun. Bu halde lemma 3.5.2.1 den (3.130) ve (3.131) denklemleri sağlanır. 

Lemma 3.5.2.1. den  
2

1
  olmak üzere (3.135) gerçekleşecek şekilde    ve  

sayıları vardır. 
0tT  büyük seçilsin. Bu halde Tt   için 
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 
  
 





 1      ve0

rty

rtyf
rty                                                            (3.139) 

denklemi (3.122) ve (3.131) den sağlanır. Bu halde  Tt  için (3.120) denkleminden 

0)()1()()(  rtytyty                                                             (3.140) 

yani 

  0)()1()( 


 rtyetye tt                                                               (3.141) 

sağlanır. (3.141) denklemi 


Tt

integre edilirse ve 

   


,0lim ctye t

t

  

göz önüne alınırsa gerçekten,      0  ve0 


 tyetye tt   ) Tt  için 

  




t

st dsrsyetye ,)()1(  

  

ve         

  


 

t

st dsrsyeety                    ,)()1(   

elde edilir. Bu son ifade 




rTt

rT

integre edilirse 

        




 









t

rT s

s rTtdsdryeerTyty     ,1  

              

(3.142) 

elde edilir. Şimdi de Knaster-Tarskifixed nokta teoremini uygulayalım.  , , TX

aralığı üzerinde negatif olmayan ve azalmayan fonksiyonların kümesi olsun.

rTtT   için 

   tytx                                                                                                    (3.143) 

   tytx                                                                                                     (3.144) 

yazılsın. Şimdi Xxx 21   ve olsun. Tt  için 21 xx  olması için gerek ve yeter şart 

   txtx 21  . Açıkça X  kısmi sıralı bir kümedir. Şimdi de X  üzerindeki S

dönüşümü 

  

 

     




















 




 rTtdsdrxeerTy

ty

tSx t

rT s

s                    ,1

rTtT                                                                              ,

 
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olsun. (3.142) ve (3.144) denkleminden  rTt  için          tytSytSx   

diğer taraftan S nin tanımından rTtT   için      .tytSx   

Aynı zamanda Tt   için Sx negatif olmayan ve azalmayan bir fonksiyondur. 

Böylece   XXS : .Açıkça Knaster-Tarskifixed nokta teoreminin bütün koşulları 

gerçekleşmiştir. Sonuç olarak S  dönüşümü Xx  gibi bir fixed noktaya sahiptir. 

Buradan Tt   için     txtSx   veya 

 

 

     




















 




 rTtdsdrxeerTy

ty

tx t

rT s

s                    ,1

rTtT                                                                              ,

 

      
olur. 

Açıkça Tt   için   0tx  ve   0 tx dır. rTt  için türev alınırsa   

       01 


 rtxetxe tt    elde edilir. Böylece 

0)()1()()(  rtxtxtx  rTt  elde edilir. Buradan 

  012   re  karakteristik denklemi pozitif köke sahip olur. Bu ise 

(3.135) ya terslik teşkil eder. 

 

Teorem 3.5.2.2. nin İspatı: (Györi ve Ladas, 1991) 

  (3.124) denkleminin pozitif bir kökü olsun. Bu halde (3.108) denklemi 

salınım yapmayan sınırsız bir   tety   çözümüne sahiptir. Bu halde (3.126) 

denkleminden yeterince büyük t ler için   0)()()(  rtyftyty   ty   

çözüme sahiptir. Teorem (3.120) in ispatına benzer olarak (3.125) denklemi salınımlı 

 tz  gibi çözüme sahiptir.Lemma (3.99) den bu çözüm sınırsızdır ve ispat 

tamamlanmıştır. 

 

3.5.3. Yüksek mertebeli diferansiyel eşitsizlikler 

 

       01
1




ntypty nnn                                                                  (3.145) 

       01
1




ntypty nnn                                                                  (3.146) 

       01
1




ntypty nnn                                                                  (3.147) 

     0 ntypty nn                                                                             (3.148) 
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     0 ntypty nn                                                                             (3.149) 

     0 ntypty nn                                                                             (3.150)  

gecikmeli ve  ileri diferansiyel denklemleri ve eşitsizlikleri ele alalım. Burada 

  ,0,               ve1 pn                                                                       (3.151) 

yazılır. 

 

Teorem 3.5.3.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.151) sağlansın. Bu halde 

ep 1                                                           (3.152) 

olması için gerek ve yeter şart 

a) n tek olduğunda (3.145) nihayetinde pozitif bir çözüme sahip değil, (3.146) 

nihayetinde negatif çözümlere sahip değil ve (3.147) ün her çözümü salınımlıdır. 

b) n çift olduğunda (3.145) nihayetinde negatif sınırlı bir çözüme sahip değil, 

(3.146) nihayetinde pozitif çözümlere sahip değil ve (3.147) ün her sınırlı çözümü 

salınımlıdır. 

 

Teorem 3.5.3.2. (Györi ve Ladas, 1991)  

(3.151) sağlansın. Bu halde (3.152) in olması için gerek ve yeter şart 

a)   n  tek olduğunda (3.148) nihayetinde negatif  bir çözüme sahip değil, 

(3.149) nihayetinde pozitif  çözümlere sahip değil ve (3.150) ün her çözümü 

salınımlıdır. 

b)  n  çift olduğunda (3.148) nihayetinde sınırlı olmayan negatif  bir çözüme 

sahip değil, (3.149) nihayetinde sınırlı olmayan  pozitif çözümlere sahip değil ve 

(3.150) ün her çözümü salınımlıdır. 

 

Teorem 3.5.3.1 in İspatı: (Györi ve Ladas, 1991) 

 ep 1 olsun. reel olmak üzere   tety   alınırsa (3.147) denklemine 

karşılık gelen karakteristik denklem   01
1

   nnnn ep  ile verilir. Şimdi de 

(3.145) eşitsizliğinin yeterlilik kısmını ispat edelim.    txty  alınarak (3.146) 

eşitsizliği benzer yolla ispat edilir. Sonrasında (3.147) denkleminin ispatı da bir 

önceki sonuca benzerdir. n tek olsun ve (3.4.3.1) nihayetinde pozitif  ty  çözüme 

sahip olsun. (3.145) denkleminden  ty n  nihayetin de negatiftir. n tek ise nl 0  

olmak üzere nihayetinde 
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  

      









 ,...,1 için         01

,...,2,1 için                  0

nlkty

lkty

kk

k

   (3.153) 

denklemi sağlanacak şekilde bir l çift sayısı vardır. 

 

İddia: (Györi ve Ladas, 1991) 

              0l dır. Yani nk ,...,2,1  için nihayetinde 

     nkty kk
,...,2,1için            01                                                         (3.154) 

sağlanır. Aksi halde 0l dır ve (3.145) denklemi 1n  defa 
t

t1

integre edilirse 

yeterince büyük 1t ler için 

   
     

 
 

 

     
 

 
 

     
 
 

  lnnkl
ln

ok

k

t

t

lnnkl
ln

ok

k

n

t

t

ln

kl
ln

ok

k

l

ttp
ln

nty
ty

k

tt

dsstp
ln

nty
ty

k

tt

dsnsyp
ln

st
ty

k

tt
ty



















































1
1

1

1
1

11
1

1
1

1

1

1
1

!!
          

!1!
           

!1!

1

1







 

Bu ise     tyt liçin     dur. Bu durum (3.153)  ifadesine çelişki teşkil eder. 

Bu ise (3.154) u ispatlar. 

           1... 121   ntyptpytytx nnn                                (3.155) 

olsun. Nihayetinde 

  0tx                                                                                                                  (3.156) 

oluşur. (3.145) ve (3.155) denklemlerinden 

    0 tpxtx                                                                                     (3.157)   

elde edilir.  Fakat (3.152) ve teorem 2.3.3. (Györi ve Ladas, 1991) den dolayı  

(3.157) denklemi nihayet pozitif bir çözüme sahip olamaz. Bu durum (3.156) 

ifadesine çelişki oluşturur. Bu ise n in tek olma durumunda ispatı tamamlar. 

Son olarak n çift olsun. Çelişki yoluyla bu durumu ispat edelim. (3.145) ifadesi 

nihayetinde negatif sınırlı bir  ty çözüme sahip olsun. Bu halde 
   0ty n ,  ty

sınırlı olduğundan (3.154) denklemi sağlanır.  tx  (3.155) deki gibi tanımlanırsa 

(3.156) ve (3.157) denklemleri doğru olur. Bu ise teorem 2.3.3. (Györi ve Ladas, 

1991) den çelişkidir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 
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Teorem 3.5.3.2. nin İspatı: (Györi ve Ladas, 1991) 

          n tek olduğunda (3.149) ifadesinin yeterlilik için gerekli şartları verelim. Geri 

kalan kısmı benzerdir. Çelişki oluşturarak ispat edelim. Yani (3.149) denklemi 

nihayetinde  ty  pozitif çözüme sahip olsun. Bu halde 
  ty n

 nihayetinde pozitif 

olur. nm 0 olmak üzere 

  

     









nmmjty

mjty

jj

j

,...,2,1      için                     01

,...,2,1,0      için                              0

                       

(3.158)  

denklemini sağlayacak şekilde bir m  tek sayısı vardır. 

 

İddia: (Györi ve Ladas, 1991)  

 nm  dır. Yani 

   njty j ,...,2,1,0için    0                                                                      (3.159) 

doğrudur. Aksi halde nm   ve (3.149) denklemi nm  defa 
t

t0

integre edilirse ve 0t  

yeterince büyük alınırsa 

   
     

 
 

 

     
 

 
 

     
 
 

  mnnim
mn

oi

i

t

t

mnnim
mn

oi

i

n

t

t

mn

im
mn

oi

i

m

tt
mn

nty
pty

i

tt

dsstp
mn

nty
ty

i

tt

dsnsyp
mn

st
ty

i

tt
ty



















































0

0

0

1
0

10

0

1
0

1

0

1
0

!!
          

 
!1!

           

 
!1!

0

0







 

Bu ise t  için 
   ty m

  olduğunu gösterir. (3.4.3.14) denkleminden bu 

mümkün değildir. Yani 
  ty m

 azalan bir fonksiyondur. Yeterince büyük t ler için 

(3.159) denkleminden             1... 121   ntyptpytytx nnn  

denklemi pozitiftir.          0  ntyptytpxtx nn gözlenir. Fakat 

ep 1  ve teorem 2.3.4 (Györi ve Ladas, 1991) eşitsizliğin nihayetinde pozitif bir 

çözüme sahip olmadığını gösterir. Bu durum ise  tx nin nihayetinde pozitif 

olduğuna çelişki elde eder. Teorem ispatlanmış olur. 
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3.5.4 Yüksek mertebeli denklemlerde salınım için yeterli şartlar 

 

           0    tytQtytPty
dt

d
n

n

                                                 (3.160) 

yüksek mertebeden nötr diferansiyel denklemi verilsin. Burada 

         ,0,    ve,, ,,, ,1 00 RtCQRtCPn                          (3.161) 

sağlansın. 

 

Lemma 3.5.4.1. (Györi ve Ladas, 1991)  

(3.161) olmak üzere 

  


dssQ
t0

                                                                                              (3.162) 

Ayrıca, nihayetinde    ty    (3.160) denkleminin pozitif bir çözümü ve 

        tytPtytz                                                                              (3.163) 

olsun. Bu halde aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

a)  1nz azalan ve 2,...,1,0  ni    için 
  tz i

 kesin olarak monotoniktir. 

b) 21       ve PP  reel olmak üzere  tP  için aşağıdakilerden birisi oluşur. 

i)   01  tPP  

ii)   10 2  PtP  

Bu halde ya 

   


 lim için          1,...,1,0
t

tzni i

                                                   
(3.164) 

ya da 

   

       
           

























degildirsııfırolarak  özdeş           ve0 ,0

0              için                  ,2,...,2,1

0z lim              için                  ,1,...,2,1

1

1

t

i

tztztz

tztzni

tni

nnn

ii
               (3.165) 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

a) (3.160) denkleminden 

       0   tytQtz n
                                                                        (3.166) 
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elde edilir. Buradan 
  tz n 1

 azalandır. (3.166) ifadesinde 
   0tz n

, böylece 
  tz n 1

 nihayetinde pozitif veya nihayetinde negatiftir. Dolayısıyla 2,...,1,0  ni  

için 
  tz i

 kesin olarak monotoniktir. 

b) Eğer  
  tz n 1

 azalansa buradan ya 

   


 lim 1

t
tz n

                                                                                               
(3.167) 

ya da
 

   RLtz n 



1

t
lim 

                                                                                           
(3.168) 

oluşur. Eğer (3.167) olursa (3.164) in olduğu açıktır. Şimdi de (3.168) geçerli olsun. 

Bu halde (3.160) integre edilirse 

        0  

0

0

1  


 dttytQtzL
t

n   

elde edilir. (3.4.4.2) ve (3.4.4.3) ten hareketle   0inflim 
t




ty  yi gerektirir. 

  0lim   ve lim 
n




n
n

n tyt  olmak üzere  nt  dizisini ele alalım. İlk olarak 

  01  tpp  olsun. Bu halde  tz nin monotonikliğinden ve

    0 için       nn tytzn
 
ve     0 için     1  nn typtzn  den 

  0lim 


tz
t

                                                                                                           (3.169) 

Şimdi de     10 2  ptp    oluşsun. Bu halde   0tz dır. 

İddia: (Györi ve Ladas, 1991) 

  tz  azalandır. Aksi halde  tz  artandır. Bu halde 

               02 1   nnnnnnn tytptytptytztz  

ve  böylece 

      0 12  nn typty  elde edilir ve   0lim 


n
n

ty  

bulunur. (3.163) ifadesinden    0lim 


n
n

tz dır. Bu çelişkidir. Dolayısıyla iddia 

edildiği gibi  tz  azalandır.Dolayısıyla  tz
t 
lim  mevcut ve sonludur. Lemma 1.5.2 

(Györi ve Ladas, 1991) uygulanırsa (3.169) sağlanır.  Sonuç olarak (3.169) 

ifadesinden  tz nin ardışık türevleri işarete göre alternedir. Yani 2,...,1,0  ni  için 
      0   1  tztz ii

dir. 
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Lemma 3.5.4.2. (Györi ve Ladas, 1991)  

(3.161) ve (3.162) olmak üzere  ty  nihayetinde (3.160) in pozitif çözümü 

olsun.         tytPtytz   olsun. Bu halde aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

a) n  çift ve  tP Lemma 3.5.4.1 b) deki hipotezleri sağlarsa  tz  nihayetinde 

negatiftir. 

b) Eğer n  tek ve   01  tP  ise  tz  nihayetinde pozitiftir. 

c) Eğer   1tP  ise  tz  nihayetinde negatiftir. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

a) n  çift olmak üzere Lemma 3.5.4.1 den (3.164) ve (3.165) nın olması 

halinde   0tz  olmasını gerektirir. 

b) Çelişki oluşturmak için   0tz  olsun. Bu halde 

         tytytPty   oluşur. Yani  ty  sınırlıdır. Dolayısıyla  tz  

sınırlıdır. Buradan Lemma 3.5.4.1 den  (3.165) sağlanır. Fakat n  tek 

olduğundan 
   0tz n

dır  ve  tz nin ardışık türevleri işareti alternedir. 

Buradan  tz ninpozitif  olmasını gerektirir. Bu ise varsayımımıza terslik 

teşkil eder. Bu durumda ispat biter. 

c) Lemma 3.5.4.1 den  tz nin nihayetinde pozitif ve nihayetinde negatif 

olduğunu biliyoruz. Şimdi çelişki oluşturabilmek için nihayetinde 

  0tz                                                                                                     (3.170) 

olsun. Dolayısıyla          tytytPty   olur. Dolayısıyla  ty   pozitif  m  

sayısı ile sınırlıdır. Buradan (3.160) ifadesinden 

     0 tmQtz n
 elde edilir. 1t yeterince büyük seçilirse 

t

t 1 

integre edilirse 

          0 

1  

1

11  
 dssQmtztz

t

t

nn                                                            (3.171) 

   


 lim 1 tz n

t
 ü gerektirir ve buradan   


 lim tz

t
bulunur. Bu ise (3.170) 

denklemine çelişki ifade eder. 
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Teorem 3.4.4.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

n  tek olmak üzere (3.161) ve (3.162) olsun. 3   21      ve , PPP reel sayıları olmak 

üzere  tP  

  11  tPP                                                                                             (3.172) 

  01 2  tPP                                                                                      (3.173) 

  10 3  PtP                                                                                (3.174) 

ifadelerinden herhangi biri olsun. Ayrıca nihayetinde  ty   (3.160) in pozitif bir 

çözümü ve 

        tytPtytz                                                                              (3.175) 

olsun. Bu halde 

a) Aşağıdaki ifadeler denktir. 

i) (3.164) doğrudur. 

      ii)  tP  (3.172) yi sağlar ve özdeş olarak   1tP dir. 

iii)
 

  


 lim ty
t  

dur.                                                                                   (3.176) 

b) Aşağıdaki ifadeler denktir. 

i)  (3.165) doğrudur. 

ii)  tP  (3.173) veya  (3.174) ü sağlar. 

iii)   0 lim 


ty
t

dır.                                                                                     (3.177) 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Lemma 3.5.4.1 den ya (3.164) ya da (3.165) doğrudur. (3.164) doğru olsun. Bu 

halde   tP  negatif ve  ty  sınırsız olur. Dolayısıyla 

     sytytz
ts *  

** max   ve0


  

olacak şekilde 
*t vardır. Bu halde 

            ****** 1  0 tPtytytPtytz    

ifadesinde   1* tP  olur. Böylece (10.4.12) nin doğru olduğunu ve   1* tP dir. 

Buradan 

               tyPtytPtytPtytz    1  
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yazılır. 

(3.164)  ifadesi (3.165) yı gerektirir. Şimdi de (3.165) doğru olsun. Eğer (3.174) 

doğru ise (3.175)  ifadesi  (3.177) yi gerektirir. Eğer (3.173) doğru ise Lemma1.5.5. 

(Györi ve Ladas, 1991) ten 

  0  1  tPP                                                                                (3.178) 

sağlanır. Son olarak (3.172) ifadesinin doğru olmadığını iddia edelim. Aksi halde 

Lemma 3.5.4.2 den   0tz  olur. Fakat  Lemma 3.5.4.1 ve n  tek olduğundan  

  0tz  olur. Bu ise bir çelişkidir. Benzer bir tartışmayla  a) ve b) ispatlanır. 

 

Teorem 3.5.4.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

n  çift, (3.161) ve (3.162) olmak üzere (3.178) olacak şekilde P  reel sayısı 

olsun. Bu halde t  için (3.160) denkleminin salınım yapmayan her çözümü 

sıfıra gider. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.160) ifadesinin negatif çözümü de aynı zamanda bir çözümdür. 

Dolayısıyla (3.160) ifadesinin nihayetinde bir  ty  pozitif çözüme sahip olduğunu 

gösterirsek ispat biter.         tytPtytz  olsun. Lamma 3.5.4.2  a  

ifadesinden   0tz  ve          tytytPty   yazılır. Dolayısıyla  ty  sınırlı 

bir fonksiyondur. Çelişki oluşturmak için   0suplim 


sty
t

 olsun. 


k
k

tlim ve

  sty k
k




lim olacak şekilde  kt  dizisi oluşturalım. Yeterince büyük k lar için 

             kkkkkk tyPtytytPtytz    1  

yazılır ve buradan      sPsty k
k




1suplim   yazılır. Bu ise bir çelişkidir. 

Dolayısıyla 0s  olmak zorundadır. Böylece ispat biter. Şimdi de (3.160) ifadesinin 

tüm çözümlerinin salınımı için yeterli şartları oluşturmaya hazırız. 

 

Teorem 3.5.4.3. (Györi ve Ladas, 1991) 

 n  tek,  (3.161), (3.162) ve   1tP  olmak üzere 

 
 

r
tP

tQ


 
                                                                                       (3.179) 

en
r n 11 


                                                                                             (3.180) 
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olacak şekilde bir r pozitif sayısı olsun. Bu halde (3.160) ifadesinin her çözümü 

salınımlıdır. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.160) nihayetinde pozitif bir  ty  çözüme sahip ve         tytPtytz   

olsun. Bu halde 
       0   tytQtz n

 ve Lemma (3.161) c) den   0tz dır. 

      tytPtz  olmak üzere 

 
          tztytQtztQ

tP

n    
1







 ve böylece 

  
 

 
   0 


 


tz

tP

tQ
tz n

 

yazılır. Fakat (3.179), (3.180) ve Teorem 3.5.3.2 den yukarıdaki eşitsizlik 

nihayetinde negatif bir çözüme sahip değildir. Bu ise bir çelişkidir. Bu durumda ispat 

biter. 

 

Teorem 3.5.4.4. (Györi ve Ladas, 1991) 

n  tek,  (3.161) , (3.162) ve   1tP  olsun. Bu halde (3.160) in her çözümü 

salınımlıdır. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.160) ifadesinin nihayetinde  pozitif bir  ty  çözüme sahip olsun. 

      tytytz  olsun. Bu halde Lemma 3.5.4.2  c  den  tz  negatiftir. Bu bir 

çelişkidir. İspat tamamlanmıştır. 

 

Teorem 3.5.4.5. (Györi ve Ladas, 1991) 

  n  çift,   01  tP  ve 
 

 
r

tP

tQ



 


 

en
r n 11 


                           (3.181) 

olacak şekilde bir r  pozitif tamsayısı olsun. Bu halde (3.160) denkleminin her 

çözümü salınımlıdır. 
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İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.160) denklemi nihayetinde pozitif bir  ty  çözüme sahip olsun. 

        tytPtytz   olmak üzere Lemma 3.5.4.2  a dan 

  0tz                                                                                                        (3.182) 

elde edilir . (3.182) ifadesinden          tytytPty   elde edilir. Bu ise  ty

nin sınırlı olmasını gerektirir. Dolayısıyla  tz  aynı zamanda sınırlıdır

      tytPtz   olduğundan, 

 
          tztytQtztQ

tP

n    
1







 

elde edilir ve buradan 
  

 
 

   0 


 


tz
tP

tQ
tz n

elde edilir. 

Fakat Teorem 3.5.3.1 den bu eşitsizlik nihayetinde negatif sınırlı bir çözüme sahip 

olamaz. Bu durum (3.182) ifadesine çelişki teşkil eder. Bu ise ispatı tamamlar. 

 

Teorem 3.5.4.6. (Györi ve Ladas, 1991) 

  n  çift ve   10 1  PtP  olmak üzere bir 1P  reel sayısı olsun. Bu halde  

(3.160) in her çözümü salınımlıdır. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.160) nihayetinde pozitif bir  ty  çözüme sahip olsu

        tytPtytz   ise     0 tytz dır. Fakat Lemma 3.5.4.2  a dan   0tz

dır. Bu çelişkidir. Yani bu şartlarda (3.160) in tüm çözümleri salınımlıdır. 

 

Sonuç 3.5.4.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

       0  tytQty n
                                                                           (3.183) 

.n mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalım. n  çift   RtCQ ,,  0   

ve   


dttQ
t

 

0

 olsun. Bu halde (3.183) ifadesinin her çözümü salınımlıdır. 
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3.6  Mertebesi Tek Olan Nötr Gecikmeli Diferansiyel Denklemler 

 

1n ve tek olmak üzere 

           0  1111   txtQtxtPtx
dt

d
n

n

                                             (3.184) 

ve 

           0  2222   tytQtytPty
dt

d
n

n

                                          (3.185) 

nötr gecikmeli diferansiyel denklemlerini ele alalım. Burada 

               0,,  ve,0, , ,,  ,,, 212102121   RtCQQPP               (3.186) 

yazılır. 

 

Lemma 3.6.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 n  pozitif bir tamsayı olmak üzere 

               ,  , ,,  , 0

  RRtCQP                                                       (3.187) 

  10  tP                                                                                                  (3.188) 

  


dttQ
t

 

0

                                                                                              (3.189) 

olsun. Ayrıca  tx , 

           0    txtQtxtPtx
dt

d
n

n

                                                  (3.190) 

ifadesinin nihayetinde pozitif bir çözümü ve         txtPtxtz   olsun. Bu halde 

nihayetinde ni ,...,2,1 için 

        01 ,0    tztz inin                                                                                (3.191) 

ve 1,...,1,0  ni için 

   0lim 


tz i

t
                                                                                                       (3.192) 

oluşur. 
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Lemma 3.6.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

 1n pozitif bir tamsayı olmak üzere 

               0,  ,,0 , ,,   , 0   RtCQP                                        (3.193) 

ya 

  0için    tPTt                                                                                       (3.194) 

ya da     0 ve aralığın uzunluğu   olmak üzere 

  0tQ                                                                                                     (3.195) 

olsun. Ayrıca   ,max  ve Tt   için 

         tzdsdsdsszQtztP
t s sn

   
  



1-n 1...   s...  

1 1 

                             (3.196) 

integral eşitsizliği 

   tzTzTtT  için                                                                          (3.197) 

denklemini sağlayacak şekilde     ,0,: Tz  gibi sürekli bir pozitif çözüme 

sahip olsun. Bu halde 

         txdsdsdssxQtxtPTt
t s sn

   
  



1-n 1...   s... için          

1 1 

        (3.198) 

integral denklemi sürekli bir pozitif     ,0,: mTx  çözümüne sahiptir. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991  

       tztwRTCwTtW   0:,,  için             fonksiyonlar kümesini 

tanımlayalım.W üzerinde S  dönüşümünü 

  
       

      

 

                                               , 

,         ,...    s...  
 

1-n 1

1 1 














  
  



TtTTztzTwS

TtdsdsdsswQtwtP
twS t s sn




 

ile tanımlayalım. Açıkça    RTSw ,:   süreklidir. Aynı zamanda 21 ww   

olmak üzere Www 21, olsun. Bu halde 21   wSwS  dir. zzS  dir ve böylece 

Ww  ifadesi  zzSwS    olmasını gerektirir. Sonuç olarak WWS : , ,...2,1k

için W de      10     ve  kk zSzzz
 

dizisini tanımlayalım. ,...2,1k ve 
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   tztzTt k  0için      yazılır ve    tztxTt k
k 


 

limiçin   olsun. Lebesgue 

in kuvvetli yakınsaklık teoreminden  tx  (3.198)  denklemini sağlar. 

 

İddia: (Györi ve Ladas, 1991) 

  txTtT için               sürekli bir fonksiyondur. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991)  

                     TztzTztzTzTztzTztztz mkmkmk   

ve  böylece   tzk  sürekli fonksiyonlar dizisi  TT , aralığı üzerinde düzgün 

olarak yakınsaktır. Yani x  de   TT , aralığında süreklidir. (3.198) ifadesinden 

  ,T aralığı üzerinde  tx nin sürekli olduğu açıktır. Son olarak   Tt için 

  0tx  olduğunu gösterirsek ispat biter. Gerçekten  TtT   ise (3.197) ve 

 tzk nin tanımından       0 Tztztzk . Yazılır ve böylece

      0için    TztztxTtT  elde edilir. 

 

İddia: (Györi ve Ladas, 1991) 

   0için   txTt dır. Aksi halde,      ,0:inf* TtxTtt  ve böylece 

  0için   *  txttT                                                                           (3.199) 

yazılır ve   0  * tx dır. Fakat ya(3.194) ya da (3.195) geçerli ise (3.198) ve 

(3.199)’dan  

          0...   s...  0 1-n 1

***

*
1 1 

   
  



dsdsdssxQtxtPtx

t s sn

  

elde edilir. Bu bir çelişkidir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. Bu kısımdaki ara sonuç 

aşağıdaki mukayese teoremi ile verilir. 

 

Teorem 3.6.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 1n ve tek olmak üzere(3.186) geçerli olsun            , ,,  0

1

1

 RtCP  

          ,     2121                                                                                 (3.200) 

yeterince büyük t ler için 
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   
 

 
   tQtQ

tQ

tQ
tPtP 21

22

2
221    , 





                                                 (3.201) 

1P  sınırlı 1)(0 ,0 21 


tPP                                                                    (3.202) 

Ve      


dtttQ
t 0 

22 Q ,0  elde edilir. Uzunluğu 1  olan herhangi bir aralık 

üzerinde ya   01 tP ya da 01   ve   01 tQ dır. Sonuç olarak (3.184) 

denkleminin her çözümü salınımlı ise (3.185) denkleminin her çözümü salınım 

yapar. 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

 Çelişki oluşturmak için (3.185) nihayetinde pozitif  ty  çözüme sahip olsun. 

       22    tytPtytz olsun. Bu halde Lemma 3.6.1, (3.191) ve (3.192) dan 

geçerli olur. Buradan aynı zamanda  tz  

    
 

 
       0  222

22

2
22 


 


 tztQtz

tQ

tQ
tPtz nn

                    (3.203) 

denklemini sağlar. Tt  ve t  yeterince büyük seçilirse (3.191) ve (3.201) kullanılırsa 

            0   2121   tztQtztPtz nn
                                             (3.204) 

elde edilir.  22 ,max Tt için (3.191) doğru olacak şekilde T yi yeterince 

büyük seçelim. (3.204) ifadesi 
1 t

t

integre edilirse 1t , Tt   için 

            0  2121

1  


 dsszsQdsszsPtz
t

n

t

n   

elde edilir. İlk terime kısmi integrasyon uygulanırsa (3.201), (3.202) ve 
  tz i

 nin 

monotonluğu kullanılırsa 

  

            0  için   111

1

1  


 dsszsQtztPtzTt
t

nn 

  

elde edilir. 

Tekrar tekrar integral alınırsa 

                 ,...  ...  111111

1 1 

TttzdsdsdsszsQtztP n

t s sn

 

  

  


         (3.205) 

elde edilir. (3.191), (3.192) ve  tz nin pozitif ve kesin olarak azalan olduğu göz 

önüne alınırsa (3.197) doğru olur. Tt  içinLemma 3.6.2 den 



3.  METARYAL VE YÖNTEM                                                                                       İDRİS BİLİR 

  57 

 

              ,...  ...  11111

1 1 

txdsdsdssQtxtP n

t s sn

 

  

  


  

pozitif çözüme sahiptir. (3.184) denklemi pozitif çözüme sahiptir. Bu durum (3.184) 

denkleminin her çözümünün salınımlı olduğu hipotezine çelişki teşkil eder. İspat 

biter. 

 

3.7. Tek Mertebeli Nötr Denklemler için Salınım Teoremi 

 

1n tek olmak üzere 

             0  txhtqtxgtptx
dt

d
n

n

                                      (3.206) 

denklemini aşağıdaki 

                 , 0,   , ,0    ,,,  , ,,  , 0   RRChgRtCqp               (3.207) 

           


,0qtqlim   , 1,0Ptpsuplim   ,1,0ptpinflim 0
t

0
t

0
t

  (3.208) 

   
1lim  ,10için     0 

 u

ug

u

ug
u

u
                                                            (3.209)

   isebüyük  yeterince     ve0için    0 uuuhu                                 

  00  huh                                                                                              (3.210) 

 
1

u

uh
lim
u




                                                                                                         (3.211) 

şartlarını sağlayacak şekilde ele alalım. (3.206)denklemine karşılık gelen lineer 

denklemi 

       000   tyqtypty
dt

d
n

n

                                                  (3.212) 

ile verilir. (3.206) denkleminin tüm çözümlerinin salınımı için şartları oluşturalım. 

  

Teorem 3.7.1. (Györi ve Ladas, 1991)  

(3.207)(3.211) olsun ve (3.212) nin her çözümü salınımlı ise aynı zamanda 

(3.206) in her çözümü salınımlıdır. 
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İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Çelişki oluşturabilmek için (3.206) denklemi salınım yapmayan bir  tx  

çözümüne sahip olsun. Ayrıca  tx  nihayetinde pozitif olsun. Nihayetinde  tx nin 

negatif durumu da benzer olarak ispat edilir. 

            txgtptxtz                                                                        (3.213) 

olsun ve 
         0    txhtqtz n

                                                     (3.214)  

elde edilir. 
   tz n 1

azalan olup ya 

    


tz n

t

1lim                                                                                         (3.215) 

ya da 

    Rltz n

t




1lim                                                                                      (3.216) 

elde edilir. 

 

İddia: (Györi ve Ladas, 1991)  

(3.216) doğrudur. Aksi halde (3.215) doğru olup 

   


tzni i

t
limiçin  1,...,1,0                                                                         (3.217) 

elde edilir. Bu halde  tx  sınırsız bir fonksiyon olur.

     sxtxtxtk
kts

kk
k

k
k 

 max   velim  ,limiçin    ,...2,1  

olacak şekilde  kt dizisi elde edilir. (3.208) ve (3.209) kullanılırsa k

            
  
 

 

     







kk

k

k

k
kkkkkk

tp1tx                                                     

t x
t x

t xg
tptxt xgtptxtz

 

elde edilir. Bu ise (3.217) ye çelişki teşkil eder. Bu halde (3.216) doğru olur. (3.214) 

ve (3.216) den     1,...,1,0  ni  e kadar 
  tz i

  fonksiyonu monotoniktir. (3.214) un 

her iki tarafı 


1 t

integre edilir ve 1 t  yeterince büyük seçilirse 

       dssxhsqtzl
t

n      

1 

1 

1




                                                             (3.218) 

elde  edilir. 
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İddia: (Györi ve Ladas, 1991) 

  0inflim 


tx
t

                                                                                           (3.219) 

doğrudur. Aksi halde  2tt   için bir c  pozitif sabiti ve 12 tt    vardır öyle ki   ctx 

dir. Bu halde (3.208)  ve (3.210) ten t  yeterince büyük seçilirse     txhtq   alttan 

pozitif bir sabitle sınırlı olur. Bu durum (3.218) ye çelişki teşkil eder. Böylece 

(3.219) doğrudur. 

   0lim    velim 


k
k

k
k

txt olacak şekilde bir  kt  dizisini ele alalım. (10.6.8) den 

    0   için        kk txtz  ve k için    
  
 

  0 
 

 
  k

k

k
kk tx

tx

txg
tptz 

elde edilir.  tz monoton olduğundan   0lim 


tz
t

yazılır. Buradan hareketle ve 

(3.206) kullanılırsa 

   0limiçin   1,...,1,0 


tzni i

t
                                                              (3.220) 

 

ve 

          0  ,0,...,0  ,0 1   tztztztz nn
                                                (3.221) 

elde edilir. 

 

İddia: (Györi ve Ladas, 1991) 

  0lim 


tx
t

                                                                                                 (3.222) 

doğru olsun. Bunun doğruluğunu göstermek için    
  
 

 tp
tx

txg
tptP 










 

 
 olacak 

şekilde yeterince büyük t ler için 

        txtPtxtz                                                                                (3.223) 

yazılır.  1,0P olsun. Bu halde (3.208) ve t   yeterince büyük seçilirse 

    10  tptP  elde edilir. Lemma 1.5.2  (3.223) e uygulanırsa (3.222) elde 

edilir. (10.6.1) denklemi yeterince büyük t ler için 

   
  
 

   
  
 









t x

t xh
tqtQ    ve

τtx 

τtx g
tptP

 

olacak şekilde (3.206) 

denklemini yeniden 
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           0    txtQtxtPtx
dt

d
n

n

 

olacak şekilde yazalım. (3.222), (3.208), (3.209) ve (3.211) dan 

      qtQlim    veptPinf lim 0
t

0
t




yazılır. Yeterince büyük t ler için   tz       (3.223) 

formunda yazılarak 

    
 

 
       0  


 


 tztQtz

tQ

tQ
tPtz nn                               (3.224) 

denklemini sağlar ve 

 
 

 
    inf lim 0p

tQ

tQ
tP

t













 
 olur.  00 ,min

2

1
0 qp 

 
için (3.224) denklemi 

            0  11 00   tzqtzptz nn  

eşitsizliğni verir. Bu son eşitsizlik  
1 t

t

integre edilir ve 1t  için 

            0  11
t

0

1

0

1  


 dsszqtzptz nn   

bulunur. Bu durum n defa tekrar edilir ve n tek olduğu göz önüne alınırsa Tt   için 

         tzdsdsdsszqtzp n

s

 

  

   1

t s

100  ...  ... 11

1-n 1 

  

elde edilir. Burada T  yeterince büyük ve   ,max  olmak üzere 

    ,0,: Tz  sürekli ve kesin olarak azalan bir fonksiyondur. Lemma 3.6.2. 

den 

         tvdsdsdssvqtvp n

s

 

  

   1

t s

100  ...  ... 1 1

1-n 1 

  

sürekli pozitif      ,0,: Tv  çözümü vardır. Bu halde  tv  aynı zamanda 

           0  11 00   tvqtvptv
dt

d
n

n

                                  (3.225) 

nötr denklemi pozitif bir çözümdür. Teorem 6.3.1 den (10.6.20) nin karakteristik 

denklemi     0e 1 1 00   qp nn  bir reel köke sahiptir. Teorem 3.6.2 

nın ispatındaki tartışmaya benzer olarak ve  yeterince küçük olduğu göz önüne 
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alınırsa (3.212) denklemi bir pozitif çözüme sahiptir. Bu hipoteze çelişki teşkil eder 

ve ispat tamamlanır. 1n tek olmak üzere 

            0       txhtqtxtptx
dt

d
n

n

                                           (3.226) 

nötr gecikmeli diferansiyel denklemleri ele alalım. Burada 

        RRChRtCqp ,   ve0,   , ,0  , ,,  , 0                              (3.227) 

Aşağıdaki teorem Teorem 10.6.1 in kısmi olarak tersi olarak sayılır. 

 

Teorem 3.7.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.227) olsun ve 

    00 tq0  ,10 qptp                                                                    (3.228) 

ve 

 

  







  0 için          0   da ya

0için             0        ya

uuhu

uuhu




                                              (3.229) 

olacak şekilde    ve, 00 qp pozitif sabit sayıları olsun. Ayrıca  uh u ’ya göre 

azalmayan ve (3.212) denkleminin karakteristik denklemi olan 

0e e 00    qp nn                                                                      (3.230) 

denklemi bir reel köke sahip olsun. Bu halde (3.226) salınım yapmayan bir köke 

sahiptir.   uuhu  0için   0  olsun.    0için   0 uuhu  durumu 

benzer olarak ispat edilir. 0 (3.230)  in bir kökü olsun.  1,00 p olsun. Buradan 

00  olur.     t0ety  olsun. Bu halde 

           
   0limiçin    ,...,2,1,0

0 ,0 ,...,0 ,0 ,0

t

1









tyni

tytytytyty

i

nn

 

olacak şekilde 0tT   vardır.  ty  

       0 y  00   tqtypty
dt

d
n

n

                                                     (3.231) 

nötr denklemini sağlar. Bu son durum 


Tt

n defa integre edilirse 

     tydsdsdssyqtpTt n

s

 

  

   1

t s

100  ...  ...yiçin     

1-n 1 

  
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elde edilir. (3.228) ve (3.229) ten 

          tydsdsdssyhsqttpTt n

s

 

  

   1

t s

10  ...   ...y için    

1-n 1 

   

bulunur. 

Lemma 3.6.2. nin ispatında hafif bir değişiklik yaparak ve  h ’ın artan olduğu  göz 

önüne alınırsa 

          txdsdsdssxhsqttpTt n

s

 

  

   1

t s

1  ...   ... xiçin   

1-n 1 

  

sürekli pozitif bir çözüme sahiptir. Dolayısıyla aynı zamanda (3.226) denklemi 

pozitif bir çözüme sahiptir. Bu ise hipoteze terslik teşkil eder ispat tamamlanır. 

Teorem 3.7.1 ve 3.7.2 bir arada ele alınırsa (3.226) denkleminin her çözümünün 

salınımı için gerek ve yeterli şart aşağıdaki sonuçta verilir. 

 

Sonuç 3.7.1.(3.210), (3.211), (3.227) ve (3.229) 

       tqqtpptp
tt 

 limtq0  ,1lim0 00  

sağlanacak şekilde   ve , , 000 qph    pozitif sabitleri olsun.   uuh   ya göre azalmayan 

fonksiyon olsun. Bu halde (3.226) denkleminin her çözümünün salınımlı olabilmesi 

için gerek ve yeter şart (3.212) lineer denkleminin her çözümünün salınımlı olması 

için gerek ve yeter şart (3.230)’in negatif reel köklere sahip olmamasıdır. 

 

3.8.  Çift Mertebeli Denklemlerde Mukayese Teoremi 

 

           0 y  1111   ttQtytPty
dt

d
n

n

                                           (3.232) 

           0 y  2222   ttQtytPty
dt

d
n

n

                                          (3.233) 

n çift olmak üzere nötr gecikmeli diferansiyel denklemleri ele alalım. Burada, 

        RRtCQQPRtCP 212102120

1

1  , , ,   ve,,  ,, , ,,                (3.234) 

 

Teorem 3.8.1. (Györi ve Ladas, 1991)  
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(3.234) doğru olsun. 

    0    ve0sıınırlı  ,için   21210  tQtPPPtt                                            (3.235) 

 t  tt       ve0 02121  için 

   
 

 
   tQtQ

tQ

tQ
tPtP 21

22

2
221       ve 





                                            (3.236) 

  


dttQ
t

 

0

2                                                                                             (3.237) 

     da ya  0 yaiçin   10  tPtt uzunluğu 1  olan bir aralık üzerinde 01   ve 

  01 tQ dır.                                                                                               (3.238) 

Ayrıca,  (3.232) denkleminin her sınırlı çözümü salınımlı olsun. Bu halde,  (3.233) 

denkleminin her sınırlı çözümü salınımlıdır. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Çelişki oluşturabilmek için (3.233) denklemi sınırlı ve nihayetinde pozitif bir 

 ty  çözümüne sahip olsun.        22    tytPtytz . Bu halde 

         01 ,0için   ,...,2,1 


tztzni iinn                                                 

(3.239) 

   0lim için            1,...,1.0 


tzni i

t
                                                       

(3.240) gösterilebilir.  tz  nin açıkça 

    
 

 
       0  222

22

2
22 


 


 tztQtz

tQ

tQ
tPtz nn

                  (3.241) 

denklemini sağlar. (3.236) kullanılırsa ve nihayetinde 
   0tz n

 ve   0tz  olduğu 

göz önüne alınırsa (3.241) denkleminde yeterince büyük t ler için Tt   olmak üzere 

            0   2221   tztQtztPtz nn
                                            (3.242) 

elde edilir.  22 ,max  Tt için (3.239)  denklemi sağlanacak şekilde T yi 

seçelim. 


t

(3.242) integre edilirse 

            0     için    2121

1  


 dsszsQdsszsPtzTt
tt

nn   
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elde edilir. Birinci terime kısmi integral ve (3.235), (3.236) ve 
  tz i

nin monotonik 

karakteri kullanılırsa 

            0    için    111

1

1

1  


 dsszsQtztPtzTt
t

nn   

elde edilir. n  çift olmak üzere aynı muhakeme n  defa tekrar edilirse 

         tzdsdsdsszsQttPTt n

s

 

  

   1

t s

11111  ...   ...z için    

1-n 1 

  

elde edilir. Dolayısıyla Lemma 3.6.2 nin tüm hipotezleri sağlanmıştır. 

         txdsdsdsssQttPTt n

s

 

  

   1

t s

1111  ...  x... xiçin    

1-n 1 

  

yazılır ve aynı zamanda (3.232) denklemi sınırlı pozitif bir çözüme sahiptir. Bu 

durum (3.232) denkleminin her sınırlı çözümünün salınımlı oluşuna terslik teşkil 

eder. Teoremin  ispatı bitmiştir. 

 

3.9.  Çift Mertebeli NGDD için Linerize Olmuş Salınım Teoremi 

 

1n çift olmak üzere 

             0  txhtqtxgtptx
dt

d
n

n

                                       (3.243) 

ve 

                 , 0,    ve,0  ,,,  , ,,  , 0   RRChgRtCqp                (3.244) 

denklemlerini ele alalım. 

 

Teorem 3.9.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.244) doğru olsun. 

           


,0lim ,1,0inflim , 1,0suplim 000 qtqptpPtp
ttt     

(3.245) 

   
1lim  ,10için    0 

 u

ug

u

ug
u

u
                                                             (3.246) 
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 
 

1lim     ve0için    0 
 u

uh
uuhu

u
                                                            (3.247) 

ve ayrıca linerize olmuş 

       000   tyqtypty
dt

d
n

n

                                                     (3.248) 

denkleminin her sınırlı çözümü salınımlı olsun. Bu halde (3.243) denkleminin her 

sınırlı çözümü aynı zamanda salınım yapar. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Çelişki oluşturabilmek için (3.243) denklemi sınırlı salınım yapmayan bir  tx  

çözümüne sahip olsun. Ayrıca nihayetinde  tx  pozitif olsun.  tx nihayetinde negatif 

olma durumunun ispatı benzer olduğundan dolayı ele alınmayacaktır. 

            txgtptxtz . Bu halde, 

        txhtqtz n                                                                                 (3.249) 

yazılır.  tx sınırlı olduğundan  tz  de aynı zamanda sınırlıdır. (3.249) ifadesinden 

    Rltz n

t




1lim mevcuttur. 1 t yeterince büyük olmak üzere (3.249) un her iki 

tarafı 


1 t

integre edilirse         dssxhsqtzl
t

n      

1 

1 

1




    elde edilir. (3.245), 

(3.247) ve  tx  sınırlı olduğundan   0inflim 


tx
t

 elde edilir. Teorem 3.7.1 in 

ispatındakine  benzer bir argümanla 

   0limiçin    1,...,1,0 


tzni i

t
                                                               (3.250) 

                       0,0 ,0 1   tztztz nn
                                                     (3.251) 

  0lim 


tx
t

                                                                                                (3.252) 

elde edilir. (3.243) denklemi              0    txtQtxtPtx
dt

d
n

n

 

formatında yeniden yazılır ve t  yeterince büyük olmak üzere 

 
  
 

 
  
 

















tx

txh
tQ

tx

txg
tP

 

 
     ve

 

 
 

aynı zamanda       lim  veinf lim 00 qtQptP
tt




yazılır. 
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t  yeterince büyük olmak üzere   tz nin 

    
 

 
       0  


 


 tztQtz

tQ

tQ
tPtz nn                               (3.253) 

denklemini sağladığını görmek kolaydır. Aynı zamanda 

 
 

 
    inf lim 0p

tQ

tQ
tP

t













 
  00 ,min

2

1
0 qp  aralığındaki pozitif   

için (10.8.11) denkleminden              0  00   tzqtzptz nn  

elde edilir. (3.250)kullanılarak son ifade 


t

integre edilirse 

            0  
t

0

1

0

1  


 dsszqtzptz nn   

bulunur. n  çift olmak üzere bu durum n  defa tekrar edilirse 

         tzdsdsdsszqtzpTt n

s

 

  

   1

t s

100  ...  ... için       

1-n 1 

  

elde edilir. Burada T  yeterince büyük ve   ,max  olmak üzere 

    ,0,: Tz  

sürekli ve kesin olarak azalan sıfır limitine sahip bir fonksiyondur. Lemma 3.6.2 den 

         tvdsdsdssvqtvpTt n

s

 

  

   1

t s

100  ...  ...  için         

1-n 1 

  

ifadesi sürekli sınırlı, pozitif      ,0,: Tv  çözümüne sahiptir. Açıkça  tv

aynı zamanda 

           0  00   tvqtvptv
dt

d
n

n

 

nötr denkleminin  pozitif bir çözümüdür.  yeterince küçük olduğundan (3.248) 

denklemi sınırlı, salınım yapmayan bir çözüme sahiptir. Bu durum hipoteze terslik 

teşkil eder. Teorem ispatlanmıştır. n  çift olmak üzere 

            0       tyhtqtytpty
dt

d
n

n

                                           (3.254) 

ve 

            ,   ve0,  , ,0 , ,,  , 0 RRChRtCqp                             (3.255) 
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nötr gecikmeli diferansiyel denklemleri ele alalım. 

 

Teorem 3.9.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.255) doğru olsun. Bu halde 

    000 tq0   ve0için   qptptt                                                     (3.256) 

olacak şekilde        ve, 00 qp    sabitleri vardır. ve 

 

  







  0için     0  da ya

0için      0       ya

uuhu

uuhu




                                                     (3.257) 

yazılır. Ayrıca  uh  orjin civarında  azalmayan ve (3.248) denkleminin karakteristiği  

olan 

0e  00    qep nn                                                                   (3.258) 

denklemi  0,  aralığında bir köke sahip olsun. Bu halde, (3.254) denklemi sınırlı 

salınım yapmayan bir çözüme sahiptir. 

 

İspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

   uuhu  0için           0  olsun.    0için    0 uuhu  durumu 

benzer olarak ispat edilir. 0 (3.258)  denkleminin bir kökü olsun. 00 q olduğundan 

00  dır.     t0ety  olsun yeterince büyük T ler,     tyTt 0için    ve 

  Ty,0 aralığında h  azalmayandır. Açıkça 

          0 ,0 ,0 ,0 1   tytytyty nn                                                         (3.259) 

ve 

   0limiçin   ,...,2,1,0
t




tyni i
                                                                 (3.260) 

yazılır ve  ty  

       0 y  00   tqtypty
dt

d
n

n

                                                     (3.261) 

nötr denklemini sağlar. (3.260) kullanılarak (3.261) ifadesi 


Tt

n  defa integre 

edilirse        0 ...  ...yiçin   1

t s

100

1-n 1 

 

  

   n

s

dsdsdssyqtptyTt   
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elde edilir. (3.256) ve (3.257) denklemlerinden 

          tydsdsdssyhsqttpTt n

s

 

  

   1

t s

1  ...   ...y için    

1-n 1 

  

bulunur. 

Lemma 3.6.2 den 

          txdsdsdssxhsqttpTt n

s

 

  

   1

t s

1  ...   ... xiçin    

1-n 1 

  

Sürekli sınırlı pozitif  tx  çözüme sahiptir. Dolayısıyla  tx  (3.254)’nin sınırlı bir 

çözümüdür ve ispat biter. Teorem 3.9.1 ve 3.9.2 birlikte kullanılırsa (3.254) 

denkleminin her sınırlı çözümünün salınımı için gerekli ve yeterli şartı aşağıdaki 

sonuç ile vermek mümkündür. 

 

Sonuç 3.9.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.255) doğru olsun. 

       tqqtpptptt
tt 

 limtq0  ,1lim0için   000  sağlanacak 

şekilde   ,0 , 00 qp    pozitif sayıları vardır. Ayrıca, 

 
  0   ,1limiçin   0 


uuh

u

uh
u

u
 

 uh  sıfırın civarında azalmayan fonksiyon olsun. Bu halde, (3.254) denkleminin her 

sınırlı çözümünün salınımlı olabilmesi için gerek ve yeter şart (3.248) lineer 

denkleminin her sınırlı çözümünün salınımlı olmasıdır. 

 

3.10. Bazı İkinci Mertebeden Diferansiyel Denklemlerde Salınım 

 

000 0  ,  α,  tτ)p(t)y(t(t)y  

Burada, )(tp sürekli negatif olmayan bir fonksiyondur. Bu diferansiyel denklemi 

sağlayan salınımlı çözümlerinin davranışları ile ilgilenecektir . 

000 0  ,  α,  tτ)p(t)y(t(t)y                                                    (3.262) 

denklemi ile ilgili varlık ve teklik çözümleri (Halanay,1966) ele almıştır. 
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Lemma 3.10.1. (KUNG, 1971) 

 ,a  aralığı üzerinde salınımlı olmayan   ,2 Cf  olsun ve eğer 0tt  için 

ya 

a) 0)(,0)(  tftf  

ya da 

b) 0)(,0)(  tftf  

geçerliyse her negatif olmayan için 

.1
)(

)(
lim t 




tf

tf 

 

 

İspat: (KUNG, 1971) 

 ,a aralığı üzerinde f salınımlı olmamakla birlikte (a) şartını sağlasın. Eğer 

0 için ise durum açıktır. 0 olsun  sonlu olduğundan tüm 0tt 
 

için

0)( tf  olur. 10    olmak üzere 0 verilsin. Bu halde, 




1
2

1

1

N

n
n

 

sağlanacak şekilde bir N pozitif sayısı vardır. 01 2 ttt N  olacak şekilde 01 tt   

seçelim 0tt   için 0)(  tf  olduğundan f ’nin grafiği aşağıya doğru konkavdır. 

Dolayısıyla, 

)(
2

)()2(
1

11 





tf
tftf

 

yazılır. Dolayısıyla, 

)(

)2(

2

1

2

1

)(2

)2()(

)(

)(

1

1

1

11

1

1

tf

tf

tf

tftf

tf

tf  






 

)(

)4(

4

1

4

1

2

1

)(2

)4(

2

1

2

1

1

1

1

1

tf

tf

tf

tf  



  

)(

)2(

2

1

2

1
...

4

1

2

1

1

1

tf

tf n

NN


  

.1
2

1

1





N

n
N

  
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Dolayısıyla, 





 1
)(

)(
inflim

tf

tf
t

 yazılır. Şimdi 0 için limit alınırsa 

1
)(

)(
inflim 




tf

tf
t


elde edilir. Tüm 0t için 0)(  tf olduğundan, aksi halde, 

f nihayetinde negatif olacak ve dolayısıyla .1
)(

)(




tf

tf 
1

)(

)(
suplim 




tf

tf
t


ve 

1
)(

)(
lim 




tf

tf
t


 yazılır. Diğer durumumda benzer bir şekilde ifade edilir. 

 

Lemma 3.10.2. (KUNG, 1971) 

y ,(3.262) denkleminin salınım yapmayan bir çözümü ise yeterince büyük t  

ve bazı 1k sayıları için .1
)(

)( 1

t

k

ty

ty




 

 

İspat: (KUNG, 1971) 

0t  ve 0tt   olacak biçimde bir 0t sayısı seçelim öyle ki .0)( ty  Bu 

halde, 0tt   için 
)(

)(
)(

ty

ty
tv


  olsun. )(ty pozitif olarak azalan bir fonksiyondur. 0tt 

için (3.262) denklemi 10 tat  olmak üzere 
1t

a

integre edilirse 

dt
ty

tytp
dttvtvav

t

a

t

a





11

)(

)()(
)()()( 2

1


 

Dolayısıyla,   dttvav
t

a
1

)(2
 elde eldir. Buradan da,  

))(()()()( 11

2

1

221

attvatvdttv
t

a
   elde edilir. 1ta  durumu da şunu 

gerektirir. ))(()( 11

2 attvav    ve tüm at 1 için 
at

av
tv




1

1

)(
)(  yazılır. t  için 

lemma3.10.1’den 

)(

)(

)(

)(

)(

)(

ty

ty

ty

ty

ty

ty






 
 

yazılır. t ve )(t için 
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)(

)(

)(

)(
)(1

ty

ty

ty

ty
t







  

yazılır. Buradan, 

)(

)(

)(

)(
))(1(

ty

ty

ty

ty
ttt







  

= )(tvt
)(

)(

)(

)(

ty

tky

ty

ty








 
 

))(1(

)(
)(

tt

tky
ty








  

 )()()( 1ytyty   )(  ty      

))(1(

)(

))(1(

)2(

























tt

tyk

t

ty

t

k
 

ve 

))(1(

)(
)(

tt

tkyt
ty








  

elde edilir. Artan bir fonksiyon olduğu göz önüne alınırsa 

 )()()( 1ytyty   

 
))(1(

)(

))(1(

2

)(



























tt

tyk

t

ty

t

kt

ty

 

yazılır. Buradan, 

)(
)(1

1
1)( 















 ty

tt

k
ty  

dolayısıyla yeterince büyük t  için 

)/1(1

1

)(

)(

tOty

ty





 

veya 













t
O

ty

ty 1
1

)(

)( 
 

elde edilir bu ise arzu edilen amaçtır. 



3.  METARYAL VE YÖNTEM                                                                                       İDRİS BİLİR 

  72 

 

Teorem 3.10.1. (KUNG, 1971) 

Eğer 

(i) Bazı   ve  


t

t sg

ds


)(

lim  için   ,Cg  olacak şekilde bir g

fonksiyonu vardır. 

(ii) t ve  bir pozitif k ve 
t

k
tk




1
)(  olmak üzere 

)(
2

1

)(

))((

4

1
)()()(),(

2

tgds
sg

sg
spsgsyktK

t

k








 
   

olsun. Bu halde  , üzerinde (3.262) denkleminin trivial olmayan her çözümü 

salınımlıdır. 

 

İspat: (KUNG, 1971) 

  ,  üzerinde (3.262) denkleminin trivial olmayan bir çözümü salınımlı 

olmasın. Bu halde )(0 t  vardır öyle ki tüm 0tt  için 0)( ty tüm 0tt  için 

0)( ty olduğunu kabul edelim. Bu takdirde lemma 3.10.2 gereğince bir pozitif 

)(1 t  vardır. Öyle ki, tüm 1tt  için )(
)(

)(
ty

ty

ty
k


 

yazılır.  10 ,,1max ttT   ve Tt   için )(tf  ve )(
)(

)(
)( tg

ty

ty
tf


  

yazılsın 0)( tg olduğundan, 

 
)(

)(

4

1

)(

)(
)()()(

2

1
)(

)(

1
)(

22

tg

tg

ty

ty
tgtptgtf

tg
tf

















 

yazılır. 

 
 

  











 





t

T
sg

sg

sy

sy
sgspth

2
)(

4

1

)(

)(
)()(


 

olsun. Tt  için )()()( thtZtf   tanımlansın dolayısıyla 

2

)(
2

1
)(

)(

1
)( 








 tgtf

tg
tZ 0)(

2

1
)()(

)(

1
2









 tgthtZ

tg
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yazılır. Bazı c sabiti için  ),()(
2

1
)( ktKCtgth   göz önüne alınırsa (ii) den 

dolayı bir Tt 2 vardır. Öyle ki tüm 2tt  için 0)(),()(  TZktKCtZ  

yazılır. Z azalmayan olduğundan tüm 2tt  için 0)(),()(  TZktKCtZ  

ve buradan da tüm 2tt  için 

    0)(
)(

1
),()(

)(

1
)(

22
 tZ

tg
ktKCtZ

tg
tZ  

ve  
)(

1

))((

)(
2 tgtZ

tZ







elde edilir. Bu denklem 

t

t2

edilirse 







t

t
sg

ds

tZtZ
2

)()(

1

)(

1

2 
ve

















 

t

t
sg

ds

tZ
tZ

2
)()(

1
1)(




 

elde edilir. 

 


3

2

0
)()(

1

2

t

t
sg

ds

tZ 
 olmak üzere 23 tt  olduğunda Z nin sürekli olamadığı görülür. 

Böyle 3t ün varlığını (i) şartından garanti edilmektedir. Bu bir çelişkidir. Dolayısıyla 

y ,  ;  aralığı üzerinde salınımlıdır bu da arzu edilen ispattır. 

 

Not: Bayağı diferansiyel denklem olması halinde )(tk  yerine 1 alınabilir. 

 

Sonuç 3.10.1. (KUNG, 1971) 

   


t

t
dssp



)(lim  varsa denkleminin trivial olmayan her çözümü    ,

salınımlıdır. 1)( tg olsun. Bu halde, 




dsspsytkK k )()(),(  ve      1)(lim  tykt  

olduğundan teorem3.10.1’deki şart gerçekleşmiş olur ve istenilen sonuç elde edilir. 

(Myskis, 1951) ‘deki teorem yukarıdaki ifadenin bir sonucu olarak ifade edilir. 

 

Sonuç 3.10.2. (KUNG, 1971) 

Eğer 0)(inflim  tpt  ise  ,  (3.262) denkleminin trivial olmayan her 

çözümü salınımlıdır. 
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Örnek: Her Zi için tt lnln1  , tii )1(ln1ln  , 1i  olsun. Her o için if

fonksiyonlar dizisi ve buna eşlik eden ig fonksiyonlar dizisini ele alalım. 

ttt
tp

2

1

221
ln4

1

4

1
)(


 , ,ln)(1 tttg  11   

  







1

1
22

1

222

1

22
,

lnln4

1

lnln4

1

4

1 n

j nj

n
ttttttt

tp



 

ve 0,0l  nnnn   olacak biçimde tttg nn lnln. 1   teorem 3.10.1’den n=1,2,…,

  ve 0 için       0,,  tytpty n  denkleminin trivial olmayan her çözüm 

 ,n aralığı üzerinde ng dizisi kullanılmak üzere salınımlıdır. 

 

Teorem 3.10.2. (KUNG, 1971) 

 





dtttp )( olsun. Bu halde  ,  üzerinde (3.262) denkleminin trivial 

olmayan her çözümü salınımlı değildir. 

 

İspat: (KUNG, 1971) 

y  (3.262) denkleminin salınımlı ve trivial olmayan bir çözümü olsun.Bu halde 

a)  ,...,3,2,21   ntt nn   

b)  nn tlim . 

olmak üzere y ’nin kökleri olan 
1nnt  dizisini seçelim. Şimdi n>3 için ve n tek 

olmak üzere  1, nn tt aralığını ele alalım. Rolle teoreminden 0)( 
ny  olacak şekilde 

n  1, nn tt  vardır.  1,  nn tt   üzerinde 
;y sürekli olduğundan 

)(max)( tyy n
  ,  1,  nn ttt   

olacak biçimdir, n  1,  nn tt   vardır. Teorem 3.10.3 teki teklikten ve 0)(  ty

gereği göz önüne alınır y  1,  nn tt   üzerinde özdeş olarak sıfır olamaz. P ’nin 

kökleri ayrık olduğu göz önüne alınırsa 0)( 
ny  olamaz. Dolayısıyla, nn   dir. 

(3.262) denklemi eğer nn   
n

n





edilirse (eğer nn   
n

n





edilirse) 
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 
n

n

dttytpyy nn





 )()()()(  

elde edilir. Dolayısıyla, yeterince büyük n’ler için 

dttytpy
n

n  





 )()()( 
n

n

dttpty n





 )()(  

yazılır . Buradan, 1)( 
n

n

dttpt





 bulunur. Fakat   1, 1212 


 nnn  aralıklarının dizisi en 

fazla uç noktalarda sahiptir dolayısıyla N için 

 




 


Nk

k

k

dttptdttpt
!2

12

)()(





  yazılır . Bu ise bir çelişkidir. 

Not: 0p olmalıdır. 0p olması halinde eğer 





dtttp )(
 

denkleminde yerine 

yazılırsa teorem hala geçerliliğini korur. 

 

3.11. İkinci Mertebeden Bir Diferansiyel Denklemin Salınım Teoremleri 

 

0))(()()(  ttytpty                                                                           (3.263) 

  0)))((),(()()()( 


 tgytyftptytr                                                        (3.264) 

diferansiyel denklemlerin salınımı için gerekli şartlar ele alınacaktır. Buradan  ,a  

üzerinde pr,  ve fonksiyonları sürekli , 0)( tr , 0)( tp  ve mt  )(0   dir.  ,a   

üzerinde (3.263) veya (3.264) keyfi denklemlerini sağlayan çözüm keyfi büyüklükte 

sahip ise 3.1.1 denkleminin çözümü salınımlıdır. 

0)(  pyyr                                                                                            (3.265) 

denklemi ile ilgili salınım teoremi oldukça gelişmiştir.(Coles, 1968), (Waltman, 

1968) (3.263) denkleminin salınımlı davranışı (3.265) denklemininkinden oldukça 

farklıdır (Waltman, 1968). Bu fark 

0)()(  tyty  

denkleminden açıkça görülebilir ve tty sin)(   çözümdür. Diğer taraftan  ,0  

üzerinde 0)( tp  ise (3.265) denklemin trivial olmayan salınımlı çözümlere sahip 

değildir. Yani 0 ’dan farklı salınımlı çözümler yoktur. Lineer olmayan 2.mertebeden 

genel diferansiyel denklemlerin salınımı için (Gollwıtzer, 1969) ve ( Waltman, 1968)  

bakılabilir. (Coles, 1968) de ifade edilen tekliğin kullanımı için aşağıdaki lemma 

verilir. 
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Lemma 3.11.1. (Bradley, 1970) 

 Eğer her at   için 0)( tp ( )(tp sıfırdan farklı), mt  )(0   ve 

nihayetinde y  3.1.1 denkleminin pozitif bir çözümü ise tüm yeterince büyük t  için 

0)(  ty  ve k
ty

tty




)(

))(( 
 olacak şekilde bir k  pozitif sabiti vardır. Eğer )(ty

nihayetinde pozitif ise 0))((  tty   bu nedenle 0)(  ty . Bu halde aşağıya ağsıya 

doğru konkavdır. Böylece eğer 0)(  ty  ise 0)( ty  olacaktır. Bu ise varsayımla bir 

çelişki teşkil eder. Dolayısıyla, yeterince büyük t  için 0)(  ty , 0t , )( mty   nin en 

büyük kökünden büyük olsun. Bu halde 0tt   için ))(()( ttymty   ve 

)(

)(

)(

))((

ty

mty

ty

tty 



dır. Bzı 0tt   için g fonksiyonu ))(,( mtymt  noktasında 

y ye teğet olsun. Yani )())(()( mtymtsmtysg   aşağı doğru konkav ise 

)(

)(

)(

)(

)(

)(

tg

mtg

tg

mty

ty

mty 






. 

mtmty

mty
x






)(

)(
 bu halde 0)( xg  üçgenlerin benzelik özelliğinde 

tx

mtx

tg

mtg

ty

mty









 )(

)(

)(

)(

)(

 )()(

)(

mtymmty

mty




                               (3.266) 

Fakat )( mty   azalan olduğundan son terimi t için bir  pozitif limitine 

yakınsar. Dolayısıyla yeterince tüm büyük t ’ler için 










)(

)(

)(

))((

ty

mty

ty

tty
. 

 

Teorem 3.11.1. (Bradley, 1970) 

 Eğer tüm at  için 0)( tp , mt  )(0   ve 



a

dttp )(  ise  (3.263) 

denkleminin tüm çözümleri salınımlıdır. 

 

İspat: (Bradley, 1970) 

 Teorem yanlış olsun. Bu halde nihayetinde bir 0y  çözümü vardır ve 

dolayısıyla yeterince büyük 't ler için 
y

y
ztyty


 ,0)(,0)( olsun. Bu halde 

0
)(

))(()(
)()( 2 




ty

ttytp
tztz


elde edilir. 




a

dttp )(

 

olduğundan )(tp sıfıra 



3.  METARYAL VE YÖNTEM                                                                                       İDRİS BİLİR 

  77 

 

denk değildir. Lemma 3.11.1 den 0)()()( 2  tptztz  0tt   için ve yeterince 

büyük 0t için 

 

t

t

t

t

dssptzdssztz

00

0)()()()( 0

2                                                      (3.267) 

yazılır. 
t

t

dsszth

0

2)()(  olsun. Bu halde (3.267) denkleminden hh 2 .Buradan 

yeterince büyük t ’ler için  
)(

1

)(

1

)(

1

00

0
ththth

tt   elde edilir. Bu çelişkidir 

dolayısıyla tüm çözümler keyfi büyüklüklere sahiptir. 

(3.264) denkleminin belli şartlarda çözümlere sahip olduğu ve bu şartlar

 ttptr ,0)(,1)( için )(tg , y ve w ile aynı işaretlere sahip olduğunda 

),( wyf aynı işarete sahip ve ),( wyf  y ve w  ye göre azalmayan bir fonksiyondur 

(Paul, Waltman, 1968). Burada yukarıdaki şartlara benzer olarak 

i) t için )(tg  

ii) Eğer y ve w  aynı işaretlere sahip ise ),( wyf  de aynı işaretlere sahip 

iii) y ve w  0 dan farklı olduğundan ),( wyf nun sınırı sıfırdan farklıdır           

0),( wyf . 

 

Not: Eğer f sürekli ve ii. varsa iii. şartı gerçekleşir veya eğer f y ve w  ye göre 

azalmayan bir fonksiyon ise iii. şartı gerçekleşir. 

r sabit olmamak şartı ile aşağıdaki lemmayı ele alalım. 

Lemma 3.11.2 (Bradley, 1970) 

 Eğer 0)( tp  ( )(tp sıfıra denk değil) 0)( tr , 











a

dt
tr )(

1
, 

(i) –(iii) şartları geçerli ve nihayetinde (3.264) denkleminin pozitif (negatif) bir 

çözümü ise tüm büyük t ’ler için 0)(  ty  ( 0)(  ty ) olur. 

 

İspat: (Bradley, 1970) 

 Yeterince büyük t ’ler için eğer 0)( ty  ve lemma yanlış ise bir 0t noktası 

var öyle ki bu 0t noktası )(ty ’ nin son sıfırından büyük ve aynı zamanda ))(( tgy nin 

son sıfırından da büyük olur. Öyle ki 0)(  ty  0tt  için 
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  0)))((),(()()()( 


 tgytyftptytr  ve dolayısıyla )()()()( 00 tytrtytr   oluşur 

)(tr ye bölünüp 
t

t0

edilir ve t ise )(ty ’nin nihayetinde negatif olduğu görülür. 

Bu ise hipotezle çelişir. Yeterince büyük t ’ler için 0)( ty  olması hali de benzer 

olarak ele alınır. 

 

Teorem3.11.2. (Bradley, 1970) 

Eğer 0)( tp , 0)( tr , 



a

dttp )( , 



a

dt
tr )(

1
ve (i)-(iii) şartları 

sağlanırsa  ,a üzerinde (3.264) denkleminin herhangi bir çözümü salınımlıdır. 

 

İspat: (Bradley, 1970) 

 Tüm büyük t ’ler için  ,a  üzerinde 0)(  ty dır. Böylece y azalmayan bir 

fonksiyondur.(i)-(iii) şartlarından tüm yeterince büyük t ’ler için 

)))((),(( rgytgfk   sağlayacak şekilde bir 0k sabiti vardır. Sonuç olarak 0t

yeterince büyük ve 0tt  için   0)()()( 


 ktptytr  eşitsizliği integre edilirse 

 
t

t

dsspktytrtytr

0

0)()()()()( 00
                                                       (3.268) 

elde edilir. Fakat t için  

t

t

dsspk

0

)( olduğundan )(ty nin nihayetinde 

negatif olduğu görülür. Bu ise lemma2 ile çelişki oluşturur. Benze bir tartışma 

yeterince büyük t ’ler için 0)(  ty durumu benzer olarak ele alınır(veya büyük t ’ler 

için 0)( ty  olması hali benzer olarak ele alınır). 

 

3.11.1. Sınırlılık ve salınımın olmaması hali 

 

Teorem 3.11.1.1. (Bradley, 1970) 

 Eğer ),( a  üzerinde (i)-(iii) doğru , 0)( tp  ve y ’ (3.264) denkleminin 

salınım yapmayan bir çözümü olsun. Bu halde negatif olmayan 1k  ve 2k sayıları 

vardır öyle ki ds
sr

kkty

t

t

 









0
)(

1
)( 21 sağlanır, özel olarak 




a

ds
sr )(

1
varsa 

),( a üzerinde tüm çözümler salınımlıdır veya sınırlıdır. 
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İspat: (Bradley, 1970) 

  Yeterince tüm büyük t ’ler için y (3.264) denkleminin salınım yapmayan 

nihayetinde pozitif bir çözümü olsun. Bu halde, 0)()(  tyr oluşur. Gerekli işlemler 

sonucunda 

t

t

ds
sr

tytrtyty

0
)(

1
)()()()(0 000 elde edilir. Eğer )( 01 tyk  ,

)()( 002 tytrk   olarak alınırsa ispat biter. Tüm büyük t ’ler için 0y ise 



t

t

ds
sr

tytrtyty

0

.
)(

1
)()()()( 000  

Eşitsizliği elde edilir. Buradan da, 



t

t

ds
sr

tytrtytyty

0
)(

1
)()()()()(0 00  elde edilir. 

Teorem 3.11.1.2. (Bradley, 1970) 

0)( tp ve p , , mt  )(0  olmak üzere sürekli fonksiyonlar olsun. Ayrıca 

1 olsun. Bu halde 





a

dsssp )(                                                                                              (3.269) 

şartı 

0)(sgn))(())(()()(  tyttyttytpty


                                     (3.270) 

Denkleminin tüm çözümleri salınımı için yeterlidir. 

 

İspat: (Bradley, 1970) 

 1 ise sonuç Gollwitzer (Gollwitzer, 1969) tarafından geliştirildi. 1 ise 

salınım için (3.269) denkleminin gerekliliği 1 durumu ile aynıdır. Yeterliliğin 

ispatı için az bir değişiklik gereklidir. Eğer tüm yeterince büyük t ’ler için 0)( ty  

ve y sınırlı bir çözüm ise ct   için 0)(,0)(,0)(  tytyty gerçekleşir dolaysıyla 

ct  için ))(()( ttymty  oluşur.(8) denklemi  
))(( tty

t


 ile çarpılıp integre 

edilirse 

 


t

c

t

c

dssspds
msy

sys
)(

)(

))((
                                                                        (3.271) 
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denklemi elde edilir. )()( symsy  gerçeği ile birlikte kısmi integralden    (3.271) 

denklemi 

    

t

c

t

c

t

c

t

c dssspdsmsymsysmsymsyssy )()(/)()(ln)(/)( 2

       

(3.272)  

biçiminde yazılır. y sınırlı olduğundan (3.272) denkleminin sol tarafı alttan sınırlı 

iken sağ tarafı   gider. Bu çelişki ispatı tamamlar. Gecikme olmaksızın (3.270) 

tipindeki denklemler (Gollwıtzer, 1969) ve (Kıguradze, 1962) çalışıldı. (Gollwıtzer, 

1969)’da 10   olması halinde lineer olmayan gecikmeli diferansiyel denklemi 

aynı zamanda çalışıldı. Burada elde edilen sonuçlar (Heidel, 1969) ile benzerdir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4.  ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA                                                          İDRİS BİLİR 

 

82 

 

4. ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA 

 

 

Ülkemizde bu yönde çalışmak isteyenler için Türkçe kaynak 

bulunmadığından bu tezdeki gecikmeli diferansiyel denklemlerde salınım teorisi ile 

ilgili literatürde bilinen kaynaklar irdelenerek Türkçe’ ye çevrilmiştir.  

 

Salınım teorisi son yıllarda oldukça ilgi görmüştür. Dolayısıyla, bu tezin 

gecikmeli diferansiyel denklemlerde salınımla ilgili çalışmak isteyenler için iyi bir 

katalog oluşturacağı kanaatine varılmıştır. 

 

Ayrıca, bu tezde ele alınmış üçüncü mertebeden gecikmeli diferansiyel 

denklemlerin salınımının analizi yapılmıştır. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

 

Sonuç olarak bu tezde pratikte modellemesi yapılan gecikmeli diferansiyel 

denklemlerde salınımla ilgili problemler ele alınmamıştır. Sadece literatürde son 

zamanda çalışılmış bilimsel birkaç makale irdelenmiştir. 

 

Ayrıca, bu tezde konu içeriğinin geniş olmasından dolayı örneklendirmeler 

istenen seviyede olmamıştır. 
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