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TESEKKUR

Hazirladigim bu tezin her asamasinda degerli bilgi ve deneyimlerinden yararlandigim, bana her
zaman her konuda yol gosteren ve yardimci olan, ¢ok degerli hocam Dog¢. Dr. Tanfer
TANRIVERDI ye; bu giinlere gelmemde maddi, manevi higbir fedakarliktan cekinmeyen basta esime,
aileme ve tezi yazmamda yardimct olan dostlarima sonsuz tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica, tezimin

jiirisinde bulunan ve katki sunan hocalarima siikranlarimi sunarim



1. GIRIS iDRIS BIiLiR

1. GIRIS

Bu tezde, ikinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemlerle ilgili bilinen
sonuglar hakkinda detayli bir tarama yapilacaktir. Ayrica, pratikte belli karsilig1 olan
ikinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemler irdelenecektir. Diferansiyel
denklemler teorisi dogada ger¢ek hayat problemlerini formiile eden en temel
enstriimanlardan biridir. Ayni1 zamanda, mekanik, fizik ve diger sosyal bilimlerde de
yaygin bir kullanima sahiptir. Uygulamalarin ¢ogunda ele alinan bir sistemin
nedensellik ilkesi tarafindan yonetildigi kabul edilir veya diisiiniiliir. Yani, sistemin
geemise bagli konumuyla degil de sadece su anki konumu tarafindan idare edildigi
diisiiniiliir. Ayn1 zamanda, sistem konumun degisim oram1 ve konumu igeren bir
denklem tarafindan idare ediliyorsa sistemin modellemesi genellikle ya bayagi
diferansiyel denklemler ya da kismi diferansiyel denklemler ile ifade edilir. Buna
ragmen, detayl bir irdeleme yapildiginda nedensellik ilkesinin sadece mevcut konum
icin dogru bir yaklasim oldugu ve genelde uygulamalarin ¢ogunda dogru olmadigi
diisiiniiliir. Bunun yerine daha realist olan ve sistemin gegmisteki konumunu igeren
modellemeler yapilir. Sistemin ge¢misteki konumunu gormemezlikten gelmek
sistemin modellemesini anlamsiz kilabilir. Bu modellemeleri analitik ve kalitatif
olarak irdeleyen ve diferansiyel denklemlerin alt dallar1 olan gecikmeli diferansiyel
denklemler, nétr gecikmeli diferansiyel denklemler ve fark diferansiyel
denklemleridir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Diferansiyel denklemler teorisi dogada gergek hayat problemlerini formiile
eden en temel enstriimanlardan biridir. Ayn1 zamanda, mekanik, fizik ve diger sosyal
bilimlerde de yaygin bir kullanima sahiptir. Uygulamalarin ¢ogunda ele alinan bir
sistemin nedensellik ilkesi tarafindan yonetildigi kabul edilir veya diisiiniiliir. Yani,
sistemin ge¢mise bagli konumuyla degil de sadece su anki konumu tarafindan idare
edildigi diisiiniiliir. Ayni zamanda, sistem konumun degisim orani ve konumu igeren
bir denklem tarafindan idare ediliyorsa sistemin modellemesi genellikle ya bayagi
diferansiyel denklemler (BDD) ya da kismi diferansiyel denklemler (KDD) ile ifade
edilir. Buna ragmen, detayli bir irdeleme yapildiginda nedensellik ilkesinin sadece
mevcut konum i¢in dogru bir yaklasim oldugu ve genelde uygulamalarin ¢ogunda
dogru olmadigr diisiiniiliir. Bunun yerine daha realist olan ve sistemin ge¢misteki
konumunu iceren modellemeler yapilir. Sistemin ge¢misteki konumunu
gormemezlikten gelmek sistemin modellemesini anlamsiz  kilabilir. Bu
modellemeleri analitik ve Kalitatif olarak irdeleyen ve diferansiyel denklemlerin alt
dallar1 olan gecikmeli diferansiyel denklemler (GDD), nétr gecikmeli diferansiyel
denklemler (GDD) ve fark diferansiyel denklemleridir (FDD). GDD, FDD ve
NGDD ilk olarak 18. yiizyilda Volterra, Bernoulli, Laplace ve Condorcet tarafindan
ele alindi. Gegmisten gliniimiize Sistematik olarak arastirmacilarin konuya olan ilgisi
giderek artmakta ve hali hazirda bu konu hizli bir gelisim gostermektedir. Konuya
ilgi gittikce artmaktadir. Bu konuda, yayimlanmis bircok bilimsel kitap ve makale
bulunmaktadir. Bu tip denklemlerin yaygin kullanim alanlar1 kontrol teorisi,
matematiksel biyoloji, matematiksel ekonomi, sistemler teorisi ve klasik analizdir.
Ik olarak, Volterra Predator-Prey modellerinde ve viskoelastisite problemlerinde
gecikme parametresini kullanan ilk arastirmacilardandir. iletisim zamanini ignore
etmeyen (goz ardi etmeksizin) basit geri doniisiimlii kontrol sistemlerinde modern
zamanlarin ilk aragtirmacis1t Minorsky

X'(t) = F(t, x(t), x(t —r)) (2.1)
denklemini caligmistir. Bunun yaninda, Minorsky geminin stabilite ve karigim
problemlerinde geri donilisiim mekanizmasinda gecikme parametresinin Onemine
actkca vurgu yapmustir. Kontrol teorisine olan ilgiyle beraber gecikme
parametresinin FDD lere olan katkisini ifade etmek gerekir. Mishkis gecikmeli lineer
diferansiyel denklemler ilgili genel teoriyi takdim eden ilklerdendir. Ayrica,
Bellman ve Danskin ¢esitli denklemlerin uygulamalarinda, 6rnegin biyoloji ve
ekonomi de ge¢cmis hafizanin (sistemin ge¢gmisteki konumu) dnemine vurgu yaptilar.
Ayni zamanda, ¢ok iyi organize edilmis sabit katsayil1 diferansiyel denklemler teorisi
ve stabilite teorisinin baslangi¢larini1 takdim ettiler. Stabilite teorisine katkilar1 olan
diger arastirmacilar Cooke ve Liapunov’dir. Kayipsiz transmisyon (iletim) hatlarinda
( Kayipsiz iletim sistemlerinde) «,  ve u sabit olmak ilizere
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V(Ht)=av'(t—r)— () —afw(t—r)+ F(v(t),v(t—r)). (2.2)
Ikinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemlerde salinimu ile ilgili gerekli
literatiire vurgu yapilacaktir. Bu denklemler;

X" (t) = F(t, x(t),x(t—r)) (2.3)
ve

X"(t) = F(t, x(t), X'(t), X(t = ), X'(t —r)) (2.4)

Bunun yaninda, baska bir tiirle rekabet halinde olan veya bagska bir tiirle kompetitif
halde olan bir bakteri populasyonunun biiyiimesini irdeleyen

X"(t)+a(t) | x@®) " son x(t) =e(t), t>t,>1 (2.5)
ve t >0 olmak lizere

(p(1)x(1))"+a(t)x(t) + iqi (®) [ x(1) [ sgn x(t) = e(t),

gibi benzer problemlerdeki salinim ele alinacaktir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Karakteristik Denklem ve Pozitif Coziimler

A+ pe’n=0 (3.1)
i=1
denklemi
X'(t)+D p x(t-t)=0, t, <t<T (3.2)

i=1

otonom gecikmeli diferansiyel denkleminin karakteristik denklemi oldugu
bilinmektedir.

3.1.1. Karakteristik denklemin genellestirilmis hali

X'(t) + Z p,®)x(t-7(t)=0, t, <t<T (3.3)

otonom olmayan lineer gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalim. Burada,

ty<T <o vei=123..n, p,eC[[t,,T)R]ve 1, eC[[t,, T\R*| (34)

ty=min{ inf {t—z; ()} (3.5)

1<i<nlt<t<T

olsun. (3.4) denkleminin baslangi¢ deger sarti
x(t)=g(t), t,<t<t, ile pcC[[t,.t,].R] (3.6)

ile verilir. (3.3) ve (3.6) baslangi¢c deger probleminin tek ¢oziimii t, <t <T aralig
boyunca mevcut ve x(¢)(t) ile gosterilir.

Her te[t,,T) ve i=12,...,n igin
h,(t)= min{t,,t —7,(t)} ve H,(t)=max{t,,t—,(t)} 3.7)

olsun. (3.3) denkleminin genellestirilmis karakteristik denklemine karsilik gelen
integral denklemi
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i=1 ¢(to) H(t)

ile verilir. Burada (3.3) denkleminin varligi arastirilacaktir. (3.3) denkleminin
katsayilar1 ve gecikmeleri sabit ise (3.3) denklemi lineer otonom gecikmeli denklem
olan

o)+ 3 p (W) o [_ j.a(s)dsJ ot <t<T (39)

X(t)+> p x(t—7;)=0 (3.9)
i=1
denklemine indirgeniyor. Bu denkleme karsilik gelen karakteristik denklem
A+) pe’t =0 (3.10)
i=1

ile verilir. (3.9) denkleminde t yeterince biiylik oldugunda (3.8) denklemi
n t
alt)+>. p; exp( - ja(s)ds J =0 (3.11)
i=1 t—7;

denklemine indirgenir. Eger a(t) = A bigimindeki ¢6ziimleri arastirilacak ise (3.11)
denklemi tam olarak (3.10) denklemini verir.

Teorem 3.1.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.4) dogru ve @(t,)>0 olmak iizere geC[[t,,t,J R] olsun. Bu halde,
asagidaki ifadeler denktir.

(@ t, <t<T araligt lizerinde (3.3) ve (3.6) baslangic deger probleminin
¢Oziimii pozitiftir.

(b) t, <t<T araligi iizerinde (3.8) genellestirilmis karakteristik denklem
stirekli bir ¢oziime sahiptir.

) ph)<rt), t, <t<T, (3.12)
saglanacak sekilde 3,7 €C[[t,,T),R] yine

A)<st)<p(t), t, <t<T, (3.13)
saglanacak sekilde B ve y arasinda bir § € C[[t,,T), R ] olsun. Bu halde,

B)<(S8)[t) <), t, <t <T, (3.14)

esitsizligi gecerlidir. Burada,
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Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

@ =(b): x(t)=x(¢)(t), (3.3) ve (3.6) baslangi¢ deger probleminin bir
¢6ziimii olsun. Hipotezden t, <t <T igin x(t)> 0. Simdi de

a’(t):&, t, <t<T (3.15)

x(t)

tarafindan tammlanan «(t) nin t, <t<T araligi iizerinde (3.8) mn bir ¢oziimii
oldugunu ispatlayalim. Gergekten, (3.15) ifadesinden

(t) = ¢(t0)exp[ja(s)ds], (<t<T (3.16)
ve boylece
X(H‘(t))=exp p Jt.a(s)ds L, <t<T vei=12..,n (3.17)
X(t) Hi (1)

elde edilir. (3.3) denkleminin her iki tarafi x(t) ile béliniir ve (3.15) ve (3.17)
kullanilirsa

= X(H

a(t)+ip.() (t( T('tt))) { j ()dsJ—O t, <t<T

elde edilir. a(t) nin (3.8) ifadesinin bir ¢6ziimii oldugunu géstermek igin

X(t-7(t) _ g(hi(t))

i=12..,nvet,<t<T i¢in =

X(Hi(t)  ¢lt)

oldugunu gostermek yeterlidir. Bunu yapabilmek i¢in eger t —7; (t) >1, ise h, (t) =1,

ve H,(t)=t—1,(t) oldugu goriilebilir. Bylece

X(t-7 1) _ x(Hi(t) _, _4lt) _ g(hi(t))
X(Hit)  x(Hit) — ¢lt) 4lt)

elde edilir. Diger taraftan, eger t —7; (t) <t, ise h, (t) =t—-1, (t) ve H, (t) =t, veyine
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X(t-7(t) _ b (1) _ #(h (1)
X(Hit)  xt)  ¢lto)

elde edilir. Bu ise (a) nin (b) yi gerektirdiginin ispatidir.

(b)=(c): Eger a( ) (3.8) nin bir ¢oziimii ise t, <t <T igin ,B( )E (t) = a(t)
dir ve ispat agiktir. Ciinkii, (3.8) dan aft)=(S a)(t).

(c) = (a) : Ilk olarak (c) hipotezi altinda (3.8) denkleminin t, <t <T iizerinde

siirekli bir a(t) ¢oziimii oldugunu ve ikinci olarak

(1), t, <t<t,

t

x(t)= ¢(t0)exp[ja(s)ds} t, <t<T

)

(3.18)

nin (3.3) ve (3.6) baslangigc deger probleminin pozitif bir ¢6ziimii oldugunu
gostermek gerekir.(3.8) denkleminin siirekli bir ¢6ziimi ardisik yaklasiklar
yontemiyle insa edilecektir. Burada, o, €C [[tO,T), R] olmak tizere

pt)<a, <oft), t, <t<T (3.19)

o, (t)=(Sa)t), t, <t<T ve k=0,1,... (3.20)
saglansin. (3.14) hipotezi ve timevarim kullamlirsa tim k =1, 2,... igin

pt)< e, t)<o(t), t, <t<T (3.21)

elde edilir ve agikca @, €C[[t,,T), R ].Simdi de { &, (t) } fonksiyon dizisinin [t,,T)
araliginin kompakt bir alt aralif1 olan [tO,Tl] tizerinde diizgiin yakinsak oldugunu

gorelim.

L= max_{max{| At)],| 7(t)| }};

to<t<T,

n

M = max
tostst

L=l

N =M e"(""%) olsun. Bu halde, (3.21) dan max_| e, (t)|<L olur. Tim
<t <T,

i=0,12,..,n, k=012,... vet, <t<T, icin ara deger teoremi kullanilirsa

oo - [0 om0 [l 00l

i(t) H;(t) H; (t)
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t

t
elde edilir. Burada, s, ;(t I a,(s)ds ve I a,,(s)ds arasindadir. Boylece
Hi(t) Hi(t)

H,(t)>t, oldugundan ‘ . (t ‘ L(T,—t,) ve

o[- fptf el ]

elde edilir. Sonug olarak, tim k =0,1,2,... ve t, <t <T, i¢in

t

gt J | o (s)-a4(5) |ds

f

)= O] [ | (5)- ()]s 3.22)

)

k
Tiimevarimdan k =0,1,2,... ve ty <t <T, i¢in | ., (t)— e, (t)[< 2 LW

dir. (Finizio ve Ladas, 1982). Weierstrass M —testinden i[am(t)—ak(t)] serisi

k=0
t, <t<T, arahg lzerinde diizgiin yakinsaktir. Bu sebeple, t,<t<T,

>z [4(0)-a,(0)]

dizisi diizgiin yakinsak ve boylece

alt)= lim oz, (t) (3.23)

limit fonksiyonu siireklidir. Diizgiin yakinsakliktan dolayi, t, <t <T, i¢in

alt)=lima _|m n (t))e | 5)ds
(t) fim alt)=] { .Zl“p' #(t,) Xp( H.I(t) )¢ J}

n h; (t t

- %0 00 exp{— ) a<s>ds}

[tO,Tl] arahiginda «(t), (3.8) nin bir ¢oziimiidir. T,, [tO,T) araliginda sabit bir
nokta oldugunda (3.23) tarafindan tanimlanan a(t), t, <t <T tizerinde (3.8) nin bir
¢Oziimiidiir. Sonug olarak, (3.18) tarafindan tanimlanan X(t) nin (3.3) ve (3.6)
baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii oldugunu gostermek yeterlidir. Acikea, X(t)
, t, St<T fizerinde pozitiftir. (a) = (b) ifadesine benzer bir argiiman kullanilirsa
t, <t<T,
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olup teorem ispatlanmis oldu.

Sonug¢ 3.1.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

¢(t0)> 0 olmak tizere (3.4) saglansin. Bu halde, t, <t<T iizerinde (3.3) ve
(3.6) baslangi¢ deger probleminin bir X(¢)(t) ¢oziimii pozitif olmasi i¢in gerek ve
yeter sart t, <t<T i¢in

x(@)(t) = 4(t, ) exp Ua(s)ds] (3.24)

)

olmasidir. Burada, a(t), (3.8) nin siirekli bir ¢dziimiidiir. Ustelik, (3.12) saglanacak
sekilde bir 8, ¥ € C[[t,, T), R] ve herhangi bir & € C[[t,,T), R] varsa (3.13), (3.14)
gerektirir. Bu halde, (3.8) min «aft) ve X(¢) (t) coziimleri sirasiyla asagidaki
esitsizlikleri saglar. t, <t <T i¢in

Bt)<alt)<y () (3.25)

ve

o) [Ms)dsj X@))<t,) o Uﬂs)ds} 226

to to

Not 3.1.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

#(t,)>0 olmak iizere her peC[lt,,T)R] icin (3.8) denklemi t, <t<T
aralig1 lizerinde en fazla bir ¢oziime sahiptir. Bu dogrudur ¢ilinkii (3.8) nin farklr iki
¢oziimii (3.3) ve (3.6) baslangi¢ deger probleminin pozitif iki ¢6ziimiiniin varligina
tekabiil eder bu ise miimkiin degildir. Eger (3.3) ve (3.6) baslangi¢ deger problemi
t, St<T aralign tzerinde X(¢) (t) pozitif ¢6ziimiine sahipse (3.8) aymi aralik
tizerinde tam olarak siirekli bir ¢dziime sahiptir.
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Not 3.1.1.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

i=12,..,n i¢in T =00 ve lim(t—z,(t))=co olsun. Bu halde, yeterince biiyiik

t—o0

tlerve i=12,..,n icin h(t)=t, ve H,(t)=t—1,(t) ise (3.8) denklemi

)+ 3 p ) [_ _j(a(s)dsj “o

t)

denklemine indirgenir.

Sonug 3.1.1.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
i=12,..,n, p, eC[[ty, @) R], 7, eC[[t,,0) R*], t>1, ve

n

lim(t — 7, (t)) = o icin X'(t)+> p, (t)x(t -7, (t))=0

t—o0 Y

gecikmeli diferansiyel denklemi nihayetinde pozitif bir ¢éziime sahip olsun. Bu
halde, t, >t, ve a €C [[t_l,oo), R] vardir ve burada

t, = min iinf_ ft—r, (t)}} olmak iizere t > t; igin

1<i<n \t>f

a(t)+2l: o, (t)exp [_ ja(s)dsJ _o (3.27)

7i(t)

denklemi saglanir.

3.2. Pozitif Coziimlerde Diferansiyel Esitsizlikler ve Karsilastirma

t, <t<T igin y'(t)+ iqi(t )y(t—7,(t)=0, (3.28)
i=1
gecikmeli diferansiyel denkleminin ve
X(t)+ > py () x(t - 7,(t) <0 (3.29)
i=1
ve

2'(t)+ > r(t)z(t -7, (t)=0 (3.30)

i=1

esitsizliklerinin pozitif ¢ozlimleri i¢in ilgili sonuglar karsilastirilacaktir. Burada,

10



3. METARYAL VE YONTEM iDRIS BILiR

i=12,.,nic¢in p,,q;.r.7 eC|t,, T).R*], (3.31)
yukaridaki denklem ve esitsizlikler i¢in baslangigtaki aralik
t, =min{inf {t—z(t)} (3.32)

I<i<n \to<t<T

olmak tlizere t  <t<t,.

3.2.1. Salinim teorisi

Lineer olmayan

X’(t)"' Z p; f; (X(t -7 )) =0 (3.33)
i=1
gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalim. Burada, i =1, 2,...,n igin
p, €(0,x), 7, €[0,0) ve f, eC[R,R] (3.34)
ve
u=0igin u f,(u)>0. (3.35)
f asagidaki sartlar1 saglar.
(H) i=12,...,n igin Iirrginf @ >1 (3.36)
.t
(Hp) i=12,..,n igin |Iﬂgﬂ:1 (3.37)
u—>0
(Hs) bir 6 pozitif sabiti vardir 6yle ki i=1,2,...,n i¢in
ya

0<u<digin f(u)<uyada —5<u<0 igin f,(u)>u (3.38)

(3.36) veya (3.37) sagladiginda (3.33) denkleminin linerize olmus sekli
y'()+ 2P yt-z,)=0 (3.39)
i=1

ile verilir.

11



3. METARYAL VE YONTEM iDRIS BILiR

Teorem 3.2.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.34), (3.35), (3.36) dogru ve linerize olmus (3.39) denkleminin her ¢oziimii
salmimli olsun. Bu halde, (3.33) denkleminin de her ¢oziimii ayn1 zamanda
saliimlidir.

Teorem 3.2.1.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.34), (3.35), (3.38) dogru ve (3.33) denkleminin her ¢6zliimii salinimli olsun.
Bu halde, linerize olmus (3.39) denkleminin her ¢6ziimii ayn1 zamanda salinimlidir.

Sonug 3.2.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.34), (3.35), (3.37) ve (3.38) dogru olsun. Bu halde, (3.33) denkleminin her
¢Oziimiiniin salinimli olmasi igin gerek ve yeter sart, (3.39) denkleminin her
¢Oziimiiniin saliniml1 olmasidir.

Lemma 3.2.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

n>1ve (3.34) ve (3.35) sartlar1 dogru olsun. Bu halde, (3.33) denkleminin
salinim yapmayan her ¢6ziimii t — oo i¢in sifira gider.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

X(t), (3.33) denkleminin salinim yapmayan bir ¢Oziimii ve ayrica X(t)
nihayetinde pozitif olsun. x(t) nin nihayetinde negatif olma durumu benzer

oldugundan ele alinmayacaktir. Bu halde, x/(t)= —Zn: p, f,(x(t—7,))<0 ve
i=1

L=1lim X(t) mevcut negatif olmayan bir sayidir.

t—>ow

Simdi  de L=0 oldugunu  gorelim.  Aksi  halde, L>0 ve
!im [X(t)]=- Z p, f(L)<0. Bu ise !im X(t)=—oco oldugunu gerektirir. Bu bir
—>00 i1 —>0

celiskidir. Ispat biter.
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3. METARYAL VE YONTEM iDRIS BILiR

Teorem 3.2.1.1. in Ispati: (Gyori ve Ladas, 1991)Celiski olusturmak igin (3.33)
denkleminin salinim yapmayan bir X(t) ¢OzUmi var ve X(t) nihayetinde pozitif bir

¢oziim olsun. X(t) nin nihayetinde negatif olma hali benzer oldugundan ispat
edilmeyecektir.

Lemma 3.2.1.1 den !imx(t):o. Bu halde, (3.36) ten i=12..,n igin
|iminfw

t—>o Xt_z-l

>1 yazilir. £ (0,1) olsun. Her i=1,2,...,n ve

t>T igin x(t—7,)>0 ve f(x(t—7))>@1-¢&)x(t-7,)
olacak sekilde bir T, vardir. Bu halde, (3.3) denkleminden

n

t>T, igin X'(t)+ Z(l—g) p, x(t—7,)<0

i=1

yazilir. Asagidaki notta belirtilen teoremden (3.39) denklemi pozitif bir ¢éziime
sahiptir. Bu ise (3.39) denkleminin her ¢6ziimiiniin salimimli olduguna ¢eliski teskil
eder.

Not: Teorem (Gyori ve Ladas, 1991)

1=12,..,n i¢cin p, €(0,0) ve z e[O, oo) olsun. Bu halde asagidaki ifadeler
denktir.

a) t=>0igin X'(t)+ Z p;X(t —7;) =0 gecikmeli diferansiyel denklemi pozitif bir
i=1
¢Ozilime sahiptir.

b) A+ z p.e ™" =0 karakteristik denklemi bir reel koke sahiptir.

i=1
n
c) t=>0igin y'(t)+ Z p;Y(t—7,) <0 gecikmeli diferansiyel esitsizligi pozitif bir
=
¢ozlime sahiptir.
d) Bir g, e(0))aralign vardir oyleki Vee[0,g] aralig igin

z'(t)+2(1—g) p;z(t—7,)=0,t>0 gecikmeli diferansiyel denklemi pozitif

i=1
bir ¢dziime sahiptir.
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3. METARYAL VE YONTEM iDRIS BILiR

Teorem 3.2.1.2. nin Ispati: (Gyéri ve Ladas, 1991)

i=12,..nve 0<u</¢ icin fi(u)S U olmak iizere (3.38) dogru olsun. —6 <u<0

ve i=12..n icin f-(u)ZU durumunun ispati benzer oldugundan ele

alinmayacaktir.

Celigki olusturabilmek igin (3.39) denklemi nihayetinde y(t) pozitif
¢Ozlimiine sahip olsun. Acikea, !im y(t):0 Ve 7 =maxr, olmak tizere

1<i<n

t,—r<t<t, icin 0<y(t)<d olacak sekilde bir t, vardirr. t,—z<t<t, icin
baslangic fonksiyonu, Y(t) ye esit alinmak iizere (3.33) denklemi t, mn sag

komsulugunda bir X(t) ¢dziimiine sahiptir.Ispatin tamamlanmasi icin,
y(t)< x(t)<o (3.40)

saglanacak sekilde bir X(t) nin varligim gostermek yeterlidir. Tiim t >t, igin X(t)
mevcut ve pozitiftir. Bu durum, (3.33) denkleminin her ¢6ziimiiniin salinimli olusuna
terslik teskil eder. 0 < x(t) < & olacak sekilde x(t) oldugu siirece

(0= b ft )2 - pixlt )

vardir ve boylece

Not 2 : Teorem : (Gyori ve Ladas, 1991)

i=12..,n i¢in p,qrK,7 eC[[tO,T), R+] dogru ve t,<t<tigin
p; (t) > q;(t) > r,(t) olsun. Ayrica X(t), y(t)ve z(t) sirasiyla t, <t <tigin

YO+ e 057, 0) =0.X0) + 3 pOX(t-7,1) <Ove

z(t) + Z I (t).z(t — 7, (t)) < 0 denklemlerinin siirekli ¢6ziimii olsun. Oyleki

i=1

X0 . YO 20
()~ v~ 2t)

Bu halde t,<t<ti¢in Xx(t)<y(t)<z(t,)olur. Not 2’de belirtilen teoremden
y(t) < x(t) dir. (3.33) denkleminde x(t) mevcut ve pozitif ise kesin olarak azalandir.
Boylece, tim t >t; icin (3.40) dogru olur ve ispat biter.

X() > 0, x(t,) < y(t,) < z(t,), >0,t, <t<t,dr.
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3. METARYAL VE YONTEM iDRIS BILiR

3.3. Notr Diferansiyel Denklemde Salinim

d

a[ y(t)+ Pyt -7) ]+Q(t)y(t-7)=0 (3.41)

ifadesine 1.mertebeden notr diferansiyel denklem denir. Burada
P,Q €[(t,, )R] ve 7,0 €[0,) (3.42)

En yiiksek mertebeli tiirevi hem gecikmeli hem de gecikmesiz bulunur. Yani (3.42)
1. Dereceden nétr diferansiyel dnekleminde bilinmeyen y'(t) ve Y'(t—z) terimleri

icermektedir.Y = max{r,o-} ve t >t olsun,r[tl,oo) tizerinde (3.41) denkleminden
kasit (3.41) saglanmak ilizere Yy e C[[t1 -, oo), R]éyleki Y (t) + P(t).y(t — o) stirekli
diferansiyel olmasidir. t >t baslangi¢ noktasi ve¢ e C[['[1 — y,tl), R] baslangi¢
fonksiyonu verilsin. [t,, o) iizerinde y(t) = #(t) icin

t—y<t<t (3.43)
1 1

Baslangi¢ sartin1 saglayacak (3.41) denkleminin her ¢oziimiiniin salintili
olmasindan kasit; her t; >t;, baslangic noktasi ve ¢eC[[tl—y,tl), R] baslangi¢

fonksiyonu i¢in [tl,oo) tizerinde (3.41) — (3.3.3 ) tek ¢oziimi keyfi sayida biiyiik
koklere (sifirlara sahip olmasidir). Aksi halde t, >t, 3.3.1) — (3.3.3) T >t i¢in

denklemin her ¢Oziimii ya pozitif yada negatifir. Genellikle ndtr diferansiyel
denklemler i¢in dogru olmayan sonuglar nétr olmayan diferansiyel denklemler icin
dogru olabilir.

Ornek : Snow(1965), Infonte(1972)

Bir notr diferansiyel denklemin tiim karakteristik koklerinin reel kismi negatif
olmasina ragmen bazi ¢ézlimlerinin sinirlt olmadigi ifade edilmistir.

Teorik olarak Onemli olmakla beraber nétr diferansiyel denklemlerinin
¢Ozlimlerinin asimptotik ve salinimli davranislarin irdelenmesi uygulamada oldukca
onemlidir.  Kayipsiz enerji hatlarin1 igeren aglarda(cok hizli bilgisayarlarda)
kullanilir. ( Deriver1984,Hale 1977,Brayton ve Willoughby 1967 ve bir¢ok referansa
aftta bulunabilir. )

3.3.1. Gecikmeli denklemlerin asimptotik davramslari ve salinimlar:

%[y(t) +py(t—7)+ay(t-o0)]=0 (3.44)
peR,r,qe(0,0) ve O'e[O,oo) (3.45)
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3. METARYAL VE YONTEM iDRIS BILiR

(3.44 ) ve (3.45) gecikmeli diferansiyel ¢oziimlerinin ele alinacaktir. Ayni1 zamanda,
(3.44) denklem salinim yapmayan tiim ¢ozlimlerin asimptotik davraniglart
incelenecektir. Eger y(t), (3.44) denkleminin bir ¢dziimii ise

z(t) = y(t)+ py(t—7) (3.46)
w(t) = z(t) + pz(t —7) (3.47)

ayni zamanda ¢ozimdiir.

Lemma 3.3.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.45) dogru ve (3.44) nihayetinde pozitif bir y(t) ¢ézliimiine sahip olsun z(t)
ve w(t) sirasiyla (3.46) ve (3.47) tanimlansin. Bu halde asagpdaki ifadeler dogrudur.

a) z(t), (3.44) kesin olarak azalan ve diferansiyel bi ¢oziimii ya

!im z(t) = —o (3.48)
yada
!im z(t)=0 (3.49)

olusur.

b) Asagidaki ifadeler birbirini gerektirir.

1) (3.48) dogrudur.

i) p<-1

iii) !im y(t) =

iv) w(t) >0,w(t),w'(t) >0 ve !im w(t) =0 (3.50)
saglayacak sekilde (3.44) w(t) ¢oziimii iki kez diferansiyellenir.

c) 1) (3.49) dogrudur.

i)p>-1

iii) !im y(t)=0

Iv) w(t) >0,w'(t) <O,w'(t) >0 ve !im w(t) =0 (3.51)

saglayacak sekilde w(t) iki kez diferansiyellenir.
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3. METARYAL VE YONTEM iDRIS BILiR

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
Z’t)=—qy(t—-o0) <0 (3.52)
buradan z(t) kesin olarak azalandir. Eger (3.48) dogru degilse bu halde !im z(t) =1

ve olacak bi¢cimde | € R vardir.(3.52) denklemini r integre edilirse

I—2z(t) = yJ.:O y(s—o)ds ye Ll[t, 00) ve boylece ze Ll[t,oo) olmasini

gerektirir. Fakat Inin sifir olmasi ispat1 bitirir.(b) ve (¢) nin ispatt da asagidaki
gibidir. (3.48) dogru olsun. Bu halde p negatif ve y(t) smirsiz olmalidir.

Dolayisiyla t, >0 vardir. Oyle ki z(t,) <0 ve y(t,) = max,. y(t) >0 bu halde
0>1z(t)) =y(t,)+pylt, —7) 2 y(t,) L+ p),p<-1 olmasim gerektirir.  Fakat
z(t) = y(t) + py(t —7) > py(t —7) ve (3.48) ifadeleri !im y(t) = oo olmasin1 gerektirir.

(3.48) varsayimi altinda w'(t) =—qz(t—o) >0 ve W'(t)=—qz'(t—o) >0 bu durum
(3.50) gerektirir. Simdi (3.49) dogru olsun. Eger p >0(3.46) denklemi limy(t) =0.
Diger taraftan

lim z(t)
p € (-1,0) ise lemma 1.5.1 (Gyéri ve Ladas, 1991) den !im y(t) = Hl“’— =0

Sonug olarak eger p<-1 ise y(t)>—py(t—7)=>y(t—7) ve bdylece pozitif
saylyla asagidan msinirli olsun. Bu (3.52) dan z(t) — oo,t — oogeliski teskil eder.
Sonug olarak (3.49) denkleminden p>-1 ve !im y(t) = 0dir. Ustelik bu durum,

w(t)=—qz(t—-o)<0 ,W'(t)=—0qz'(t—o)>0 ve w(t) azalarak sifira gider.
Ozellikle w(t) >0 yukaridaki tartismadan (b) ve (c) ispatlar1 agiktir.

Teorem 3.3.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.45) dogru ve y(t) (3.44) salimim yapmayan bir ¢dziimil olsun. Bu halde
asagidaki ifadeler dogrudur.

p < -1 gerek ve yeter sart !im|y(t)| =00

p >—1 gerek ve yeter sart !im y(t)=0

Teorem 3.3.1.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

9y -yt - o)+ ayt —o) =0 (353)
dt
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3. METARYAL VE YONTEM iDRIS BILiR

Notr gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalim. Burada 7,0 € [0, oo) ve ge (0, oo)
bu halde (3.53) denkleminin her ¢6ziimii salinimhidir. Asagidaki teorem p = -1

olmak tizere (3.44) - (3.45) denkleminin tim ¢6ziimlerininin salinimli olmasi igin
yeterli sartlart verir.

Teorem 3.3.1.3. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.45) dogru olsun p=1 ve ﬁ(a—r) <% olsun.(3.44) denkleminin
+

her ¢6ziimii salinimlidir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

Celiski olusturmak igin (3.44) denklemi nihayetinde pozitif y(t) ¢oziimiine
sahip olsun. Bu halde lemma 3.3.1.1 de w(t) > 0dir. w'(t) nihayetinde artan ve

w'(t) + pw'(t —7) + qw(t — o) = 0 bdylece (3.54)
@+ p)W'(t—7)+gqw(t — o) <0 ve boylece

q

w(t) + ——
® 1+q

W(t—(t—0)) <0 eger 1+ p > 0ise (3.55)

g
~-(A+q)

elde edilir. Teorem 2.3.3 ve 2.3.4 (Gyori ve Ladas, 1991)’den (3.54) dogru
oldugunda (3.55) ve (3.56) esitsizligi nihayetinde pozitif bir ¢6ziime sahip olamaz
w(t) > 0 ile celisir. Ispat tamamlanur.

Eger 1+ p <0 ise w'(t) —

W(t+ (o —7)) >0 (3.56)

3.3.2. Iki gecikmeli parametresine sahip nétr denklemlerde salinimlar
d
YO+ pyt-n)]+ayt-0) =0 (357)

Skaler notr denklemini ele alalim. p,q,z ve o reel sayilardir.(3.57) denklemine
karsilik gelen karakteristik denklem

F(A)=A+ple™ +0e™ =0 (3.58)

oldugu agiktir.
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Teorem 3.3.2.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

p,q,7,0 reel sayilar olsun. Asagidakiler denktir.

a) (3.57) denkleminin her ¢6ziimii sinirli olmayan her ¢6ziimi salinimlidir.

b) (3.58) karakteristik denklemi ne pozitif koklere ne de sifir katli olmayan
kokii vardir.

Teorem 3.3.2.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

p,q,7,o reel sayilar olsun. Asagidakiler denktir.

(3.57) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir.

(3.58) arakteristik denklemi (- o0,0]higbir kike sahip degildir.

Sonu¢ 3.3.2.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
p,q,7,o reel sayilar olsun. Asagidakiler denktir.
a) (3.57) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir.
b) (3.58) karakteristik denkleminin reel kokleri sahip degildir.

7,0 her ikisi de gecikmeli parametreleri degilse (3.57) denkleminin simirsiz
¢Oziimlerinin exponsiyel olarak sinirli olarak bilinmektedir.(Hale,1977)

Lemma 3.3.2.1. (Gyo6ri ve Ladas, 1991)

p sifir olmayan reel say1 olsun. Bu halde y(t) (3.57) denkleminin bir ¢6ziimii
olmasi icin gerek ve yeter sart

i{y(t) + 1 y(t— (—Z'))j| .9 y(t— (o —17)) =0 saglanmasidir.
dt Y Y

Lemma 3.3.2.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
t>t, ve a,f keyfi sabit olmaz iizere y(t),(3.57) denkleminin bir ¢éziimii
olsun. Bu halde

t-p
t>t,, max {a, ﬂ} icin J.y(s)ds ayni zamanda bir ¢6ziimdiir.

t-a

19



3. METARYAL VE YONTEM iDRIS BILiR

Teorem 3.3.2.1. Ispat1 (Gyori ve Ladas, 1991)

(@)= (b) olsun. Agik¢a (0,0)bir kok varsa sinirsiz salinim yapmayan bir
¢Oziim mevcuttur. Ayn1 zamanda A = O¢ift katli bir kok olamaz. Eger cift katli kok
olsaydig=0 ve p=-1 olmasi halinde (3.57) denklemi %[y(t) —y(t-7)]=0
indirgenir.

Bu ise salinim yapmayan ve sinirli olmayan y(t) ¢ézlimiine sahiptir.

(b) = (a) olsun.geligki olusturmak i¢in (3.57) denkleminin sinirsiz nihayetinde
ve pozitiftir ¢6ziime sahiptir. p =0 olsun. A¢ikca qnegatif olmali aksi halde y(t)

siirli olur. o # 0olsun. Aksi halde karakteristik denklem pozitif koke sahip olurdu.
Dolayisiyla asagidaki iki durum ele alinirsa ispat biter.

i) g<0ve oc>0
i) g<0ve o<0

i) F(0)F(o0) < 0dir. Bu durum karakteristik denklemin hicbir reel koke sahip
olmamastyla gelisir.

i) p=0 olmasi halinde ispat Teorem 2.1.2 (Gyodri ve Ladas, 1991)
ispatindaki (durum 1) ile aynidir. Bu durumun ispat1 yapilmayacaktir.

7=0 ve p=#-1 durumu agiktir. Dolayisiyla pz =0 olsun. gq=0 halinde (3.57)
denklemi

%[y(t)— py(t—r)]=0 indirgenir. Bu durum y(t) + py(t—7) =c olmasini

gerektirir. Agik¢a y(t) pozitif ve p >0 ise sinirhi degildir. Ayn1 zamanda (3.58)

denklemi F(A)=A(l+ pe™)=0indirgenir ve buradanp>-17>0 olur. Aksi

halde (3.58) pozitif bir kdke sahip veya ¢ift katli kok olur. Ustelik lemma 3.3.2.1
g =0oldugunda sadece —-1<p<O0 ve t>0ele alinacaktir. Bu durumu

sonlandirmak igin !imtn =o0,y(tn) = max y(s) ve limy(t,) = olacak sekilde {tn}

dizisini ele alip olusturalim.n —ooigin €= Yy(t,)+ py(t, —7) > 1+ p)y(t,) bu
miimkiin degildir.

Son olarak lemma 3.3.2.1 kullanilirsa teoremin ispatin1 tamamlamak igin
asagidaki 8 durumu ele alallm. Amaca varmak icin her durumda celigki
olusturulacaktir.
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p q T o
1 + + +|+,0
2 + + + -
3 + - +|+,0
4 + - + -
5 - + +|+,0
6 - + + -
7 - - +|+,0
8 - - + -

Durum 1 ve 2: p>0,9>0,7>0,0>0 veya p>0,q>0,7>0,0<0 olsun y(t)
sinirl olmayan bir ¢6ziimse lemma 3.3.2.1 durumu p < —1dir bu ise ¢eliskidir.

Durum3ve7: p>0,0<0,t>0,0>0veyap<0,q<0,7>0,06=>0,F(0).F(x) <0
dir. Bu durum karakteristik denkleminin pozitif koke sahip oldugu gerektirir bu ise
bir geliskidir. Diger durumlar Teorem 2.2.1 (Gyo6ri ve Ladas, 1991) (Durum 1)
benzerdir. Daha keskin bir ifadeyle bu durumlar her birinde n=12... igin

w,(0)>0,W, ) >0wW.(t)>0 ve {w, ()] dizisi teskil edilirn=12..
A ={A>0:-W (t)+Aw, (t) <O} tiim 0 € A, ayn1 zamanda 0<a<bve be A, ise

a e A, dir. Ispat asagidaki durumlarin ele alinmastyla sonlanr.

(P)4 eNLA

olacak sekilde negatif olmayan A,, A, sayilar1 vardir.
12 & nO:O An

(P)A €A, ise bir g pozitif sayist vardir éyle ki A+ueA.,; y(t)
nihayetinde bir pozitif ¢oziimii (3.57) denklemi ve z(t)=y(t)+ py(t—7z) ve
w(t) = z(t) + pz(t —7)

Lemma 3.3.2.1: (Gyoéri ve Ladas, 1991)

Ispatindaki analize benzer olarak w(t) iki kez diferansiyel bir durumu ve
w(t) >0,w'(t) >0 ve w'(t) >0 oOzelliklerine sahiptir. (3.58) pozitif koklere sahip
olmadigindan m e (0,00) vardir oyle ki tim A2>0 icin eger g>0 1ise

—A-pe™” —ge® <-mve
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—Ar

Eger q<0ise A—ple™ —ge ™" —m dur.

Durum 4 : p>0,<0.z>0 ve 0<0 durum 4 diger yonii p>0,q<0,7<0ve

<0( ) simdi de w_(t) w(t).n =0 ve
< 1mmadi =
o} 0<7)% ¢ W W, + pw,, (t—7),n=12,...

A ={A>0:-w,(t)+Aw, () <0 }

Lemma 6.1.1. (Gydri ve Ladas, 1991)
n=123... i¢cin

Wr: + pWr'Hl(t - Z-) + an (t - O_) =0
w;, (t) = qw,, (t - o)
w(t) > 0,w’ (t) > 0,w"(t) >0

Yukaridan

w, (t—7)+ {L}Wn (t—o) >0 dir. Boylece,
1+p

W () + I w (t+(r—c)>0 ve (3.59)
1+p

W) +—w (t)<0 (3.60)
1+p

[ 4+ p)zj )

Q°(r-0)’ o
diger taraftan (3.60
o) eQAn iger taraftan (3.60)

ten /11:1—+q e[ JA elde edilir1e A ve ¢ (t)=e"w,(t)ve ﬂ:1+r|;]e“2
n=1

W), (8) + (A + )W, (1) = qw, (t — o) + (A + uw, (1) + pw, (t — 7)]
= ¢, (t - 0)e™ ) + (A + w)|e” 4, (1) + pe** Vg, (t )]

<¢ (t-o)e™ [qe’*" +A+Ape T + u+ ype“ﬂ]

<¢ (t-o)e”[-m+m]=0

I (
Lemma 3.3.1.1 (3.59) uygulanirsa 4, =

olsun.Simdi

Bu durum ise ispat1 tamamlar.
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Durum5: p<0,q>0,7>0 veo >0ilk olarak o < 7 olmak {lizere

~ W(t), n=0
W, (t) - {_ [Wn+1 (t) +pW, , (t — z')] n=12..

ve A = {/1 >0:-w (t)+ Aw, (1) < O} olsun.
Burada n=1,2,... i¢in
W, + pw. (t—7)+qw. (t—o)=0 (3.61)

Wr: (tn) =QwW,, (t - 6)
w(t) > 0, (t) > 0,W'(t) > 0

(3.61) ten W' (t—7)+ pw, (t—7)+qw, (t—o) <Ove lemma 3.3.1.1. den p <-1olur.
Bu sonuglar birlestirilirse

W) -——w (t+(r—0))>0
-1+ p) o ol
q elde edilir. Buradan
—Wn(t)+_(1+ ID)wn(t)so
|n[4(1+p)2j
/11:—_(11 o) 6@/% ve 4, = q(t(:)a) gg A, 4,2, elde edilir.

AeA ve g t)=e"w () ve u= _ﬂ olsun. Simdi
~Why (t) + (j“ + :u)WnJrl (t)

= —qW, (t = o) + (2 + )= W, (t) - pw, (t - 7)]

<¢ (t-o)e* [— ge ™ —A—Ape” —1—Ape™” ]

<¢ (t—c)e” =0

o < rolmasi halinde Durum 5 ispati biter. o > ri¢in

w(t)
n=0
w, (1) = " (3.62)
~ W, + W, (t=7)+ [w,,(s)ds n=12,.
t-o
olsun. Burada,
W, (t) =aqw, (t—o0) >0 (3.63)
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(3.63) den w_,, (t) < [— p+q(a—r)]wn+l(t—r) elde edilir. Bu durum ise

q ~ e a1
A= e[ A, gerektirir. Simdi
—(p+q(o~7)) ﬂl

w, (t) + pw' (t—7) +qw, (t—o0) =0 (3.64)
W () + pw. (t—7)<0

elde edilir. (3.63) ve (3.64) denklemlerinden
qw.,({t—-7)+pw (t—7)<0 (3.65)

t+7

elde edilir. Son denklem j integre edilirse qww, ,(t—7)+ pw, (t)— pw,(t—7) <0
t
elde edilir. Bu ifade
qw,,, (t —7) < (p/7)w, (t) (3.66)

gerektirir. (3.63) ve (3.66) dan qw, (t) + (—p/7)w, (t) > O elde edilir. Bu ise

A, = —P. L A, gerektirir. 2> 4 ve 4, (t)=e*w,(t)ve u=
T n=1
olsun. Bu halde

~Wha (t) + (ﬂ' + :u)Wn+1 (t)

=-qw, (t - T) + (/1 + /u)|:_ W, (t) - pw, (t - T) + qtj.rwn (S)ds:|

_n
-p+(a/4)

<—qg, (t-1)e" ) + (1 + 1)

t-r
— ¢, ()" — pg, (t-7)e" +q J.e/ls¢n (s)ds}
t-o
<¢ (t—r)e” [— ge " —A-Ape " —pu—upe ™ +qe" +qe + %(eﬂ’ —e ™ )}

<g¢ (t—r)e” [— A—pe™ —qe™ — u—pupe ™ + % (e —e™ )}

<g¢ (t-7)e”[-m+m]=0

ispat tamamlanmais olur.
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Durum6: p<0,9>0,7>0,0<0

w(t)
n=0
w, (t) = e (3.67)
— [, (©)+ pw,; (t=7)]-a [w,,(s)ds n=12,..
ve A, durum 5 gibi olsun. Simdi n=1.2,...
W) + pW, (t - 7) + Qi (t - &) = (3.68)
W,y () = W, (- 0) >0 (3.69)

Tekrar Lemma 3.3.1.1 den p < —1olur. Bu durum (3.68) denkleminden

w;(t)—_(l‘_‘F 5 W, (t+(~0)) >0 ve —w;(t)+_(1q+ 5 w,(t) <0 elde edilir.

Bu durumda ispat1 tamamlamak i¢in durum 5°teki o > 7 hali tekrarlanir.

Durum 8:p<0,g<0,7>0 ve o<0 ve (3.57) denklemini saglayan V C?
¢ozlimleri v(t) > 0,v'(t),v"(t) >0 ve !im v(t) = cosaglansin.

AWV) = {4 >0:-V'(t) + Av(t) < 0} olsun. Buradan
V(E)+pv'(t—-7)+qu(t—o)=0 (3.70)

yazilir. (3.70) ten

V'(t) - (-av(t+(-0)) =0 (3.71)
ve boylece

V(O +(=gv() <0 (3.72)
yazilir.

In| —— .
—geAV) ve 1 = ﬂ g A(v) dirve A4, =—( ve u= Wolsun.
—q
Time varim kullanilarak A, =4, + x,n=12,... ve eger
w(t)

n=0

W, (t) = g
W,y (1) + PW,, (V) = 2,5 P [ W, (S)ds n=12,.
t-r
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varsa W, €V ve A, € A(W,) oldugunu gostermemiz gerekir.

A(w,) degeri sinirhi oldugundan bu durum geligki teskil eder ve ispat biter. Bu
amaca varmak i¢in ¢, (t) =e""'w, (t) olsun ve

~ W () + (A + )W, (1)

= qw, (t = o) + 2, p[w, (t - o) —w, (t - )]+ (2, + u){wn () + pw, (t—7) - 4, pTwn (s)ds}

t-r

t-o t-o
<qw,(t—o)+ 4, pw, (t—o)+ A4,w,(t) - /1”2 p J' w, (s)ds + ,u{wn (t) = Anp J'wn (s)ds}
t-7 t-

<g(t-o)e™ [qe*‘"" + A, + A, pe + u(l- pe )]
<g (t—o)e™[-m+m]=0

olur. Teorem 3.3.2.1 ispatlanir.

Not 3.3.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

Teoremde ifade edilen 4 e[)A,ve 4, | JA, verilsin. Agik¢a 4, >4,
n=1 n=1

durumu bir ¢eligkidir. Bu fikirden kolayca (3.57) denkleminin tiim sinirlt ve sinirsiz
denklemlerinin salinimli olmasi i¢in yeterli sartlar elde edilir.

3.3.3. Salinimh icin gerekli ve yeterli kosullar

%{X(H)+2ij(t—rj)}+ZQix(t—cri) =0 (3.73)
j=1 i=1
notr gecikmeli denklem igin lineer otonom sistemini ele alalim. Burada P, ve Q i

mxm tipinde matris t,o, negatif olmayan reel sayilardir. mxm tipinde 6zdes matris
(3.73) karakteristik denklemi

det(/ll +AY Pt +> Qe J =0 (3.74)
j=1 i=1

verilir. Teorem (5.1.1.) (Gyori ve Ladas, 1991) basit bir degiskenle asagidaki ifade
ayni zamanda dogrudur.
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Teorem 3331 j=12..n ve i=12..,n icin PQ; eR™,r; €(0,) ve

o, €[0,0) olsun. Asagidaki ifadeler verilir.

a) (3.73) denkleminin her ¢oziimii birlesensel olarak salinimlidir.

b) (3.74) karakteristik denklemin reel kokii yoktur.

F(s)=sl + i Pe®"
i=1

§5)=x(0) - 3. Pe™ [ x(0

-7

denklemlerinde tanimlanan F(s) ve ¢(s) fonksiyonlarinda degistirilirse

F(s)=sl+sy Pe™ +> Qe (3.75)
j=L i=1

#(s) = x(0) + Z Px(~7,) - szn; Pe™ T e 'x(t)dt - Zn:Qie‘S"‘ j.e“x(t)dt (3.76)

-0

Teorem3.3.3.1. ve Teorem 5.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991) ispati ayni oldugundan
Teorem 3.3.3.1 ispat1 ele alinmayacaktir.

Teorem 3.3.3.2. j=12,..,i=12,.. i¢in P,Q; eR™ ve 7,,0, eR (3.77)

olsun g, reel say1 olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.

4y (3.78)

a) u[x]=lim supw <

t—oowo

Lyapunov sartiyla (3.73) her x(t) ¢6ziimii salinimlidir.

b) (3.74) karakteristik denkleminin (-, z,)araliginda hi¢ koke sahip
degildir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

a) b)’yi gerektirdiginden basittir. Gergekten A, € [— 0, ,uo] (3.74) bir koki ise en az

bir bileseni salimm yapmayan (3.73) ¢oziimii & =0 olacak sekilde x(t) =e™&
vardir. Acikca
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o
u[x]=1lim supM

t—w

< Ay <y, yazilir.

Bu bir geliskidir. Clinkii x(t) salinimli degildir. Eger (a) dogru ise (3.74) denklemi
(— 00, ,uo) araliginda bir kdke sahip degildir.

b) a) y1 gerektirdigi durumu Teorem 5.1.1. (Gyo6ri ve Ladas, 1991) nin basit bir
modifikasyonudur. Burada F ve ¢ fonksiyonlar sirasiyla (3.75) ve (3.76) denklemi

verilir. Tim S < 4, i¢in det F(s) # 0 oldugundan bdylece S < 1, i¢in

X,(5)= det[D(s)]

= lidir.
det[F(S)] gegerlidir

Sonug 3.3.3.1 (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.77) dogru olsun. Bu halde (3.73) denkleminin her salinimli ¢éziimii i¢in
salmmli olmasi igin gerek ve yeter sart (3.74) karakteristik denkleminin [—o0,0]
koklere sahip olmasidir.

Not 3.3.1 (Gydri ve Ladas, 1991)

Teorem 5.1.2 (Gyori ve Ladas, 1991) den her (3.73) denkleminin tim
¢oziimleri tanim (5.0.1) veya tanim (5.0.2) (Gyori ve Ladas, 1991) gore salinimlarsa
ayni zamanda birbirlerine gore de salinimlidir.

3.4 Degisken Katsayl Notr Denklemlerde Salinimlar

%[y(t) +P)y(t- r)]+ Q).y(t—-o)=0 ,t=>t, (3.79)

denkleminti ele alalim. Burada.

P e C[lt,,»} R} Q eC[[t,, ] R] ve 1,0 e R". (3.80)

Teorem 3.4.1 (Gyori ve Ladas, 1991)
p(t) = —1lolmak iizere (3.3.4.2) ve

TQ(s)ds —w (3.81)

olsun. Bu halde ,
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Sy +ye-l+QOyt-0) =0 , t2t, (3.82)

denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir.

Teorem 3.4.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.3.4.2) ve (3.3.4.3) dogru ve p(t) <1 ve

liminf ”T{Q(S‘T)}dsi (3.83)
toe ol P(S—0) e

ise (3.79) denkleminin her ¢oziimii salinimldir.

Teorem 3.4.3. (Gyori ve Ladas, 1991)
Lot 1
liminf I Q(s)ds > = (3.84)
t—oo t—o e

bu halde (3.79) her ¢6ziimii salinimlhidir.

Teorem 3.4.4. (Gyori ve Ladas, 1991)

P = 41, P(t) = p olmak iizere (3.80) dogru olsun. Q(t) 7 periyodik ve

ﬁ[lim inf J‘:;Q(s)ds} >% (3.85)

t—o0

olsun. Bu halde
Sy0+Py(t-2)]+QOY(-0) =0 (3.86)

ifadesinin her ¢6ziimii salinimlidir.

Teoremleri ispat etmeden asagidaki iki lemmayi verelim.

Lemma 3.4.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.80) ve (3.81) olsun. y(t) (3.79) denkleminin nihayetinde pozitif bir ¢éziimii
ve z(t) = y(t) + p(t)y(t —7) olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

a) z(t) nihayetinde azalan bir fonksiyondur.

b) Eger p(t) <lise o zaman z(t) <0 olur.
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c) Eger —1< p(t) <0 ise 0 zaman z(t) >0 ve !im z(t)=0olur.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
a) z(t) =—Q(t)y(t —7) <0 yazilir. z(t) azalan fonksiyondur.
b) Aksi halde z(t) >0 ve boylece y(t) >—p(t)y(t—7) > y(t —7) yazilir. Bu ise

y(t) alttan mpozitif sayisi ile smurhidir.(3.79) den z(t) <-—-mQ(t)bu ise (3.81)
ifadesinden !im z(t) = —coo0lur.

C) z(t) >0 olsun. Aksi halde z(t) <0, y(t) <—p(t).y(t —7) < y(t — 7) gerektirir
ve y(t) smirl fonksiyondur. Dolayisiyla z(t) azalan oldugundan ayn1 zamanda sinirl
olur. z(t) limiti 1 olsun

limz(t) =1 eR (3.87)

Gergeklessin. Bu halde (6.4.3) ifadesinden
liminf y(t) =0 (3.88)

t—w

0

olur. Aksi halde (3.3.4.11) yeterince biiyiik tler olmak sartiyla j integre edilirse
tl

!im Z(t) = oo geliskisi elde edilir.(3.87) ve (3.88) denklemi Lemma 1.5.2. (Gyori ve

Ladas, 1991) uygulanirsa L =0oldugu gosterilir. Bu durum z(t) >0 oldugunu
gerektirir, bu durum ise z(t) <0 olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla z(t) >0 oldugu tesis

edilmis oldu. Fakat (3.87) ve (3.88) Lemma 1.5.2. (Gyo6ri ve Ladas, 1991)’den ayni
zamanda dogrudur.

Lemma 3.4.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

p(t) = p #lolmak tizere (3.3.4.2) gecerli ve (3.3.4.3) saglansin. y(t) (3.86)
denkleminin nihayetinde pozitif ¢oziimii

z(t) = y(t) + py(t—7) (3.89)
olsun. Asagidakiler gegerlidir.

a) z(t) azalan fonksiyon ve ya

limz(t) = - (3.90)

t—o0

ya da
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limz(t) =0 dur. (3.91)

toow

b) Asagidaki ifadeler denktir.

i) (3.90) olsun

i) p<-1

) lim y(t) = oo
(3.92)

C) Asagidaki ifadeler denktir.

i) (6.4.15) olsun.

i) p>-1

ii) lim y(t) =0 (3.93)

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.3.4.1) denkleminden

z(t) =—Q()y(t—7) (3.94)
elde edilir ve nihayetinde z(t) <Oolur. Yada 3.3.4.5 gecerli ya da

!irg z(t)=1. (3.95)

3.5. iki Mertebeden Denklemlerde Salinim

y'(t)+ay't)+ B f(yt-r)=0 (3.96)
ele alalim. Burada,
ae(-w,), Be(0,0), rel0wo), feC[RR] ux0 igin uf(u)>0ve

Iing w =1 icin a>0

e (3.97)

Lljiinw@ =1 i¢cin a<0

denkleminin her ¢ézlimiiniin salinim yapmasi igin gerek ve yeter sart

2"(t)+a z'(t)+ pz(t-r)=0 (3.98)
salmimli olmasidir. Yani (3.80) salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A +al+pe™ =0
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karakteristik denkleminin higbir reel koke sahip olmamasidir. Denklemin ¢6zimii
yoksa salinimlidir.

3.5.1. Sun flower denklemi i¢in salimim

y'(t)+ay(t)+p f(ylt-r)=0, t>0 (3.99)
denklemini ele alalim. Burada

a, p,re(0,0), feC[RR] (3.100)

lim %”) =1 (3.101)
Bazi Aec(0,0), u=#0 igin uf(u)>0 ve ue[-AA] (3.102)

o < 0durumu bir sonraki kisimda ele alinacaktir.

Teorem 3.5.1.1. (Gyo6ri ve Ladas, 1991)
(3.100) —(3.102) saglansin.
A +al+pe™ =0 (3.103)
karakteristik denklemi linerize olmus

2"(t)+a z'(t)+ pz(t-r)=0
(3.104) denklemi reel koklere sahip olmayan karakteristik denklemi olsun. Bu halde
grafigi R* x[- A, A] seridinde olan (3.99) denkleminin her ¢dziimii salinimlidir.

Teorem3.5.1.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.100) ve (3.102) saglansin.
uelo,A] igin f(u)<u ve f azalmayanbir diziolsun. (3.105)

Ayrica (3.104) denkleminin (3.103) karakteristik denklemi negatif koke sahip olsun.
Bu halde R*x(0,A] seridinde (3.99) denklemi salinimli olmayan bir ¢dziime
sahiptir. Teorem 3.5.1.1 ve 3.5.1.2 birlestirilerek (3.99) denkleminin salinimi igin
gerekli ve yeterli sart asagidaki sonug ile verilir.
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Sonu¢ 3.5.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.100), (3.101), (3.102) ve (3.105) saglansin. Bu halde R* x [~ A, A] seridinde

(3.96) denkleminin her ¢oziimiiniin salinimli olmasi igin gerek ve yeter sart linerize
olmus (3.107) denklemi i¢in (3.106) karakteristik denkleminin reel koklere sahip
olmamasidir.

(3.99) denkleminde f(u)=sinu almnirsa
AT NTAYLN
y (t)+?y (t)+?sm yt-r)=0, t>0 (3.106)

Sun Flower denklemi elde edilir. 1978 yilinda Somolinos uygun a,b ve r
degerleri i¢in & >0 yeterince kiicik A= —& olmak iizere (3.106) denkleminin
¢oziimleri R* ><[— A A] seridinde oldugunu gostermistir. Dolayisiyla Ae(O, 7[)
olmak tizere Teorem 3.5.1.1 geregince ¢ézlimlerinin salinimli olmast i¢in

px +%/1+9e” -0 (3.107)
r

karakteristik denkleminin higbir reel koke sahip olmamasidir.

Teorem 3.5.1.1. in ispati: (Gyori ve Ladas, 1991)

y(t) € (0, A]olacak sekilde (3.99) denkleminin pozitif ¢6ziimii olsun. Bu halde
(3.102) denklemi  y"(t)+ay'(t)<O0 negatif olur. Buradan hareketle
u(t)=y'(t)+a yt) ve v(t)=y'(t)e” azalan fonksiyondur.

L = !im u(t)ve L, = !im v(t) Acikca. L, reel sayidir. Aksi halde !im y’(t) = —0o0

.Buise lim y(t) = —o0 olur,

Iddial: (Gyori ve Ladas, 1991)

L, <Odir. Aksi halde L, >0ve sonunda y’'(t) >0dir .Boylece |, = !im y(t)
mevcut ve pozitiftir. Aynt zamanda |, = !im y'(t) = L, —al,olacak sekilde bir limiti

vardir. Agikga |, > 0 dir. Aksi halde |, = —oo olur. Fakat (3.96) denkleminden

limy"(t)=-al, - f(l,)<0 (3.108)

t—o0

denklemi yazilabilir. Buradan |, vel,in—oooldugu goriilir.
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Not: !imu =L = !im y’(t)+a!im yt) = |, =L, —al, bulunur. Bu durum L,nin
negatif oldugunu gosterir. Bu hal y'(t) <0 oldugunu gerektirir. Boylece
!im y(t) =1, > 0dir. Bu halde !im y'(t) =1, limiti vardir ve sifir olmalidir. Aksi halde

I, <0 ve bdylece |, =—co olur. (3.108) denkleminden !im y'(t)=-pf(,) ve l, sifir
olmalidir. Aksi halde !im y"(t) <0 ve |, =—oo. Buise bir ¢eligkidir.

y®>0, y(®<0, limy(t) = limy’(t) =0 (3.109)

denklemi tesis edilmis olur.

iddia 2: (Gyori ve Ladas, 1991)
A +al+pl-ge™ > %m icinA <0 (3.110)

denklemini saglayan pozitif m ve ¢ < % sayilar1 vardir.

Ispat 2: (Gyori ve Ladas, 1991)

Gergekten (3.103) hipotezinden negatif koklere sahip olmadigi bilinmektedir.
F(1) =2 +ad+ e olsun. Bu halde F(—o)=cve F(0) =/ >0.Buradan

A +aA+ e >m yazilabilir. Burada m=min ,_; F(1) .Béylece

lim (A +al+ %ﬂe“) = o0, buradan

A+ a&+%ﬂe“ >m/2igin A < 4, (3.111)

S . |1 me®'
olacak sekilde bir A, <0 vardir. & =min > 25 olsun.

A < Ayigin (3.4.1.13) kullanilarak A* + @A+ B(l—g)e™ = 1> +ald+ %ﬂeﬂ' >m/2
elde edilir. Diger taraftan 4, <A <0 i¢in

P ral+pl-ge ™ > +al+ e — % me* ™" >m—-m/2=m/2

0

elde edilir. Burada (3.110) ispat edilmis olur. Simdi (3.99) j integre edilir ve

t

(3.109) kullanilirsa
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y'() +ay() = ﬂ]c f(y(s—r))ds (3.112)

elde edilir. t,’i ¢ok biiylk segelim Oyle kis>t, icin (3.4.1.13) ve (3.4.1.11)
denklemlerinden

—f(i(s‘;))a—geme edilir. Bu halde t>t, icin (3.112) denkleminden
y(s—r

(0 +ay) = AL-2)] y(s—r)ds (3113

esitsizligi elde edilir. Bu ise iddiay1 gergekler.

Iddia 3: (Gyéri ve Ladas, 1991)

y(t) (3.113) denkleminin nihayetinde pozitif bir ¢ozimi olsun
a € Rve S(1- &) > 0olsun. Bu halde

Z'(t)+oz(t) = ﬂ(l—g)Tz(s— r)ds (3.114)

denklemiO < z(t) < y(t) olacak sekilde bir z(t) ¢6ziimii vardir.

Ispat 3: (Gyori ve Ladas, 1991)

u(t) = y(t)e* ifadesi (3.113) denkleminde kullanilirsa u(t)>0 ve
© t

u'(t) > pA- g)je’““’r)u(s —r)ds elde edilir. I integre edilirse t > T igin

t

u(t) >u(m) + j[ﬂ(l— £)e” Te‘“(f‘”u(é’ —~ r)dg}ds (3.115)

elde edilir. Ispat i¢in Knaster-Tarskifixed nokta teoremi kullanilacaktir.
Not: (Knaster-Tarskifixed nokta teoremi)

X kismi sirali Banach uzayi olsun. M asagidaki sartlari saglayacak sekilde X’in
bir alt kiimesi olsun.

I. inf M € M ve M nin bostan farkli alt kiimesinin sup u yine M ye ait olsun.
ii.  T:M — M artan bir doniisiim olsun. Yani; X<y ise T, <T,.Bu halde T,

M i¢inde bir fixed noktaya sahiptir.

35



3. METARYAL VE YONTEM iDRIS BILiR

X, [T , oo) aralig1 lizerinde tanimlanmak iizere ve

x(t)

x(t) < u(t) t>T+r (3.117)

u(t) T<t<T+r (3.116)

sartlarim1 saglayacak sekilde X biitiin reel degerli azalmayan fonksiyonlarin bir
kiimesi olsun. Eger X;,X, € X ise ve X, <X, olmas i¢gin gerek ve yeter sart t>T

icin X, (t) <X, (t) olmasidir. Acik¢a bu siralamayla X kismi sirali bir kiimedir. Simdi
de X iizerinde asagidaki S operatoriinii tanimlayalim.

u(t), T<t<T+r

(Sxt)= u(T +r)+ Jt' [p(- g)e”‘STe'“(g'r)x(é —r)d&]ds, t>T+r

T+

(3.117) ve (3.115) den t>T +r igin (Sx)t)<(Su)t)<u(t) yazlir. Diger taraftan S
nin tanimindan T <t <T +r i¢in (SX)(t)z u(t)dir. t >TigcinSx azalmayan bir

fonksiyondur. Sonug olarak S: X — X bir doniisiimdiir. Son olarak inf X € X ve
X in bostan farkli her alt kiimesinin supu yine X aittir. Dolayisiyla Knaster-

Tarskifixed nokta teoremi biitiin kosullar1 saglamistir. X € X olacak sekilde S bir
fixed noktaya sahiptir .Diger bir degisle t>T igin (Sx)t)= x(t)

Buhalde

u(t), T<t<T+r
M= 15 40+ ] [p- o= e x(e - riacks t>Tar.

T+r S

elde edilir. t >T ,x(t)> Odir ve t >T +r igin tiirev alinirsa

X'(t) = [3(1—(s*)eo"Te“"('f‘”x(gZ —-r)d¢, t >T +r elde edilir.

t>T +riginx(t)=z(t}e*' , burada z(t)>0 ve z (3.114) denklemini saglar. Ayni
zamanda z(t)e”' = x(t) < y(t)le“' dir. Boylece iddia 3 ispatlanmis olur. (3.114)
denkleminin  he iki yaninin  tlirevi alinirsa, buradan Z(t) nin
2"(t)+ez'(t)+ pL—¢)z(t —r)=0m smirh pozitif bir ¢oziimii oldugu griiliir. Bu
durum (3.110) ye ¢eliski teskil eder. Boylece (3.99) ispat edilmis olur.

Simdi de (3.100) nin ispatini yapalim.
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Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

4 (3.103) denkleminin negatif bir kokii olsun. Bu halde e*' < Aolacak
sekilde T >t, vardir. t>Ticgin (3.104) denklemi u(t)=e* <(0,A] salimimlh
olmayan bir ¢oziime sahiptir.(3.105) denkleminden t > T oldugunda

y'(t) +ay'(t) + A (y(t—r))<0 (3.118)

denklemi y(t) = e“* ¢dziimiine sahip ve (3.109) gegerli olur.

_[ integre edilir ve (3.109) kullanilirsa
t

y'(t) +ay(t) > ﬂ]o y(s—r)ds<0 (3.119)

elde edilir. (3.99) teoreminin ispati yapilirken ispat edilen iddianin benzeri olarak

2'(t) + az(t) = ﬂj z(s—r))s elde edilir.

Bu denklem t>T oldugunda 0 < z(t)<e“'olacak sekilde bir z(t) ¢oziimiine
sahiptir. Agikca, R* x(0, A] seridinde olacak sekilde (3.99) denkleminin bir z(t)
pozitif ¢6ziimii vardir.

3.5.2. ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerde linerize olmus salinimlar

y'(t) +ay't)+ S (y(t-r)=0, t=0 (3.120)
gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalim. Bu denklem

ae(-x00] Be(0x) relo,x) feC[RR] (3.121)

‘I‘im @zl (3.122)

uf (u)>0, u=0 (3.123)

denklem sartlarin1 saglar. Simdi de (3.120) denkleminin tiim ¢6ziimiiniin salinima
sahip olmasi i¢in yeterli sartlar1 saglayacak ilk sonucu verelim.
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Teorem 3.5.2.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.121) —(3.123) sartlar1 saglansin ve

A +al+pe™ =0 (3.124)
karakteristik denklemi

2"t)+a 2 (t)+pzlt-r)=0 (3.125)

linerize olmus denkleminin karakteristik denklemi hig¢ pozitif kdke sahip olmasin. Bu
halde (3.120) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir.

Teorem 3.5.2.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.4.2.2), (3.4.2.4) saglansin ve

u > M i¢in azalmayan ve f(u) <u olsun. (3.126)

Ayrica, (3.125) denklemine karsilik gelen (3.124) karakteristik denklemi bir pozitif
koke sahip olsun. Bu halde (3.120) denklemi sinirsiz ve salinim yapmayan ¢oziime
sahiptir.(3.120) ve (3.121) denklemi birlestirilerek (3.120) denkleminin salinimi igin
gerek ve yeter sart saglanirsa asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug¢ 3.5.2.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.121)-(3.123) ve (3.126) sartlar1 saglansin. Bu halde (3.120) denkleminin
her ¢6ziimiiniin salinimli olabilmesi igin gerek ve yeter sart linerize olmus (3.125)
denklemine karsilik gelen (3.124) karakteristik denkleminin higbir reel koke sahip
olmamasidir.

Sonug 3.5.2.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.123) olsun. Buradaki parametreler

ae(-w,m0), Be(0,0), rel0,xo), feC[RR]ve (3.127)
lim fﬁ“) -1 a>0
e (3.128)
mife aso

saglar. Bu halde (3.120) denkleminin her ¢dziimiiniin salinimli olabilmesi i¢in gerek
ve yeter sart linerize olmus (3.125) denklemine karsilik gelen (3.124) karakteristik
denkleminin hicbir reel koke sahip olmamasidir. Ozel olarak r =0 ise (3.120)

denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki sonugla
ifade edilir.
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Sonu¢3.5.2.3. (Gyori ve Ladas, 1991)
r = 0 olmak {izere (3.123),(3.127) ve (3.128) olsun. Bu halde

y"(t) +ay'(t) + BF (y(t))=0 (3.129)

denkleminin her ¢6ziimiiniin salinim yapabilmesi i¢in gerek ve yeter sart [ > %az

olmasidir. Teorem (3.100) ve (3.121) nin ispati i¢in asagidaki iki lemmaya ihtiyag
vardir.

Lemma3.5.2.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.121) ve (3.123) olsun. Eninde sonunda y(t) (3.120) pozitif ¢6ziimii olsun.
Bu halde

y'(t) >0 ve (3.130)

lim y(t)= oo (3.131)

vardir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.121) ve (3.123) denklemlerinden y"(t) + ay'(t) < O dir. Bu durum
u(t)=y"(t) + oy'(t) (3132)
v(t) = y'(t)e” (3.133)

denklemlerinin kesin olarak azalan oldugunu gosterir. Ozellikle (3.133)
denkleminden y'(t) eninde sonunda isaret degistirmez.(3.130) ifadesi dogru olsun.

Aksi halde y'(t) <0 ve y"(t) <—ay'(t) <0 bu ise y(t) <0olmasim gerektirir. Bu
ise celiskidir. Simdi de (3.131) gecerli olsun. Aksi halde !im y(t) mevcut ve bu bir

pozitif say1 olsun. Fakat (3.120) denkleminden  lim u'(t)=—/4f (L)< 0dir. Bdylece

limu(t) = —oo (3.134)

t—oo

Diger taraftan (3.132) ten u(t)> ay(t)> a% e Rdir. Bu ise terslik ifade eder.
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Lemma 3.5.2.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.123) olsun. Bununla beraber (3.124) denklemi pozitif koklere sahip
olmasin. Bu halde 4 > Oigin

A ral+pl-cl™ >u (3.135)

olacak sekilde u ve pozitif & sayilart vardir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

F(A) = 2 +ad+ e olsun. F(o)=c ,F(0)=/>0ve F(1) higbir pozitif
koke sahip degildir. Buradan 4 >0, m=min ., F(1)>0 boylece F(4)>mdir.

A 2 A,i¢in
2 1 —Ar
A +a/1+§ﬂe >m/2 (3.136)

denklemi saglayacak sekilde A, >0 vardir. &= min{%,m/Zﬂ}olsun. A > A,icin

(3.136) denklemi kullanilirsa

P ral+pl-—el™ =222 +(u+% S >m/2 (3.137)
elde edilir. 0< 4 < 4,i¢in

P val+pl-c™ > +al+ e —%me"” >m —%m =m/2  (3.138)

elde edilir. (3.137) ve (3.138) denklemlerinden y:%m alinmasiyla (3.135)

gergeklesir. Bu ise lemmanin ispatidir.

Teorem 3.5.2.1 in Ispati: (Gyéri ve Ladas, 1991)

Celiski olusturmak igin (3.120) denklemi eninde sonunda pozitif bir ¢oziime
sahip olsun. Bu halde lemma 3.5.2.1 den (3.130) ve (3.131) denklemleri saglanir.

Lemma 3.5.2.1. den gé% olmak iizere (3.135) gerceklesecek sekilde uvee

sayilari vardir. T > t;biiyiik se¢ilsin. Bu halde t >T i¢in
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fyt-r)_, .
S 1 (3.139)

denklemi (3.122) ve (3.131) den saglanir. Bu halde t >T igin (3.120) denkleminden

y'®) +ay'(t)+ pl-g)yt-r)<0 (3.140)

y{t—-r)>0 ve

yani

“y'®) + pA- )yt —r) <0 (3.141)

saglanir. (3.141) denklemi J' integre edilirse ve

[=3)

lime*y'(t)<c e [0,)

t—o

g6z oniine alinirsa gergekten, e y'(t) > 0 ve (e”“ y’(t))’ <0)t>Tigin
ey'(t)> p- g)j e”®y(s—r)ds, ve
t

y'(t)> pA-s)e™ Te“‘s y(s—r)ds,

t>T+r
elde edilir. Bu son ifade J' integre edilirse

T+r

t

y(t)> y(T +r)+ J' {ﬁ(l—g)e"‘sife“‘fy(f— ridé|ds, t>T+r (3.142)

T+r

elde edilir. Simdi de Knaster-Tarskifixed nokta teoremini uygulayalim. X, [T,oo)

aralig1 tlizerinde negatif olmayan ve azalmayan fonksiyonlarin kiimesi olsun.
T<t<T+r i¢in

x(t) = y(t) (3.143)
x(t) < y(t) (3.144)

yazilsin. Simdi X; ve X, € X olsun. t>T i¢in X; < X, olmast i¢in gerek ve yeter sart
Xl(t)é X, (t) Agikca X kismi sirali bir kiimedir. Simdi de X iizerindeki S
doniistimii

y(t), T<t<T+r

B T | e S
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olsun. (3.142) ve (3.144) denkleminden t>T +rigin (Sx)t)<(Sy\t)< y(t)
diger taraftan S nin tanimindan T <t <T +r i¢in (SX)(t) = y(t).

Ayni zamanda t > T i¢in Sx negatif olmayan ve azalmayan bir fonksiyondur.

Boylece S:X — X .Acik¢a Knaster-Tarskifixed nokta teoreminin biitiin kosullar
gerceklesmistir. Sonug olarak S doniisimii x € X gibi bir fixed noktaya sahiptir.
Buradan t > T igin (Sx)(t)= x(t) veya

y(t), T<t<T+r
X(t)= y(T + r)+ j‘ ﬁ(l_g)e—as]geaéx(g _ r)d§:|d3, t>T+r
olur.

Ac¢ikga t>T igin X(t) >0 ve X'(t) >0dir. t>T+rigin tirev alinirsa

(e“‘x’(t)) + fl-esl*xlt-r)=0 elde edilir. Boylece
X"(t)+ax'(t) + BL—&)x(t—r) =0t >T +relde edilir. Buradan

A +al+ p-e)e™™ =0karakteristik denklemi pozitif kdke sahip olur. Bu ise
(3.135) ya terslik teskil eder.

Teorem 3.5.2.2. nin Ispati: (Gyéri ve Ladas, 1991)

4 (3.124) denkleminin pozitif bir kokii olsun. Bu halde (3.108) denklemi
salimm yapmayan simrsiz bir y(t)=e“ ¢dziimiine sahiptir. Bu halde (3.126)
denkleminden yeterince biiyiik tler icin y"(t)+ay'(t)+ A (y(t—r))<0 y(t)
¢oziime sahiptir. Teorem (3.120) in ispatina benzer olarak (3.125) denklemi saliniml
Z(t) gibi ¢oziime sahiptirLemma (3.99) den bu ¢6ziim smirsizdir ve ispat
tamamlanmuistir.

3.5.3. Yiiksek mertebeli diferansiyel esitsizlikler

y"(t)+(-1)" p"y(t-nz)<0 (3.145)
y(t)+(-1)" p"y(t-nz)>0 (3.146)
y"(t)+ (1" p"ylt—nz)=0 (3.147)
YO ()= p"y(t +n7)<0 (3.148)
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yW(t)- p"y(t+nz)=0 (3.149)

y™(t)- p"y(t+nz)=0 (3.150)
gecikmeli ve ileri diferansiyel denklemleri ve esitsizlikleri ele alalim. Burada

n>1 ve p,7 €(0,00) (3.151)
yazilir.

Teorem 3.5.3.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.151) saglansin. Bu halde

pr>1/e (3.152)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a) ntek oldugunda (3.145) nihayetinde pozitif bir ¢6ziime sahip degil, (3.146)
nihayetinde negatif ¢oziimlere sahip degil ve (3.147) iin her ¢oziimii salinimlidir.

b) ngift oldugunda (3.145) nihayetinde negatif smirli bir ¢éziime sahip degil,
(3.146) nihayetinde pozitif ¢éziimlere sahip degil ve (3.147) {in her sinirh ¢éziimii
saliimlidir.

Teorem 3.5.3.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.151) saglansin. Bu halde (3.152) in olmast i¢in gerek ve yeter sart

a) n tek oldugunda (3.148) nihayetinde negatif bir ¢ozliime sahip degil,
(3.149) nihayetinde pozitif ¢oziimlere sahip degil ve (3.150) iin her ¢oziimii
salinimlidir.

b) n ¢ift oldugunda (3.148) nihayetinde sinirli olmayan negatif bir ¢6ziime
sahip degil, (3.149) nihayetinde siirli olmayan pozitif ¢oziimlere sahip degil ve
(3.150) tin her ¢6ziimii salinimhidir.

Teorem 3.5.3.1 in Ispati: (Gyori ve Ladas, 1991)

pr >1/eolsun. Areel olmak iizere y(t)=e™ almrsa (3.147) denklemine
karsilik gelen karakteristik denklem A" +(=1)""p"e™™ =0 ile verilir. Simdi de
(3.145) esitsizliginin yeterlilik kismini ispat edelim. y(t):—x(t)ahnarak (3.146)
esitsizligi benzer yolla ispat edilir. Sonrasinda (3.147) denkleminin ispati da bir
onceki sonuca benzerdir.ntek olsun ve (3.4.3.1) nihayetinde pozitif y(t) ¢oziime

sahip olsun. (3.145) denkleminden y"(t) nihayetin de negatiftir. n tek ise 0<1<n
olmak iizere nihayetinde
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y“(t)>0 icin k=12, } (3.159)
(-1 y®({t)>0 icin  k=I+1..,n
denklemi saglanacak sekilde bir | ¢ift sayist vardir.
Iddia: (Gyori ve Ladas, 1991)
| =0dur. Yani k =1,2,...,n i¢in nihayetinde
) y“(t)>0 icin k=12..,n (3.154)

t

saglanir. Aksi halde |>0dir ve (3.145) denklemi n-1 defa _[ integre edilirse

yeterince biiytik t, ler i¢in

k=o k! 1(n—|—1)!p y
< nk'ol (t —kt!l)k y(l+k)( ) E/n(til—_r?)? p“j.( ) s)ninS
) nk_=:l (t _ktll )k y(Hk)(tl)_ y((t; :II’I)'T) n(t —t, )n—l

Bu ise t — oo igin y")(t) > —co dur. Bu durum (3.153) ifadesine geliski teskil eder.
Bu ise (3.154) u ispatlar.

xt) =y t)+ py" 2t —z)+...+ p"ty(t—(n-1)) (3.155)
olsun. Nihayetinde

x(t)>0 (3.156)
olusur. (3.145) ve (3.155) denklemlerinden

X'(t)+ px(t—7)<0 (3.157)
elde edilir. Fakat (3.152) ve teorem 2.3.3. (Gyo6ri ve Ladas, 1991) den dolay1
(3.157) denklemi nihayet pozitif bir ¢oziime sahip olamaz. Bu durum (3.156)
ifadesine ¢eliski olusturur. Bu ise n in tek olma durumunda ispati tamamlar.

Son olarak n ¢ift olsun. Celiski yoluyla bu durumu ispat edelim. (3.145) ifadesi
nihayetinde negatif sinirli bir y(t)géziime sahip olsun. Bu halde y(”)(t)< 0, y(t)
siirli oldugundan (3.154) denklemi saglanir. X(t) (3.155) deki gibi tanimlanirsa

(3.156) ve (3.157) denklemleri dogru olur. Bu ise teorem 2.3.3. (Gyori ve Ladas,
1991) den ¢eliskidir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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Teorem 3.5.3.2. nin Ispat1: (Gyéri ve Ladas, 1991)

n tek oldugunda (3.149) ifadesinin yeterlilik i¢in gerekli sartlar1 verelim. Geri
kalan kismi benzerdir. Celiski olusturarak ispat edelim. Yani (3.149) denklemi

nihayetinde y(t) pozitif ¢oziime sahip olsun. Bu halde y™(t) nihayetinde pozitif
olur. 0 <m < nolmak tizere

D(t)>0 icin j=012,..,m
yre)> e (3.158)
(-1)'y¥(t)>0 icin j=m+1m+2,..n
denklemini saglayacak sekilde bir m tek sayisi vardir.
fddia: (Gyori ve Ladas, 1991)
m = ndir. Yani
yW(t)>0igin j=012,...,n (3.159)

t
dogrudur. Aksi halde m<n ve (3.149) denklemi m—n defa I integre edilirse ve t,
ty

yeterince biiyiik alinirsa

nml

n-m-1 (t t

t
(m) (m+i) n
y™(t) > )+ p"y(s +nz)ds
; ! t-[ (n—m-1)
" l - (m+i) y(to + nT) n t n-m-1
Z to)+mp t'[(t—S) ds

- "ilwywm pr o £05) ¢y
Bu ise t - igin y(m)(t)—>oo oldugunu gosterir. (3.4.3.14) denkleminden bu
miimkiin degildir. Yani y(m)(t) azalan bir fonksiyondur. Yeterince biiyiik tler igin
(3.159)  denkleminden x(t)=y"P)+ py" Pt +7)+...+ ptyt+(n—1)7)
denklemi  pozitiftir.  x'(t)— px(t+7)=y™(t)- p"y(t + nz)> 0gozlenir. ~ Fakat
pr >1/e ve teorem 2.3.4 (Gyéri ve Ladas, 1991) esitsizligin nihayetinde pozitif bir
¢Oziime sahip olmadigin1 gosterir. Bu durum ise X(t)nin nihayetinde pozitif
olduguna celigki elde eder. Teorem ispatlanmis olur.
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3.5.4 Yiiksek mertebeli denklemlerde salinim icin yeterli sartlar

dn

L YO+ POY(E-7)l+Qt) ylt—)=0 (3.160)
yiiksek mertebeden noétr diferansiyel denklemi verilsin. Burada

n>1 P eCllt,, )R} QeClty, )R | ve 7,5 €[0,) (3.161)
saglansin.

Lemma 3.5.4.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.161) olmak iizere

TQ(S)ds = o0 (3.162)

Ayrica, nihayetinde y(t) (3.160) denkleminin pozitif bir ¢oziimii ve

2(t) = y(t)+ P(t) y(t —7) (3.163)
olsun. Bu halde asagidaki ifadeler dogrudur.

a) z"Yazalanve i=01..,n—2 icin z"(t) kesin olarak monotoniktir.
b) P, ve P, reel olmak iizere P(t) icin asagidakilerden birisi olusur.

i) B<P(t)<0

i) 0<P(t)<P, <1

Bu halde ya

i=01..,n—1 icin !mz(i)(t)z—w (3.164)
ya da

i=12,..,n-1, icin |ir&i“>(t)= 0

i=12,..,n-2, icin 29(t) 2 (t)<0 (3.165)

n
20 Y(t)>0,z"(t)<0 ve z"(t) dzdesolarak sufirdegildir

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
a) (3.160) denkleminden

z"(t)=-Q(t)ylt-o)<0 (3.166)
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elde edilir. Buradan z"%(t) azalandir. (3.166) ifadesinde z™(t)= 0, boylece
AL (t) nihayetinde pozitif veya nihayetinde negatiftir. Dolayisiyla i =0,1,...,n—2
i¢in z(i)(t) kesin olarak monotoniktir.

b) Eger 70 (t) azalansa buradan ya

lim 2" Y(t) = -0 (3.167)

t—ow

ya da
limz"Y(t)=LeR (3.168)

t—o0

olusur. Eger (3.167) olursa (3.164) in oldugu ag¢iktir. Simdi de (3.168) gecerli olsun.
Bu halde (3.160) integre edilirse

o0

L z(“‘l)(t0)+.|.Q(t) yt—o)dt=0

t

elde edilir. (3.4.4.2) ve (3.4.4.3) ten hareketle lim inf y(t)=0 yi gerektirir.

limt, =oo velimy(t,)=0 olmak iizere {tn} dizisini ele alalm. Ik olarak

n—oo

p,<p(t)<0 olsun. Bu halde z(t)nin  monotonikliginden  ve
n—oo icin z(t,)<y(t,)—>0 ve n—>w icin z(t, +7)> p,y(t,)—0den

limz(t)=0 (3.169)

too

Simdide 0<p(t)<p, <1 olussun. Bu halde z(t)>Odir.
Iddia: (Gyori ve Ladas, 1991)
2(t) azalandir. Aksi halde z(t) artandir. Bu halde

2(t,)-2(t, —7) = y(t,)+[p (t,)-1hy(t, - 7)- p (&, - 7)ylt, ~22)>0
ve boylece

y(t,)+(p, —1)y(t, —7) >0 elde edilir ve limy(t, —7)=0

n—oo

bulunur. (3.163) ifadesinden  limz(t,)=0dir. Bu celiskidir. Dolayisiyla iddia

edildigi gibi (t) azalandirDolayisiyla lim z(t) mevcut ve sonludur. Lemma 1.5.2

(Gyori ve Ladas, 1991) uygulanirsa (3.169) saglanir.  Sonug olarak (3.169)
ifadesinden Z(t)nin ardisik tiirevleri isarete gore alternedir. Yani i =01,...,n—2 igin

29(t)2"(t) < 0dir.
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Lemma 3.5.4.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.161) ve (3.162) olmak iizere Yy(t) nihayetinde (3.160) in pozitif ¢oziimii
olsun. Z(t) = y(t)+ P(t) y(t —7) olsun. Bu halde asagidaki ifadeler dogrudur.

a) n gift ve P(t) Lemma 3.5.4.1 b) deki hipotezleri saglarsa Z(t) nihayetinde
negatiftir.

b) Eger n tek ve —1<P(t)<0 ise z(t) nihayetinde pozitiftir.

c) Eger P(t)< -1 ise z(t) nihayetinde negatiftir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

a) n cift olmak iizere Lemma 3.5.4.1 den (3.164) ve (3.165) nin olmasi
halinde z(t) < 0 olmasin1 gerektirir.

b) Celiski olusturmak icin Z(t)< 0 olsun. Bu halde
y(t)< —P(t) y(t —T)S y(t —7) olusur. Yani y(t) smirhdir. Dolayisiyla Z(t)
siirlidir. Buradan Lemma 3.5.4.1 den (3.165) saglanir. Fakat n tek
oldugundan Z(”)(t)SOdlr ve Z(t)nin ardisik tlirevleri isareti alternedir.
Buradan Z(t)ninpozitif olmasi gerektirir. Bu ise varsayimimiza terslik
teskil eder. Bu durumda ispat biter.

c) Lemma 3.5.4.1 den z(t)nin nihayetinde pozitif ve nihayetinde negatif
oldugunu biliyoruz. Simdi ¢eliski olusturabilmek i¢in nihayetinde

2(t)>0 (3.170)
olsun. Dolayisiyla y(t) > —P(t) y(t — r) > y(t — 2') olur. Dolayistyla y(t) pozitif m
sayist ile sinirlidir. Buradan (3.160) ifadesinden

t
2™(t)+mQ(t)< 0 elde edilir.t, yeterince biiyiik segilirse I integre edilirse

ty

2 V(t)- 2" V() + ij(s)ds <0 (3.171)

ty

limz"V(t)= - i gerektirir ve buradan !im 2(t)=—oobulunur. Bu ise (3.170)

t—oow —0

denklemine ¢eliski ifade eder.
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Teorem 3.4.4.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

n tek olmak tizere (3.161) ve (3.162) olsun.P,, P, ve P;reel sayilari olmak
iizere P(t)

P <P(t)<-1 (3.172)
~1<P, <P(t)<0 (3.173)
0<P{)<P, <1 (3.174)

ifadelerinden herhangi biri olsun. Ayrica nihayetinde y(t) (3.160) in pozitif bir
¢Ozimi ve

2(t)=y(t)+ P(t) y(t—7) (3.175)
olsun. Bu halde

a) Asagidaki ifadeler denktir.
1) (3.164) dogrudur.

i) P(t) (3.172) yi saglar ve 6zdes olarak P(t) = —1dir.

ii) lim y(t)=co dur. (3.176)
b) Asagidaki ifadeler denktir.

i) (3.165) dogrudur.

i) P(t) (3.173) veya (3.174) ii saglar.

i) lim y(t)=0dur. (3.177)
Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

Lemma 3.5.4.1 den ya (3.164) ya da (3.165) dogrudur. (3.164) dogru olsun. Bu
halde P(t) negatif ve y(t) siirsiz olur. Dolayistyla

2(t")<0ve ylt")= max y(s)

olacak sekilde t”vardir. Bu halde

0> 2(t")=ylt')+ P )yt =)= vt )+ P

ifadesinde P(t*)< —1 olur. Boylece (10.4.12) nin dogru oldugunu ve P(t*);t —1dir.
Buradan

2(t) = y(t)+ Pt) y(t-7)> P(t) y(t - 7) 2 P, y(t - 7)
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yazilir.

(3.164) ifadesi (3.165) y1 gerektirir. Simdi de (3.165) dogru olsun. Eger (3.174)
dogru ise (3.175) ifadesi (3.177) yi gerektirir. Eger (3.173) dogru ise Lemmal.5.5.
(Gyori ve Ladas, 1991) ten

~1<P<P(t)<0 (3.178)

saglanir. Son olarak (3.172) ifadesinin dogru olmadigimi iddia edelim. Aksi halde
Lemma 3.5.4.2 den z(t)<0 olur. Fakat Lemma 3.5.4.1 ve n tek oldugundan

Z(t) > 0 olur. Bu ise bir ¢eligkidir. Benzer bir tartismayla a) ve b) ispatlanir.

Teorem 3.5.4.2. (Gyo6ri ve Ladas, 1991)

n ¢ift, (3.161) ve (3.162) olmak iizere (3.178) olacak sekilde P reel sayisi
olsun. Bu halde t — oo i¢in (3.160) denkleminin salinim yapmayan her ¢oziimii
sifira gider.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.160) ifadesinin negatif ¢oziimii de ayni zamanda bir ¢oziimdiir.
Dolayisiyla (3.160) ifadesinin nihayetinde bir y(t) pozitif ¢ziime sahip oldugunu

gosterirsek ispat  biter. Z(t) = y(t)+ P(t) y(t — T)O|Sun. Lamma 3.5.4.2 (a)
ifadesinden z(t) <0 ve y(t)<—P(t)y(t—7)< y(t —7) yazilir. Dolayisiyla y(t) sirh
bir fonksiyondur. Celigki olusturmak igin limsup y(t) =s>0 olsun, I!im t, =cove

t—w

I!im y(t, ) = s olacak sekilde {tk } dizisi olusturalim. Yeterince biiyiik K lar igin

2(t )= y(t )+ Pt ) y(t —7)> vt )+ Pyl —7)
yazilr ve buradan limsupy(t, —7)>s/(~P)>s yazilir. Bu ise bir celiskidir.
k—o0

Dolayisiyla S =0 olmak zorundadir. Boylece ispat biter. Simdi de (3.160) ifadesinin
tiim ¢oziimlerinin salinimi i¢in yeterli sartlar1 olusturmaya haziriz.

Teorem 3.5.4.3. (Gyori ve Ladas, 1991)

n tek, (3.161), (3.162) ve P(t)< -1 olmak iizere

) -
P(t+r—a)£ r (3.179)
7o 1 (3.180)
n e
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olacak sekilde bir I pozitif sayisi olsun. Bu halde (3.160) ifadesinin her ¢oziimii
saliimlidir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.160) nlhayetlnde pozitif bir y(t) ¢oziime sahip ve z(t)=y(t)+P(t)y(t —7)
olsun. Bu halde z™(t)=-Q(t)y(t—c)<0 ve Lemma (3.161) c) den z(t)<Odur.
2(t)> P(t) y(t —7)olmak iizere

P(t+r_o_)Q(t)z(t +7-0)<Qt)y(t—o)=—2"(t) ve biylece

z(”)(t)+P(tS—(Tt)_0) Zt+(r-0o)]<0

yazilir. Fakat (3.179), (3.180) ve Teorem 3.5.3.2 den yukaridaki esitsizlik
nihayetinde negatif bir ¢dziime sahip degildir. Bu ise bir ¢eliskidir. Bu durumda ispat
biter.

Teorem 3.5.4.4. (Gyori ve Ladas, 1991)

n tek, (3.161), (3.162) ve P(t)=—-1 olsun. Bu halde (3.160) in her ¢oziimii
saliimhidir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.160) ifadesinin nihayetinde  pozitif bir y(t) ¢oziime sahip olsun.
2(t) = y(t)— y(t —)olsun. Bu halde Lemma 3.5.4.2 (c) den z(t) negatiftir. Bu bir
celiskidir. Ispat tamamlanmustir.

Teorem 3.5.4.5. (Gyori ve Ladas, 1991)

n ¢ift, ~-1<P(t)<0 ve $£—r
P(t+r—0)

7o 1 (3.181)
n e

olacak sekilde bir I pozitif tamsayist olsun. Bu halde (3.160) denkleminin her
¢Ozimi salinimhidir.
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Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.160) denklemi nihayetinde pozitif biry(t) ¢oziime sahip olsun.
2(t) = y(t)+ P(t) y(t — 7) olmak iizere Lemma 3.5.4.2 (a)dan

2(t)<0 (3.182)

elde edilir . (3.182) ifadesinden y(t)<—P(t) y(t—7)<
nin smirli  olmasin1  gerektirir. Dolayisiyla Z(t
2(t)> P(t) y(t - r) oldugundan,

y(t —7)elde edilir. Bu ise y(t)
)

aynt zamanda smirlidir

1

Fmmm CUECESDE Qt)y(t-o)=-2"(t)

elde edilir ve buradan z(“)(t)+& Z[t + (zr — )] < O elde edilir.
P(t+Z'—O')

Fakat Teorem 3.5.3.1 den bu esitsizlik nihayetinde negatif sinirli bir ¢6ziime sahip
olamaz. Bu durum (3.182) ifadesine ¢eliski teskil eder. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.5.4.6. (Gyori ve Ladas, 1991)

n ¢ift ve 0< P(t)S P, <1 olmak iizere bir P, reel sayisi olsun. Bu halde
(3.160) in her ¢oztimii salinimlidir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.160)  nihayetinde  pozitif  bir y(t) ¢ozlime  sahip  olsu
2(t)=y(t)+ P(t) y(t—7) ise z(t)> y(t)>O0dir. Fakat Lemma 3.5.4.2 (a)danz(t)<0
dir. Bu ¢eliskidir. Yani bu sartlarda (3.160) in tiim ¢6ziimleri salinimlidir.

Sonu¢ 3.5.4.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
y"(t)+Qlt) yt-o)=0 (3.183)
n.mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalim. n ¢ift Q € C[[t,,),R]

ve t)dt = o olsun. Bu halde (3.183) ifadesinin her ¢6ziimii salinimlidir.
[at) ¢

t
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3.6 Mertebesi Tek Olan Notr Gecikmeli Diferansiyel Denklemler

n >1ve tek olmak tizere

drl

i [x(t) - P)x(t — 7))+ Qt)x(t ;) =0 (3.184)
ve

O POV )+ Q.0 vt o) =0 185
nétr gecikmeli diferansiyel denklemlerini ele alalim. Burada

P.P,.Q.Q, C|[t;,)R*], 71,7, € (0,0)ve 5,5, €[0,0) (3.186)
yazilir,

Lemma 3.6.1. (Gydri ve Ladas, 1991)

N pozitif bir tamsay1 olmak iizere

P,QeC[[to,oo), R+], r,0eR" (3.187)
0<P(t)<1 (3.188)
TQ(t)dt =0 (3.189)

olsun. Ayrica X(t),

;’t”n [x(t) - P(t) x(t - )]+ Qt) x(t - o) = 0 (3.190)

ifadesinin nihayetinde pozitif bir ¢oziimii ve z(t)= x(t)— P(t)x(t — ) olsun. Bu halde
nihayetinde i =1,2,...,nigin

2" (t)<0,(-1)z"({t)<0 (3.191)
ve i=01...,n—1i¢in
lim 29(t)=0 (3.192)

olusur.
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Lemma 3.6.2. (Gydri ve Ladas, 1991)

n > 1pozitif bir tamsay1 olmak {izere

P,QeC|[t,, )R], 7 (0,%), o <[0,) (3.193)
ya

t>T igin P(t)>0 (3.194)

yada o >0 vearaligin uzunlugu 9 olmak iizere

Q(t)=0 (3.195)
olsun. Ayrica p = max{r,a} ve t>T i¢in
—o)+ [ [ .-[Qs)z(s —o)ds ds,...ds ., < 2(t) (3.196)
tspy S
integral esitsizligi
T - p<t<Tigin z(T)<z(t) (3.197)

denklemini saglayacak sekilde z: [T -p, oo) - (0, oo) gibi siirekli bir pozitif ¢oziime
sahip olsun. Bu halde

Q(s)x(s—o)dsds,..ds,, =x(t)  (3.198)

'—.8

t>T icin P +TT
t

Sha

2

1

integral denklemi siirekli bir pozitif X : [T —m,c0) — (0,00) ¢dziimiine sahiptir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991
W= {t >T—-p igin weC [[T — p,o), R+]: 0<w(t)< Z(t)} fonksiyonlar kiimesini
tanimlayalim.W {izerinde S dontistimiinii

Q(s)w(s—o)dsds,..ds,, t>T,

'—;8

swy- O] T

Sh-1

(SW)T)+z(t)-z(T), T-p<t<T

n

1

ile tammlayalim. Ag¢ik¢a Sw: [T - p, oo)—) R" siireklidir. Ayn1 zamanda w;, <w,
olmak {iizere w,,w, eWolsun. Bu halde Sw, <Sw,dir. Sz<zdir ve bodylece
WeW jfadesi SW<S z<zolmasini gerektirir. Sonug olarak S:W —>W , k=12,...
icin W de Z,=2vez, =Sz, dizisini tammlayahm. k=12,...ve
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t>T —p igin 0<z,(t)<z(t) yazilir ve t>T — pigin x(t) = fim z,(t)olsun. Lebesgue
in kuvvetli yakinsaklik teoreminden X(t) (3.198) denklemini saglar.

Iddia: (Gyori ve Ladas, 1991)

T-p<t<T igin x(t)siirekli bir fonksiyondur.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
2(t) - 2,(t) = [2(T)+ 2(t) — 2(T)]-[2,,(T) + 2(t) - 2(T )] = 2, (t) - 2,,(T)

ve bdylece { Z, (t)} stirekli fonksiyonlar dizisi [T — p,T]arahg1 iizerinde diizgiin
olarak yakinsaktir. Yani X de [T — p,T]arahgmda stireklidir. (3.198) ifadesinden
[T - P oo)arahgl tizerinde X(t)nin stirekli oldugu agiktir. Son olarak t>T — p i¢in
X(t) >0 oldugunu gosterirsek ispat biter. Gergekten T —p <t <T ise (3.197) ve
Z, (t)nin tanimindan 7, (t) = Z(t)— Z(T) >0. Yazilir ve boylece
T - p<t<T igin x(t)> z(t)- z(T ) > Oelde edilir.

iddia: (Gyori ve Ladas, 1991)
t>T icin x(t)> 0dur. Aksi halde, t" =inf{t >T : x(t)=0} [T, ) ve boylece
T-p<t<tiigin x(t)>0 (3.199)

yazilir ve X(t*)=0d1r. Fakat ya(3.194) ya da (3.195) gecerli ise (3.198) ve
(3.199)’dan

0=x(t")=P(t")x({t" —r)+I T TQ(S) X(s—o)dsds,..ds,, >0

tSpa S1

elde edilir. Bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla ispat tamamlanir. Bu kisimdaki ara sonug
asagidaki mukayese teoremi ile verilir.

Teorem 3.6.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

n>1ve tek olmak iizere(3.186) gegerli olsun P, e C* [[t0 ,00), R*],
7,<1,, 0,50, (3.200)

yeterince biiyiik tler i¢cin
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Q)
R(t)< Ryt rz)Qz(t_Tz), Q)= Q,(t) (3.201)
P, smnirlt P1, >0,0<R,((1)<1 (3.202)

Ve Q,(t)>0, IQz(t)dt:w elde edilir. Uzunlugu o, olan herhangi bir aralik
t0

izerinde ya Pl(t)>0ya da o,>0 ve Ql(t):tOdlr. Sonug¢ olarak (3.184)

denkleminin her ¢6ziimii salimimli ise (3.185) denkleminin her ¢oziimii salinim

yapar.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
Celiski olusturmak i¢in (3.185) nihayetinde pozitif y(t) ¢ozlime sahip olsun.

2(t)= y(t)-P,(t)y (t—z,)olsun. Bu halde Lemma 3.6.1, (3.191) ve (3.192) dan
gegerli olur. Buradan ayni zamanda z(t)

200 Pt—z,)— 2V 067 )10, 0)2(t-z,)=0 (3.203)

Q, (t i )
denklemini saglar. t >T vet yeterince biiyiik segilirse (3.191) ve (3.201) kullanilirsa
20()-P ) 2" (t-7,)+Qt)z(t-7,)<0 (3.204)

elde edilir.t >T —max{r,,o, }i¢in (3.191) dogru olacak sekilde Tyi yeterince

ty
biiyiik segelim. (3.204) ifadesi J' integre edilirse t;, > o0, t>T igin
t

jPl (s-7, ds+'|‘Q1 2(s—o,)ds<0
t

elde edilir. ik terime kismi integrasyon uygulanirsa (3.201), (3.202) ve Z(i)(t) nin
monotonlugu kullanilirsa
t>Tigin —z"(t)+ R(t) 2"t -7)+ [Q(s)z(s—o,)ds <0 elde edilir.
t
Tekrar tekrar integral alinirsa

z(t—17,) H le 2(s— o, )ds ds,..ds, , <z(t) t=T (3.205)

ts,y S
elde edilir. (3.191), (3.192) ve z(t)nin pozitif ve kesin olarak azalan oldugu goz
ontine alinirsa (3.197) dogru olur. t > T iginLemma 3.6.2 den

56



3. METARYAL VE YONTEM iDRIS BILiR

P(t)x(t-1z,) jj J'Ql s)dsds,...ds, , = x(t),

Snl

pozitif ¢oziime sahiptir. (3.184) denklemi pozitif ¢6ziime sahiptir. Bu durum (3.184)
denkleminin her ¢dziimiiniin salmimli oldugu hipotezine celiski teskil eder. Ispat
biter.

3.7. Tek Mertebeli Notr Denklemler i¢in Salinim Teoremi

n >1tek olmak tizere

9% x(0)- pt)o(x(t - )]+ ah(x(t - ) =0 (3.206)

dt”

denklemini asagidaki

p,QEC[[tO,oo),R+], g,heC[R,R], re(O,oo), O'e[O,oo), (3.207)

lim inf p(t)=p, €(0,1), limsupp(t)=P, (01), lim q(t)=q, (0,0) (3.208)

t—o0

u=0 icin 0 <=—== ( ) I|m glu ):1 (3.209)

U—o0 u

u=0 icin uh(u)>0 ve|u| yeterincebily ik ise

Ih(u)=h,>0 (3.210)
lim %“) =1 (3.211)

sartlarin1 saglayacak sekilde ele alalim. (3.206)denklemine karsilik gelen lineer
denklemi

)- poy(t—7)]+ gyt —o)=0 (3.212)

ile verilir. (3.206) denkleminin tiim ¢éziimlerinin salinimi i¢in sartlar1 olusturalim.

Teorem 3.7.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.207) —(3.211) olsun ve (3.212) nin her ¢oziimii salinimli ise ayn1 zamanda
(3.206) in her ¢oziimii salinimlidir.
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Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

Celiski olusturabilmek ig¢in (3.206) denklemi salinim yapmayan bir X(t)

¢oziimiine sahip olsun. Ayrica x(t) nihayetinde pozitif olsun. Nihayetinde x(t)nin
negatif durumu da benzer olarak ispat edilir.

2(t)= x(t)- p(t) g(x(t - 7)) (3.213)
olsun ve z"(t)=—q(t)h(x(t-o))<0 (3.214)

elde edilir. 2" (t)azalan olup ya

lim 2 (t) = —0 (3.215)
ya da

lim 2"Y(t)=1eR (3.216)
elde edilir.

iddia: (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.216) dogrudur. Aksi halde (3.215) dogru olup
i=01,...,n—Licin lim 29(t) = —0 (3.217)
elde  edilir. Bu halde x(t) smirsiz~ bir  fonksiyon  olur.

k=12....icin limt, =0, lim x(t, )= oo ve x(tk):mz;\x x(s)

olacak sekilde {tk }dizisi elde edilir. (3.208) ve (3.209) kullanilirsa Kk — oo
x(t, —
2t)=x(t)-plt e (1, )= x(t,)-plt ) I =D, o
X (tk - T)
> x(t, JL-p(t, )] = o
elde edilir. Bu ise (3.217) ye geliski teskil eder. Bu halde (3.216) dogru olur. (3.214)
ve (3.216) den i =04,..,n—1 e kadar z")(t) fonksiyonu monotoniktir. (3.214) un

o0

her iki tarafi J integre edilir vet, yeterince biiyiik secilirse
ty

|- 209(t,) = - [q (s)h (x(s — o)) s (3.218)

elde edilir.
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Iddia: (Gyori ve Ladas, 1991)

liminf x(t)=0 (3.219)

t—ow

dogrudur. Aksi halde t>1, icin bir ¢ pozitif sabiti ve t, >t, vardir dyle ki x(t)>c
dir. Bu halde (3.208) ve (3.210) ten t yeterince biiyiik segilirse q(t)h (x(t — o))alttan

pozitif bir sabitle sinirli olur. Bu durum (3.218) ye ¢eliski teskil eder. Boylece
(3.219) dogrudur.

limt, = oo ve lim X(t,)=0 olacak sekilde bir {t,} dizisini cle alahm. (10.6.8) den

k—a0

icin  z(t,)<x(t,)>0 ve k—ooigin z(t, +7)=—pl(t, +r)g(x—(t"))x(tk)—>0

X (t,)

elde edilir. z(t)monoton oldugundan !im 2(t)=Oyazilir. Buradan hareketle ve
(3.206) kullanilirsa

i=0.1...n—1 igin limz"(t)=0 (3.220)

t—o0

ve
2" (t)<0, 2"Y(t)>0.,2(t)<0, z(t)>0 (3.221)

elde edilir.

Iddia: (Gyori ve Ladas, 1991)

lim x(t)=0 (3.222)
dogru olsun. Bunun dogrulugunu gostermek i¢in P(t) = p(t)w < p(t) olacak
-7
sekilde yeterince biiylik tler i¢in
2(t) = x(t)- P(t)x (t—7) (3.223)

yazilir. pe (PO ,1)0Isun. Bu halde (3.208) ve t  yeterince biiyiik segilirse
0<P(t)< p(t)< p<1 elde edilir. Lemma 1.5.2 (3.223) e uygulanirsa (3.222) elde
edilir. (10.6.1) denklemi yeterince biiyiik tler igin

P(t):p(t)w ve Q(t):q(t)%__;))) olacak  sekilde  (3.206)

denklemini yeniden
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¢ [x(t)- P(t)x(t - 7))+ Q(t)x(t— o) =0

dt"
olacak sekilde yazalim. (3.222), (3.208), (3.209) ve (3.211) dan

liminf P(t)=p, ve !im Q(t)=q, yazilir. Yeterince biiyiik tler igin z2(t)  (3.223)

too

formunda yazilarak

200~ Pt —0)- 20— )1 o)zt o) =0 (3.224)

denklemini saglar ve

lim inf[P(t ~0) QW)

t—>wo

} =p, olur.0<s< %min{po,qo} icin (3.224) denklemi

2" (t)- p,1— &)z (t-7)+q,(1-¢)z(t-0)<0

ty
esitsizligni verir. Bu son esitsizlik .[ integre edilir ve t, — oo i¢in
t

—20D)+ p, - )2V (t-7)+q,(1—¢) [z(s-o)ds <0

+ Gy 8

bulunur. Bu durum N defa tekrar edilir ve Ntek oldugu géz oniine alimirsa t > T igin

00

py(d—&)z(t—7)+q,(1- ej.[ Izs o)ds ds,...ds, , < z(t)

ts,y S3

elde edilir. Burada T yeterince biiyik ve p= max{r,a} olmak {izere
z:[T — p,o0) = (0,00) siirekli ve kesin olarak azalan bir fonksiyondur. Lemma 3.6.2.
den

poLl—eN(t—7)+q,[1- g.[f jvs o)dsds,...ds, , =v(t)
ts,y Sy
siirekli pozitif v:[T — p,00) = (0,00) ¢oziimii vardir. Bu halde V(t) ayni zamanda

gtnn V(t)- p,(L-eNt—7)]+q,L-¢)v(t-c)=0 (3.225)

notr denklemi pozitif bir ¢oziimdiir. Teorem 6.3.1 den (10.6.20) nin karakteristik
denklemi A" — p,(1-£) A" +q,(1—&)e™ =0 bir reel koke sahiptir. Teorem 3.6.2
nin ispatindaki tartismaya benzer olarak ve ¢ yeterince kii¢iik oldugu gz Oniine
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alinirsa (3.212) denklemi bir pozitif ¢6ziime sahiptir. Bu hipoteze ¢eliski teskil eder
ve ispat tamamlanir. n >1tek olmak tizere

& IO~ p)x ) al)h(x - )=0 (3.226)

notr gecikmeli diferansiyel denklemleri ele alalim. Burada
p,qeC [[to,oo), R+], Te (O, oo), oec [0,00) veh eC[R, R] (3.227)

Asagidaki teorem Teorem 10.6.1 in kismi olarak tersi olarak sayilir.

Teorem 3.7.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.227) olsun ve

0<p(t)< p, <L 0<q(t)<q, (3.228)
ve

0<u<é igin  0<h(u)<
ya u icin (u)<u } (3.229)

yada —5<u<0 igin  0>h(u)>u
olacak sekilde p,,0Q, V€ O pozitif sabit sayilari olsun. Ayrica h(u) U’ya gore
azalmayan ve (3.212) denkleminin karakteristik denklemi olan

A —p, e +q,e7 =0 (3.230)
denklemi bir reel koke sahip olsun. Bu halde (3.226) salinim yapmayan bir koke
sahipti.  0<u<¢ igin0<h(u)<uolsun. —5<u<0 igin 0>h(u)>u durumu

benzer olarak ispat edilir. 4,(3.230) in bir kokii olsun. p, € (0.1)olsun. Buradan
2y < 0olur. y(t)=e""olsun. Bu halde

y(t)>0,y'(t)<0,y"(t)>0,...,y"I({t)>0,y"({t)<0
i=012...,n igin lim yI(t)=0

olacak sekilde T >1t, vardir. y(t)

n

Lo (0= poy (t=7)l+ 0 y(t-o)=0 (3.231)

notr denklemini saglar. Bu son durum I N defa integre edilirse
=T

t>T icin  p,y(t - T+I,[ Iqoys o)dsds,...ds, , = y(t)

ts,1 S;
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elde edilir. (3.228) ve (3.229) ten
t>T icin p(t)y(t-= +II Iqo(s)h(y(s—a))dsdsl...dsnflgy(t)
ts,y S
bulunur.

Lemma 3.6.2. nin ispatinda hafif bir degisiklik yaparak ve h’in artan oldugu goz
Oniine alinirsa

x(s—o))dsds,...ds, , = x(t)

'—-8
Q

t>T |(;|np +TT
t

Shna

[
i

stirekli pozitif bir ¢oziime sahiptir. Dolayisiyla ayn1 zamanda (3.226) denklemi
pozitif bir ¢éziime sahiptir. Bu ise hipoteze terslik teskil eder ispat tamamlanir.
Teorem 3.7.1 ve 3.7.2 bir arada ele alinirsa (3.226) denkleminin her ¢&ziimiiniin
saliimi i¢in gerek ve yeterli sart agagidaki sonugta verilir.

Sonug 3.7.1.(3.210), (3.211), (3.227) ve (3.229)

0< p(t)< p, =lim p(t)<1 0<q(t)< g, =lima(t)

saglanacak sekilde h,, p,,q, veo pozitif sabitleri olsun. h(u) uya gore azalmayan

fonksiyon olsun. Bu halde (3.226) denkleminin her ¢éziimiiniin salinimli olabilmesi
icin gerek ve yeter sart (3.212) lineer denkleminin her ¢dziimiiniin salinimli olmasi
icin gerek ve yeter sart (3.230)’in negatif reel koklere sahip olmamasidir.

3.8. Cift Mertebeli Denklemlerde Mukayese Teoremi

&0~ Py - )]-Q )yt )= 8232)
&0~y (- Q)Y -0)=0 3239)

N ¢cift olmak tizere notr gecikmeli diferansiyel denklemleri ele alalim. Burada,

P eC [[to,oo), R+], P,.Q,.Q,C [[to,oo),R+] ver,7,,0,,0, R’ (3.234)

Teorem 3.8.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
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(3.234) dogru olsun.
t>t,icin P, P, sunirh P/(t)>0 ve Q,(t)>0 (3.235)

O<rt, <1, Ve 0,<0, t2t, (t)igin

aa)sa(t—az)% ve Q1<) (3.236)

TQZ (t)dt = oo (3.237)

t>t,icin ya Pl(t) >0 yada uzunlugu o, olan bir aralik iizerinde o, >0 ve

Q,(t)= 0dur. (3.238)

Ayrica, (3.232) denkleminin her sinirli ¢6ziimii salinimli olsun. Bu halde, (3.233)
denkleminin her sinirlt ¢oziimii salinimlidir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

Celiski olusturabilmek i¢in (3.233) denklemi sinirli ve nihayetinde pozitif bir
y(t) ¢6ziimiine sahip olsun. z(t)=y(t)-P,(t)y(t-z,). Bu halde

i=12,....n icin 2”(t)>0,(-1)""z0(t)> 0
(3.239)
i=01..,n-1 icin limzV(t)=0

t—o

(3.240) gosterilebilir. Z(t) nin agikg¢a

z<“><t>—Pza—02>Q2‘§2—f22)z<n><t—r2>—@2<t>z<t—az>=o (e.241)

denklemini saglar. (3.236) kullanilirsa ve nihayetinde 2 (t)Z 0 ve Z(t) >0 oldugu
g0z Oniine alinirsa (3.241) denkleminde yeterince biiyiik tleri¢in t >T olmak tizere

2"(t)-R(t)2"(t-7,)-Q,(t)z(t-5,)20 (3.242)
elde edilir. tZT—maX{z'z,az}igin (3.239) denklemi saglanacak sekilde T vyi

secelim. .[ (3.242) integre edilirse

t

o0

P(s)z"(s-o,)ds —le(s)z (s—0,)ds>0

t

t>T igin —z"(t)-

+ Sy 8
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elde edilir. Birinci terime kismi integral ve (3.235), (3.236) ve z'(t)nin monotonik
karakteri kullanilirsa

o0

t>T igin —z2"(t)+ R (t)2"(t-7)- [Q(s)z(s - 0y)ds =0
t
elde edilir. n ¢ift olmak tizere ayn1t muhakeme n defa tekrar edilirse
t>T igin Pt)z(t-1,) +T T TQl (s—o,)dsds,...ds, , <z(t)
ts,y S
elde edilir. Dolayisiyla Lemma 3.6.2 nin tiim hipotezleri saglanmistir.

T TQl X(s—o,)ds ds,...ds, , = x(t)

Spa  S1

t>T icin P +

~ 38

yazilir ve ayni zamanda (3.232) denklemi sinirli pozitif bir ¢oziime sahiptir. Bu
durum (3.232) denkleminin her smirli ¢6ziimiiniin salinimli olusuna terslik teskil
eder. Teoremin ispati bitmistir.

3.9. Cift Mertebeli NGDD i¢in Linerize Olmus Salimim Teoremi

N >1¢ift olmak iizere

(t)- pt)g(x(t—7))]-aOh(x(t-o))=0 (3.243)

ve
p,qu[[tO,oo), R*], 9,heC[R,R] r<(0,0) ve o €[0,x), (3.244)

denklemlerini ele alalim.

Teorem 3.9.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.244) dogru olsun.

limsup p(t)=P, €(0,1), lim inf p(t)=p, €(01), lim qt)=q, €(0,00) (3.245)

t—oo

u=0icin 0< ==+ ( ) I|m ( )=1 (3.246)

U—o0 u
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u=0 iginuh(u)>0 ve Iimmzl (3.247)

U—oo u

ve ayrica linerize olmus

d

dtnn [y(t)— poy(t—7)]- oyt —o)=0 (3.248)

denkleminin her sinirli ¢dziimii salinimli olsun. Bu halde (3.243) denkleminin her
siirli ¢6zimii ayn1 zamanda salinim yapar.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

Celiski olusturabilmek i¢in (3.243) denklemi sinirli salinim yapmayan bir X(t)
¢6ziimiine sahip olsun. Ayrica nihayetinde x(t) pozitif olsun. x(t)nihayetinde negatif
olma durumunun ispati benzer oldugundan dolayr ele alinmayacaktir.

2(t) = x(t)- p(t) g(x(t — 7)) . Bu halde,
z"(t)=q(t)h(x(t-o)) (3.249)
yazilir. X(t)smlrh oldugundan Z(t) de ayn1 zamanda smirhdir. (3.249) ifadesinden

lim Z("‘l)(t)zl € Rmevecuttur. t, yeterince biiyiikk olmak tizere (3.249) un her iki

t—oow

tarafi j integre edilirse I—z(“‘l)(tl):'[q(s)h(x(s—a))ds elde edilir. (3.245),
t, t,

(3.247) ve x(t) smurh oldugundan lim inf X(t)=0 elde edilir. Teorem 3.7.1 in

ispatindakine benzer bir argiimanla

i=0L..,n-Licin lim 29(t)=0 (3.250)
z"(t)>0,z"(t)<0,2(t)>0 (3.251)
lim x(t)=0 (3.252)

n

elde edilir. (3.243) denklemi c(ijt” [x(t)-P(t)x(t—7)]-Q(t)x(t—o)=0

formatinda yeniden yazilir ve t yeterince biiyiik olmak tizere

(- 90E=2) o) hlxi=0)

X(t—z') X(t—O')

ayni zamanda lim inf P(t) = p, ve!im Qt)=q, yazlr.

t—o
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t yeterince biiyiik olmak tizere z(t)nin

200(t) p(t_a)Q(Cf—(j)T)w(t_f)_Qa)z(t_ )=0 (3.259)

denklemini sagladigini1 gérmek kolaydir. Ayn1 zamanda

liminf P(t ~0) Q(t) =p, O<ex< 1min{po,qo}arahgmdaki pozitif &
o Q(t - z') 2

igin (10.8.11) denkleminden z™(t)—(p, —&)z™(t-7)—(q, —£)z (t—o)=0

elde edilir. (3.250)kullanilarak son ifade I integre edilirse

t
—20()+(p, — &)zt - —¢)[z(s—o)ds =0
t
bulunur. n ¢ift olmak iizere bu durum n defa tekrar edilirse

t>T icin (p, — &)zt TT

Sna

z(s—o)dsds,...ds, , <z(t)

'—.8

n

1

elde edilir. Burada T yeterince biiyiik ve p = max{r, 0'} olmak tizere
z:[T — p,oo) = (0,00)
stirekli ve kesin olarak azalan sifir limitine sahip bir fonksiyondur. Lemma 3.6.2 den

Sha

v(s—o)dsds,...ds, , = v(t)

'—-8

t>T igin  (p, —eN(t-

F"'—-S

[

1

ifadesi siirekli sinirli, pozitif Vv: [T - P, oo) - (O, oo) ¢Ozlimiine sahiptir. Acikca V(t)
ayni zamanda

9 ()~ (py - eVt — )]~ (g, — &)Vt —0) =0

notr denkleminin pozitif bir ¢oziimiidiir. & yeterince kiiglik oldugundan (3.248)
denklemi sinirli, salintm yapmayan bir ¢oziime sahiptir. Bu durum hipoteze terslik
teskil eder. Teorem ispatlanmistir. n ¢ift olmak tizere

S0~ p)y o)l al)h(y-o)-0 (3.250)
0,q€C|[t,, )R], z€(0,%), o €[0,0) veheC[R,R] (3.255)
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notr gecikmeli diferansiyel denklemleri ele alalim.

Teorem 3.9.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.255) dogru olsun. Bu halde

t>t,icin 0< p(t)< p, ve 0<q(t)<q, (3.256)

olacak sekilde p,,q, ve o sabitleri vardir. ve

a 0<u<d icin 0<h(u)<
y . “l (u) Y } (3.257)

yada —d<u<0igin 0>h(u)>u

yazilir. Ayrica h(u) orjin civarinda azalmayan ve (3.248) denkleminin karakteristigi
olan

A —p, e —q,e =0 (3.258)

denklemi (— oo,O] araliginda bir koke sahip olsun. Bu halde, (3.254) denklemi sinirl
salinim yapmayan bir ¢dziime sahiptir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

0<u<s igin 0<h(u)<uolsun. —85<u<0 igin 0>h(u)>u durumu
benzer olarak ispat edilir. 4,(3.258) denkleminin bir kokii olsun. ¢, > 0oldugundan
A, <0dir. y(t)= e Yolsun yeterince biiyik Tler, t>T —& igin 0< y(t)<ove
[0, y(T -0 )] araliginda h azalmayandir. Agikga

y(t)>0,y'(t)<0,y"(t)<0,y"(t)>0 (3.259)
ve

i=012,...,n icin lim yi(t)=0 (3.260)

yazilir ve y(t)

T ) poyt-2)]-0, vt -0)

0 3.261
o (3.261)

notr denklemini saglar. (3.260) kullanilarak (3.261) ifadesi j n defa integre
>T

t>

edilirse t>T igin y(t)— p,y(t _H J'qoys o)ds ds,...ds, , =0
t

Spa  S1
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elde edilir. (3.256) ve (3.257) denklemlerinden

(s—o))dsds,...ds, , < y(t)

'—;8
Q

t>T icin p +TT
t

Shna

n
fe

bulunur.

Lemma 3.6.2 den

x(s—o))dsds,...ds, , = x(t)

'-—:8
_Q

t>T icin p +TT
t

Sh

[
i

Stirekli sinirli pozitif X(t) ¢cozlime sahiptir. Dolayisiyla X(t) (3.254)’nin smurlt bir

¢oziimidir ve ispat biter. Teorem 3.9.1 ve 3.9.2 birlikte kullanilirsa (3.254)
denkleminin her siirli ¢ézliimiiniin salinimi i¢in gerekli ve yeterli sarti asagidaki
sonu¢ ile vermek miimkiindiir.

Sonug 3.9.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.255) dogru olsun.
t>t,icin 0< p(t)< p, = lim p(t)<1 0<q(t)<q, = lim q(t) saglanacak

sekilde p,,Q, € (0,00) pozitif sayilari vardir. Ayrica,
u =0 icin lim hlu) =1, uh(u)>0

Uu—o0 u

h(u) sifirin civarinda azalmayan fonksiyon olsun. Bu halde, (3.254) denkleminin her

sinirh ¢6ziimiiniin  salimimli olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart (3.248) lineer
denkleminin her sinirli ¢éziimiiniin saliniml1 olmasidir.

3.10. Baz1 ikinci Mertebeden Diferansiyel Denklemlerde Salinim

y'()+ p)yt —7)=0, t>a,>0, 7>0

Burada, p(t)siirekli negatif olmayan bir fonksiyondur. Bu diferansiyel denklemi
saglayan salinimli ¢oziimlerinin davranislari ile ilgilenecektir .

y'()+ p)yt—7)=0, t>a,>0, 720 (3.262)

denklemi ile ilgili varlik ve teklik ¢coziimleri (Halanay,1966) ele almistir.
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Lemma 3.10.1. (KUNG, 1971)

[a,oo) aralig1 tizerinde salinimli olmayan f € Cz[a,OO) olsun ve eger t 21;i¢in
ya

a) f(t)>0,f"(t)<0
ya da

b) f(t) <0, f"(t)=0
gecerliyse her negatif olmayan 7 igin

f(t—7)
t—o0 f (t)

lim =1.

Ispat: (KUNG, 1971)

[a,oo)arahgl tizerinde f salinimli olmamakla birlikte (a) sartin1 saglasin. Eger
7=0i¢in ise durum agiktir.z>0o0lsun 7 sonlu oldugundan tim t>t; icin
f(t—7)>0 olur. 0<é& <1 olmak lizere ¢ > O verilsin. Bu halde,

$1.

=
saglanacak sekilde bir N pozitif sayist vardir. t,—2"t>t olacak sekilde t, >t,

secelim t>1; icin f"(t) <0 oldugundan f ’nin grafigi asagiya dogru konkavdir.
Dolayisiyla,

f(t1—212)+ () _n

yazilir. Dolayisiyla,

f,-r), F)+ft=27) 1 1f@-27)
ft) ~ 2f(t) 2 2 f(t)

L1, 1f(—4) 1 1 1f(t-47)
T2 2 2f(t) 2 4 4 f(t)
1.1 1

Z—+—+ +—+i
2 4 720 2N

f(t,—2"7)
f(t)
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f(t —7)

Dolayistyla, liminf, T

>1-¢ yazilir. Simdi & — O igin limit alinirsa

fit —7)

liminf,_ f—t) >1elde edilir. Tim t>0igin f'(t) > 0oldugundan, aksi halde,

f(t—7) f(t—7)
f(t) f(t)

=1 yazilir. Diger durumumda benzer bir sekilde ifade edilir.

<1l ve

f nihayetinde negatif olacak ve dolayisiyla <1. limsup, ,,

f(t—7)

Iimtﬁoo
f(t)

Lemma 3.10.2. (KUNG, 1971)

y,(3.262) denkleminin salinim yapmayan bir ¢6ziimii ise yeterince biiyiik t
T Y
y(t) Jt

ve bazi K, sayilari i¢in

Ispat: (KUNG, 1971)

t,=2a ve t>1, olacak bicimde bir {;sayis1 segelim dyle ki y(t—7)>0. Bu

halde, t>t, icin v(t) = y((tt)) olsun. y(t) pozitif olarak azalan bir fonksiyondur.t >t,
y

Y
i¢in (3.262) denklemi t, <a <t olmak iizere I integre edilirse

a

~ 1:“2 it POY(E-1)
v(a) —v(t,) '!:v (t)dt j 4dy(t) t

Dolaysiyla, v(a)> j:vz(t)dt elde eldir. Buradan da,

J.:v2 (t)dt =v*(&)(t, —a) > V2 (t,)(t, —a) elde edilir.a <& <t, durumu da sunu

Jv(a)
Jt-a

gerektirir. v(a) >V’ (t,)(t, —a) ve tim t, >aigin v(t,) < yazilir. t — o0 igin
lemma3.10.1°den

y(t—7) _ y'(t) y(t-7)
yt oy y'®

yazilir. t —oove g(t)igin
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Loy = YO Y1)
y(® y(

yazilir. Buradan,

A+ (1) = \/—Y(t) y(t-1)

Oy
= Jovny YE=0) kvt -7)
YONo STy

o kyt-1)
<7
YO Rare)

yt) —yt-2)=y'(&)r <y(t-7)r
kz y(t—27) < kzy(t—17)
TVt—r Qre(t-7)  Vt-r@+e(t-1)

ve

o kytt-7)
)<
YO Karam)

elde edilir. Artan bir fonksiyon oldugu gz Oniine alinirsa
y(O) -y(t-2)=y'(&)7

<y(t-7)r

.kt y(t—27) L koy(t-7)
Jt—7 (L+e(t—7)) \/t—T(1+6‘(t—T))

yazilir. Buradan,

kr 1
y(t) < (1+ o Lratt _T)jy(t -7)

dolayisiyla yeterince biiyiik t i¢in

ylt-7) 1
y(t) "1 O(1/+'1)

yt-7) _, o 1
o O(ﬁj

elde edilir bu ise arzu edilen amactir.

veya
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Teorem 3.10.1. (KUNG, 1971)
Eger
t

(i) Baz1 B>ave lim %—oo icingeC (ﬂ oo) olacak sekilde bir ¢

t—oo

fonksiyonu vardir.

(i) t > oove V bir pozitif k ve y, (t) _1k olmak tizere

Jt

1(9'G)’

K(t.k)= j;(yk(s)g(s)p(s) TS

st+ g'(t)

olsun. Bu halde[a,oo)l'izerinde (3.262) denkleminin trivial olmayan her ¢6ziimii
salmimlidir.

Ispat: (KUNG, 1971)

[a,oo) tizerinde (3.262) denkleminin trivial olmayan bir ¢6zliimii salinimli
olmasm. Bu halde t;(=¢a) vardir 6yle ki tim t>t;i¢in y(t—7)=0tim t>t;icin
y(t —7) > 0oldugunu kabul edelim. Bu takdirde lemma 3.10.2 geregince bir pozitif

ylt-7)
y(0) >y, (1)

t,(= &) vardir. Oyle ki, tiim t >t, i¢in

y'(®)

yazilir. T = max{l, to,tl} ve t>T i¢in f(t) ve f(t)=— o
y

yazilsin g(t) > 0oldugundan,

, yt=7) _1(Q'®)
0= k[ 10+ 390 +pog X2 -1 E0

yazilir.

ys) 4 gs)

olsun. t>Ti¢in f(t)=2Z(t)+h(t) tanimlansin dolayisiyla

j(p(s)g( §¥6-0)_1(0e) J

Z(t)—W(f(t) —g'(t)j 1)(Z(t)+h(t)+ g(t)j
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yazilir. Bazi ¢ sabiti i¢in h(t)+%g'(t):C+ K(t,k) g0z oniine alinirsa (ii) den

dolayr bir t,>Tvardir. Oyle ki tiim t>t,i¢cin Z(t)+C+K(t,k)>Z(T)+5>0
yazilir. Z azalmayan oldugundan tiim t >t,i¢in Z(t)+C+ K(t,k)>Z(T)+5>0

ve buradan da tiim t >t,i¢in

0=t oy 1 z
Z(t)—g(t)(Z(t)+C+K(t,k)) zg(t)(Z(t)+5) >0

' t
2’0 5 1 gide edilir Bu denklem | edilirse

© @2o+or 90 )

-1 ¢ ;
Z(t)+5 Z(t)+6 tj Vez(t)wz%(za)w Jg(S)J

elde edilir.

r I =0 olmak iizere t; >t, oldugunda Z nin siirekli olamadig: goriiliir.
Z({t,)+0 ¢ g(s)

Boyle t;iin Varhglnl (1) sartindan garanti edilmektedir. Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla

y, [a; oo) araligi lizerinde salinimlidir bu da arzu edilen ispattir.
Not: Bayag diferansiyel denklem olmasi halinde y, (t) yerine 1 alinabilir.

Sonug 3.10.1. (KUNG, 1971)
t
lim | p(s)ds =« varsa denkleminin trivial olmayan her ¢6ziimii [a,oo)

t—o0
a

salmimlidir. g (t) =1olsun. Bu halde, K (k,t)= [y, (s)p(s)ds ve  lim,_, y,(t)=1
B

oldugundan teorem3.10.1°deki sart ger¢eklesmis olur ve istenilen sonug elde edilir.

(Myskis, 1951) “deki teorem yukaridaki ifadenin bir sonucu olarak ifade edilir.

Sonug 3.10.2. (KUNG, 1971)

Eger liminf__ p(t) >0 ise [a,oo) (3.262) denkleminin trivial olmayan her

¢Ozimi salinimhidir.

t—ow
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t,i>1 olsun. Here>oi¢in f.

Omek: HerieZ'i¢in Injt=Int, In;1=In,,,

fonksiyonlar dizisi ve buna eslik eden g; fonksiyonlar dizisini ele alalim.

1 l+¢
t)y=—"F+-——>——,0,(t)=tInt, o, >1
pl( ) 4t2 4t2 Inlzt gl( ) 1
1 “ 1 1+¢
t)=—+ + ,
P (1) at? ;4# InZt---Int  4t*In’t---In’t

]

ve In e, >0,a, >0 olacak bigimde g, =t.In;t---In t teorem 3.10.1°den n=1,2,...,
o ve 7>0igin y”(t)+ pn(t)y(t—z'):O denkleminin trivial olmayan her ¢6ziim

[an , oo)arahgl tizerinde g, dizisi kullanilmak iizere salinimlidir.

Teorem 3.10.2. (KUNG, 1971)

.[Ootp(t)dt<ooolsun. Bu halde [a,oo) tizerinde (3.262) denkleminin trivial

olmayan her ¢oziimii saliniml degildir.

Ispat: (KUNG, 1971)

y (3.262) denkleminin salinimli ve trivial olmayan bir ¢6ziimii olsun.Bu halde

a) t -t >2r,n=23..,

n-1 =

b) lim_ _t =o0.

n— n

olmak tiizere y ’nin kokleri olan {tn }::1 dizisini se¢elim. Simdi n>3 i¢in ve n tek

olmak {lizere [t t ]arallglnl ele alalim. Rolle teoreminden Y'(&,) = O olacak sekilde

n? e n+l

& elt,,t,,,) vardir. [t, —7,t ] iizerinde y’ siirekli oldugundan

V' (7,) =max]y'@®)[, telt, ~7.t,..]

olacak bi¢imdir, 77, € [tn —r,tn+l] vardir. Teorem 3.10.3 teki teklikten ve

y'(t)| =0

geregi goz Oniine almiry [tn —T,tn+l] lizerinde Ozdes olarak sifir olamaz. P ’nin

kokleri ayrik oldugu goz oniine alinirsa Y'(7,) # 0 olamaz. Dolayisiyla, 77, # &, dir.

5 n
(3.262) denklemi eger 77, <&, I edilirse (eger 77, > &, j edilirse)

T T
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n
Y'(&) =Y () =—[ pO)y(t—7)dt

elde edilir. Dolayisiyla, yeterince biiylik n’ler i¢in

& &y
y )| < [Ip@]y(t - )t <[y'6,)| [tp)et

T

n
yazilir . Buradan, .[ t|p(t)|dt >1 bulunur. Fakat Mot Eom }: =laraliklarinin dizisi en

Tn

fazla u¢ noktalarda sahiptir dolayisiyla N igin

© o Skl
Jt| p(t)|dt > Z It| p(t)|dt =oo yazilir. Bu ise bir ¢eliskidir.
k

a =N o

Not: p <0olmalidir. p <Oolmas1 halinde eger jwtp(t)dt <o denkleminde yerine

yazilirsa teorem hala gecerliligini korur.

3.11. ikinci Mertebeden Bir Diferansiyel Denklemin Salinim Teoremleri

y' () + p()y(t—z(t)) =0 (3.263)

(F®)Y'®) +p) f (y(t), y(g(1) =0 (3.264)

diferansiyel denklemlerin salinimi i¢in gerekli sartlar ele alinacaktir. Buradan [a, oo)
tizerinde r, p ve fonksiyonlar siirekli , r(t) >0, p(t)>0 ve 0<z(t) <m dir. [a, )

tizerinde (3.263) veya (3.264) keyfi denklemlerini saglayan ¢oziim keyfi biiyiikliikte
sahip ise 3.1.1 denkleminin ¢6ziimii salinimlhidir.

(ry')'+ py=0 (3.265)

denklemi ile ilgili salinim teoremi oldukga gelismistir.(Coles, 1968), (Waltman,
1968) (3.263) denkleminin salinimli davranisi (3.265) denklemininkinden oldukga
farklidir (Waltman, 1968). Bu fark

y't)-y(t-=)=0

denkleminden agikc¢a goriilebilir ve y(t) =sint c¢oziimdiir. Diger taraftan [O,oo)
tizerinde p(t) <0 ise (3.265) denklemin trivial olmayan salinimli ¢6ziimlere sahip

degildir. Yani 0 ’dan farkli salinimli ¢oziimler yoktur. Lineer olmayan 2.mertebeden
genel diferansiyel denklemlerin salinimi igin (Gollwitzer, 1969) ve ( Waltman, 1968)
bakilabilir. (Coles, 1968) de ifade edilen tekligin kullanimi igin asagidaki lemma
verilir.
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Lemma 3.11.1. (Bradley, 1970)

Eger her t>a i¢in p(t)>0(p(t)sifirdan farkll), O<z(t)<m ve
nihayetinde y 3.1.1 denkleminin pozitif bir ¢dziimii ise tiim yeterince biiyiik t igin
y'(t)>0 ve —y(t —(tr)(t)) >k olacak sekilde bir k pozitif sabiti vardir. Eger y(t)

y
nihayetinde pozitif ise y(t—z(t)) >0 bu nedenle y"(t) <0. Bu halde asagiya agsiya
dogru konkavdir. Boylece eger y'(t) <0 ise y(t) =0 olacaktir. Bu ise varsayimla bir
celiski teskil eder. Dolayisiyla, yeterince bilyiik t i¢in y'(t) >0,t,, y(t—m) nin en
biiylik kokiinden biiyiik olsun. Bu halde t=>t;, i¢in y(t—m)<y(t—z(t)) ve
yt—z(@) | y(t—m)
y(t) y(t)
y ye teget olsun. Yani g(s) =y'(t—m)(s—t+m)+y(t—m) asagi dogru konkav ise
yt—m) _y(t-m) _g{t-m)
y(t) g9(t) g(t)

dir. Bz1 t2t, i¢in g fonksiyonu (t—m,y(t—m))noktasinda

= '(t_ y(t)_ n:) bu halde g(x)=0 iiggenlerin benzelik oOzelliginde
y'(t—-m)+t—m

y(t—m) S gt-m) (x—t+m) y(t—m) (3.266)

y(t) g(t) x—t  [yt-m)+my't-m)]

Fakat y'(t—m) azalan oldugundan son terimit —ooigin bir & pozitif limitine
yakinsar. Dolayisiyla yeterince tiim biiyiik t’ler i¢in

yt—z(®) , yt-m_
yt) oy

Teorem 3.11.1. (Bradley, 1970)

Eger tim t>aigin p()>0,0<z()<m ve [p(t)dt=oo ise (3.263)

denkleminin tiim ¢oziimleri salintmlidir.

Ispat: (Bradley, 1970)
Teorem yanlis olsun. Bu halde nihayetinde bir y >0 ¢oziimii vardir ve

dolayisiyla yeterince biiyiikk t'ler igin y'(t) >0, y”(t)sO,z:Lolsun. Bu halde
y

Z'(t) + z(t)? +W =0elde edilir. T p(t)dt = oldugundan p(t) sifira
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denk degildir. Lemma 3.11.1 den z'(t)+z(t)* +&p(t) <0t >t, icin ve yeterince
bityiik t,igin

z(t) +jz(s)2ds <z(t,) - K"t[ p(s)ds <0 (3.267)

) f

t
yazilir. h(t):jz(s)zds olsun. Bu halde (3.267) denkleminden h? <h’.Buradan
)

1 1 1
< - <
h(t,) h@®) h(t)
dolayisiyla tiim ¢oztimler keyfi biiyiikliiklere sahiptir.

elde edilir. Bu c¢eliskidir

yeterince biiylik t’ler igin t—t,

(3.264) denkleminin belli sartlarda ¢ozlimlere sahip oldugu ve bu sartlar
r(t)=1 p(t) >0,t > oiging(t) »>o0,yve wile aym isaretlere sahip oldugunda
f(y,w)ayn isarete sahip ve f(y,w) yvew ye gore azalmayan bir fonksiyondur
(Paul, Waltman, 1968). Burada yukaridaki sartlara benzer olarak

1) t >ooigin g(t) —> oo
ii) Eger y vew ayni igaretlere sahip ise f(y,w) de ayni isaretlere sahip

iii)yve w Odan farkli oldugundan f(y,w)nun smir1 sifirdan farklidir
f(y,w)=0.

Not: Eger f siirekli ve ii. varsa iii. sart1 gerceklesir veya eger f yve w ye gore
azalmayan bir fonksiyon ise iii. sart1 gerceklesir.

r sabit olmamak sarti ile asagidaki lemmay1 ele alalim.

Lemma 3.11.2 (Bradley, 1970)
Eger p(t) >0 ( p(t) sifira denk degil) r(t) >0, I(%)dt =00,

(i) —(iii) sartlar1 gegerli ve nihayetinde (3.264) denkleminin pozitif (negatif) bir
¢Ozimi ise tim biiytik t’ler i¢in y'(t) >0 (y'(t) <0) olur.
Ispat: (Bradley, 1970)

Yeterince biiyiik t’ler icin eger y(t) >0 ve lemma yanlis ise bir t;noktasi
var dyle ki bu t;noktasi y(t)’ nin son sifirindan biiyiik ve ayn1 zamanda y(g(t)) nin
son sifirndan da biiyiik olur. Oyle ki y'(t) <0 t>t,i¢gin
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[r©Y'®] =—p@) f (y(©), Y(g®) <O ve dolayisiyla r(t)y'(t) <r(t,)y'(t,) olusur
t

r(t)ye bélﬁnﬁpj edilir ve t — ooise y(t) ’nin nihayetinde negatif oldugu goriiliir.
t

Bu ise hipotezle celisir. Yeterince biiylik t’ler i¢in y(t) <0 olmasi hali de benzer

olarak ele alinir.

Teorem3.11.2. (Bradley, 1970)

Eger p(t)>0,r(t)>0 ,T p(t)dt = oo, T%dt =oove  (i)-(iii))  sartlan

saglanirsa (a, oo)iizerinde (3.264) denkleminin herhangi bir ¢oziimii salinimlidir.

Ispat: (Bradley, 1970)

Tim biiylik t’ler igin (a,oo) tizerinde y'(t) >0dir. Boylece yazalmayan bir
fonksiyondur.(i)-(iii)  sartlarindan  tiim  yeterince  biliyilk  t’ler  i¢in
k< f(g(t),y(g(r))) saglayacak sekilde bir k > Osabiti vardir. Sonu¢ olarak t,

yeterince biiylik ve t >t icin (r(t)y'(t)), + p(t)k <0 esitsizligi integre edilirse

rt)y'(t) —r(t,)y'(t,) + kj p(s)ds <0 (3.268)

to

t
elde edilir. Fakat t—ecoicin k[ p(s)ds —cooldugundan y'(t)nin  nihayetinde
to
negatif oldugu goriiliir. Bu ise lemma2 ile celiski olusturur. Benze bir tartisma
yeterince biiyiik t’ler i¢in y’(t) < 0durumu benzer olarak ele alinir(veya biiyiik t’ler

icin y(t) <O olmasi hali benzer olarak ele alinir).

3.11.1. Simirhlik ve salinimin olmamasi hali

Teorem 3.11.1.1. (Bradley, 1970)

Eger (a,o) tizerinde (i)-(iii) dogru , p(t)>0 ve y’ (3.264) denkleminin
salinim yapmayan bir ¢éziimii olsun. Bu halde negatif olmayan k, ve K,sayilar

t ©
vardir Oyle ki |y(t)| <k, + kzj‘(%jds saglanir, Ozel olarak j%ds < oovarsa
to a

(a,00)lizerinde tiim ¢oziimler salinimlidir veya sinirlidir.
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Ispat: (Bradley, 1970)

Yeterince tiim biiyiikk t’ler i¢in y (3.264) denkleminin salinim yapmayan
nihayetinde pozitif bir ¢dziimi olsun. Bu halde, (ry’)’(t) < O olusur. Gerekli islemler

t
sonucunda  0< y(t) < Y(t,)+1(t)y'(t,)] %ds elde edili. Eger k, =|y(t,),
(s

kz = r(to)

y'(t, )| olarak alinirsa ispat biter. Tiim biiyiik t’ler igin y < 0ise

V(1) = Y(t) + ()Y (to) | — = ds.

1
r(s)
Esitsizligi elde edilir. Buradan da,

0<|y(t)|=—y(t) <—y(t) - r(to)y'(to)'t[%ds elde edilir.

Teorem 3.11.1.2. (Bradley, 1970)

p(t)=>0ve p,z,0<7(t) <molmak iizere siirekli fonksiyonlar olsun. Ayrica
y >1olsun. Bu halde

Tsp(s)ds =0 (3.269)

sarti

y"(©) + pO]y(t - ) |yt -z(®) [ s y()=0 (3.270)

Denkleminin tiim ¢6ziimleri salinimi i¢in yeterlidir.

Ispat: (Bradley, 1970)

y >1lise sonu¢ Gollwitzer (Gollwitzer, 1969) tarafindan gelistirildi. y =1ise
salinim i¢in (3.269) denkleminin gerekliligi y >1durumu ile aymidir. Yeterliligin
ispat1 i¢in az bir degisiklik gereklidir. Eger tiim yeterince biiyiik t’ler i¢in y(t) >0
ve y siirli bir ¢oziim ise t > ¢ igin y"(t) <0, y'(t) >0, y(t) > 0 gerceklesir dolaysiyla

t>cigin y(t—m) < y(t—7(t)) olusur.(8) denklemi _t ile ¢arpilip integre
y(t—z(1)
edilirse
t " t
[ (Y"S)) g < [ sp(s)ds (3.271)
: y(s—m) :
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denklemi elde edilir. y'(s—m) > y’(s) gercegi ile birlikte kismi integralden (3.271)

denklemi

[sy(s)/ y(s— m)] c—Iny(s—m) ‘c+tj [sy'(s —m)/y*(s— m)]ds < —jsp(s)ds (3.272)

bi¢giminde yazilir. y smirlt oldugundan (3.272) denkleminin sol tarafi alttan sinirli

iken sag tarafi —oo gider. Bu ¢eliski ispati tamamlar. Gecikme olmaksizin (3.270)
tipindeki denklemler (Gollwitzer, 1969) ve (Kiguradze, 1962) galisildi. (Gollwitzer,
1969)’da 0 < y <lolmasi halinde lineer olmayan gecikmeli diferansiyel denklemi

ayni zamanda ¢alisildi. Burada elde edilen sonuglar (Heidel, 1969) ile benzerdir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Ulkemizde bu yonde calismak isteyenler icin Tiirkge kaynak
bulunmadigindan bu tezdeki gecikmeli diferansiyel denklemlerde salinim teorisi ile
ilgili literatiirde bilinen kaynaklar irdelenerek Tiirk¢e’ ye ¢evrilmistir.

Salinim teorisi son yillarda oldukga ilgi gormiistiir. Dolayisiyla, bu tezin
gecikmeli diferansiyel denklemlerde salinimla ilgili ¢alismak isteyenler igin iyi bir
katalog olusturacagi kanaatine varilmistir.

Ayrica, bu tezde ele alinmig iiclinci mertebeden gecikmeli diferansiyel
denklemlerin saliniminin analizi yapilmustir.
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5.SONUCLAR VE ONERILER

Sonug olarak bu tezde pratikte modellemesi yapilan gecikmeli diferansiyel
denklemlerde salimimla ilgili problemler ele alinmamustir. Sadece literatiirde son

zamanda calisilmis bilimsel birka¢ makale irdelenmistir.

Ayrica, bu tezde konu igeriginin genis olmasindan dolayr 6rneklendirmeler

istenen seviyede olmamustir.
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