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ÖZET

MANYETİK ALAN ETKİSİ ALTINDA FONKSİYONEL DERECELENDİRİLMİŞ
KAPLARIN STRES ANALİZİ

Anwr TEMO
Yüksek Lisans, Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Dr. Öğr. Üyesi Durmuş YARIMPABUÇ

Ağustos 2019, 46 sayfa

Bu çalışmada, düzgün manyetik alanın etkisi altında iç basınca maruz kalan fonk-
siyonel olarak derecelendirilmiş kalın cidarlı silindirik ve küresel cisimlerin statik
gerilme analizi sayısal olarak incelenmiştir. Bu cisimlerin bir metal ve seramik
karışımından yapıldığı ve tüm malzeme özelliklerinin ve manyetik geçirgenliğin eks-
ponansiyel olarak radyal yönünde derecelendirildiği varsayılmaktadır. Bu koşullar
altında doğrusal sınır değer problemi elde edilir. Bu diferansiyel denklemin çözümü
hem Tamamlayıcı Fonksiyonler Yöntemi hem de Pseudosplektal Chebyshev Yöntemi
ile ele alınmıştır. Bu yöntemlerden ilki, sınır değer problemini başlangıç değer problem
sistemine dönüştürerek çözülmesini sağlayan bir yaklaşım iken, ikincisi ise diferan-
siyel matris yaklaşımına dayanan ve diferansiyel denklemi lineer denklem sistemine
dönüştüren yaklaşımdır. Literatürde mevcut olan çözümler bu çalışmada elde edilen
sonuçları doğrulamak için kullanılmıştır. İki farklı karışım malzemesi ile düzgün
manyetik alanın, gerilme ve yer değiştirme dağılımları üzerindeki etkileri grafiksel
gösterimle ele alınmıştır.

Anahtar Kelimeler: Fonksiyonel Derecelendirilmiş Malzemeler, Basınçlı Kaplar,
Tamamlaycı Fonksiyonlar Yöntemi, Chebyshev Pseudospektral
Yöntemi, Stres Analizi
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ABSTRACT

STRESS ANALYSIS OF FUNCTIONALLY GRADED PRESSURE VESSELS
UNDER THE EFFECT OF UNIFORM MAGNETIC FIELD

Anwr TEMO
M.Sc., Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Durmuş YARIMPABUÇ

August 2019, 46 pages

In this study, the static stress analysis of functionally graded thick cylindrical and
spherical bodies subjected to an internal pressure under the effect of uniform mag-
netic field are discussed numerically. It is assumed that these bodies are made from a
mixture of metal and ceramic and the all material properties and magnetic permeability
are graded exponentially in raial direction. These conditions result in linear boundary
value problems. The solution of these differential equation are handled by both the
Complementary Function Method and the Pseudosplectal Chebyshev Method. The
former is a method that allows the boundary value problem to be solved by convert-
ing the boundary value problem into an easily solvable initial value problem system,
while the latter is based on the differential matrix approach and converts the differen-
tial equation into a system of linear equations by this approach. The solutions available
in the literature are used to confirm the results obtained in this study. The effects of
two different mixture materials and uniform magnetic field on stress and displacement
distributions are shown in graphical form.

Key Words: Functionally Graded Materials, Pressure Vessels, Complementary Func-
tions Method, Pseudospectral Chebyshev Method, Stress Analysis
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İTHAF SAYFASI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii
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ÇİZELGELER DİZİNİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vii
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3. SAYISAL YÖNTEMLER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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değiştimeye olan etkisi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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fz, fφ Elektrodinamik Maxwell denklemlerinden türetilmiş Lorentz kuvveti
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1. GİRİŞ

Parçacıklı kompozitlerin termomekanik özelliklerini fonksiyonel olarak derece-

lendirme fikri, ilk olarak Japonya’da malzemeler üzerine çalışma yapan bir grup

malzeme bilimcisi tarafından ortaya atılmış ve geliştirilmeye başlanmıştır [1, 2].

Toz metalurji yöntemleri ile farklı malzemeler birleştirilerek yapılabilen fonksiyo-

nel derecelendirilmiş malzemeler (FDM’ler), genel olarak yüksek ısıya dayanabilen

ve mukavemeti güçlü malzemelerin üretilebilmesi alanındaki uygulamalarda kul-

lanılmaya başlanmıştır.

Fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış silindirik ve küresel

yapıların mekanik özellikleri makroskobik anlamda bir yüzeyden diğerine sürekli

değişmektedir. Bu tür malzemeler hacim oranının kademeli olarak değiştirilmesiyle

elde edilir. FDM’ler, bazı spesifik uygulamalar için istenen özelliklere sahip olacak

şekilde tasarlanmış kompozit malzemelerdir. Son zamanlarda, mekanik özellikleri

makro ölçekte sürekli değişen bu tür özel malzemelere ihtiyaç ve ilgi giderek

artmaktadır.

1.1 Literatür Özeti

Horgan ve Chan [3], içi boş fonksiyonel derecelendirilmiş (FD) silindir ve diskin

düzgün bir iç ve dış basınç etkisi altındaki gerilme analizini ayrı ayrı analitik olarak ele

almışlardır. Elastik modülünün kuvvet kuralı ile radyal yönde değiştiği varsayılırken,

Poisson oranındaki değişim ihmal edilmiştir. Çözüm kolaylığı açısından basınçlı

kapları düzlem gerilim koşulu altında incelemişlerdir. FD silindir veya küredeki

gerilme tepkisinin, homojen silindir ve küreye göre önemli ölçüde farklı olduğu

gösterilmiştir. Örneğin, maksimum çevresel gerilime, genel olarak, homojen malze-

menin durumunun aksine iç yüzeyde meydana gelmez.

Tutuncu ve Ozturk [4], iç basınca maruz bırakılmış fonksiyonel derecelendirilmiş

silindirik ve küresel kaplardaki gerilmelerin ve yer değiştirmelerin kapalı form-
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daki çözümlerini sonsuz-küçük teorisini kullanılarak analitik olarak elde etmişlerdir.

Elastik modülünün radyal yönde kuvvet kuralı ile değiştiği varsayılırken, Poisson oranı

sabit alınmıştır. Sabit bir gradyan indeksine bağlı olan gerilme dağılımları, homojen

malzeme ile grafik üzerinde karşılaştırılmıştır. Bu çalışmada kullanılan homojensiz-

lik parametreleri, elastik modülünün radyal yöndeki değişimini kontrol eden gradyan

indekslerinin gerilme dağılımı üzerindeki etkisini göstermek için keyfi bir şekilde

seçilmiştir. Bu parametrenin tasarım açısından kullanışlı olduğu ve özel uygulamalarda

stres dağılımını kontrol etmek için kullanılabileceği ifade edilmiştir.

You vd. [5], iç basınca maruz bırakılmış kalın cidarlı küresel basınçlı kapların elastik

analizini sayısal olarak çözümlemişlerdir. Bir kabın iç ve dış yüzeylerine yakın iki ho-

mojen tabakadan ve ortada fonksiyonel olarak derecelendirilmiş bir tabakadan oluşan;

diğeri ise sadece fonksiyonel olarak derecelendirilmiş malzemeden oluşan iki tür

basınçlı kap ele alınmıştır. Elastik modülünün sadece fonksiyonel derecelendirilmiş

malzemeye olan etkisi ile üç tabakalı modelde elastik modülü ve orta tabakadaki geo-

metrik boyutunun, yer değiştirmeye ve gerilmelere olan etkisi ayrı ayrı incelenmiştir.

Elastik modülünün radyal doğrultudaki değişimini kontrol eden gradyan indeksinin uy-

gun bir şekilde seçilerek sabite yakın çembersel bir gerilme elde edilebileceği, dolayısı

ile gerilmenin maksimum değerini önemli ölçüde azaltılabileceğini göstermişlerdir.

Dai vd. [6], düzgün bir manyetik alana yerleştirilmiş ve iç basınca maruz bırakılmış

fonksiyonel olarak derecelendirilmiş silindirik ve küresel kapların manyetoelastik

davranışlarını incelemişlerdir. Malzemenin sertliği ile manyetik geçirgenliğin cidar

kalınlığı boyunca kuvvet kuralına göre değiştiği varsayılırken, Poisson oranı sabit

kabul edilmiştir. Bu koşullar altında hem silindirik hem de küresel basınçlı

kaplardaki yer değiştirme, gerilmeler ve manyetik alan vektöründeki bozulmalar

manyetoelastisitenin sonsuz-küçük teorisi kullanılarak analitik olarak elde edilmiştir.

Fonksiyonel olarak derecelendirilmiş malzeme özellikleri için elde edilen gerilme-

ler ile manyetik alan vektöründaki bozulmalar, homojen değerler ile oranlanarak

karşılaştırılmıştır. Keyfi olarak seçilmiş homojensizlik parametreleri kullanılarak

fonksiyonel derecelendirilmiş malzemelerin gerilmeler ve manyetik alan vektörü

dağılımlarının bozulması üzerine etkileri gösterilmiş, gradyan indeksinin tasarım
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açısından kullanışlı bir parametre olduğu vurgulanmıştır. Uygun bir gradyan indeksi

seçilerek bazı özel gereksinimleri karşılayabilecek FD silindirik ve küresel kaplar

tasarlamanın mümkün olabileceği ifade edilmiştir.

Tutuncu [7], iç basınca maruz bırakılmış, fonksiyonel olarak derecelendirilmiş kalın

cidarlı silindirik kaplardaki gerilmeleri ve yer değiştirmeleri, kuvvet seri çözümünü

kullanalarak analitik olarak hesaplamıştır. Elastik modülünün üstel olarak değiştiği,

Poisson oranının ise sabit olduğu izotropik bir malzeme model olarak seçilmiştir.

Farklı parametrelerle oluşturulan modeller için yer değiştirme ve gerilme dağılımları

grafikler halinde sunulmuştur. Keyfi olarak oluşturulan bu modeller ile FDM’lerin yer

değiştirme ve gerilme dağılımları üzerine etkileri detaylı olarak irdelenmiştir. Malze-

menin radyal yöndeki değişimini kontrol eden bu parametrenin, ampirik olarak belir-

lenerek gerilme dağılımlarının kontrol edilebileceği veya istenilen gerilme dağılımına

göre malzeme modeli oluşturulabileceğinden bahsedilmiştir.

You vd. [8], iç basınca maruz bırakılmış kalın cidarlı fonksiyonel olarak

derecelendirilmiş silindirik kaplarda, kararlı durumda akma deformasyonu ile ger-

ilmeleri incelemişlerdir. Norton Yasası’nda yer alan malzeme özelliklerinin radyal

yönde değiştiği varsayılmıştır. Bu koşullar altında, gerinme hızı-gerilme ilişkileri,

Norton yasası, deformasyon uyumluluk koşulu, eksenel simetrik denge denklemi

ve düzlem gerinme bağlantılarını kullanarak basit bir çözüm yöntemi sunmuşlardır.

Silindirik basınçlı kaplardaki gerilmeleri ve akma gerinme hızlarını önerdikleri

yaklaşım ile hesaplayarak, radyal doğrultuda malzeme parametrelerinin değişminin

gerilmeleri nasıl etkilediğini incelemişlerdir. Sonuç olarak, parametrelerin değişiminin

çevresel ve eksenel yöndeki gerilmeleri büyük ölçüde etkilediğini gözlemlemişlerdir.

Chen ve Lin [9], fonksiyonel olarak derecelendirilmiş kalın cidarlı silindirik ve küresel

basınçlı kapların elastik analizini yapmışlardır. Elastik modülünün radyal yönde üstel

olarak değiştiği, Poisson oranının ise sabit olduğu varsayılmıştır. Bu durum için sis-

temi modelleyen adi diferansiyel denklemin çözümü sayısal olarak elde edilmiştir.

Gerilmelerin radyal yöndeki dağılımları farklı fonksiyonel derecelendirilmiş malzeme

modelleri için incelenmiş, fonksiyonel olarak derecelendirilmiş malzemelerin bu ger-
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ilme dağılımlarını önemli ölçüde etkilediği gösterilmiştir. FDM’ler kullanılarak,

makul gerilme dağılımına sahip basınçlı kapların tasarlanabileceğinden bahsedilmiştir.

Ayrıca, kullanılan sayısal yöntemin benzer mühendislik problemlerin çözümünde

pratik bir yöntem olduğu sunulmuştur.

Akis [10], fonksiyonel derecelendirilmiş küresel basınçlı kapların tamamen elastik,

kısmen plastik ve tamamen plastik durumlar için gerilme analizleri küçük deformasyon

teorisi kullanılarak analitik olarak incelenmiştir. Elastik modülü ile tek eksenli verim

sınırının radyal yönde kuvvet kuralı ile değiştiği varsayılırken, Poisson oranı sabit

alınmıştır. Analizde kullanılan plastik model, Tresca’nın verim ölçütüne ve ideal plas-

tik malzeme davranışına dayanmaktadır. Homojen bir küresel basınçlı kaptan farklı

olarak, fonksiyonel olarak derecelendirme parametrelerinin radyal olarak değişmesi

nedeniyle farklı plastikleşme modlarının olabileceği gösterilmiştir. Homojen küresel

basınçlı kaplarda basınç, elastik sınırına ulaştığında iç yüzeyde başlarken, fonksiyo-

nel derecelendirilmiş kaplarda ise plastik deformasyonun iç yüzeyde, dış yüzeyde,

iki yüzeyde aynı anda veya radyal değişime bağlı olarak düzeneğin içinde bir yerde

başlayabileceği ifade edilmiştir. Tüm durumlar için kısmen plastik ve tamamen plastik

tepkisi incelenmiştir.

Jahromi vd. [11], fonksiyonel olarak derecelendirilmiş metal-seramik kompozit-

ten yapılmış kalıntı gerilme oluşturma işlemine (autofrettage) tabi tutulmuş basınçlı

kalın cidarli bir kaptaki artık gerilmeleri hesaplamak için, değişken elastik ve plas-

tik özelliklere sahip malzemelerde, değişken malzeme özellikleri yönteminin bir

uzantısını kullanmışlardır. Metal kabın, içten dış yarıçapa artan bir seramik hacimli

kesime sahip seramik partiküllerle takviye edilmesinin, oto-frette edilmiş bir kabın iç

bölümünde sıkıştırılmış artık gerilmelerin büyüklüğünü arttırdığı ve böylece hem daha

iyi bir yorulma ömrüne yol açabileceği hem de taşıma kapasitesini arttırabileceğini

göstermişlerdir. Seramik bir partikül dayanımı ve uzamsal dağılımın rolünün yanı sıra

kalın bir kapta indüklenmiş artık gerilmeler üzerindeki oto-basınç rolünü vurgulamak

için parametrik bir çalışma yapılmıştır.

Maleki vd. [12], farklı otomatik basınçlara maruz homojen küresel basınçlı kaplarda
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artık stres dağılımlarını incelemişlerdir. Çözümleme, değişken malzeme özellikleri

yönteminin bir uzantısı geliştirilerek elde edilmiştir. Bu geliştirdikleri yeni yöntem

ile hem yükleme hem de boşaltmada ve değişken Bauschinger etkisinin dikkate

alınmasında, gerçek malzeme davranışına dayanan küresel kapların analizleri için

uygulanabilir olmasını sağlamıştır. Sonlu elemanlar yöntemi kullanılarak belir-

lenen artık gerilmeler, bu yeni yöntem sonuçlarıyla karşılaştırılmış ve basitleştirilmiş

malzeme modellerinin kullanılmasının, özellikle iç yüzeye yakın, çember artık geril-

mesinin tahmininde önemli bir hataya neden olabileceği gösterilmiştir. Parametrik bir

çalışma yapılarak, istenen artık gerilme durumunun yaratılması için optimum otomatik

basınç ve buna karşılık gelen otomatik sıcaklık tanıtılmış ve belirlenmiştir.

Dai vd. [13], mekanik yükleme ve elektrik uyarımına maruz bırakılmış içi boş fonksi-

yonel olarak derecelendirilmiş piezoelektrik silindirik ve küresel elemanlarda piezoe-

lastik davranışları incelemişlerdir. Malzemenin mekanik, piezoelektrik ve dielektrik

özelliklerinin radyal yönde kuvvet kuralına göre değiştiği varsayılmıştır. Bu koşullar

altında hem silindirik hem de küresel yapılardaki yer değiştirme, gerilmeler ve elek-

trik potansiyeli, piezoelastisite sonsuz-küçük teorisi kullanılarak analitik olarak elde

edilmiştir. Elde edilen bu analitik çözümün keyfi mekanik ve elektrik yükleri için

geçerli olduğu gösterilmiştir. Fonksiyonel derecelendirilmiş malzemenin avantajlarını

göstermek için sayısal örnekler sunulmuştur. Piezoelastik tepkileri optimize edebile-

cek şekilde uygun bir homojensizlik parametresinin kolayca hesaplanabileceğinden

bahsedilmiştir. Fonksiyonel olarak derecelendirilmiş piezoelektrik malzemelerin ger-

ilme dağılımı ve elektrik potansiyeli üzerine büyük etkisi olduğu gösterilmiştir.

Peng ve Li [14], fonksiyonel olarak derecelendirilmiş silindirik basınçlı bir kabın

sabit ısıl gerilimlerini analiz etmek için yeni bir yöntem sunmuşlardır. Isı iletik kat-

sayısı, elastik modülü, Poisson oranı ve ısıl genleşme katsayısının silindirin radyal

yönü boyunca keyfi olarak değiştiği varsayılmıştır. Bu şartlar altında sistemi mod-

elleyen sınır değer problemleri Fredholm integral denklemlerine dönüştürülmüştür.

Bu Fredholm integral denklemleri sayısal olarak çözülerek ısıl gerilmelerin ve radyal

yer değiştirmenin dağılımları elde edilmiştir. Bu yaklaşımın doğruluğu, malzeme

özelliklerinin kuvvet kuralına göre değiştiği durum için elde edilmiş olan anali-
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tik çözümle karşılaştırılarak test edilmiştir. Elde edilen sayısal sonuçlar grafiksel

olarak sunulmuş ve malzeme özelliklerinin radyal yöndeki değişiminin ısıl gerilmeler

üzerindeki etkisi araştırılmıştır. Uygun olarak seçilen malzeme modeli ile, ısıl gerilme

dağılımının bütün yapı içinde daha uygun hale getirebileceği bulunmuştur.

Nejad ve Rahimi [15], elastisite teorisini kullanarak izotropik, dönel kalın

cidarlı fonksiyonel olarak derecelendirilmiş silindirik basınçlı kaplardaki gerilmeleri

incelemişlerdir. Malzemenin sertliği ile yoğunluğunun radyal yönde kuvvet kuralına

göre değiştiği varsayılırken, Poisson oranı sabit alınmıştır. Bu koşullar altında Navier

denkleminin analitik çözümü, düzlem gerilimi, düzlem gerinimi ve kapalı uçlu silindir

koşulları altında ayrı ayrı elde edilmiştir. Farklı sertlik gradyan indeksleri ve açısal

hızlar için yer değiştirme, radyal gerilme ve çevresel gerilmeler grafiksel formda

karşılaştırılmıştır. Radyal doğrultudaki gerilmelerin değişimini asgariye indirecek ve

malzemenin optimum kullanımını sağlayacak şekilde optimum gradyan indeksleri bul-

manın mümkün olduğunu ifade etmişlerdir.

Carrera ve Soave [16], iç basınç ve termal yüklere maruz bırakılmış bir kabtaki normal

ve kayma gerilme gradyanlarını azaltmak için fonksiyonel olarak derecelendirilmiş iki

katmanlı basınçlı bir kap modeli oluşturulmuştur. İki katmandan içerdeki ince metalik

katmandan (gaz ve dış katman arasında kimyasal / fiziksel bir reaksiyondan kaçınmak

için astar olarak kullanılan titanyum), dışardaki ise kalın bir katmandan (yapısal bir

kısıtlama olarak kullanılan karbon fiber) yapılmıştır. Silindirik bir kabuk ve küresel bir

panel olmak üzere iki ana geometrik eleman incelenmiştir. Kabuk analizi, kalınlık

kabuk doğrultusundaki üç boyutlu gerilme/gerinim alanına dayanan karışık tabaka

şeklinde teorilere dayanılarak yapılmıştır ve birinci dereceden kayma deformasyon

teorisi ile ilgili sonuçlar karşılaştırma amacıyla verilmiştir. Arayüzlerde, kayma ve

normal gerilme gradyanlarını azaltmak için FDM katmanlarının kullanılmasının uygun

olduğu sonucuna varılmıştır. FDM tabakalarının burkulma yükü söz konusu olduğunda

daha iyi sonuç verdiği görülmüştür. Saf iki katmanlı bir duvara göre, düzlemsel kayma

ve boyuna basma gerilmelerinin daha düşük değerler aldığını ifade etmişlerdir.

Sadeghian ve Toussi [17], öncelikle, fonksiyonel olarak derecelendirilmiş küresel
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basınçlı kaplarda oluşan elastik ve mükemmel plastikteki ısıl gerilmelerin dağılımlarını

ayrı ayrı ele almışlar, daha sonra ise birleştirilmiş elastik ve mükemmel plastikteki ısıl

gerilme analizini yapmışlardır. Malzemenin sertliği, akma dayanımı, ısıl genleşme

ve iletkenlik gibi fiziksel özelliklerinin kuvvet kuralı ile radyal yönde değiştiği an-

cak Poisson oranının sabit olduğu varsayılmıştır. Sıcaklık dağılımı kararlı durumda

olduğu için, sıcaklığın fiziksel özellikler üzerine olan etkisinin ihmal edilebileceği

düşünülmüştür. Elastik-plastik sınır çizgisinin konumunu bulmak için, fonksiyonel

derecelendirilmiş malzemenin elastik ve plastik bölgelerdeki ilgili Navier denklemleri

aynı anda çözülerek ve arayüz hattındaki pozisyonun yanı sıra arayüz hattındaki bilin-

meyen değerler elde edilmiştir. Farklı malzeme bileşimleri için basınç ve sıcaklığın,

plastik bölgenin büyümesi üzerindeki etkileri incelenmiştir.

Bayat vd. [18], düzlem gerilme koşulu, eksene ve orta düzleme göre simetri ve

ısı kaynağından dolayı ısıl yükleme etkisi altında değişken kalınlıkta dönel fonksi-

yonel olarak derecelendirilmiş diskin manyeto-termo-elastik analizini ele almışlardır.

Malzeme özelliklerinin radyal yönde kuvvet kuralı ile değiştiği varsayılmıştır. Sıcalık

dağılımı ve yer değiştirme için çözümler analitik olarak elde edilmiştir. Farklı

sınır koşulları için manyetik alan, fonksiyonel derecelendirme ve diskin geometrisi

gibi temel faktörlerin içi boş diskteki gerilme ve yer değiştirme üzerindeki etkileri

incelenmiştir. Derecelendirme indeksinin belirli bir değeri için, manyeto-mekanik yük

altında diskteki maksimum gerilmenin, olması gerekenin aksine merkezden uzakta bu-

lunduğunu gözlemlemişlerdir. Sadece mekanik yüke maruz bırakılmış disklerde radyal

gerilme çekme yönünde olurken, manyeto-mekanik yük altında hem çekme hem de

basma yönünde olabileceği görülmüştür.

Anani ve Rahimi [19], iç ve dış basınca maruz bırakılmış fonksiyonel olarak

derecelendirilmiş hiper elastik kalın cidarlı küresel kabuğun gerilme analizini Hipere-

lastik davranış, değişken malzeme parametreleriyle değiştirilmiş neo-Hookean gerinim

enerjisi fonksiyonu kullanılarak modellenmiştir. Gerinme enerji fonksiyonunun

malzeme sabitleri radyal yönde kuvvet kuralına göre derecelendirilmiştir. Gerinme

enerjisi fonksiyonunun malzeme sabitleri, Levenberg-Marquardt doğrusal olmayan

regresyon yöntemi kullanılarak deneysel verilerden hesaplanmıştır. Gerilmeler ve
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küresel kabuk gerilmeleri eksenel simetrik radyal koşullar altında elde edilmiştir.

Uzama oranları ve gerilme bileşenlerinin profilleri farklı gradyan indeksleri için radyal

yönde grafiksel formda gösterilmiştir. Fonksiyonel derecelendirilmiş malzemenin

gradyan indekslerinin, yer değiştirme, gerinme ve gerilme dağılımları üzerinde büyük

etkiye sahip olduğu vurgulanmıştır. Gerilme bileşenleri ile yer değiştirmenin uygu-

lanan basınca, iç ve dış yarıçap oranına olan duyarlılığı araştırılmış, iç ve dış yarıçap

oarnının deformasyon ve gerilmeler üzerinde büyük bir etkisi olduğu gösterilmiştir.

Bazı özel gereksinimleri karşılayacak fonksiyonel derecelendirilmiş malzemenin tasar-

lanmasında gradyan indeksi ile iç/dış yarıçap oranının büyük öneme sahip olduğu ifade

edilmiştir.

Wang vd. [20], sonlu uzunlukta içi boş iki ucu kapatılmış ve termal yüklere maruz

bırakılmış fonksiyonel deredelendirilmiş basınçlı silindirik kapların termal ve gerilme

problemini, Euler-Cauchy yöntemi kullanılarak analitik olarak çözmüşlerdir. Pois-

son oranı hariç malzeme özelliklerinin radyal yönde kuvvet kuralına göre değiştiği

varsayılmıştır. Analitik çözümün doğruluğunu göstermek için aynı problemi sonlu

elemanlar yöntemi ile çözmüşlerdir. Fonksiyonel derecelendirilmiş basınçlı kabın

optimal malzeme dağılımını belirlemek için çift değişkenli bir optimizasyon modeli

önermişlerdir. Bu çalışmada önerilen gerilme formülasyonlarının ve optimizasyon

modelinin doğruluğu ve verimliliği, fonksiyonel derecelendirilmiş basınçlı kapların

tasarımının daha iyi anlaşılmasına yardımcı olacağını ifade etmişlerdir.

Jabbari vd. [21], sıcaklık gradyanına ve düzgün olmayan iç basınca maruz bırakılmış

kalın cidarlı değişken kesitli dönel silindirik basınçlı kabın termo-elastik analizini,

yüksek dereceli kesme deformasyon teorisi ile çok katmanlı yöntem kullanarak yarı-

analitik bir çözüm yapılmışlardır. Poisson oranı hariç malzeme özelliklerinin radyal

yönde kuvvet kuralına göre değiştiği varsayılmıştır. Değişken kalınlıktaki basınçlı

kabın dışbükey, doğrusal ve içbükey şeklindeki profili için çözüm yapmışlardır.

Yüksek mertebeden yaklaşımların radyal ve eksenel yer değiştirmeler, von Mises

gerilmesi ve kayma gerilmesi üzerindeki etkileri incelenmiştir. Mekanik ve ter-

mal yüklemenin, kalınlık profil tipinin ve gradyan endeksinin silindirik basınçlı

kabın mekanik davranışı üzerindeki etkilerini incelemek için bazı sayısal sonuçlar
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sunulmuştur.

Mazarei ve Nejad [22], iç yüzeyin tek tip bir ısı akısına ve dış yüzeyin ise bir

hava akımına maruz kaldığını varsayarak, fonksiyonel olarak derecelendirilmiş kalın

cidarlı küresel kapların termo-elasto-plastik problemini çözmek için kapalı formda

analitik bir çözüm sunmuşlardır. Küresel koordinatlardaki bir boyutlu ısı ile-

tim denklemi, küredeki sıcaklık dağılımını elde etmek için kullanılmıştır. Pois-

son oranı hariç malzeme özelliklerinin radyal yönde kuvvet kuralına göre değiştiği

varsayılmıştır. Kullanılan plastik model, von Mises verim kriterine ve mükemmel

plastik malzeme davranışı varsayımı altında ilişkili akış kurallarına dayanmaktadır.

Malzemelerin gradyan indeksi, ısı akısının limiti, yer değiştirme ve gerilmelerin

radyal yöndeki dağılımlarını incelemek için kullanılmıştır. Isı akısının ve basıncın

arttırılmasının plastik bölgenin yayılması üzerindeki etkisi araştırılmıştır. Poisson

oranı değişken alınarak, bu değişimin kritik malzeme parametresinin değeri üzerindeki

etkisi gösterilmiştir.

Wang vd. [23], basınçlı ve fonksiyonel olarak derecelendirilmiş bir malzeme

kaplaması yapılmış ince cidarlı silindirik bir kabın termomekanik davranışını

incelemişlerdir. Poisson oranı hariç malzeme özelliklerinin radyal yönde kuvvet ku-

ralına göre değiştiği varsayılmıştır. Bu FD kaplamalı basınçlı kabın gerilme dağılımı

için kapalı form bir analitik çözüm yapılmıştır. Analitik çözümün doğruluğunu

göstemek için sonlu elemanlar yöntemi ile aynı problem çözülmüş, sonuçların

örtüştüğü görülmüştür. FDM kaplamasının termomekanik özelliklerinin gerilme

dağılımları üzerine etkisi detaylı olarak tartışılmıştır. Birkaç farklı basınçlı kabın

karşılaştırmalı analizi yapılarak, FDM kaplamanın, iyi arayüz özellikleri ve güçlü ısı

direnci performansı gibi birçok avantaj sağladığı gösterilmiştir. Bu şekildeki kapla-

maların hem yük taşıma kapasitesini arttırdığını hem de basınçlı kapların uygulama

ortamını genişleteceği ifade edilmiştir.

Arslan [24], tabakalı ve fonksiyonel olarak derecelendirilmiş küresel basınçlı kaplar

için iki ayrı analitik çözüm modeli sunmuştur. Poisson oranı dışındaki malzeme

özellkilerinin kademeli bir şekilde değiştiği varsayılarak n tabakalı bir basınçlı kap için
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çift tekrarlamalı bir algoritma kullanılmıştır. Fonksiyonel olarak kademelendirilmiş

basınçlı kap için aynı malzeme özelliklerinin radyal yönde kuvvet kuralına göre

değiştiği kabul edilmiştir. Bu iki farklı heterojen kabın aynı yük koşulları altındaki

elastik davranışları karşılaştırılmıştır. Elastik limit yükü ile kademelendirme parame-

tresi ve tabaka sayısı arasındaki ilişkiler incelenmiştir. Sonuç olarak, iki tabakalı

basınçlı kap ile kademelendirilmiş basınçlı kap arasındaki elastik limit yük farkının

%70 civarında olduğu ve bu farkın tabaka sayısı arttırıldıkça düştüğü gözlemlenmiştir.

Ayrıca, akma, fonksiyonel derecelendirilmiş basınçlı kaplarda yüke ve kademe-

lendirme parametresine bağlı olarak iç ya da dış yüzeyde oluşabilirken, tabakalı

basınçlı kaplarda ise (n−1)’inci arayüz koordinatında gerçekleşmektedir.

Almasi vd. [25], deformasyon gradyanının çarpımsal ayrışımını kullanarak, hipere-

lastik kalın cidarlı silindirik basınçlı kabın hem analitik hem de sayısal olarak termo-

mekanik analizini sunumuşlardır. Enerji yoğunluk fonksiyonu, deneylerle mükemmel

uyum göstermesi nedeniyle ve sıkıştırılabilir ve özellikle sıkıştırılamaz malzemeler

için üstel terimleri içeren elastomerlerin hiperelastik tepkisini tahmin etmek için

kullanılmıştır. Radyal ve eksenel gerilmelerin açısal hız değişimlerine, çember ger-

ilmesinden daha duyarlı olduğu bulunmuştur. Ayrıca, eksenel gerginliğin değişiminin,

eksenel ve çember gerilmelerinde en önemli etkiye sahip olduğu gösterilmiştir. Ek-

senel gerilmenin davranışının, sabit eksenel gerinmenin değerinin birden büyük ve

küçük olmasına bağlı. Bu durum kürenin iç yüzeyindeki çembersel gerilme için

de aynıdır. Pozitif sıcaklık gradyanının dönel silindirde, radyal gerilmenin çekme,

çembersel ve eksenel gerilimlerin basma yönünde oluşmasına yol açtığı ve sıcaklık

gradyanındaki artışın tüm gerilme bileşenlerinde artışa yol açtığı sonucuna varılmıştır.

Duvar boyunca radyal ve çembersel gerilmeleri sıcaklık değişimine, termal eksenel

gerilmeden daha hassas olduğu sonucuna varmışlardır. Ayrıca, açısal hızın arttırılması

silindiri daha dengesiz hale getirirken, kararlılığın eksenel gerginlik değerinin birden

büyük alınması ile artığı gözlemlenmiştir. Dönel basınçlı kabın kararlı olabilmesi için

iç cidardaki eksenel gerinmenin arttırılması gerektiği ifade edilmiştir.

Gharibi vd. [26], fonksiyonel olarak derecelendirilmiş dönel kalın cidarlı silindirik

basınçlı kapların elastik analizini, Frobenius seri yöntemini kullanarak yapmışlardır.
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Basınçlı kapları hem düzlem gerilimi hem de düzlem gerinimi koşulları altında

incelemişlerdir. Poisson oranı dışındaki malzeme özelliklerinin radyal yönde üstel

olarak değiştiği varsayılmıştır. Bu problem için temel Navier denklemi, iki boyutlu

elastik teoriler prensibi kullanılarak belirlenmiştir. Bu şartlar altında yer değiştirmeye

bağlı lineer sınır değer problemi için Frobenius seri yöntemi ile kapalı formda bir ana-

litik çözüm sunulmuş, çözümün doğruluğu sonlu elemanlar yöntemi ile elde edilen

sonuçlarla karşılaştırılmıştır. Keyfi olarak belirlenen parametre değerlerinin, yer

değiştirme ve gerilme analizine olan etkileri farklı açısal hızlar için incelenmiştir.

Sonuç olarak, fonksiyonel derecelendirilmiş malzemelerin kalın cidarlı silindirik

basınçlı kapların mekanik davranışları üzerinde büyük bir etki sağladığı gösterilmiştir.

1.2 Maxwell Denklemleri ve Lorentz Kuvveti

Maxwell denklemleri, elektrik ve manyetik alanların davranış ve değişikliklerini,

madde ile etkileşimlerini ve enerji formlarına dönüşümlerini tanımlayan dört kısmi

diferansiyel denklemden oluşur. Elektromanyetik dalgaların ortaya çıkışını açıklayan

ve denklemlere önemli katkıda bulunan ünlü bir İskoç fizikçisi olan James Clarke

Maxwell, 1861 ve 1862 tarihleri arasında bu denklemleri yayınlmıştır. Bu denklem-

lerle, elektrik alanlar, manyetik alanlar, elektrik yükleri ve akımlar arasındaki ilişki

açıklanmıştır. Daha önceleri

∇.D = ρ (1.1a)

∇.B = 0 (1.1b)

∇.E = 0 (1.1c)

∇.H = J (1.1d)

şeklinde tanımlanmış olan bu denklemlerin sadece elektrik alan (E) sabitken duğru

olduğunu, yani
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∂E
∂t

= 0 (1.2)

durumunda sağlandığını maxwell gösterdi.

Maxwell bu denklemleri zamanla değişen elektrik alanlarına yaydı ve elektro-

manyetik dalgaların keşfedilmesinin önünü açarak bunların eşdeğerlerini ortaya

çıkardı. Mexwell denklemleri genel olarak elektrik için Gauss yasası, manyetik alan

için Gauss yasası, Faraday yasası ve Ampere-Maxwell yasasından oluşmaktadır.

Elektrik için Gauss yasası, elektrik alanın kapalı bir yüzeyden akışı ile kapalı yüzey

içindeki yük arasındaki ilişkiyi ifade eder. Manyetik alan için Gauss yasası, bugüne

kadar ampirik gerçeği, yani tek bir manyetik kutbun yokluğunu ifade eder.

Faraday yasası, kapalı devrdeki elektriksel uyarımlı itme sürüşü ile manyetik alan-

daki herhangi bir kapalı yüzey üzerindeki değişim oranı arasındaki ilişkinin kapalı

devre tarafından ifade ediliğini ve gerilim farkının takip ettiği devreye dayanmadığını

gösterir. Ampere-Maxwell yasası ise manyetik alan ile oluşturulan akımlar arasındaki

ilişkiyi ifade eder (gerçek iletkenlik akımı ve yer değiştirme akımı). Bu dört denklem

Çizelge 1.1’de verilmiştir.

Çizelge 1.1 Maxwell denklemleri

Elektrik için Gauss yasası ∇.D = ρ
∮

DdA =
∫

ν
ρV

Manyetik alan için Gauss yasası ∇ ·B = 0
∮

S B ·dA = 0

Faraday yasası ∇E =−∂×B
∂t

∮
C E ·dl =− d

dt
∫

S B ·dA

Ampere-Maxwell yasası ∇×H = J+ ∂D
∂t

∮
C H ·dl =

∫
S J ·dA+ d

dt
∫

S D ·dA

Son denklemin, Amperenin orijinal yasasında yapılan bir değişiklik olduğunu ve

bu değişiklik ile manyetik alan ile onu kendi bütünleşik formunda meydana getiren

akımlar arasındaki ilişki açıklanmıştır [39].
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1.2.1 Elektromanyetizma

Elektronlar, protonlar, alfa parçacıklar ve iyonlar gibi elektrik yüklü parçacıkları etkile-

yen elektromanyetik alandır. Elektronları atomlara bağlayan ve moleküllerdeki atom-

ları birbirine bağlayan güçtür. Elektromanyetik kuvveti, fiziksel dünyanın yapısını

kontrol eden bildiğimiz dört temel kuvvetten biridir.

1.2.2 Lorentz kuvveti

Bir elektrik alanını veya manyetik bir alanda hareket eden bir elektrik yükünü

etkileyen kuvvettir. Adını Hollandalı bilim adamı Hendrik Lorentz’den almıştır.

Manyetik alanda, Lorentz’in kuvveti, şarj hareketinin yönü manyetik alan çizgileri

üzerinde dikey olduğunda mümkün olduğunu kadar büyüktür. Eğer şarj manyetik alan

çizgilerinin yönüne paralel bir yönde hareket ederse, Lorentz kuvveti ortaya çıkmaz.

Lorentz kuvveti, şarj hareketi ve manyetik alanların çizgileri üzerinde daima dikey-

dir. Lorentz kuvveti, elektromanyetik bir alanın genel olarak bir bütün yüküne etki

eden kuvvettir. q yüküyle yüklenen bir kütle, bir E elektrik alanı, B manyetik alanı ve

doğrusal hız V olmak üzere aşağıdakilerden oluşan bir kuvvetten etkilenir:

F = q(E+v×B) (1.3)

Bu Lorentz kuvveti, iki parçayı birleştiren temel denklemdir. Lorentz kuvveti,

manyetik alanın hareketli bir yük üzerindeki etkisi ve bir elektrik alanın yük üzerindeki

etkisinden kaynaklanan elektrik boşalmasıdır.

1.3 Çalışmanın Kapsamı

Bu çalışmada, homojen manyetik alan etkisi altında iç basınca maruz bırakılmış

fonksiyonel olarak derecelendirilmiş kalın cidarlı silindirik ve küresel kapların yer

değiştirme ve gerilme analizi sayısal olarak incelenmiştir. Bu basınçlı kapların
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metal ve seramik karışımından yapıldığı ve tüm malzeme özelliklerinin ve manyetik

geçirgenliğin radyal yönünde üstel olarak derecelendirildiği varsayılmaktadır. Bu

koşullar altında analitik olarak çözülemeyen doğrusal sınır değer problemi elde

edilir. Bu sınır değer probleminin çözümü hem Tamamlayıcı Fonksiyonl Yöntemi

[27, 28, 29, 30, 31] hem de Pseudosplktal Chebyshev Yöntemi [32, 33, 34, 35] ile

ele alınmıştır. Bu yöntemlerden ilki, sınır değer problemini başlangıç değer prob-

lem sistemine dönüştürerek çözülmesini sağlayan bir yaklaşım iken, ikincisi ise di-

feransiyel matris yaklaşımına dayanan ve diferansiyel denklemi lineer denklem sis-

temine dönüştüren bir yaklaşımdır. Literatürde mevcut olan çözümler bu çalışmada

elde edilen sonuçları doğrulamak için kullanılmıştır. İki farklı karışım malzemesi

ile düzgün manyetik alanın, gerilme ve yer değiştirme dağılımları üzerindeki etkileri

grafiksel gösterimle ele alınmıştır.
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2. TEMEL FORMÜLASYON

İç basınca ve düzgün manyetik alana (Hz) maruz bırakılmış kalın cidarlı silindirik

ve küresel basınçlı kapların gerilme analizi detaylı olarak incelenmiştir. Bu içi boş

kapların iç ve dış yarıçapları sırasıyla a ve b olarak alınmış olup, kesitleri Şekil 2.1’de

verilmiştir.

r=a

r=b

P

Hz

Şekil 2.1 Basınçlı kapların kesit alanı

Bu kapların radyal koordinatı r̄ ve deplasmanı ū, dış yüzey yarıçapı b kullanılarak nor-

malize edilmiş, boyutsuz yarıçap r = r̄/b ve boyutsuz deplasman u= ū/b şeklinde elde

edilmiştir. Malzeme fonksiyonel derecelendirilmiş olup, elastik modülünün, Poisson

oranının ve manyetik geçirgenliğinin radyal yönde üstel olarak

E(r) = Eieβ (r−a) (2.1a)

ν(r) = νieγ(r−a) (2.1b)

µ(r) = µieω(r−a) (2.1c)

şeklinde değiştiği varsayılmış, buna göre homojensizlik parametreleri de
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β =
1

b−a
ln
(

E0

Ei

)
(2.2a)

γ =
1

b−a
ln
(

ν0

νi

)
(2.2b)

ω =
1

b−a
ln
(

µ0

µi

)
(2.2c)

şeklinde elde edilmiştir. Burada, E,ν ,µ,(Ei,νi,µi) ve (β ,γ,ω) sırasıyla elastic

modulü, Poisson oranı, manyetik geçirgenlik, iç yüzeydeki malzeme özellikleri ve ho-

mojensizlik parametrelerini göstermektedir. Alt indis 0 ve i sırasıya dış ve iç cidar-

daki özellikleri belirtmektedir. Kapların iç yüzeyinde basıncın etkisinde oldukları

varsayıldığından, radyal stress için sınır koşulları aşağıdaki gibidir:

σr(a/b) =−P, σr(b) = 0 (2.3)

Burada σr radyal stresi, P ise iç yüzeydeki basıncı göstermektedir.

2.1 Silindirik Basınçlı Kap

Manyetik alan etkisi altında ~H(0,0,Hz), fonksiyonel olarak metal ve seramik karışımı

şeklinde derecelendirilmiş kalın cidarlı silindir ele alınmıştır. Eksenel-simetrik

düzlemsel gerilme varsayımı altında, silindirik koordinattaki (r,θ ,z) gerinim-yer

değiştirme denklemleri:

εr =
du
dr

(2.4a)

εθ =
u
r

(2.4b)

ile gerilme-gerinim denklemleri

σr =C11(r)εr +C12(r)εθ (2.5a)

σθ =C12(r)εr +C11(r)εθ (2.5b)
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şeklindedir. Buradaki radyal koordinata bağlı katsayılar da

C11(r) =
E(r)(1−ν(r))

(1+ν(r))(1−2ν(r))
, C12(r) =

E(r)ν(r)
(1+ν(r))(1−2ν(r))

(2.6)

ile ifade edilmektedirler.

Elektrik akımındaki yer değiştirme ihmal edilirse, mükemmel iletken ve elastik kalın

cidarlı silindir için elektrodinamik Maxwell denklem bağıntıları [6, 36, 37] aşağıdaki

şekilde verilebilir:

~J = ∇×~h, ∇×~e =−µ(r)
∂~h
∂t

, ∇.~h = 0, (2.7a)

~e =−µ(r)

(
∂~U
∂t
× ~H

)
, ~h = ∇×

(
~U× ~H

)
(2.7b)

Burada, ~J elektrik akım yoğunluk vektörünü,~h manyetik alan vektöründeki sapmayı,

~e elektrik alan vektöründeki sapmayı, ~H manyetik yoğunluk vektörünü, ~U ise yer

değiştirme vektörünü göstermektedir. Sisteme başlangıç anında uygulanan manyetik

alan vektörü ~H(0,0,Hz), (2.7a) ve (2.7b) denklemlerinde yerine yazılırsa:

~U = (u,0,0), ~e =−µ(r)
(

0,Hz
∂u
∂t

,0
)
, (2.8a)

~h = (0,0,hz), ~J =

(
0,−∂hz

∂r
,0
)
, hz =−Hz

(
∂u
∂r

+
u
r

)
(2.8b)

ifadeleri bulunur.

Manyetik alan etkisindeki silindirik kap için stres-denge denklemi ise

dσr

dr
+

σr−σθ

r
+ fz = 0 (2.9)

biçiminde yazılır. Buradaki fz, elektrodinamik Maxwell denklemlerinden türetilmiş

Lorentz kuvveti [6, 36, 37] olup aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır:

fz = µ(r)(~J× ~H) = H2
z

d
dr

(
µ(r)

du
dr

+µ(r)
u
r

)
(2.10)
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Burada, σr,σθ ,εr,εθ ,u sırasıyla radyal gerilme, teğetsel gerilme, radyal gerinim,

teğetsel gerinim ve radyal yöndeki deplasmanı göstermektedir. Gerilme-yer değiştirme

(2.4), korunum denklemleri (2.5) ve lorentz kuvveti(2.10) stres-denge denkleminde

(2.9) yerine yazılırsa, radyal deplasmana bağlı lineer homojen adi diferansiyel den-

klemi:

u′′+Qc(r)u′+Rc(r)u = 0 (2.11)

şeklinde bulunur. Bu denklemin lineer katsayıları da

Qc(r) =
C′11 +H2

z µω

C11 +H2
z µ

+
1
r
, Rc(r) =

C′12 +H2
z µω

(C11 +H2
z µ)r

− 1
r2 (2.12)

biçimindedir. Deplasmana bağlı sınır koşulları da korunum denklemleri kullanılarak

aşağıdaki şekilde yazılabilir:

[
C11(r)u′+C12(r)

u
r

]
r=a/R

=−P (2.13a)

[
C11(r)u′+C12(r)

u
r

]
r=R

= 0 (2.13b)

Burada ( )′ radyal yöndeki türevi ifade etmektedir.

2.2 Küresel Basınçlı Kap

Manyetik alan etkisi altında ~H(0,0,Hφ ), fonksiyonel olarak metal ve seramik karışımı

şeklinde derecelendirilmiş kalın cidarlı küre ele alınmıştır. Eksenel-simetrik düzlemsel

gerilme varsayımı altında, küresel koordinattaki (r,θ ,φ) gerinim-yer değiştirme denk-

lemleri:

εr =
du
dr

(2.14a)

εθ =
u
r

(2.14b)
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ile gerilme-gerinim denklemleri

σr =C11(r)εr +2C12(r)εθ (2.15a)

σθ =C12(r)εr +(C11(r)+C11(r))εθ (2.15b)

şeklindedir. Buradaki radyal koordinata bağlı katsayılar, silindirik kap için verilen

katsayılar (2.6) ile aynıdır.

Elektrik akımındaki yer değiştirme ihmal edilirse, mükemmel iletken ve elastik kalın

cidarlı küre için elektrodinamik Maxwell denklem bağıntıları [6, 36, 37] aşağıdaki

şekilde verilebilir:

~J = ∇×~h, ∇×~e =−µ(r)
∂~h
∂t

, ∇.~h = 0, (2.16a)

~e =−µ(r)

(
∂~U
∂t
× ~H

)
, ~h = ∇×

(
~U× ~H

)
(2.16b)

Sisteme başlangıç anında uygulanan manyetik alan vektörü ~H(0,0,Hφ ), (2.16a) ve

(2.16b) denklemlerinde yerine yazılırsa:

~U = (u,0,0), ~e =−µ(r)
(

0,Hφ

∂u
∂t

,0
)
, (2.17a)

~h = (0,0,hφ ), ~J =

(
0,−

∂hφ

∂r
,0
)
, hz =−Hφ

(
∂u
∂r

+
2u
r

)
(2.17b)

ifadeleri bulunur.

Manyetik alan etkisindeki küresel kap için stres-denge denklemi ise

dσr

dr
+

2(σr−σθ )

r
+ fφ = 0 (2.18)

biçiminde yazılır. Buradaki fφ , elektrodinamik Maxwell denklemlerinden türetilmiş

Lorentz kuvveti [6, 36, 37] olup aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır:
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fφ = µ(r)(~J× ~H) = H2
φ

d
dr

(
µ(r)

du
dr

+µ(r)
2u
r

)
(2.19)

Gerilme-yer değiştirme (2.14), korunum denklemleri (2.15) ve lorentz kuvveti (2.19)

stres-denge denkleminde (2.18) yerine yazılırsa, radyal deplasmana bağlı lineer homo-

jen adi diferansiyel denklemi:

u′′+Qs(r)u′+Rs(r)u = 0 (2.20)

şeklinde bulunur. Bu denklemin lineer katsayıları da

Qs(r) =
C′11 +H2

φ
µω

C11 +H2
φ

µ
+

1
r
, Rs(r) =

2C′12 +2H2
φ

µω

(C11 +H2
φ

µ)r
− 2

r2 (2.21)

biçimindedir. Deplasmana bağlı sınır koşulları, korunum denklemleri kullanılarak

aşağıdaki şekilde yazılabilir:

[
C11(r)u′+2C12(r)

u
r

]
r=a/R

=−P (2.22a)

[
C11(r)u′+2C12(r)

u
r

]
r=R

= 0 (2.22b)

( )′ radyal yöndeki türevi ifade etmektedir.
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3. SAYISAL YÖNTEMLER

Adi diferansiyel denklemlerde başlangıç değer problemleri teorisi, sayısal analizin

en kapsamlı dallarından biridir. Bu teoriye dayanarak, başlangıç değer problem-

lerinin sayısal çözümü için birçok algoritma geliştirildi öyle ki bu tip problemlerin

sayısal çözümü sıradan ve rutin bir konu haline geldi. Öte yandan, sınır değer prob-

lemlerinin sayısal çözümü için mevcut kullanılan yöntemler başlangıç değer prob-

lemlerinin çözüm yöntemleri kadar yaygın olmamakla birlikte her tip problemi aynı

hassasiyette çözebilen yöntem sayısı oldukça azdır. Bu sebepten dolayı, bu alanda

araştırma yapmaya ihtiyaç duyulmaktadır. Bu çalışmada, basınçlı kapların sayısal

çözümü için kullanılan yöntemlerden biri olan Tamamlayıcı Fonksiyonlar Yöntemi ile

yüksek hassasiyette sonuçlar veren Pseudospektral Chebyshev Yöntemi ele alınmış,

aynı tip örgü nokta dağılımı kullanılarak iki yöntem karşılaştırılmıştır.

3.1 Tamamlayıcı Fonksiyonlar Yöntemi

Bir sınır değer probleminin genel çözümünün, lineer bağımsız homojen çözümlerinin

linear kombinasyonları ile özel çözümünün toplamı olarak oluşturulabildiği iyi bilin-

mektedir. Bu noktadan hareketle, Tamamlayıcı Fonksiyonlar Yöntemi (TFY) [27, 29]

her bir homojen ve özel çözüm için sınır değer problemini başlangıç değer problem

sistemine dönüştürür. Başlangıç değer problem sistemine dönüştürülen bu adi dife-

ransiyel denklem sistemleri rasgele ancak lineer bağımsız olacak şekilde başlangıç

değerler verilerek literatürde yaygın olarak kullanılan Runge-Kutta tipi yöntemlerle

istenen hassasiyette çözülür. Daha sonra homojen çözümlerin lineer kombinasyon-

larında kullanılan katsayılar, sınır koşulları kullanılarak bulunur. Bu bulunan katsayılar

kullanılarak çözüm elde edilmiş olur [30]. Atış (Shooting) Yöntemi’nden esinlenirek

ortaya atılan bu yöntemde, tek bir adımda sonucu elde etmek mümkün olmaktadır.

Oysa ki Atış Yöntemi’nde sonuç, üç adımda elde edilebilmektedir. TFY hem doğrusal

hem de doğrusal olmayan sınır değer problemlerini çözübililen bir yöntemdir [27].

İç yarıçapı a ve dış yarıçapı R olan içi boş basınçlı bir kabın, eksenel simetrik koşullar
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altında deplasmana u(r) bağlı diferansiyel denklemi (2.11, 2.20) en genel formada

aşağıdaki şekilde elde edilmişti:

u′′+Q(r)u′+R(r)u = 0 (3.1)

Yukarıdaki denklemin geleneksel analitik yöntemlerle kapalı form çözümü elde edile-

mez. Bu homojen diferansiyel denklemin (3.1) tam çözümü

u =
2

∑
i=1

biui (3.2)

şeklinde olup ui homjen çözümleri, bi değerleri ise (2.13, 2.22) sınır koşullarından

belirlenecek olan katsayıları göstermektedir.

Tamamlayıcı Fonksiyonlar Yöntemi, Tutuncu ve Temel’in [30, 31] çalışmalarında an-

latıldığı gibi üç adımda diferansiyel denkleme uygulanır:

1.Adım: İkinci mertebeden diferansiyel denklemi (3.1), birinci mertebeden iki bağımlı

değişkenli bir adi diferansiyel denklem sistemine aşağıdaki değişken değiştirme işlemi

kullanarak dönüştürülür:

ui = Z(i)
1 (3.3a)

u′i = Z(i)
2 (3.3b)

Bu yeni değişkenlere bağlı adi diferansiyel denklem sistemi aşağıdaki şekilde elde

edilir:

(Z(i)
1 )′ = Z(i)

2 (3.4a)

(Z(i)
2 )′ =−Q(r)Z

(i)
2 −R(r)Z

i
1 (3.4b)

2.Adım:

İkinci adımda, (3.4a) ve (3.4b) denklem sistemine lineer bağımsız olacak şekilde ha-

yali bir başlangıç koşulu atanır. Bu başlangıç koşulu çözümlerin lineer bağımsızlığını

sağlamak için Kronecker delta fonksiyonu olarak seçilebilir [14]:
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Z(i)
1 = δ ji, i, j = 1,2. (3.5)

Bu denklem sisteminin (3.4a) ve (3.4b) yapay sınır koşulları (3.5) altında çözümü,

dördüncü derece Runge-Kutta yöntemi (RK4) ile kolayca elde edilir.

3. Adım: Sınır koşulları (2.13, 2.22) birinci mertebeden adi diferansiyel sisteminin

çözüm önerisinde (3.2) yerine yazılırsa, b1 ve b2 katsayıları için lineer denklem sistemi

aşağıdaki şekilde elde edilir:

A11 A12

A21 A22

 b1

b2

=

 −P

0

 (3.6)

TFY kullanılarak, hem yer değiştirme hem de türevi aynı anda hesaplanır. Dolayısı ile

gerilme değerlerini hesaplamak için fazladan işlem yapılmasına gerek yoktur.

3.2 Pseudospektral Chebyshev Yöntemi

Pseudospektral yöntemler, kolokasyon noktalarında interpolasyonu sağlayan ayrık

fonksiyon yaklaşımına dayanır. Periyodik aralıklar için trigonometrik baz fonksiyon-

larına dayanan Fourier yöntemi ile periyodik olmayan aralıklar için de Chebyshev

polinomlarına dayanan Chebyshev yöntemi en yaygın örnekleridir [32, 33, 34, 35].

Eşit aralıklı ayrık Fourier serisinin bir uygulaması olarak da yorumlanan Fourier

yönteminde, türevler yuvarlama hataları gözönüne alınmaz ise tam olarak elde

edilebilir. Periyodik problemlerin sayısal çözümlenmesinde tercih edilen bu yöntemin,

periyodik olmayan sınır koşullarında uygulanması zordur.

Chebyshev yöntemi ise periyodik olmayan aralıklar için, [−1,1] aralığında tanımlı olan

Chebyshev polinomlarını baz fonksiyonlar olarak alıp çözüm sunan bir yöntemdir. Bu

aralık keyfi bir aralığa kolayca dönüştürülebilmektedir. Ayrık örgü noktaları Cheby-

shev kolokasyon noktalarında,
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r j = cos( jπ/n), j = 0,1, ...,n (3.7)

tanımlandığında hassas bir interpolasyon yaklaşımı mümkündür. Bu interpolasyon

yaklaşımı ile türevler gerçek değerine yakın olabilecek şekilde hesaplanabilir. Cheby-

shev kolokasyon noktalarının, sınır noktalarında orta noktalara oranla daha yoğun ol-

ması, daha az örgü nokta dağılımında bile yüksek hassasiyette sonuçlar elde edilmesini

sağlamaktadır.

Pseudospektral Chebyshev Yöntemi (PCY) birinci tür Chebyshev polinom

yaklaşımına dayanır ve diferansiyel denklemi lineer denklem sistemine dönüştürür.

Daha sonra, elde edilen bu lineer denklem sisteminin herhangi bir ayrıştırma

yöntemiyle istenen hassasiyetteki çözümü bulunur.

Chebyshev kolokasyon noktalarından (3.7) geçen interpolasyon polinomu ile elde

edilen birinci mertebeden (n+ 1)× (n+ 1) boyutunda diferansiyel matrix D olsun.

Elde edilen bu diferansiyel matrisi (D), r j ayrık noktalarında tanımlı ayrık deplas-

man u = [u0, ....,un]
T vektörü ile basitçe soldan çarpılarak u′(r j) = (Du) j, u′′(r j) =

(D′u) j, . . . ayrık türev değerlerine oldukça hassas bir yaklaşım değeri sağlar. Cheby-

shev diferansiyel matrisinin hesaplanma prosedürü ve Matlab paket programı için

hesaplama kodları literatürde kolayca bulunabilir, bkz. Trefethen [34]. Bu hesaplama

prosedüründe, örgü noktaları sağdan sola doğru numaralandırılır ve [−1,1] aralığında

tanımlıdır. Diferansiyel matris operatörü D, küçük bir değişilik ile istenilen herhangi

bir aralık için de oluşturulabilir.

Fonksiyonel olarak derecelendirilmiş kalın cidarlı basınçlı kapların gerilme analizi için

oluşturulan deplasmana bağlı ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin (2.11,

2.20) Chebyshev diferansiyel matrisi (D) kullanılarak ayrıklaştırılması için önce dife-

ransiyel denklem

Ln u = 0 (3.8)

biçiminde bir lineer denklem sistemine dönüştürülür. Burada
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Ln = D2 +Q(r)D+R(r) (3.9)

şeklinde (n+ 1)× (n+ 1) boyutunda dolu bir matristir. Bu sistemin aşikar olmayan

çözümünün elde edilebilmesi için sınır koşullarının da (2.13, 2.22) sisteme entegre

edilmesi gerekir. Çözümün daha iyi anlaşılması açısından sadece silindirik basınçlı

kap için Robin tip sınır koşullarını (2.13) sisteme entegre edelim. Bunun için bu denk-

lemler önce

BCn u = Rhs (3.10)

biçiminde bir lineer denklem sistemine dönüştürülür. Burada

BCn =C11(r)D+C12(r)
1
r
, Rhs =

 −P

0

 (3.11)

şeklindedir. Diferansiyel formunda oluşturulan bu sınır koşulları, lineer operatör ma-

trisine (3.9) uygulanırsa yeni sistem matrisi

Ln =



← BCn(1, :) →

↑

← Ln(1 : n−1, :) →

↓

← BCn(n+1, :) →


(3.12)

olarak oluşturulur. Sınır koşulları eklendikten sonra lineer denklem sistemi (3.8),

Ln u = RHS (3.13)

homojen olmayan lineer denklem sistemine dönüşür. Burada lineer sistemin sağ taraf

vektörü de
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RHS =


−P

0
...

0

 (3.14)

biçiminde elde edilir. Bu diferansiyel denkleminin Matlab programı, [34] kullanılarak

manyetik alan etkisindeki silindirik ve küresel basınçlı kap problemlerine (3.13) uygun

olarak yeniden kodlanmıştır.
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4. TARTIŞMA VE SONUÇLAR

Bu çalışmada, homojen manyetik alanın etkisi altında iç basınca maruz kalan fonksi-

yonel olarak derecelendirilmiş kalın cidarlı silindirik ve küresel cisimlerin statik ger-

ilme analizi hem Tamamlayıcı Fonksiyonlar Yöntemi (TFY) hem de Pseudospektral

Chebyshev Yöntemi (PCY) ile sayısal olarak incelenmiştir. Bu içi boş kalın cidarlı

cisimlerin iç ve dış yarıçapları sırasıyla a = 0.6 ve b = 1 ve bunlara etki eden iç

basınç P = 50 MPa olarak alınmıştır. Bu cisimlerin tüm malzeme özelliklerinin

yanında manyetik geçirgenliğinin de üstel olarak radyal yönünde derecelendirildiği

varsayılmıştır. Özel olarak seçilen iki tip metal ve seramik karışımı ile analizler

yapılmıştır. Bu metal ve seramiklerin özellikleri Çizelge 4.1 ’de verilmiştir. Pois-

son oranının sabit olduğu mlazeme birinci tip malzeme, diğer malzeme ise ikinci tip

malzeme olarak ifade edilecektir. Bu iki karışıma karşılık gelen homojensizlik para-

metreleri de (β , γ) Çizelge 4.2’de verilmiştir. Malzeme özelliklerin radyal değişimi

için verilmiş olan homojensizlik parametrelerinin sıfır alınması (β = γ = 0) duru-

munda, homojen malzemenin elde edileceği açıktır.

Çizelge 4.1 Kullanılan karışım malzemelerin özellikleri (Seramik-Metal).

Malzeme E (GPa) ν

ZrO2 (Seramik) 151 1/3

Ti−6Al−4V (Metal) 116.7 1/3

Mullite (Seramik) 225 0.27

Molybdenum (Metal) 330 0.30

Çizelge 4.2 İki karışım için homojensizlik parametreleri.

β γ

0.6442 0

−0.9575 −0.2634
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Çizelge 4.3 Düzgün manyetik alan içinde, fonksiyonel derecelendirilmiş basınçlı silindirik

kabın yer değiştirmesinin radyal eksen boyunca Dai vd.[6] ile karşılaştırılması.

PCY TFY Analitik [6]

r u u u

0.6000 1.000000000 1.000000000 1.000000000

0.6098 0.994015053 0.994015046 0.994015053

0.6382 0.976911255 0.976911216 0.976911253

0.6824 0.951136104 0.951135972 0.951136101

0.7382 0.920267918 0.920267665 0.920267913

0.8000 0.888184001 0.888183685 0.888183995

0.8618 0.858274209 0.858273890 0.858274202

0.9176 0.833049965 0.833049661 0.833049957

0.9618 0.814141670 0.814141375 0.814141662

0.9902 0.802490047 0.802489757 0.802490039

1.0000 0.798560219 0.798559930 0.798560211

Çizelge 4.4 Düzgün manyetik alan içinde, fonksiyonel derecelendirilmiş basınçlı küresel

kabın yer değiştirmesinin radyal eksen boyunca Dai vd.[6] ile karşılaştırılması.

PCY TFY Analitik [6]

r u u u

0.6000 1.000000000 1.000000000 1.000000000

0.6098 0.982784793 0.982785091 0.982784795

0.6382 0.936154077 0.936155292 0.936154084

0.6824 0.872067323 0.872070469 0.872067336

0.7382 0.803290365 0.803296210 0.803290384

0.8000 0.739206781 0.739214779 0.739206804

0.8618 0.685015182 0.685024070 0.685015208

0.9176 0.642822554 0.642831428 0.642822582

0.9618 0.613039354 0.613047930 0.613039383

0.9902 0.595403517 0.595411856 0.595403546

1.0000 0.589572052 0.589580310 0.589572082
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Bu çalışmada kullanılan sayısal yöntemleri karşılaştırmak ve kullanılan yöntemlerin

doğrulamak için sadece elastik modül ile manyetik geçirgenliğin radyal yönde kuvvet

kuralına göre sabit bir homojensizlik parametresi ile değiştiği (E = Eirβ ,µ = µirβ )

deplasmana bağlı sınır değer probleminin çözümü hem silindirik yüzey (2.11) hem

de küresel yüzey (2.20) için elde edilmiştir. Hz = 5, Hφ = 5 ve β = 2 için elde

edilen sonuçlar, Dai vd.’nin [6] yapmış olduğu analitik çalışma ile Çizelge 4.3 -

Çizelge 4.4’de karşılaştırılmıştır. Eşit olmayan 10 aralıklı Chebyshev noktaları (11

nokta) için elde edilen sonuçlara (Çizelge 4.3 -Çizelge 4.4) bakıldığında, PCY ile elde

edilen sonuçların TFY’den daha iyi olduğu görülmüştür. Ayrıca, PCY ile elde edilen

sonuçların analitik çözümle iyi bir uyum içerisinde olduğu ve 11 kolokasyon nok-

tasında en az altı haneli hassasiyete sahip olduğu gözlemlenmiştir. Bu sebepten dolayı

çalışmanın bundan sonra yapılacak olan analizleri 11 kolokasyon noktası kullanılarak

PCY ile yapılmıştır.

Manyetik alanın olmadığı durumda, fonksiyonel derecelendirilmiş silindir ve kürenin

yer değiştirme ve gerilme dağılımları birinci malzeme için Şekil 4.1’de, ikinci

malzeme için ise Şekil 4.2’de gösterilmiştir. İki farklı malzeme modeli, farklı

homojen malzemeler (kesikli çizgi) ile karşılaştırılmıştır. Birinci malzeme için

yapılan karışlaştırmada (β = γ = 0)’a karşılık gelen homojen malzeme (Ti− 6Al−

4V )’dan oluşan metal alaşımı iken ikinci malzemede homojen metal olarak molyb-

denyum seçilmiştir. Çizelge 4.1’de verilen özelliklere göre birinci malzemede metalin

elastik modülü, ikinci malzemeye göre daha küçüktür. Birinci karışım malzemede

poisson oranı sabit alınırken, ikinci karşımda hem elastik modülü hem de Pois-

son oranı değişken alınmıştır. Birinci malzeme çiftinden elde edilen üstel olarak

derecelendirilmiş silindirik ve küresel basınçlı kapların her ikisinde de meydana ge-

len yer değiştirmeler homojen malzeme durumuna göre daha düşük iken bkz. Şekil

4.1(a) ve Şekil 4.1(b), ikinci malzeme çiftinde daha yüksektir bkz. Şekil 4.2(a) ve

Şekil 4.2(b).
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(a) Silindirik yüzey, radyal deplasman.

0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

r

1

1.5

2

2.5

u
/b

×10 -4

Hz = 0, ω = 0

β= 0.6442, γ= 0

β= γ=0

Analitik( β= γ=0)
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(c) Silindirik yüzey, radyal gerilme.
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Şekil 4.1 Manyetik alanın olmadığı (Hz = Hφ = ω = 0) durumda, birinci malzeme (Poisson

oranı sabit) için fonksiyonel derecelendirilmiş silindirik ve küresel yüzeyin homojen malzeme

ile karşılaştırılması.
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(b) Küresel yüzey radyal deplasman dağılımının.
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(c) Silindirik yüzey radyal gerilme.

0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

r

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

σ
r/P

Hz = 0, ω = 0

β= -0.9575, γ= -0.2634

β= γ=0

Analitik( β= γ=0)
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(f) Küresel yüzey teğetsel gerilme.

Şekil 4.2 Manyetik alanın olmadığı (Hz = Hφ = ω = 0) durumda, ikinci malzeme için fonk-

siyonel derecelendirilmiş silindirik ve küresel yüzeyin homojen malzeme ile karşılaştırılması
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Cidar boyunca radyal gerilmeler Şekil 4.1(c), Şekil 4.1(d), Şekil 4.2(c) ve Şekil

4.2(d)’de verilmiştir. Her iki geometride basma yönünde oluşan radyal gerilmel-

erde ikinci malzeme çiftinde (homojen durumlarına göre) nispeten düşük değerlerde

kaldığı görülmektedir. İç basıncın uygulandığı iç cidarda en büyük değerine sahip

olan radyal gerilmeler, etkileşimsiz olan diş cidarda sıfır değerindedir. Çembersel ger-

ilme dağılımları Şekil 4.1(e), Şekil 4.1(f), Şekil 4.2(e), Şekil 4.2(f)’de görüldüğü

gibi çekme yönünde gerçekleşmektedir. Her iki malzeme çifti için cidarın yaklaşık

orta noktalarında eşitlenen gerilmeler, birinci malzeme çifti için her iki geometride

derecelendirilmiş durum iç cidarda homojen duruma göre daha düşük değerlerde iken

diş cidarda homojen durumu daha düşük kalmaktadır ( Şekil 4.1(e) ve Şekil 4.1(f)).

İkinci malzeme için tam tersi bir durum sözkonusudur ( Şekil 4.2(e) ve Şekil 4.2(f)).

Ayrıca tüm koşularda homojen malzeme durumu için elde edilen analitik sonuçların

sayısal sonuçlar ile örtüştüğü de görülmektedir.

Fonksiyonel derecelendirilmiş silindir ve küre için farklı geçirgenlik katsayıları

(ω = −1.5,0,1.5) ve manyetik alan kuvvetleri (Hz,Hφ = 105,106,107) altında yer

değiştirme dağılımları birinci malzeme çifti için Şekil 4.3’de, ikinci malzeme çifti

için ise Şekil 4.4’de sunulmuştur. Şekil 4.3’de birinci malzeme çifti için değişken

geçirgenlikte silindirik ve küresel basnçlı kapların maruz bırakıldığı manyetik alan

kuvvetine göre radyal yer değiştirmeler incelenmiştir. Düşük manyetik alan şiddeti

altında, manyetik geçirgenliğin yer değiştirme dağılımına ciddi bir etkisinin olmadığı

görülmektedir, bkz. Şekil 4.3(a) ve Şekil 4.3(b). Bu durum, yüksek iç basınç karşısında

manyetik kuvvetlerin yer değiştirme dağılımlarına etkisinin zayıf kalmasının bir

sonucu olarak ortaya çıkmaktadır. Artan manyetik alan şiddeti ile yer değiştirme

dağılımları belirginleşmekle birlikte eksi geçirgenlik katsayısında en düşük değerlerine

sahip olmaktadır ( Şekil 4.3(c), Şekil 4.3(d), Şekil 4.3(e) ve Şekil 4.3(f)). Her üç

geçirgenlik katsayısı için de iç cidarda daha büyük yer değiştirmeler meydana gelirken,

dış cidara doğru azalmaktadır. Aynı iç basınç etkisinde artan manyetik kuvvet yer,

değiştirmeleri de arttırmakta ve geçirgenlik katsayısının önemini ortaya çıkmaktadır.

Benzer durumlar ikinci malzeme çiftinde de gözlenmiştir (Şekil 4.4).
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(c) Silindirik yüzey, Hz = 106.
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(f) Küresel yüzey, Hz = 107.

Şekil 4.3 Birinci malzeme için fonksiyonel derecelendirilmiş silindirik ve küresel

yüzeylerde, manyetik alan şiddeti ve manyetik geçirgenliğin yer değiştimeye olan etkisi
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(c) Silindirik yüzey, Hz = 106.

0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

r

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

u
/b

10
-4

= -1.5

= 0

= 1.5
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Şekil 4.4 İkinci malzeme için fonksiyonel derecelendirilmiş silindirik ve küresel yüzeylerde,

manyetik alan şiddeti ve manyetik geçirgenliğin yer değiştimeye olan etkisi
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Yüksek alan şiddeti (Hz = 107) etkisi, geçirgenlik katsayısnın sıfır ve eksi değerlerinde

benzer sonuçlar alınmasına sebep olmaktadır. Aynı büyüklükteki geçirgenlik kat-

sayısının (ω = −1.5,1.5) işaretinin eksi olması durumu artı olması durumuna göre

özellikle ikinci malzeme çiftinde silindir için yaklaşık dokuz kat yerdeğiştirme farkına

sebebiyet vermektedir. Tüm durumlar için geometrik avantajından dolayı küresel ge-

ometriye sahip basınçlı kaplar daha düşük yer değiştirme göstermektedir.

Bu noktadan sonra yapılacak analizlerde manyetik alan şiddetinin Hz = Hφ = 106

olarak alınmasının, yapılacak karşılaştırmalarda farkın ortaya konmasında yeterli

olacağı Şekil 4.3 ve Şekil 4.4’de açıkca görülmektedir.

İki farklı malzeme çifti için silindirik ve küresel geometride, iç basınç ve Hz = Hφ =

106 manyetik alan şiddeti etkisinde sırasıyla yer değiştirme ( Şekil 4.5), radyal ger-

ilme ( Şekil 4.6) ve çembersel gerilme ( Şekil 4.7) sonuçları farklı geçirgenlik kat-

sayıları için verilmiştir. Düz çizgi birinci malzeme çiftini gösterirken, kesikli çizgi ise

ikinci malzeme çiftini göstermektedir. Şekiller üzerindeki elipsler, farklı geçirgenlik

katsayıları için iki malzeme çiftini göstermek için kullanılmıştır. Şekil 4.5’de dış

çap ile normalleştirilmiş yer değiştirmelerin her iki geometri için de iç cidarda daha

büyük değerlere ulaştığı görülmektedir. Yer değiştirmelerin artan geçirgenlik katsayısı

ile arttığı, bu durumun birinci malzeme çifti için daha belirgin olduğu görülmektedir.

İkinci malzeme çiftinde, geçirgenlik katsayının eksi seçilmesi yer değiştirmelerin hem

daha düşük hem de cidar boyunca benzer kalmasını sağlamaktadır. Normalleştirilmiş

cidar boyunca radyal gerilme dağılımları ( Şekil 4.6)’da verilmiştir. Tüm geometri

ve durumlar için basma yönünde oluşan radyal gerilmeler basınca maruz kalan iç

cidarda en yüksek değerde olup etkileşimsiz dış cidarda sıfır değerine inmektedir. Yer

değiştirme dağılımında olduğu gibi daha yüksek geçirgenliğe sahip ikinci malzeme

çifti, radyal gerilmelerin de nispeten düşük değerlerde oluşmasını sağlamaktadır. Eksi

manyetik geçirgenlik katsayısı radyal gerilmeleri de düşük değerlerde tutmakla bir-

likte etkisi yer değiştirmelerde olduğu kadar belirleyici değildir. Özellikle küresel

geometrilerin geçirgenlik katsayısının değişiminden önemli ölçüde etkilenmediği

gözlenmektedir.
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(b) Küresel yüzey.

Şekil 4.5 Birinci (düz çizgi) ve ikinci malzeme (kesikli çizgi) için düzgün manyetik alan et-

kisinde, fonksiyonel derecelendirilmiş silindirik ve küresel geometride manyetik geçirgenliğin

yer değiştirme üzerine etkisi
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(b) Küresel yüzey.

Şekil 4.6 Birinci (düz çizgi) ve ikinci malzeme (kesikli çizgi) için düzgün manyetik alan et-

kisinde, fonksiyonel derecelendirilmiş silindirik ve küresel geometride manyetik geçirgenliğin

radyal gerilme üzerine etkisi
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(b) Küresel yüzey.

Şekil 4.7 Birinci (düz çizgi) ve ikinci malzeme (kesikli çizgi) için düzgün manyetik alan et-

kisinde, fonksiyonel derecelendirilmiş silindirik ve küresel geometride manyetik geçirgenliğin

teğetsel gerilme üzerine etkisi
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Şekil 4.7’de malzeme çiftilerinin maruz kaldığı teğetsel gerilmeler, iç basınçla

normalleştirilmiş şekilde sunulmuştur. İç cidardan dış cidara doğru ikinci malzeme

çiftinde cidar boyunca teğetsel gerilme değişim miktarının daha yüksek olduğu

görülmektedir. Örneğin ikinci malzeme çiftinde ω = 1.5 için silindir geometride iç

cidar ile dış cidar arasındeki teğetsel gerilme büyüklük oranı iki katın üzerinde iken bi-

rinci malzeme çiftinde bu fark 1.5 kattan daha düşüktür. Bu durum malzeme çiftlerinin

elastik modülü değerlerinin büyüklükleri ile orantılı olarak ortaya çıkmaktadır. Ger-

ilme dağılımlarına bakıldığında radyal gerilmenin aksine geçirgenlik katsayısının

teğetsel gerilmenin kontrolünde daha etkili olduğu sonucuna ulaşılabilir. Cidar

boyunca teğetsel gerilme dağılımını mümkün olan en düşük değerde ve sabite yakın

tutabilmek için her iki geometride de eksi geçirgenlik katsayısı ile birinci malzeme

çiftinin tercih edilmesi daha uygun bir tasarım olacaktır.
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5. SONUÇLAR

Bu çalışmada, homojen manyetik alan etkisi altında iç basınca maruz bırakılmış

fonksiyonel olarak derecelendirilmiş kalın cidarlı silindirik ve küresel kapların yer

değiştirme ve gerilme analizi sayısal olarak ele alınmıştır. Elastik modülü, Pois-

son oranı ve manyetik geçirgenliğin radyal yönünde üstel olarak derecelendirildiği

varsayılmıştır. İki farklı seramik ve metal karışımından oluşan malzeme kullanılmıştır.

Bu koşullar altında analitik olarak çözülemeyen bir doğrusal sınır değer problemi

elde edilmiştir. Bu sınır değer probleminin çözümü, sınır değer problemini başlangıç

değer problem sistemine dönüştürerek çözülmesini sağlayan bir yaklaşım olan Tamam-

layıcı Fonksiyonlar Yöntemi ve diferansiyel matris yaklaşımına dayanan Pseudospec-

tral Chebyshev Yöntemi kullanılarak çözülmüştür. Literatürde malzeme özelliklerinin

kuvvet kuralına göre değiştiği durum için var olan analitik çözüm, yöntemlerin

doğruluğunu göstermek için kullanılmıştır. Karşılaştırmada, Pseudospectral Cheby-

shev Yöntemi (PCY) ile elde edilen sonuçların Tamamlayıcı Fonksiyonlar Yöntemi ile

elde edilen sonuçlara göre analitik çözümle daha iyi bir uyum içerisinde olduğu ve 11

kolokasyon noktasında en az altı haneli hassasiyete sahip olduğu gözlemlenmiştir. Bu

sebepeten dolayı çalışmanın karşılaştırmadan sonra yapılacak olan tüm analizleri 11

kolokasyon noktası kullanılarak PCY ile yapılmıştır.

Manyetik alanın olmadığı durum için iki farklı seramik-metal karışımından oluşan

malzemelerin yer değiştirme ve gerilmeler üzerine olan etkisi incelenmiştir. Malze-

menin uygun seçilmesi ile yer değiştirme ve gerilme değerlerinin düşürülebildiği

gösterilmiştir.

Manyetik alanın olduğu durumda, öncelikle sistemde var olan iç basınç altında sisteme

etki edebilecek minimum manyetik alan şiddeti belirlenmiş, daha sonra bu manyetik

alan şiddeti kullanılarak farklı manyetik geçirgenlik değerleri için yer değiştirme ve

gerilme değerleri şekilsel olarak iki malzeme içi aynı anda incelenmiştir. Manyetik

alan ve geçirgenliğin yer değiştirme ve gerilmeler üzerine olan etkisi tartışılmıştır.
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Akademik Yayınclık, Ankara, 2013.

44
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2. Doğum Tarihi : 20.03.1991
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EK.1.

Manyetik alan etkisindeki silindirik kap için yer değiştirme denklemi aşağıdaki şekilde
elde edilmişti:

u′′+Qc(r)u′+Rc(r)u = 0 (1.1)

Bu silindirik kap için denkleminin lineer katsayıları açık olarak aşağıdaki şekilde elde
edilmiştir:

Qc(r) =
βE(r)(1−ν(r))ν1(r)+2γ2Eν(r)2(2−ν(r))+H2

z µ(r)ων1(r)2

E(r)(1−ν(r))ν1(r)+H2
z µ(r)ν1(r)2 +

1
r

(1.2a)

Rc(r) =
1
r
(β + γ)E(r)ν(r)ν1(r)+ γE(r)ν(r)2(1+4ν(r))+H2

z µ(r)ων1(r)2

E(1−ν(r))ν1(r)+H2
z µ(r)ν1(r)2 − 1

r2

(1.2b)

Manyetik alan etkisindeki küresel kap için yer değiştirme denklemi aşağıdaki şekilde
elde edilmişti:

u′′+Qs(r)u′+Rs(r)u = 0 (1.3)

Bu küresel kap için denkleminin lineer katsayıları açık olarak aşağıdaki şekilde elde
edilmiştir:

Qs(r) =
βE(1−2ν)ν1 +2γ2Eν2(2−ν)+H2

φ
µων2

1

E(1−ν)ν1 +H2
φ

µν2
1

+
2
r

(1.4a)

Rs(r) =
2
r

(β + γ)Eνν1 + γEν2(1+4ν)+H2
φ

µων2
1

E(1−ν)ν1 +H2
φ

µν2
1

− 2
r2 (1.4b)

Burada,

ν1(r) = (1+ν(r))(1−2ν(r)) (1.5)

şeklinde tanımlanmıştır.
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