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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

GRAFLARDAKI BAZI PARAMETRELER VE ARALARINDAKI
BAGINTILAR

Burcu KAYA

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danmisman: Prof. Dr. Ayse Dilek MADEN
2019,57 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Ayse Dilek MADEN
Dog. Dr. Serife BUYUKKOSE
Dr. Ogr. Uy. Biinyamin SAHIN

Graf teori, uygulamali matematigin oldukc¢a kullanigh bir ¢alisma alanidir. Son yillarda, graf
teorinin giinliik yagsam problemlerine pratik ¢oziimler iirettigi i¢cin matematikte hizli bir sekilde ilgi odag1
haline gelmistir.

Graf teoride sik kullanilan topolojik indeksler, organik bilesiklerin yapisal ozelliklerini
aciklamak ve tahminde bulunmak i¢in kullanilan sayilardir. Giiniimiizde bir ¢ok topolojik indeks
tanimlanmistir.

Tez bes ana boliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde graf teori ile ilgili temel tanim ve parametreler, ardindan tezde kullanilan
kaynaklar ile ilgili bilgiler yer almaktadir.

Ikinci béliimde bazi temel matris ve lineer cebir bilgileri verilmektedir.

Ugiincii boliimde Laplacian-Tipi enerji tanimlanmis ve bunun igin bazi alt ve iist simirlar elde
edilmistir.

Dordiincii boliimde birinci Zagreb indeks i¢in bazi alt sinirlar elde edilmistir.

Son boliimde ise tezde elde edilen sonuglar ve 6neriler tartigilmistir.

Anahtar Kelimeler: Baskinlik sayisi, Birinci Zagreb indeks, Graf Enerjisi, Laplacian
spektrumu, Laplacian-Tipi enerji, Narumi-Katayama indeks



ABSTRACT

MS THESIS

SOME PARAMETERS IN GRAPHS AND RELATIONS BETWEEN THESE
PARAMETERS

Burcu KAYA
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Graph theory is a very useful area of applied mathematics.In resent years, Since graph theory has
produced practical solutions to the problems of daily life, it has quickly become the center of attention in
mathematics.

Topological indexes commonly used in graph theory are numerical values used to explain and
predict the structural properties of organic compounds. Today, many topological indices are defined.

The thesis contains five main sections.

In the first section, basic and fundamental definitions and parameters and then, informations
about the references in the thesis are given.

In the second section, some basic matrix definitions and informations of linear algebra are
given.

In third section, The Laplacian-Like energy is defined. Some lower and Upper bounds are
obtained for Laplaican-Like energy.

In fourth section, Some lower bounds are obtained for first Zagreb index.

The final section discusses the results obtained in the thesis with suggestions.

Keywords: Domination number, First Zagreb index, Laplacian spectrum, The graph energy,
Laplacian-like energy, Narumi-Katayama index.
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ve spektral graf teorinin tarihgesinden bahsedilmistir. Ayrica graf teorideki bazi temel
kavramlara yer verilmistir. Ileriki boliimlerde ise yapilan kaynak arastirmasi,
calismamizda Laplacian-Tipi Enerji igin alt ve tist sinirlar ile birinci Zagreb indeksi i¢in
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

O : Reel Sayilar

G : Herhangi bir basit graf

V(G) : G grafinin nokta kiimesi

E(G) : G grafinin kenar kiimesi

A(G) : G grafindaki maksimum derece
o(G) : G grafinfaki minimum derece

G =G, : Birbirine izomorf iki graf

A(G) . G grafinin komsuluk matrisi

L(G) : G grafinin Laplacian matrisi

D(G) : G grafinin Derece matrisi

A : A(G) matrisinin i. 6zdegeri

A : A(G) matrisinin spektral yarigap1
yn : L(G) matrisinin i. 6zdegeri

) : L(G) matrisinin spektral yarigap1
£(G) : G nin Enerjisi

LEL : Laplacian Tipi Enerji

LE : Laplacian Enerji

M, (G) . G grafinin birinci Zagreb indeksi
NK(G) . G grafinin Narumi-Katayama indeksi
D =cap(G) : G grafinin ¢ap1

rad(G) : G grafinin yarigap1

t(G) : G grafinin geren agag sayisi
deg(v;) . V; noktasinin derecesi

d(u,v) . U ile v noktalar1 arasindaki uzaklik
7(G) . G grafinin baskinlik (domination) sayis1
iz(M) : M matrisinin izi

det(M) : M matrisinin determinanti
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: Herhangi bir grafta pendant nokta sayisi
: n noktali tam graf
: n noktali yildiz graf
. n noktal1 yol graf
. n noktali devir graf

: Tek devirli graf
: Cift devirli graf
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1. GIRIS

Bir¢ok Graf Teori kitaplarinin girisinde graf teorinin ilk Orne8i olarak
Konigsberg kopriileri problemi verilir. Ancak bilinen ilk graf 6rnekleri Pisagor okuluna
kadar geri gitmektedir (M. O. 300).

Graf Teori ile ilgili sistematik olarak ¢aligilan ve yayinlanan ilk bilinen 6rnek,
Isvegli matematik¢i Leonard Euler (1707-1783)'in 1736' da yayinladigi "Ké&nigsberg'in
Yedi Kopriisii" adli ¢alismaya adii veren koprii problemidir. Euler bu c¢alismasinda
¢Ozlimsiiz olarak bilinen bu problemi ¢bézliime kavusturarak tarihe ge¢mistir. Euler
problemi su sekilde tanimlar:

Prusya (bugiinkii Beyaz Rusya )'daki Konigsberg (bugiinkii Kaliningrad)
kasabasindan gecen Pregel nehri iki dala ayrilarak Kneiphof adasinin iki tarafindan
gegmektedir (bkz. Sekil 1.1) . Nehir tizerinde yedi adet a, b, ¢, d, e, f ve g kopriileri insa
edilmistir. Problem, bir kisinin bir noktadan yiiriiyiise baslayip tiim kopriilerden birer
kez gecerek basladigi noktaya geri doniip donemeyecegini incelemektedir. Bir¢ok
kaynaga gore Konigsberg halki, boyle bir gezinin miimkiin olup olmadigini arastirirken

ayni zamanda egleniyorlardi.

Sekil 1.1 Konigsberg kopriileri

Harita iizerinde belirtilen Konigsberg kentini olusturan dort kara pargasini ve

yedi kopriiyii graf dilinde Sekil 1.2 deki gibi gosterebiliriz:



Sekil 1.2 Konigsberg koprii problemi graf modeli

Problemin ¢oziilemez oldugunu kanitlamada Euler her bir arazi alani1 yerine bir
nokta ve bu arazi alanlarini birbirine baglayan her bir koprii yerine bir ¢izgi koyarak bir
graf olusturdu. Sekil 1. 2 de Konigsberg koprii probleminin grafinda bu durum
goriilmektedir. Problemi ¢ozmekten ziyade, Euler problemi genellestirmis ve hangi
hallerde boyle bir yolun bulunabilecegini belirlemistir. Bir grafin bu sekilde hareket
edilebilir olmasi i¢in graf baglantili ve her nokta ¢ift sayida kenar ile ilisik olmalidir.
Ozel olarak, bir Kénigsberg vatandasi ne yaparsa yapsin her bir kopriiden birer kez
gecerek bagladigi noktaya donemez (Harary, 1969).

Kirchhoff 1847 yilinda, her dalinda ve bir elektrik aginin her devresinde akim
veren eszamanli lineer denklem sistemlerini ¢6zmek i¢in agaglar teorisini gelistirmistir.
1857 de Cayley diferansiyel hesabindaki degiskenlerin degisimini dikkate alarak agag
olarak adlandirilan graflarin 6nemli bir smifin1 kesfetmistir. Jordan 1869 da bagimsiz
olarak sadece matematiksel bir disiplin olarak agaclar1 kesfetti. 1859 da Sir William
Hamilton tarafindan icat edilen bir oyunda 20 noktasi iinlii sehirlerin isimleriyle
etiketlenen diizgiin onikiyiizlli bir prizma kullanilir. Oyuncu her bir noktadan tam olarak
bir kez gecen kenarlar boyunca kapali bir devre bularak tiim diinyayr gezmelidir
(Harary, 1969) .

Graflarin gegmis ve iyi bilinen uygulamalarindan bir digeri, muhtemelen dort
renk problemidir. 1852 yilinda Francis Guthrie, tiim haritalarin, komsu iilkeler ayni
renkle boyanmayacak sekilde dort renk ile boyanabilecegini iddia etti. Guthrie, meshur
[rlandali matematik¢i Sir William Rowan Hamilton' un &grencisiydi ve Hamilton bu
problemi Augustus de Morgan'a bir mektupla sordu. Boylece haritacilarin pratikte
bildigi ve uyguladig bu 6zelligin matematiksel ispatina yonelik caligmalar baslamig
oldu. Probleme iliskin ilk basili referans 1878 de Cayley tarafindan yazilmisti. Kempe
1879 yilinda bir ispat yayinladiktan sonra bir siire problem ¢oziildii diye diisiiniilse de

1890 da Heawood, ispatta bir eksiklik tespit etti ve problemin, biraz daha zayif hali olan



"her haritanin bes renk ile boyanabilecegi" fikrini ispatlamistir. Bu durum c¢ok
geemeden bir cok matematik¢inin bir kez daha dikkatini ¢ekmistir (Cangiil, 2017) .

Dort renk problemi, 1876 da Appel ve Haken tarafindan bir algoritma
kullanilarak ispatlanana kadar ¢ok sayida denemeye maruz kalmistir. 1922 de bir bagka
ciddi deneme, Birkhoff tarafindan ortaya konulmustur. Buna baglh olarak Franklin, dort
renk problemini en ¢ok 25 bolge bulunduran tiim haritalar igin ispatlamistir (Cangiil,
2017) .

Dort renk probleminin Appel ve Haken tarafindan yapilana benzer, fakat ¢ok
daha pratik olan bilgisayar destekli ispati1 1995 de Robertson, Sanders, Seymour ve
Thomas tarafindan yapilmigtir (Cangiil, 2017) .

Graf Teorinin igerisinde daha bir¢ok problem mevcuttur. Bunlar arasinda
pazarlamaci problemi, labirent problemleri, tesisat problemi, network problemleri, el
sitkisma problemi, el kaldirmadan ¢izebilme problemi, postaci problemi sayilabilir
(Cangtil, 2017).

Teorik kimyada, topolojik indeksler olarak da adlandirilan molekiiler yap1
tanimlayicilar1 toksikolojik, farmakolojik, biyolojik, fizikokimyasal ve kimyasal
bilesiklerin diger 6zelliklerinin modellemesinde kullanilir(Gutman ve Polansky, 1986).
Ozellikle bu indekslerin, kenar ve nokta sayilari ile kenar ve nokta uzakliklarina bagh
olarak ¢esitli tiirleri vardir. Bu indekslerin en iyi bilineni Wiener indekstir. Diger bazi
topolojik indeksler birinci Zagreb indeks, ikinci Zagreb indeks, Narumi-Katayama
indeks, Randic¢ indeks, vertex-Pl indeks ve Szeged indekstir. Birinci Zagreb indeks ile
ilgili genel bilgilere Gutman ve Das (Gutman ve Das, 2004) ile Gutman ve ark.,
(Gutman ve ark., 1975) ¢alismalarindan bakilabilir. Narumi-Katayama indeks, Narumi
ve Katayama tarafindan tanimlanmistir (Narumi ve Katayama, 1984). Tanimlanan bu
Narumi-Katayama indeksi i¢in farkli parametrelere bagli ¢alismalar Tomescu ve ark.
(Tomescu ve ark., 2015); Gutman ve ark. (Gutman ve Ghorbani, 2012) makalelerinden
detayli olarak incelenebilir.

Spektral graf teori uzun bir gecmise sahiptir. i1k baslarda matris teorisi ve lineer
cebir graflarin komsuluk matrislerini analiz etmek icin kullanilmistir. Bir grafin en
kiiciik ikinci Laplacian 6z degeri "cebirsel baglantililik" olarak adlandiriimigtir(Chung,
1997) .

Spektral graf teorinin kimya alaninda da uygulamasi vardir. Literatiirden, 6z
degerlerin molekiillerin kararlilig: ile iliskili oldugu da goriilmektedir. Ayrica graf

spektras1 teorik fizigin ve kuantum mekaniginin ¢esitli problemlerinde, Ornegin



Hamilton sistemlerinin enerjilerini en aza indirmede ortaya ¢ikmaktadir (Chung, 1997) .

Asagidaki temel tanimlar ile genel kavramlar (Harary, 1969); (Cvetkovic,
1980); (Horn ve Johnson, 1985); (Gutman ve Polansky, 1986); (Gutman ve Li, 2016);
(Cangiil, 2017) kitaplarindan alinmastir.

1.1. Temel Tanimlar

Bu boliimiin ilk kisminda graflarla ilgili temel kavramlar verilmistir. Boliimiin
ikinci kisminda ise ¢alismamizda kullandigimiz kaynak taramasi hakkinda bilgi
verilmektedir.
Tanmm 1.1 V, bos kiimeden farkli bir kiime ve E, her elemani V nin farkh
elemanlarinin olusturdugu sirali olmayan ciftlerden olusan kiime olmak tizere V ve E

kiimelerinden olusan G=(V,E) seklindeki yapiya graf denir. V kiimesinin

elemanlarma nokta, E kiimesinin elemanlarina ise kenar denir (Cangil, 2017).

Tammm 1.2 Bir G grafi; E=E(G) kenar kiimesi ve V =V (G) nokta kiimelerinden
olusmaktadir ve G=(V,E) seklinde gosterilir. u,veV (G) kiimesine ait noktalar olmak
tizere uve E(G) ise; uve v noktalar1 komsudur denir ve u~v bigiminde gosterilir.
€=UV i¢in U Ve V noktalarina, e kenarinin u¢ noktalar: denilmektedir (Harary, 1969).

Omegin; Bir G grafi  igin, E(G) ={AB,AC,CE,AD,DF} ve
V(G)={A B,C,D,E, F} olarak verilsin. Bu kiimelerden olusan G grafi Sekil 1.3 deki

gibi cizilebilir.

Sekil 1.3 Bir G grafi

Tamm 1.3 G=(V,E) grafi i¢in n :IV(G)| gosterimine grafin mertebesi, m =|E(G)|

gbsterimine ise grafin boyutu denir. Ozetleyecek olursak, n grafin nokta sayisini, m

ise grafin kenar sayisini ifade eder (Cangiil, 2017).



Tamm 1.4 Herhangi bir v, noktasinin derecesi v, ye komsu olan noktalarin sayis1 olup
d, ile gosterilir. Derecesi 0 (sifir) olan noktaya izole nokta, derecesi 1 (bir) olan
noktaya ise pendant nokta denilmektedir (Bondy ve Murty, 1976).

Bir G grafinin en az komsuya sahip olan noktasina minimum dereceli nokta
denir ve bu noktanin derecesi J(G) ile gosterilir. En ¢ok komsuya sahip olan noktaya

ise maksimum dereceli nokta denir ve A(G) ile gosterilir (Cangiil, 2017).

Tamim 1.5 Bir grafta ayni1 nokta ¢iftlerini birlestiren iki ya da daha fazla kenara paralel
kenar(kath kenar), bir noktayr kendisiyle birlestiren kenara déngii (ilmek), paralel
kenara sahip ancak donglisli olmayan grafa ¢oklu graf, paralel kenar ve ilmek iceren
graflara ise Pseudo graf denilmektedir (Harary, 1969).

Sekil 1.4 de bir ¢oklu graf ve Sekil 1.5 de bir Pseudo graf 6rnekleri verilmistir.

Sekil 1.4 Coklu graf

Sekil 1.5 Pseudo graf

Tammm 1.6 G bir graf ve veV(G)olsun. v noktasini u¢ kabul eden tiim kenarlarin
sayisina V noktasinin derecesi denir ve deg(v), d(v) ya da d, gibi sembollerle

gosterilebilir (Cangiil, 2017).



Tamim 1.7 Sonlu, yonlii olmayan, ¢oklu kenar ve dongii igermeyen graflara basit graf

denir (Harary, 1969).

Sekil 1.6 Basit graflar

Ornegin; asagidaki grafta, v, noktast v,,v, ve V, noktalari ile komsudur fakat
diger noktalar ile komsu degildir. Grafin v, noktas1 pendant nokta, v, noktasi ise izole
noktadir. Bu grafin noktalarinin derecesi d(v,)=1, d(v,)=4, d(v;)=4, d(v,)=2,
d(v;) =0, d(vs) =3olup 5(G)=0 ve A(G)=4.

pendant nokta . izole nokta
Y C e%
Y
— katl kenar
v v

Sekil 1.7 Bir G grafi

Tamim 1.8 Bir graf sonlu sayida nokta ve kenara sahip ise, bu grafa sonlu graf, aksi

durumunda sonsuz graf denir (Bondy ve Murty, 1976).

o= g .

R

=il

A .
7 ,_.’-._'-V 9
P = - ®
B e® e o
P ® ®
[ ®

Sekil 1.8 Sonsuz ve Sonlu Graf



Bir G grafinin m tane kenar1 ve v,,Vv,,...,V, ile gdsterilen n tane noktasi olsun.

Bu grafin noktalarinin dereceleri toplami kenar sayisinin iki katina esittir. Matematiksel

olarak

> deg(y) =Y d(y) = Yd, = 2m

seklinde ifade edilebilir (Euler, 1736).
Bu ¢alismamiz boyunca basit ve sonlu graflari kullanacagiz.

Tamim 1.9 Bir G grafinin nokta kiimesi V(G)={a,b,c,d,e, f,g,...,I,m,n,0} olsun.
Ard arda t kenarin dizilmesiyle elde edilen
ab,bc,cd, de,ef ,...,mn,no

- J
e

t
formuna G grafi icin t uzunlugunda bir yiiriime denir. Bu yiiriime abcdef...mno
seklinde gosterilir. Herhangi bir G grafinda; ayni noktada baslayan ve yine ayni
noktada biten bir yliriimeye kapalt yiiriime, biitiin noktalar1 ve kenarlar1 birbirinden
farkli olan yiirimeye yol ve biitiin kenarlari, baslangi¢c ve bitis noktalar1 hari¢ biitiin

noktalar1 farkli olan kapali ylirimeye de devir denir (Harary, 1969).

Tamim 1.10 G herhangi bir graf olmak iizere, nokta kiimesi G nin nokta kiimesinin alt
kiimesi ve kenar kiimesi de G nin kenar kiimesinin alt kiimesi olan grafa G nin alt
grafi denir. G nin tiim noktalarini i¢eren alt grafina geren alt graf denir (Harary,
1969).

G H, H,

Sekil 1.9 G grafinm iki alt grafi



Tamm 1.11 Bir G grafi i¢in V(G)={V,,V,,V,,...,v,} noktalar kiimesi olsun. G
grafinin v; ve v; noktalari arasinda bir yol var ise bu noktalara baglantilidir denir. Eger

G grafindaki biitiin nokta ciftleri arasina bir yol ¢izilmis ise G grafina baglantili graf
denir. Baglantililik bagintis1 V iizerinde bir denklik bagintisidir. V,,V,,V,,...,V,, V nin

denklik smiflart olmak iizere G[V,],G[V,]....G[V,] alt graflarma G grafinin

bilesenleri denir. r =1 durumunda G grafi baglantilidir, aksi durumunda ise G grafi

icin r tane bilesene sahip baglannisiz bir graftir denir (Harary, 1969).

A
o G .
G,[Vi] G,[V,]
K j ~ ' —
'
G, G,

Sekil 1.10 Baglantili ve Baglantisiz graflar

Tammm 1.12 Bir G grafi ve S,V(G) noktalar kiimesinin bir alt kiimesi verilsin.

S kiimesindeki noktalar G grafinin tiim noktalarina komsu oluyorsa bu durumda S ye

baskinlik kiimesi (dominating set) denir (Alikhani ve Peng, 2014).

Tamim 1.13 Bir G grafinin minimum boyutlu baskinlik kiimesinin boyutuna baskinlik

say1st (domination number) denir ve «(G)ile gosterilir (Alikhani ve Peng, 2014).

Tammm 1.14 G=(V,E) bir graf ve u,veV(G) olmak iizere bu iki nokta arasindaki en
kisa yolun uzunluguna bu iki nokta arasindaki uzaklik (distance) denir ve d(u,v) ile

gosterilir (Buckley ve Harary, 1990).



Tanmmm 1.15 Bir G grafinin her nokta ¢ifti arasindaki maksimum uzaklhiga G

grafinin ¢apt (diameter) denir ve cap(G) veya diam(G) ile gosterilir (Harary, 1969).

Tamim 1.16 Bir G grafinin her nokta ¢ifti arasindaki minimum uzakliga G grafinin

yaricapi (radius) denir ve rad(G)ile gosterilir (Harary, 1969).

Tamm 1.17 G, ve G,, nokta kiimeleri V(G,) ve V(G,), kenar kiimeleri E(G,) ve

E(G,) olan iki graf olsun. Her u,veV(G,) i¢in,

UV} e E(G) <{f (), f(V}<EG,)

olacak sekilde 1-1 ve &rten bir f:V(G)—>V(G,) doniisimi varsa, G, ve G,
graflarina izomorf graflar denir ve G, =G, seklinde gosterilir (Bondy ve Murty,

1976).

Asagidaki iki graf birbirine izomorftur.

G, grafi G, grafi

Sekil 1. 11 Birbirine izomorf G, ve G, graflar

Tanmm 1.18 v,,v,,...,v, birbirinden farkli noktalar1 olsun. Ardisik V,v,,V,V,,...,V, ,V

' 'n-1"n

kenarlarina sahip olan bir grafa yol grafz denilir. n kdoseli bir yol grafi P, ile gosterilir.

n

P, grafinda n nokta ve n-1 kenar bulunmaktadir. Vv, ve Vv, noktalarma P, yol

grafinin u¢ noktalar1 veya uglari, kenar sayisina da P, yol grafinin uzunlugu denilir

(Cangiil, 2017).
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Sekil 1.12 7 noktali P, yol grafi

Tanim 1.19 Bir yolun iki u¢ noktasini bir kenar ile birlestirerek elde edilen bir grafa

devir grafi denilir. n noktali ( ve dolayisiyla n kenarli) bir devir grafi C, ile gosterilir

(Cangiil, 2017).

Sekil 1.13 C7 grafi

Tanim 1.20 Bir yildiz grafi bir merkezi noktasi ile her biri sadece bu noktay

birlestirilen u¢ noktalardan olusur. Nokta sayisi n olan bir yildiz grafi S_ ile gosterilir

n

ve kenar sayis1 da n—1 dir (Cangiil, 2017).

S, S, 8. Ss
o *——e PR — A
/'/
./
S; S¢ S
.\\\ //9 I b
):/ 3 -~ . ° P

Sekil 1.14 Yildiz graf 6rnekleri

Tamim 1.21 Bir grafta her bir nokta cifti birbirine komsu ise bu grafa tam graf denir.

n noktali bir tam graf K ile gosterilir. N noktali bir tam grafin kenar sayisi —n(nz_l)

ve nokta derecesi de n—1 dir (Cangiil, 2017).
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L AX R

K, Ks K4 Ky Ks

Sekil 1.15 Tam graf 6rnekleri

Tanmim 1.22 Bir grafin nokta kiimesi V, ve V, seklinde iki kiimeye ayrilmis olsun. Eger
kenarlar1 V, deki noktalarla V, deki noktalarin birlestirilmesiyle olusuyorsa, bu grafa iki
pargalr graf denir. 'V, ve V, deki tiim noktalar karsilikli olarak birbirleriyle
birlestirilmis ise bu tiir graflara iki par¢ali tam graf denir. |V;|=m ve |V,|=n olan iki
pargali tam graf K, seklinde gosterilir. Ozel olarak K, grafina da star graf denir

(Cangtil, 2017).

K, K4 Kis

Sekil 1.16 iki parcali graf

Tanim 1.23 Bir baglantili graf i¢erisinde hi¢ devir yoksa buna aga¢ graf denir.
Agac graflar T ile gosterilir. Bir T agac¢ grafinin kose sayist n iken kenar sayis1 n—1 e
esittir (Harary, 1969).

o - a0 o

\\ ' | \L/
—r [ ey, " 5

o N J o

Sekil 1.17 Agac graf 6rnekleri
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Tamim 1.24 Tek bir noktaya sahip olan ve hi¢ kenar icermeyen grafa trivial graf denir.
Hi¢ kenar1 olmayan sadece noktalardan olusan grafa bos(null) graf denir (Skiena,
1990).

Sekil 1.18 Bos graf

Tamm 1.25 Bir G grafinda tiim noktalarin dereceleri birbirine esit ise yani Vv, €V
icin d(v,)=r ise G grafina r-regiiler graf denir. Baz1 regiiler graf 6rnekleri Sekil 1.19
de verilmistir (Harary, 1969).

Sekil 1.19 Bazi regiiler graflar

Tammm 1.26 Tek devir i¢eren baglantili graflara tek devirli (unicyclic) graf denir
(Manvel, 1969).

Sekil 1.20 da tek devirli graf 6rnekleri verilmistir.
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Sekil 1. 20 Tek devirli graflar

Tanmim 1.27 iki devir iceren baglantili graflara iki devirli (bicyclic) graf denir.
Sekil 1.21 de iki devirli graf 6rnekleri yer almaktadir (Gross ve Yellen, 1999).

Bl B, B;

Sekil 1. 21 iki devirli graflar

Tanim 1.28 Yonlendirilmemis bir G grafinin tiim noktalarini igeren agag alt
graflarma G grafinin geren agaci (spanning tree) denir. G grafinin geren agacglarinin

sayist t(G) ile gosterilir (Skiena, 1990).
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Sekil 1.22 Bir G grafinin geren agaci

Bazi durumlarda t(G) yi dogrudan hesaplamak miimkiindiir:

G nin kendisi bir agac ise t(G) =1 olur.

G=C, ise t(G)=n olur.

G, n koseli bir tam graf ise t(G) =n"" olarak hesaplanir (Aigner ve Ziegler,
1998).
G=K,

-1

tam iki parcali graf ise t(G)= p®'q°* olur (Hartsfield ve Ringel,

q

2003).

Simdi temel sonuglarimizda kullanacagimiz birinci Zagreb indeksi ile Narumi-

Katayama Indeksini tanimlayalim:

Tanmim 1.29 G, n noktali bir graf olsun. v, €V (G) olmak iizere v, noktasmin derecesi

deg(v;) dir. Buna gore birinci Zagreb indeks,

M, =M,(G)= Z deg(vi)2

v;ieV (G)

biciminde tanimlanir (Gutman ve Trinajsti¢, 1972).

Tamm 130 G, n noktali bir graf olsun. V(G)={v,V,,..,v,} olmak iizere

v, €V (G) noktasinin derecesi deg(Vv,) dir. Buna gore Narumi-Katayama indeksi,

NK = NK(G) :ﬁdeg(vi)

i=1

seklinde tanimlanir (Narumi ve Katayama, 1984).
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Simdi de temel sonuglarimizda kullanacagimiz Cauchy-Schwarz esitsizligini

verelim:

Lemma 13l (a,a,,..,a,) ve (b,b,,...,b,) iki reel say1 dizisi olsun. Bu durumda

(Ben) (Ee)3)

Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart (a,,a,,...,a,) ve (b,b,,...,b,)dizilerinin

orantili olmasidir (Hardy ve ark., 1934).
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1.2. Kaynak Arastirmasi

Calismamizin bu kisminda bir ¢ok arastirmacinin ¢alisma konusu olmus graf
parametreleri ve graflarda enerji tipleri iizerinde literatiirde var olan bazi ¢alismalardan
bahsedilecektir.

Oncelikle graf parametreleri iizerine yapilan calismalardan bahsedelim.

Uzaklik, graf teoride yogun olarak ¢alisilan bir konudur. Iki nokta arasindaki
uzaklik, Buckley ve Harary (1990) tarafindan tanimlanmistir (Buckley ve Harary,
1990); temel ve ¢ok kullanilan bir kavramdir. Topolojik indeks, bir molekiiliin grafinin
bazi1 6zelliklerini karakterize etmemize yardimci olan bir sayidir.

Ornegin; Wiener indeks, teorik kimyada organik molekiiller igin yapisal
tanimlayict olarak kullanilan bir topolojik indekstir. Bu indeks Wiener (1947) tarafindan
alkan molekiillerinin dallanmasini matematiksel olarak belirleyecek bir say1 olarak
tanimlanmistir. Bu say1 bir molekiilde hidrojen atomlari1 disindaki tiim atomlar1 temsil
eden koseler arasindaki patikalarin uzunluklarinin toplami olarak tanimlanir. Bu da
molekiillerin kaynama noktalar1 ile yakindan iliskilidir. Boylece graf parametreleri ya
da topolojik indekslerin, kimyasal molekiillerin 6zelliklerini tahmin etmede rahatlikla
kullanilabilecegi anlagilmistir (Wiener, 1947).

Gutman ve Trinajsti¢ (1972), "Graph theory and molecular orbitals: Total 7-
electron energy of alternant hydrocarbons" isimli g¢alismalarinda graf teoride ve
kimyasal matematik uygulamalarinda 6nemli bir yere sahip olacak olan Birinci Zagreb
indeksi ortaya koydular (Gutman ve Trinajsti¢, 1972).

Gutman (1978), "The energy of a graph. 10. Steirmarkisches Mathematisches
Symposium" isimli ¢alismasinda bir G grafinin komsuluk matrisinin 6zdegerlerinin
mutlak degerce toplaminin G grafinin enerjisini verdigini elde etmistir (Gutman, 1978).

Narumi ve Katayama (1984), "Simple topological index, a newly devised index
characterizing the topological nature of structural isomers of saturated hydrocarbons"
isimli c¢aligmalarinda baglantili basit graflarin kose derecelerinin carpimi olarak
tanimlanan, matematik uygulamalarinda genis calisma alan1 olan Narumi-Katayama
indeksini hesaplamiglardir (Narumi ve Katayama, 1984).

Erdos ve ark. (1989), "Radius, diameter and minimum degree" isimli
caligmalarinda siklikla kullanilan radius ve diameterle ilgili grafin yalnizca kdse sayisint

ve minimum derecesini igeren sinirlar literatiirde yeralmistir (Erdos ve ark., 1989).
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Estrada ve ark. (1998), "An atom-bond connectivity index: modelling the
enthalpy of formation of alkanes™ isimli makalelerinde yeni bir graf indeksi olan atom-
bag baglantililik (atom-bond connectivity) indeksi tanimlamislar ve kimyada alkanlarin
entalpisi alaninda uygulamasi ile ilgili ¢alismalar yapmuslardir (Estrada ve ark., 1998).

Graf Teorinin sik¢a kullanilan parametrelerinden biri olan birinci Zagreb igin
Gutman ve ark. (Gutman ve Das, 2004) yaptiklar1 ¢alismada bu indeks i¢in Oonemli
Ozellikler, baz1 sinirlar elde etmislerdir.

Gutman ve Zhou, "Laplacian energy of a graph" adli ¢alismalarinda Laplacian
enerji tanimin1 yaparak graflardaki enerji kavrami ile Laplacian enerji arasindaki
iligkiyi incelemis, bu iki enerji arasinda gii¢lii bir iligki oldugu gibi ayn1 zamanda bazi
onemli farkliliklar bulmustur (Gutman ve Zhou, 2006).

Das ve Mojallal enerji ve Laplacian enerji konusunda yaptigi c¢alismada
enerjinin alt ve st sinirlarin1 kése ve kenar sayisi , maksimum derecesi ve birinci
Zagreb indeksi yardimiyla ifade etmistir. Dahast G grafinin enerjisi ile Laplacian
enerjisi arasindaki iliskiyi vermislerdir (Das ve Mojallal, 2016).

Gutman ve Zhou, "On Laplacian energy of a graphs" isimli c¢aligmalarinda
Laplacian enerji ile ilgili baz1 6zellikler elde etmislerdir (Zhou ve Gutman, 2007).

Laplacian-tipi enerji Liu ve Liu tarafindan tanimlanmistir (Liu ve Liu, 2008). Bu
konuda daha fazla bilgi edinmek i¢in [(Zhu, 2011); (Gutman ve ark., 2010); (Liu ve
ark., 2011); (Das ve ark., 2014)] calismalarin1 da bakilabilir.

Khalifeh ve ark (2009), "Some new results on distance-based graph invariants"
isimli ¢alismalarinda bazi indekslerin aralarindaki iliskiler incelenmis ve bu indeksler
icin sinirlar elde edilmistir (Khalifeh ve ark., 2009).

Gutman ve ark., graflart Narumi-Katayama indeksine gore karakterize
etmislerdir(Gutman ve Ghorbani, 2012) .

Wang ve arkadaglari Laplacian tipi enerjinin regiiler graflardaki alt ve st
siirlarini elde etmislerdir (Wang ve Luo, 2012).

Tomescu ve arkadaglar1 bir grafin  Narumi-Katayama indeksi i¢in nokta
sayisina, pendant noktasina ve ¢evrimsel sayisina (cyclomatic number) bagl olarak alt
ve Ust sinrlar elde etmislerdir (Tomescu ve ark., 2015).

Gutman ve arkadaglar1 bir grafin birinci Zagreb indeksi i¢in grafin nokta sayisina
ve pendant nokta sayisina bagl olarak alt sinirlar elde etmistir (Gutman ve ark., 2015).

Das ve Mojalal bir G grafinin Laplacian enerjisinin incelemesini yapmislardir
(Das ve Mojallal, 2014).
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Jahanbani bir G grafinin enerjisi igin alt sinirlar1 grafin kdse ve kenar sayisina,
maksimum derecesine, birinci ve ikinci Zagreb indekslerine bagh olarak karakterize
etmistir (Jahanbani, 2018).

Patra ve Sahoo graflarin Laplacian spektral yarigapi i¢in bazi graf parametreleri
yardimiyla alt ve tist sinirlarini ifade etmislerdir (Patra ve Sahoo, 2017).

Ayrica bazi topolojik indeksler i¢in de enerji kavrami tanimlanmistir. Bunlardan
bazilari, Kirchhoff enerji (Maden ve ark., 2013), PI enerji (Nadjafi-Arani, 2011), Randic
enerji (Burcu Bozkurt ve ark., 2010), Szeged enerji (Fath-Tabar, 2011) ve Zagreb enerji
(Rad ve ark., 2018)dir.
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2. GRAFLARIN TEMEL MATRIS GOSTERIMLERI VE LINEER CEBIR
BILGILERI

Bu boliimiimiizde c¢alismamizda kullandigimiz temel matris tanimlarimi ve
kullandigimiz temel cebir bilgilerine yer verilecektir.

Bir G grafinin yapisi hakkindaki bir takim bilgileri kullanarak bu grafin matris
seklinde gosterimini yapabiliriz. Graflarin matris gosterimleri hakkindaki ¢aligmalarin
cogu komguluk matrisi (adjacency matrix), kombinatoryal Laplacian matris
(combinatorial Laplacian matrix), isaretsiz Laplacian matris ve normalize edilmis
Laplacian matris tizerinedir. Biz kendi konumuzda Komsuluk matrisini, Derece matrisi
ve Laplacian matrisini kullanacagimiz ic¢in sadece bunlarla ilgili tanimlamalara yer
verilecektir.

Bir G=(V,E) grafinin Komsuluk matrisi (adjacency matrix, A(G)), satir ve
situnlari G grafinin nokta kiimesinin elemanlar1 yardimiyla asagidaki sekilde
tanimlanmaktadir.

1 v, Oy,

A(G) - (aij) :{

0, diger durumlarda.

Bir G=(V,E) grafinin Derece matrisi (degree matrix, D(G)), satir stitunlar1 G
grafinin nokta kiimesinin elemanlarmin dereceleri yardimiyla asagidaki sekilde
tanimlanir.

d v,=v,
D(G) = (dij) :{ " .I, :
0, diger durumlarda.

Bir G=(V,E) grafinin Kombinatoriyal Laplacian matrisi (combinatorial
Laplacian matrix), L(G)=D(G)-A(G)), satir ve siitunlar1 G grafinin npktalar
kiimesinin elemanlar1 yardimiyla asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

d. v, =V,
LG)=(;)=1-1 v, 0y,

0, diger durumlarda.

Simdi, Sekil 2.1 deki G grafinin temel matris gosterimlerini inceleyelim.
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Sekil 2.1 G grafi

Komsuluk matrisi;

01 0100
1 01 010
01 0110
AG) = )
1 01 000
01100 1
0 00010
Derece matrisi;
2 00000
0 30000
0 03 000
D(G) = )
0 00 200
0 00O 30
0 000 O0O1

Kombinatoryal Laplacian matris;

2 -1 0 -1 00
-1 3 -1 0 -1 0
0 -1 3 -1 -10
-1 0 -1 2 0 O
0 -1 -1 0 3 0
0O 0 0 0 -11

L(G) = D(G) - A(G) =

seklindedir.

Simdi de ¢alismamizda kullanacagimiz bazi Lineer Cebir bilgilerini hatirlatip

kullanacagimiz notasyonlar hakkinda bilgi verecegiz.
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0 ; mxn boyutlu sifir matrisi, | ise n boyutlu birim matrisi

msxn n
gostermektedir.

M, n mertebeli reel matrisi gostersin. det(Al —M)=0 fonksiyonuna matrisin
karakteristik polinomu, bu polinomun koklerine ise matrisin dzdegerleri denir. Bir
matrisin 6zdegerlerinin kiimesi ise o matrisin spektrumu olarak isimlendirilir. Bir
matrisin 6zdegerleri A, u, q gibi terimlerle ifade edilirken, Mx=Ax denkleminin
sifirdan farkli X koklerine matrisin dzvektorleri denir. Matrisin 6zvektorleride u, v, z
gibi adlandirilabilir.

M", M nin transpozesini gostermek iizere, M =M "' ise M matrisine simetrik
matris denir.

u ve v sifirdan farkli boyutlar1 uygun herhangi iki vektdr olsun. Mu=ou ve
MTv =0V denklemlerini saglayan o degerine M nin tekil (singular) degeri denir.

Satirlarinin sayisi siitunlarinin sayisina esit olan matrise kare matris denir.

Bir reel matrisin transpozesi kendisine esit M =M" ise 0 matrise simetrik
matris denir.

Reel simetrik ve n boyutlu bir M matrisi, her n boyutlu X vektori igin

x"Mx >0 sartin1 sagliyorsa bu matrise pozitif yari tanimli matris denir.

Teorem 2.1 M n boyutlu reel simetrik matris olmak tizere

i) M matrisinin 6zdegerleri reel sayilardir. VA el .

i) M matrisinin 6zdegerlerinin cebirsel ve geometrik katliliklar1 esittir.
Iii) M matrisinin singiiler degerleri, 6zdegerlerinin mutlak degerine esittir.

[ (Cvetkovic, 1980), (Horn ve Johnson, 1985)].

Teorem 2.2 M ve N n boyutlu iki kare matris olmak tizere;

S o (At B)SiZ::ai (A)+§q (B)

i=1

sartin1 saglar (Fan, 1951).

M, n boyutlu kare matrisinin esas kosegen elemanlar: toplamina o matrisin izi

(matrix trace ) denir ve iz(M ) (tr(M)) ile gosterilir,
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tr(M) =iz(M) = 3 4,(M)

esitligi vardir.
Bir matrisin 6zdegerlerinin ¢arpimi, matrisin determinantina esittir.
Ayl Py = et(M)
esitligi vardir.
M, n boyutlu matris ve a,b e} olmak lizere aM +bl, matrisinin 6zdegerleri;
aty,(M)+b,at,(M)+b,...,atl (M)+b

seklindedir.
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3. LAPLACIAN TiPi ENERJi ve BU ENERJi UZERINE BAZI ALT-UST
SINIRLAR

Bu boéliimde bir G grafinin enerjisini, Laplacian enerjisini ve Laplacian tipi
enerjisinin tanimlar1 verilerek 6zellikleri incelenecektir. Laplacian tipi enerji i¢in daha
once bulunun alt ve st sinirlara ek olarak yeni sinirlar verilecektir. Bu bulunan sinirlar
bazi graf gesitlerine gore incelenecektir.

Bu boliim boyunca basit ve sonlu graflarla galisilacaktir.

Bir G grafinin A(G) komsuluk matrisinin dzdegerleri 4 >4, >..4 , >4,
olsun. En biiylik 6zdeger A,, G grafinin spektral yarigapr (spectral radius) olarak

adlandirilir. Simdi bir G grafinin spektrali i¢in iyi bilinen bazi sonuglar1 agsagidaki gibi

siralanabilir:

ve detA:ﬁﬂ,, :

i=1
Bir G grafinin spektral yaricapt 4, ile grafin ortalama nokta derecesi arasinda

asagidaki iliski vardir,

Esit olmasi icin gerek ve yeter kosul G grafinin regiiler olmasidir.

Gutman (Gutman, 1978) bir G grafinin enerjisini asagidaki gibi tanimlamigtr.

6G)= Y|4

G grafinin enerjisinin temel ozellikleri ile ilgili detayli bilgi i¢in [(Das ve
Mojallal, 2016); (Das ve Mojallal, 2013); (Das ve ark., 2013); (Gutman ve Das, 2013);
(Guo, 2008); (Koolen ve Moulton, 2001); (Li ve ark., 2012); (McClelland, 1971);
(Zhou, 2004)] ¢alismalarina bakilabilir.
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Bir G grafinin Laplacian matrisi L(G)=D(G)—- A(G) olarak tanimlanmisti.
L(G) matrisinin Ozdegerleri negatif olmayan degerler alir ve aralarinda
N>p>p,>..2u =0 iliskisi  mevcuttur. Ayrica L(G) nin  spektrumu
Spec(G) ={w, 14,,..., 1.} seklinde gosterilebilir (Das ve Mojallal, 2016).

Gutman ve ark. (Gutman ve Zhou, 2006) Laplacian Enerjiyi asagidaki gibi

tanimlamiglardir.

n

LE=LE@G)=Y 2m

Hy———
n

Liu ve ark. (Liu ve Liu, 2008) Laplacian-Tipi-Enerji yi asagidaki gibi

tanimlamislardir.

LEL = LEL(G) = Zl:\/;T

Laplacian 6zdegerleri , iyi bilinen asagidaki 6zelliklere sahiptir:

n-1
Z,ui =2m.
i=1

n-1

D> w2 =M (G)+2m.

i=1

Merris (Merris, 1994) bir G grafinin geren aga¢ sayisi i¢in asagidaki esitligi

elde etmistir.
l n-1
t(G) = HHM :
i=1

Ayrica bu bolimdeki calismalar Kibris' ta diizenlenen 3 International
Conference on Computational Mathematics and Engineering Sciences, CMES, 2018
yilinda sunulmustur (Kaya ve Maden, 2018).

Teorem 3.1 G, n noktali ve m kenarli basit baglantili bir graf olsun. 4,, G nin

spektral yar1 ¢ap1 ve o = '/21 + 1 olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir (Faghani
m 4,
ve Pourhadi, 2018).

LEL > d—k
k=1 05/11
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Lemma 3.2 G, en az bir kenara sahip , maksimum nokta derecesi A olan bir graf
olsun. Bu durumda,

w=21+A.

esitsizligini saglar. G nin baglantili olmasi i¢in gerek yeter kosul A =n—-1 olmasidir
(Merris, 1994).

Yapilan bu bilgilendirmelerden sonra ilk ana teoremimiz asagidaki gibi
tanimlanmustir.
Teorem 3.3 G n noktali, m kenarli, maksimum derecesi A ve geren agag sayisi t

olan baglantil1 bir graf olsun. O halde

LEL(G)2\/A+1+(n—2)+%lnt—ln\/A+1

dir.

Ispat: G baglantili bir graf, G nin Laplacian dzdegerleri z4 > s, >...> 1. =0 olsun.
S, (x) =x—-1-In(x), x>0 fonksiyonunu diisiinelim. s,(x)fonksiyonu x>1 icin artan,
0 < x <1 igin azalandir.

Sonug olarak, S,(x)>s,(1)=0 dir ve x>1+Inx, x>0 disiinebiliriz. Esitlik

kosulunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul X =1 olmasidir.

Yukaridaki sonucu kullanarak asagidaki esitsizlik elde edilir;

n-1 n-1
LEL(G) = Y Jus =i + D s
i=1 i=2
1n—l
ZQ/ILLl +n—2+§Z:|n,ui
i=2
= +n—2+%lnﬁyi
i=2

1t
=Ju+n-2+=In—
Hi 5

H
:\/Z+n—2+%[lnt—lnyl]

1 1
= +n-2+=Int—=1In
JH > > (1)

Bu noktada Lemma 3.2 dikkate alinirsa buradan
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Q(x)=x+n—2+%lnt—lnx , 1<x<n

artan fonksiyonu i¢in asagidaki esitsizlik Lemma 3.2 ide kullanilarak ifade edilebilir.
h(X)>h (VA+1) = JA+1+ n—2+%|nt— In(VA+1).

Boylece ispatimiz tamamlanmis olur.

Sonuglarimiza ge¢gmeden once buldugumuz bu alt smir bir Ornekle
incelenecektir.
Ornek 3.1

Sekil 3.1 Bir G grafi

Verilen G grafinin Laplacian spektral degerleri gerekli hesaplamalar sonucunda
(0,1,1,4) dir. Yine G grafinin A komsuluk matrisinin 4, =1,73" tiir. Ayrica, G grafi
bir agag graf oldugundan t(G) =1 dir. LEL(G) =4 kolaylikla hesaplanir.

Teorem 3.1 e gore LEL(G)>3,14 igin alt sinir1 elde edilir. Bizim alt sinirimiz
Teorem 3.3 e gore islemler yapildiginda LEL(G)>3,30 (yaklasik olarak) bulunur.

Goriildigl gibi bizim degerimiz Teorem 3.1 e gore bazi graf ornekleri i¢in daha iyi
sonu¢ vermektedir.

Sonug¢ 3.4 T, n noktali ve maksimum derecesi A olan bir aga¢ olsun. Bu durumda

LEL(T)>A+1+n—2—InVJA+1
dir.
Ispat: T bir agag ise t=1 ve m=n—1 dir. Buna gore sonug agiktir.
Sonug 3.5 U, n noktali ve maksimum derecesi A olan baglantili bir tek devirli

(unicyclic) graf olsun. Bu durumda,

LELU) >VA+1+n-2+Iny3-InVA+1
dir.

Ispat: U tek devirli grafi icin 3<t <n dir. Bu durumda sonug agik¢a goriilmektedir.



Teorem 3.6 G, n noktali ve baskinlik sayis1 & = a(G) olan bir graf olsun. Bu

durumda

14(G)=
(24

G baglantil ise esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul A(G) =n—1 olmasidir

(Lu ve ark., 2005) .

Teorem 3.7 G, n> 2 noktali ve baskinlik sayisi1 « = a(G) olan bir graf olsun. Bu

durumda

LEL(G)Z\/E+(n—2)+£Int—In n
a 2

(04
dir.

Ispat: G baglantili ve Laplacian dzdegerleri z4 > 1, >...> 1. =0 olan bir graf olsun.

S,(X) =x—-1-In(x), x>0 fonksiyonunu diisiinelim. Basit temel islemler yardimiyla
s,(x) fonksiyonu x >1 i¢in artan, 0 < x <1 aralig1 i¢in azalan oldugu goriiliir. Sonug
olarak s,(x)>s,(1) =0 dir ve x>1+InXx, x>0 elde edilir. Esitligin saglanmasi igin

gerek ve yeter kosul x =1 olmasidir. Yukaridaki sonuglar kullanilarak asagidaki

esitsizlik elde edilir:

n-1 n-1
LEL©) =5 it =i + S
i=1 i=2
1 n-1
2\/E+n—2+EZIn,ui
i=2
:\/Z+n—2+%ln1n;i,ui
i=2

=4 +n—2+%|nL

K
1
:\/Z+n—2+§[lnt—ln,ul]

1 1
= +n-2+=Int—=1In
N > 5 In(s4)

27
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Teorem 3.6 ele alinirsa,
h,(x) = x+n—2+%|nt—lnx

1< x<n araligi icin artan bir fonksiyon olur. Yapilan hesaplamalar sonucunda

LEL(G)Z\/E+(n—2)+£Int—In n
a 2

a
elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmustir.

Sonug 3.8 T, n>2 noktali ve baskinlik sayis1t & = @(G) olan bir agag olsun. Bu

LEL(I')Z\/EJr(n—Z)—In\/E
(04 o

Ispat: T bir agacise t=1 ve m=n—1 dir. Buna gore sonug agiktir.

durumda

dir.

Sonug 3.9 U, n>2 noktali ve baskinlik sayisi & = a(G) olan bir tek devirli graf

LEL(U)2F+(n—2)+3|nJ§_|nF
a 2 a

Ispat : U tek devirli grafi icin 3<t<n dir. Bu durumda sonug agik¢a goriilmektedir.

olsun. Bu durumda

dir.

Teorem 3.10 G, cgap1 (diameter) D ve minimum kose derecesi ¢ olan baglantili bir
graf olsun. Bu durumda
My 2 2D
D+1
ve

>(D+1)5+2D
Bl D+1

dir (Lu ve ark., 2007).
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Teorem 3.11 G, cap1 (diameter) D olan baglantili bir graf olsun. Bu durumda

LEL(G) > 2 /i+n—2+|nt—|n2 /i
D+1 D+1

ve
LEL(G)Z W+n_2+|nt_|n W
\I D+1 \j D+1
dir.

Ispat: G baglantili ve Laplacian 6zdegerleri g4 > 1, >...> . =0 olan bir graf olsun.
S;(X) =x—1-In(x), x>0 fonksiyonunu diisiinelim. S,(x), X>1 i¢in artan ve 0 <x<1
icin azalan bir fonksiyondur. Sonug olarak s,(X)>s,(1)=0 dir ve Xx>1+Inx, x>0

elde edilir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul x=1 olmasidir. Yukaridaki

sonuglar kullanilarak,

LEL(G) = ZJ;T: Ju + z\/ﬁ

2\/Z+n—2+%ilnyi
1I:2n—1
:\/Z+n—2+aln1;[ui

=4 +n—2+£|nL
2

:\/Z+n—2+%[lnt—lnﬂl]

1 1
= +n-2+=Int—=1In
N 5 5 (#4)

bulunur.

>(D+1)5+2D

esitsizlikler kullanilarak
D+1

Teorem 3.10 dan g, > 4D ve
D+1

ha(x)=x+n—2+%lnt—lnx

1< x <n araliginda artan bir fonksiyon oldugundan Laplacian-Tipi-Enerji i¢in

asagidaki alt sinir elde edilir:

LEL(G)zz,/i+n—2+|nt—|n2 /L
D+1 D+1

ve
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LEL(G)> [{PFDO+2D 5 i, [(P+DO+2D
D+1 D+1

dir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

Sonug 3.12 T, ¢ap1 (diameter) D olan baglantili bir aga¢ olsun. Bu durumda

LEL(T)>2 /im—z—lnz /i
D+1 D+1
LEL(T) > f(D+1)5+2D T n—2—In &(D+1)5+2D
D+1 D+1

Ispat: T bir agag ise t=1 ve m=n—1 dir. Buna gore sonug agiktir.

ve
dir.

Sonug¢ 3.13 U , ¢ap1 (diameter) D olan baglantili bir tek devirli graf olsun. Bu durumda

, D D
LELU)>2,|——+n-2+In+/3-In2,|——
L) D+1 \/_ D+1

LELU)> [P+DO+2D 1 o B, [(PHDO+2D
D+1 D+1

Ispat : U tek devirli grafi icin 3<t<n dir. Bu durumda sonug agikca goriilmektedir.

Ve

dir.

Simdi Laplacian-Tipi Enerji igin bazi parametrelere bagl ist sinirlar

verilecektir.

Teorem 3.14 G , n>1 noktal1 ve m kenarl basit baglantili bir graf olsun. Bu

durumda agagidaki esitsizligi saglar:

LEL < JA+1+(n—2)" dZm—(A+1)2 +Zn:[deg(vi)]2

(Faghani ve Pourhadi, 2018).
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Lemma 3.15 G, n>2 olan baglantili bir graf olsun. Bu durumda g, =...= g, , ve

4 =1+ A olmasi igin gerek yeter kosul G = K yada G =K, ,olmasidir (Zhou, 2008).

Teorem 3.16 G, n>2 kdoseli, m kenarli, maksimum derecesi A Ve birinci Zagreb

indeksi M, (G) olan baglantili bir graf olsun. Bu durumda

p- \/(n ~2)(n-3)[ 2m- (A +D)* ~[ M,(G) +2m—n?]]

olmak lizere

LEL(G) <Jn+\2m—(A+D)+P
dir. Esitlik olmasi igin gerek ve yeter sart G= K yada G =K, , olmasidir.

Ispat: G, Laplacian 6zdegerleri g4 > g, >...> u, =0 olan baglantili bir graf olsun.

Cauchy-Shwarz esitsizligi yardimi ile

LEL(G):Z:\/F’_F\/Z*\/Z?;%‘WZ 2 Ny

2<i<j<n-1
=\E+\/2m—,ul+2 Z 1fyiuj
2<i<j<n-1

—«/_+\/2m ﬂl+\/(n 2)(n- 3) Z,Zﬂ.) i"_zlﬂf}
S\/Z+\/2m—,ul+\/2(n—2)(n—3) >

2<i<j<n-1

_\/‘+\/2m /,11+\/(n 2)(n— 3)[(2m )’ —[Z.l(/"n Zﬂ

=i 2= g+ (02 (-9 @m- ) - [M,(G) +2m- 7]

elde edilir. Buradan
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A+1< 4 <n (3.1)

kullanarak asagidaki esitsizlik yazilabilir:

LEL(G) < \/ﬁ+\/Zm—A—1+\/(n—2)(n—3)[(2m—A—1)2 ~[M,(G) +2m- nzﬂ .

P \/(n ~2)(n-3) [(2m ~A-1)*~[M,(G)+2m-n’ ﬂ alarak esitsizligi diizenlersek,

LEL(G)<Vn+V2m-A—-1+P

bulunur.
Boylece ispatin birinci boliimii tamamlanmis olur.

Simdi yukaridaki biitiin esitsizliklerin esit oldugunu varsayalim. (3.1) deki
esitlikten,
A+l=y4=n

Ve i, = p,=...= u, , elde ederiz. Lemma 3.15den, G=K ve G=K, , dir.

Tersi kolaylikla kontrol edilebilir.

Ornek 3.2

Sekil 3.2 K, tam graf

Sekilde verilen K, grafi icin LEL(K;)= 23 kolaylikla hesaplanir. Ayni zamanda
Teorem 3.16 da da istenilen degerler yerine yazilarak ayni sonug elde edilir.
Teorem 3.14 e gore LEL(K,)= J3+3 bulunur. Goriildiigi tizere bizim

buldugumuz iist sinir daha iyi sonug¢ vermektedir.

Bu ve buna benzer drnekler cogaltilabilir. Buna gore bizim smirimizin bir¢ok

ornekte daha 1yi sonug verdigi goriilmektedir.
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Teorem 3.17 G, n noktali, A maksimum nokta derecesi ve ¢apt D olan regiiler

olmayan bir baglantili graf olsun. Bu durumda

1
<2A——
A nD

dir (Li ve ark., 2010).

Teorem 3.18 G, n (n>3) koseli, m kenarli, maksimum derecesi A, ¢apt D ve

birinci Zagreb indeksi M,(G) olan baglantili regiiler olmayan bir graf olsun. Bu

durumda

- \/(n ~2)(n —3).{(2m —(A+1))? —{Ml(G) +2m —(2A—%)2ﬂ

olmak iizere,

LEL(G) < /2A—% +2m—(A+1)+P
n

Ispat: G regiiler olmayan, Laplacian 6zdegerleri g4 > g1, > =0 olan bir graf

dir.

olsun.

Cauchy-Shwarz esitsizliginden

LEL@) =X i+ [Sau 2 3 s

2<i<j<n-1

2<i<j<n-1
sﬁ+\/2m—;ﬁ+\/2(n—2)(n—3) S uu,
2<i<jen-1

—f+\/2m ul+\/(n 20-3) (Srom) - Xiw |

_\/_+\/2m a+ [0-2(0-9) @m- ) [ X ) -]
:\/z+\/2m—,ul+\/(n—2)(n—3)[(2m—ﬂl)2—[Ml(G)"‘Zm—Mzﬂ

elde edilir. Lemma 3.15 ve Teorem 3.17 yardimiyla,
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1
A+1< 1 <2A——
# nD

ifade edilebilir.
Dolayisiyla,

P :\/(n—z)(n—3).[(2m—(A+1))2 —{Ml(G)+2m—(2A—%)2ﬂ

LEL(G) < /ZA—% +y2m—(A+1)+P
n

olmak tizere,

elde edilir.
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4. BIRINCI ZAGREB INDEKS ICIN BAZI ALT SINIRLAR

Birinci Zagreb indeksi, bu zamana kadar oldukg¢a genis olarak matematikgiler
acisindan ¢alisma konusu olmustur. Caligmamizin bu boliimiinde birinci Zagreb indeksi
i¢in bazi alt smirlar elde edilecektir. Bu sinirlar1 elde ederken kullanilacak olan bazi
temel tanimlamalar1 verelim.

Bu boliim boyunca da basit ve baglantili graflarla ¢alisilacaktir.

G =(V,E) n koseli ve m kenarl1 bir graf olsun. G baglantili grafinda bulunan

bagimsiz dongiilerin sayisina o grafin cyclomatic sayist denir ve y =m—n-+1 esitligi ile
elde edilir. Ozel olarak, agaglarm, unicyclic graflarin ve bicyclic graflarin cyclomatic
numarasi sirast ile y =0,1,2 dir.

Birinci Zagreb indeksi i¢in sinir elde ederken Narumi-Katayama indeksinden
yararlanilacaktir. Narumi ve Katayama (Narumi ve Katayama, 1984) indeksi asagidaki
gibi tanimlanmustir.

NK = NK(G) =] [ deg(v,).
i=1

Bu béliimde, v, eV (G) olmak iizere deg(v;) =1 pendant noktalarinin sayisi n,
ile gosterilecektir.

I dereceli koselerin sayist n. olmak iizere daha onceden Gutman ve ark.

(Gutman ve ark.,, 2015) tarafindan farkli bir yaklasimla asagidaki esitlikler

tanimlanmustir.
Y n=n (4.1)
i>1
>in =2m (4.2)
i>1
> i*n, =M, (G) (4.3)

i~1
Simdi cyclomatic numaraya bagli olarak birinci Zagreb i¢in alt sinirlar
bulunacaktir.
Ayrica bu boliimdeki ¢calismalar 4. Uluslararas1t Hesaplamali Matematik ve
Miihendislik Bilimleri Konferansinda 2019 yilinda Antalya da sunulmustur (Kaya ve
Maden, 2019).
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Teorem 4.1 G, n; pendant noktali ve cyclomatic numarast y olan bir baglantili graf
olsun. Bu durumda

M, (G) 29n, +16(y -1).
esitsizligi vardir. Esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul pendant olmayan noktalarinin

derecesi 4 olan graflarin bulunmasidir (Gutman ve ark., 2015).

Teorem 4.2 G, n, pendant noktali ve cyclomatic numarast » olan bir graf olsun. Bu
durumda
M, (G)=4(y +n-1)—n, (4.4)
elde edilir.
Ispat: (4.3) esitliginden (4.2) esitligini ¢ikaralim. Buradan,
M,(G)-2m=>"i’n, - > in,

i~1 i~1
=n +4n,+ > i’n,—n —2n,->in,.
i>3 i>3

elde edilir.
Temel matematiksel islemler sonucunda
n, =%(MI(G)—2m—Z(i2—i)nij. (4.5)
i>3
elde edilir.

Basit temel hesaplamalar sonucunda asagidaki esitlige ulasilir.

2M,(G)-2m=2>"i’n,— > in,

i>1 i>1

=n,+6n,+ > (2i*—i)n, (4.6)

i>3
Simdi yukarida elde edilen n, yi (4.6) da yerine koyalim. Buradan
M,(G)>4m—n,.
elde edilir. y =m—n+1 yerine yazilarak
M, (G)=4(y+n-1)—n,

istenilen sonucuna ulasilir.



37

Sonu¢ 4.3 T, n, pendant noktali ve cyclomatic numaras1 y olan bir aga¢ olsun. Bu
durumda

M, (T)=4(n-1)—n
elde edilir.
Ispat: Agaclar icin » =0 oldugundan istenilen esitsizlik, Teorem 4.2 de y yerine
yazilarak elde edilir.
Sonu¢ 4.4 U, baglantili, n, pendant noktali ve cyclomatic numarasi y olan bir tek
devirli graf olsun. Bu durumda

M,(U)=>4n—n,.

elde edilir.
Ispat: Tek devirli graflar icin » =1 oldugundan esitsizlik, Teorem 4.2 de y yerine

yazilarak elde edilir.

Sonu¢ 4.5 B, baglantili, n, pendant noktali ve cyclomatic numarast y olan bir ikKi
devirli graf olsun. Bu durumda

M,(B) > 4(n+1)—n,.
elde edilir.
Ispat: iki devirli graflar icin » = 2 oldugudan esitsizlik, Teorem 4.2 de ¥ yerine
yazilarak elde edilir.

Bu sonuglarimiz1 6rnekler iizerinde inceleyelim. Bizim buldugumuz sinirlar ile

Teorem 4.1 de bulunan sinir1 karsilagtiralim.

Ornek 4.1

Sekil 4.1 Bir agacg graf
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Graf nokta sayis1 n =6, pendant nokta sayis1 n, =3. Teorem 4.2 e gore
M,(T)=20=>4(n-1)—n, =17
dir.
Teorem 4.1 e gore
M,(T)=20>9n +16(y-1) =11

dir. Bizim buldugumuz sonug¢ bu 6rnek i¢in daha iyidir.

Ornek 4.2

N

Sekil 4.2 Bir tek devirli (unicyclic) graf

Nokta sayis1t n=9 ve pendant nokta sayis1 n, =2 dir. Bizim sonucumuza gore
M,(U)=40>4n—-n =34
dir.
Teorem 4.1 e gore
M,(U)=40>9n +16(y —-1) =18
dir. Bizim buldugumuz sonug¢ daha iyidir.

Ornek 4.3

Sekil 4.3 Bir iki devirli (bicyclic) graf
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Sekil 4.3 te verilen iki devirli graf i¢in nokta sayis1 n =15 ve pendant nokta

sayist n, = 3tiir. Bizim sonucumuza goére
M,;(B)=76>4(n+1)—n, =61
dir.

Teorem 4. 1 e gore

M,(B)=76>9n +16(y —1) =43
dir. Bizim buldugumuz sonu¢ daha iyidir.

Orneklerdeki incelemelere gore birgok bu durumlar saglayan érnekler elde
edilebilir.

Simdi bu kisimda Narumi-Katayama indeksine bagli sinirlar verilecektir.
Boliimiin basinda Narumi-Katayama indeksinin tanimi verilmis idi. ilk olarak
calismamizda yardimci olacak tanimlamalar verilecektir.

Narumi-Katayama indeksi esitliginin her iki tarafinin logaritmasi alinarak
I(G)=InNK(G) esitligi elde edilmistir (Gutman ve Ghorbani, 2012). Esitlik

diizenlenerek
n-1
I=1(G) :Zlndi
i=1

ifadesine ulasilir.

Daha once de belirttigimiz gibi n., i dereceli noktalarin sayistydi. L(G) igin

asagidaki esitlik Gutman ve ark. (Gutman ve Ghorbani, 2012) tarafindan elde edilmistir.

1=1(G) :i(lni)ni. (4.7)

Teorem 4.6 G baglantili ve cyclomatic numarasi y olan bir graf olsun. Bu durumda
M, (G) 2%I(G) +2(y+n-1)
n

elde edilir.

Ispat: (4.7) deki Narumi-Katayama indeksinin logaritmas: asagidaki gibi ele alinsin:

I:I(G):_ni(lni)ni =n, In2+§(lni)ni. (4.8)
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(4.5) deki n, degerini (4.8) deki esitlikte yazilirsa,

1(G) =In ZB(Ml(G)—Zm—S(iZ —i)j}_ni(ln in

elde edilir.

Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra,

M, (G) =L[I(G)+mln2—[ilni— (1) In 2)&}.

In2 2

bulunur.

Yukaridaki esitlikten bazi terimler atilarak
M, (G) > %I(G) +2(y+n-1)

esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanmus olur.

Sonuc¢ 4.7 T bir agac olsun. Bu durumda
M, (T) > = 1(T) +2(0-1)
n

elde edilir.

Ispat: T agaciicin ¥ =0 oldugundan Teorem 4.6 den sonug agik olarak

goriilmektedir.

Sonu¢ 4.8 U , cyclomatic numarasi y olan baglantili bir tek devirli graf olsun. Bu

durumda
2
M,(U)>—IU)+2n
) Inz( )

elde edilir.

Ispat: U baglantili tek devirli grafi icin y =1 oldugundan yerine yazilarak sonug

goriilmektedir.

Sonuc¢ 4.9 B, cyclomatic numaras1 » olan iki devirli graf olsun. Bu durumda
M,(B) > iI(B) +2(n+1)
In2

elde edilir.
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Ispat: B, baglantili iki devirli grafi igin cyclomatic numaras1 y =2 oldugundan yerine

yazilarak agikca goriilmektedir.

Buldugumuz bu sonuglar1 6rnekler iizerinde inceleyelim.

Ornek 4.4

Sekil 4.4 Bir agac graf

Sekil 4.4 deki agacin nokta sayist n =28 ve pendant nokta n, = 2dir.

Teorem 4.6 e gore

M,(T) = 282%In NK (T) +2(n—1) ~19.17
n

elde edilir.
Teorem 4.1 e gore

M, (T) = 28> 9n, +16(y —1) = 2dir.

Bizim elde ettigimiz sonug¢ daha iyidir.

Ornek 4.5

e

Sekil 4.5 Bir tek devirli graf

Sekil 4.5 deki tek devirli grafi icin n=9 ve n =2dir.

Teorem 4.6 ya gore

M, (U) :402%In NK(U)+2n ~ 23.17
n

bulunur.

Teorem 4.1 e gore
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M,(U)=40>9n +16(y —1) =18

elde edilir.

Ornek 4.6

Sekil 4.6 Bir ¢ift devirli graf

Sekil 4.6 deki Iki devirli grafi igin n=15 ve n, =2 dir.

Teorem 4.6 ya gore
M, (B) =742%In NK(B)+2(n+1) ~37.16
n

elde edilir.
Teorem 4.1 e gore

M, (B) =74 >9n, +16(y —1) =34

dir. Gorildiigii gibi bizim buldugumuz sonug daha iyidir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu tezde oncelikli olarak graf teoride bulunan temel bilgi ve kavramlar
verilmistir. Graflardaki Laplacian-Tipi Enerji i¢in yeni alt ve {ist sinirlar elde edilmistir.
Daha sonra birinci Zagreb indeksi i¢in alt sinirlar elde edilmistir. Elde edilen bu alt
sinirlar bazi 6zel parametrelere bagh olarak verilmistir. Elde edilen biitiin bu smirlar

ornekler lizerinde de incelenmistir.

5.2 Oneriler

Enerji kavrami graf teoride c¢alisilan 6nemli konulardan biridir. Graflardaki
Laplacian-Tipi Enerji kavrami i¢in yeni alt ve st siirlar elde edilebilir. Hatta elde
edilen bu alt ve iist sinirlar farkl topolojik indekslere bagli olabilir. Yine birinci Zagreb

indeksi i¢in farkli parametrelere bagli sinirlar bulunabilir.
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