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OZET

YUKSEK LISANS TEZi
TOPOLOJIK SIRALI UZAYLAR UZERINE
Tez Damsmani: Dr. Ogr. Uyesi Abdulgani SAHIN
2019, 50 sayfa
Jiiri: Doc. Dr. Havva Kavurmaci ONALAN
Dr. Ogr. Uyesi Kadirhan POLAT
Dr. Ogr. Uyesi Abdulgani SAHIN

Bu tez calismasinda N. Levine’ in tamimladig1 genellestirilmis kapali kiimeler
kavrami temel olarak ele alinmistir. Topolojik sirali uzaylarda genel kapali kiime ve
bunun iizerine insa edilen bazi 6zel kapali kiime siniflarinin ne zaman cakistig
sorusuna cevap aranmistir. Ayrica, T; uzaymdan daha zayif ve T, uzayindan daha
giiclii olan baz1 ayirma aksiyomlari incelenmistir.

Bu g¢alisma bes bolimden olusmaktadir. Giris boliimiinde kisa bir tarihsel taslak
sunulduktan sonra ikinci boliimde yapilan ¢aligmalar i¢in temel teskil eden gerekli
bilgi ve kavramlar verilmistir. Uciincii boliimde genellestirilmis kapali (g-kapali)
kiimeler tanitildi ve g-kapali kiimelerin topolojik oOzellikleri karakterize edildi.
Ayrica topoloji ve siralama kavrami arasindaki iliskiye deginildi. Dordiincii bolimde
ilgili kapali kiimeler ve ayirma aksiyomlari {izerindeki arastirma bulgular verildi ve
ornekleri sunuldu. Son boliimde ise elde edilen sonuglar lizerinde tartisildu.

2019, 50 sayfa

Anahtar sozciikler: g-agik kiime, g-kapali kiime, g*-kapal kiime, topolojik sirali
uzay, T, /, uzayu.
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In this thesis, the concept of generalized closed sets defined by N. Levine have been
considered as the basis. The answer to the question of when in topological ordered
spaces the general closed set and classes of some special closed set built on it
coincided has been investigated. Furthermore, some separation axioms which are
weaker than T; space and stronger than T, space have been investigated.

This study consists of five chapters. After a brief historical outline has been
presented in the introduction, the necessary information and concepts have been
given as the basis for the studies in the second chapter. In the third chapter,
generalized closed (g-closed) sets have been introduced and the topological
properties of the g-closed sets have been characterized. In addition, the relationship
between topology and the concept of order has been mentioned. In the fourth
chapter, research findings on related closed sets and separation axioms have been
indicated and examples have been presented. In the last section, the results obtained
have been discussed.

2019, 50 pages

Keywords: g-open set, g-closed set, g*-closed set, topological ordered space, T/,
space.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi
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p Bir topoloji
o Bir topoloji
T Bir topoloji
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SEKIL DIZiNi

Sekil 3.1. E X F iizerindeki ¢carpim topolojisine gore bir X agik kiimesi



1. GIRIS

Limit ve siireklilik kavramlarina bagli olan bir topolojik yap1 diisiincesi, alan
hesab1 ve sekillerin hareketi gibi geometri ve mekanigin en eski problemleriyle
birlikte ortaya ¢ikmistir. Gauss, sonsuz siireglerin kullaniminin mantikliligi hakkinda
diisiinen ilk kisiydi. Topolojik uzay fikrini bagimsiz olarak c¢alismaya tesebbiis eden
ve onun olduk¢a genis bir oneme sahip oldugunu sezinleyen ilk matematik¢i
Riemann’ di (Nachbin 1965). Bununla birlikte, topolojinin bu yonde genislemesinin
miimkiin olmasi i¢in bu yeni disipline 6zgii 6zel durumlarla ilgili deneyim ve bilgi
gerekliydi. Daha sonra Cantor’ un 1874 yilindaki arastirmalari geldi. Cantor bu
calismalarinda yaptig1 ve ileri siirdiigli yeniliklerin tamamindan dolay1 ¢agdaslarinin
mubhalefetiyle kars1 karsiya kaldi. Bu aragtirmalar, kismen Fourier serilerinin
yakinsamasi ile ilgili zor sorular1 analiz etme arzusundan esinlenmistir.

Reel sayilar teorisi, Dedekind ve Cantor tarafindan es zamanli olarak saglam
bir temel tizerine kurulmustu. Kiime, yigilma noktasi vb. gibi kavramlarin sistematik
olarak incelenmesi, Cantor’un calismasiyla baglantilidir. Reel sayr dogrusunun
topolojisi ve p-boyutlu Oklid uzayinin topolojisi iizerinde yapilan arastirmalara
paralel olarak, sadece temel geometri anlamindaki nokta kiimeleri i¢in degil, ayni
zamanda elemanlar egriler, yiizeyler ve bunlar iizerindeki tiim fonksiyonlar olan
kiimeler i¢in de ayn1 yontemler kullanilmaya ¢aligilmistir.

Yiizyilmizin baslarinda-daha sonra Von Neumann (1927) tarafindan
aksiyomatik olarak tanimlanacak olan- Hilbert uzaylarmin tanitilmasiyla ¢igir agan
bir ilerleme siireci saglandi. Stiphesiz bugiin bu uzaylar, bilinen bu tiir uzaylarin tiim
ornekleri arasindaki sonsuz boyutlu topolojik uzaylarin en 6nemli ve verimli
ornegidir. Vektorlerin toplami, bir skaler ile bir vektoriin ¢carpimi ve iki vektoriin
skaler ¢arpim1 kavramlarini igeren zengin yapilari vasitasiyla bu Hilbert uzaylari,
geometrik zarafetleriyle olasi analitik uygulamalarmm bir etkileyici g¢esitliligini
birlestirmektedir.

Oklid uzaylar1 gibi bircok uzay ile onlarm alt uzaylari ve topolojik
yaklasimlar i¢indeki degisik fonksiyon uzaylari tarafindan eszamanli olarak saglanan
ozelliklerin incelenmesine izin verecek ve sonu¢ olarak her birinin kendine 6zgii

yonlerinin daha iyi kavranmasini saglayacak olan sentezleyici bir yaklasimin

1



gerekliligine ihtiya¢ vardi. Boylece genel topoloji, Frechet tarafindan 1906 yilinda
metrik uzaylarin tanitilmasit ve Hausdorff tarafindan1914 yilinda 6zerk bir soyut
topolojik uzay kuraminin gelistirilmesi ile ortaya ¢ikmistir (Nachbin 1965). Bu andan
itibaren, bu yeni disiplinin ilerleme agamalar1 birbiri ardina hizli bir sekilde gelisti.

Genel siralama (veya kismi siralama) kavraminin hem mantik hem de
matematikte kokeni vardir. Siralama kavramina ait daha eski kokler, daha onceki
yillarda yapilan ¢alismalarda izlenilebilmesine ragmen bagimsiz olarak ilk kez on
dokuzuncu yiizyil boyunca ortaya ¢ikmistir. Modern matematigin bakis agisina gore
tam siralama durumu, sayr ve zaman fikirleri kadar eskidir ve kokeni gecmisin
sisinde kaybolmustur. Kronolojik olarak, bu yondeki en onemli aragtirmalar,1847
yilina kadar uzanan, G. Boole’ 1n mantik ve diislince yasalarinin matematiksel analizi
ile ilgili olanlaridir (Nachbin 1965). Boylece onun adi, uzun bir siire boyunca
elemanlar1 herhangi bir sayisal 6neme sahip olmayan bir cebirsel sistemin bilinen tek
ornegini temsil eden Boolean cebirleriyle ayrilmaz bir sekilde iligkili olmustur.
Giintimiizde bu cebirler, dikkate deger bir matematiksel 6neme sahiptirler.

Sirali kiime kavramini tanimlayan aksiyomlar, C.S. Pierce’ in 1880 yilina
kadar uzanan mantik cebiri ilizerine yaptig1 calismasinda bulunmaktadir (Nachbin
1965). Ayrica 1890 yilinda bu tiir aksiyomlar, Schroeder tarafindan sistematik olarak
incelenmistir ancak c¢alismalar yine de mantik biliminin ihtiyaglart agisindan
yiriitiilmiistiir. Aslinda Dedekind’ e gore sirali kiime kavrami, matematikte siklikla
karsilasilan ve 6zerk olarak calisilmayr hak eden bir konudur. 1897 yilinda ifade
edilen bu bakis acisi, daha sonra Hausdorftf” un “kiime teorisinin temelleri iizerine”
isimli kitabinda ve Emmy Noether’ in cebir {izerine yaptifi calismasinda
savunulmustur (Nachbin 1965).

Genel siralama kavrami iizerine yapilan c¢aligmalar, siiphesiz modern
matematigin cesitli dallarinin temellerinin ve ortak yonlerinin anlasilmasinda degerli
bir aractir. Siralama kavraminin matematiksel degeri, icinde bulundugu
uygulamalarda net bir sekilde ortaya ¢ikmaktadir. Giiniimiizde cebirsel yapilar;
teorik fizik, bilgisayar bilimleri, kontrol miihendisligi, bilisim bilimleri, kodlama
teorisi, topolojik uzaylar vb. gibi bir¢ok disiplinde genis kapsamli uygulamalarla

matematikte 6nemli bir rol oynamaktadir.



Leopoldo Nachbin, 1965 yilinda “Topoloji ve Siralama” isimli kitabinda
topolojik sirali uzaylar kavramini tanimladi ve bu uzaylarin topolojik 6zelliklerini
inceledi. Ayrica Nachbin, bu c¢alismasinda artan ve azalan kiimelerin temel
Ozelliklerini de arastirdi. Boylece bu calisma, bir¢ok yeni arastirmalara 6n ayak oldu.
1968 yilinda McCartan, artan ve azalan komsuluklar kavramlarini kullanarak sirali
ayirma aksiyomlart hakkinda ayrintili bir ¢alisma yiirlitmistiir. 1971 yilinda
McCartan, siirekli olan ve siirekli olmayan topolojik sirali uzaylar kavramlarini
sundu.

Topolojik uzaylarda kapali kiime kavrami oldukc¢a 6nemlidir. Kapali kiimeler
ve bunlarin topolojik 6zellikleri lizerine bir¢ok ¢alisma yiiriitiilmistiir. Levine, 1970
yilinda g-kapali kiimelerin smifin1 ve kiimelerin bir siiper sinifini tanitti. 2000
yilinda Veera Kumar, Nachbin ve Levine’ in caligmalarini gelistirerek, kapali
kiimelerin sinifi ve g-kapali kiimelerin sinifi arasinda uygun bir sekilde yer alan ve
g -kapal1 kiimeler olarak adlandirilan kiimelerin yeni bir sinifin1 tanitti. 2001 yilinda
Veera Kumar, i-kapali, d-kapali ve b-kapali kiimeler kavramlarini tanitti. 2002
yilinda Veera Kumar, topolojik sirali uzaylar arasindaki siireklilik, agiklik, kapalilik
ve homeomerfizm kavramlarmi tanimladi. 2004 yilinda Das, bazi sirali uzaylar
yardimiyla sirali ayirma aksiyomlarim1 tanimladi. 2014 yilinda Srinivasarao, ig-
kapali, dg-kapali, bg-kapali, ig*-kapali, dg*-kapali ve bg~*-kapali kiimeleri
tanimladi. 2015 yilinda G. Srinivasarao, D. Madhusudanrao ve N. Srinivasarao, bu
yeni tip kapali kiimelerin yeni siniflarini tanimladilar.

2013 yilinda Minguzzi, uzay zamaninin kuantum teorisine farkli bir yaklasim
sunan topolojik siralt uzaylarin roli lizerine bir ¢aligma yapmustir. 2016 yilinda Abo-
elhamayel and Al-shami, supra topolojik sirali uzaylardaki supra topolojik 6zellikleri
inceleyen caligmalarini sundular. 2018 yilinda Al-shami, EI-Shafei ve Abo-
Elhamayel soft topolojik sirali uzaylar iizerine kapsamli bir ¢alisma sundular.

Bu calismanin arastirma bulgulart boélimiiniin  biiyiikk bir kismi, G.
Srinivasarao, D. Madhusudanrao ve N. Srinivasarao’ nun 2015 yilinda yayinladiklari

makalede ispatlariyla birlikte verilen teoremlerin yeniden incelenmesi ve 6rneklerin

giincellenmesi ile olusturulmustur. Ayrica literatiirde il seklinde yer edinen uzay,

bu calismada i — Ty, seklinde ifade edilmistir. Benzer durum d — Ty /5, b — Ty,



i — Ti,1/2’ d— Td,1/21 b — Tb,1/2’ Cc— Ti’ Cc— Td’ Cc— Tb’ i — Tb’ d— Tb uzaylarl 1@11’1
de gecerlidir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Tamm 2.1: X ve Y bos olmayan iki kiime olsun. X X Y nin herhangi bir alt
kiimesine X den Y ye bir bagmti denir. Bu baginti R ile gosterilmek iizere eger
(x,y) € R ise bu durum xRy seklinde yazilabilir (Kogak 2006).

Tamm 2.2: (Yiiksel 2011) Herhangi bir X kiimesi tizerindeki R bagintisi,
asagidaki ozellikleri sagliyorsa, R bagimtisina X iizerinde bir denklik bagintis1 ve R
bagintisina ait iki elemana da denk elemanlar denir.

a) Her a € X i¢in, aRa (yansima 6zelligi)

b) Her a, b € X i¢in, aRb = bRa (simetri 6zelligi)

C) Her a, b, c € X i¢cin, aRb ve bRc = aRc (gecisme 6zelligi).

Tanmm 2.3: (Yiksel 2011) X kiimesi iizerinde bir “<” bagintis1 verilsin.
Asagidaki 6zelikler saglanirsa “<” bagintisina X kiimesi iizerinde bir kismi siralama
bagintisi ve (X, <) kiimesine de kismi (kismen, yar1) sirali kiime denir.

I. Hera € X i¢in, a < a (yansima ozeligi)
ii. Hera,b € Xicin, a < bve b < a = a = b (ters simetri 6zeligi)
iii. Hera,b,c € Xigin,a <bve b <c = a < c (gegisme 6zeligi).

Tanim 2.4: (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. Her x,y € X i¢in x < y veya
y <x veya x =y ise, yani X in herhangi iki elemani karsilagtirilabilirse, (X, <)
kiimesine tam siralanmig bir kiime ve “<” bagintisina da X {stlinde bir tam siralama
bagintis1 denir (Aslim 2012).

Tanmim 2.5: X ve Y bos olmayan iki kiime olsun. X in her elemanin1 Y nin bir
ve yalniz bir elemanina esleyen bagintiya bir fonksiyon denir ve f:X — Y ile
gosterilir. Bu tanim su sekilde de verilebilir: X in her x elemanina karsilik (x,y)
seklinde yalniz bir eleman1 olan X X Y nin bir alt kiimesine X den Y ye bir fonksiyon
denir. Burada X kiimesine f fonksiyonunun tanim kiimesi, Y kiimesine ise f
fonksiyonunun deger kiimesi ad1 verilir (Kogak 2006).

Tammm 2.6: f:X — Y fonksiyonu ve bir A c X alt kiimesi verilsin. Bu
takdirde her x € A noktasi igin, f | 4(x) = f(x) seklinde tanimlanan f | atA-Y

fonksiyonuna, f fonksiyonunun A kiimesine kisitlanmis fonksiyonu denir (Yiiksel
2011).



Tamm 2.7: f: X — Y fonksiyonu ve bir X ¢ X* st kiimesi verilsin. Eger
g:X* =Y fonksiyonunun X kiimesine kisitlanmasi f ise, g fonksiyonuna f
fonksiyonunun X* kiimesine genislemesi denir (Yiiksel 2011).

Tamm 2.8: (X,d) ve (Y, e) herhangi iki metrik uzay, f: (X,d) = (Y, e) bir
fonksiyon ve x, € X olsun. Eger f(x,) €Y noktasmmin her D(f(xg),€) agik
komsulugu i¢in f(D(xq,8)) S D(f(xy),€) olacak sekilde x, € X noktasinin bir
D(xy,8) a¢ik komsulugu varsa diger bir degisle her € > 0 igin d(xg,x) <&
oldugunda e(f(xy), f(x)) < € olacak sekilde bir § > 0 sayist varsa f fonksiyonu
X, noktasinda siireklidir denir. Eger f: X — Y fonksiyonu X in her noktasinda siirekli
ise f ye bir siirekli fonksiyon denir (Mucuk 2010).

Tamm 2.9: (Yiksel 2011) X bostan farkli bir kiime ve T da X in alt
kiimelerinin bir ailesi (sinifi) olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa T ailesine X
tizerinde bir topoloji ve (X, T") ikilisine de bir topolojik uzay denir.

i. ,X €T dur.
ii. T ailesine ait sonlu ya da sonsuz ¢okluktaki elamanlarin bilesimi T ailesine
aittir. Yani; VJ c I (J sonlu ya da sonsuz) Vi € ] igin, A; €T = U 4; €
T.
lii. T ailesine ait sonlu ¢okluktaki elemanlarin kesisimi T ailesine aittir. Yani;
V] c1(Jsonlu) Vi€ ]Jigin, A; ET = Nie;A; €T,

Burada 7 ailesinin elemanlari X kiimesinin J-a¢ik alt kiimeleri olarak
adlandirilirlar ya da 7 ailesinin her elemanina, X kiimesinde bir agik kiime denir. Bu
acik alt kiimelerin tiimleyenlerine ise X kiimesinin J"-kapali alt kiimeleri denir.

T ={X, 0} ailesi X kiimesi iizerinde bir topolojidir ve bu (X,T) uzayina
indiskret (ayrik olmayan ya da asikar) topolojik uzay denir. X kiimesi lizerindeki en
kaba topoloji indiskret topolojidir. X kiimesinin kuvvet kiimesi P(X) olmak iizere
(X, P(X)) ikilisi bir topolojik uzaydir ve bu uzaya diskret (ayrik) topolojik uzay
denir. X kiimesi lizerindeki en ince topoloji diskret topolojidir.

Tamm 2.10: (X,T) topolojik uzay1 ve bir F < X alt kiimesi verilsin. Eger
(X —F) €T ise, yani F kiimesinin timleyeni agik bir kiime ise F kiimesine, T

topolojisine gore kapali kiime denir (Yiksel 2011).



Tanmm 2.11: (X,7) topolojik uzayr ve bir x, € X noktasi verilsin. x,
noktasini igeren her A € X acgik alt kiimesine, x, noktasinin agik komsulugu denir.
Yani; A, x, 1n bir agik komsulugudur & x, € X ve A€ T 3 x, € A (Yiiksel 2011).

Tammm 2.12: (X,T) topolojik uzayr ve bir x, € X noktasi verilsin. x,
noktasinin bir a¢ik komsulugunu kapsayan her V < X alt kiimesine, X, noktasinin
komsulugu denir. Yani; V, x, in komsulugudur <& 3A €T 3 x5, € A c V (Yiiksel
2011). Bir x noktasinin biitiin komsuluklarinin ailesi V' (x) ile gosterilsin.

Tamm 2.13: (X,7) bir topolojik uzay, NV, de her x € X icin asagidaki
kosullar1 saglayan agik kiimelerin bir ailesi olsun.

L N, #0
ii. Her N € IV, i¢in x € N olsun.
iii. Her Ny, N, € WV, igin N; € N; N N, olacak sekilde N5 € IV, vardir.
iv. Verilen her N € IV, ve her y € N i¢in N’ c N olacak sekilde bir N’ € JV,,
vardir.
V. X kiimesinin bir U alt kiimesinin ac¢ik olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart her
x € U igin N c U olacak sekilde N € WV,, elemaninin bulunmasidir.

Bu sekilde x € X olmak tizere IV, lerden olusan V' ailesine T topolojisi igin
acik komsuluklar sistemi denir (Glirkanli 1993).

Tamm 2.14: (X,T) topolojik uzayi, A c X alt kiimesi ve bir x € A noktasi
verilsin. Eger A kiimesi x noktasinin bir komsulugu ise bu x noktasina, A kiimesinin
bir i¢ noktasi denir. A kiimesinin biitlin i¢ noktalarinin olusturdugu kiimeye, A
kiimesinin i¢i denir ve A° simgesiyle gosterilir. Bu tanim su sekilde de ifade
edilebilir: A° kiimesi, A kiimesinin kapsadigi en genis agik alt kiimedir (Yiiksel
2011).

Tammm 2.15: (X,7) topolojik uzayr ve bir A € X alt kiimesi verilsin. A
kiimesinin tlimleyeninin bir i¢ noktasina, A kiimesinin bir dis noktasi denir. A
kiimesinin biitiin dis noktalarmin olusturdugu kiimeye A kiimesinin dis1 denir ve
(X — A)° seklinde gosterilir (Yiiksel 2011).

Tamm 2.16: (X,T) topolojik uzayi, A c X alt kiimesi ve bir x € X noktasi
verilsin. x noktasinin her komsulugunda, A kiimesinin en az bir eleman1 varsa, x
noktasmna A kiimesinin bir kapanis noktasi denir. Yani; x, A nin bir kapanis

noktasidir & VV € N(x) i¢in, ANV #=@ dir. (X,T) topolojik uzaymda bir



A c X alt kiimesinin tiim kapanis noktalarin kiimesine, A kiimesinin kapanis1 denir
ve
A={x€eX:VV e N(x)icin, ANV # @}
ile gosterilir. Bu tanim su sekilde de ifade edilebilir: A kiimesi, A kiimesini kapsayan
en kiigiik kapali alt kiimedir (Yiiksel 2011).
Tamm 2.17: (X, T) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Bu takdirde
LZ={ANG:G €T}
ailesi A tizerinde bir topoloji olup bu topoloji A iizerindeki alt topoloji ve (4,T,)
ikilisi alt topolojik uzay olarak adlandirilir (Mucuk 2010).

Tamm 2.18: (X,7") bir topolojik uzay ve B de X in agik alt kiimelerinin bir
ailesi olsun. Eger T daki her bir G agik kiimesi B nin bir alt ailesi {izerinden birlesim
olarak yazilabiliyorsa, yani B sinifinin bir B’ alt ailesi i¢in

G = U B;
B;€B'CB
ise B ailesine T topolojisi i¢in bir taban denir (Mucuk 2010).

Tamm 2.19: (X, T) bir topolojik uzay ve X in bazi agik alt kiimelerinin bir
ailesi D olsun. Eger D ailesindeki kiimelerin sonlu arakesitlerinden elde edilen B
ailesi, 7' topolojisi i¢in bir taban oluyorsa D ailesine, T topolojisi i¢in bir alt taban
denir (Mucuk 2010).

Topoloji ile ilgili bazi problemlerin ¢6ziimiinde karsilasilan sorunlarin
giderilmesi i¢in topolojik uzaylar iizerine bazi sinirlamalar getirmek gerekir. Bu
sinirlamalardan bazilar1 ayirma aksiyomlaridir. Temel diisiince ayrik olan kiimelerin
veya farkli noktalarin birbirinden agik komsuluklarla ayrilmasi ilkesine dayalidir.
Ayirma aksiyomlarinin her biri birer topolojik 6zelliktir.

Tanim 2.20: (X, T) bir topolojik uzay olsun. Eger asagidaki sart saglaniyorsa
bu uzaya bir T, uzay1 denir (Mucuk 2010).

Ty: Farkli her x,y € X nokta ¢ifti i¢in en az birinin digerini igermeyen agik
bir komsulugu, yani y € G olacak sekilde x in bir G a¢ik komsulugu veya x € H
olacak sekilde y nin bir H agik komsulugu vardir.

Tanim 2.21: Asagidaki sart1 saglayan bir (X, 7)) uzaymna bir T, uzay1 denir.



T,: Farkli her x, y € X noktalar1 i¢in her birinin digerini i¢ermeyen agik bir
komsulugu, yani x € G,y € G ve y € H, x € H olacak sekilde G ve H acik kiimeleri
vardir (Mucuk 2010).

Tamm 2.22: Asagidaki sart1 saglayan bir (X,T) uzayina bir T, uzay1 veya
Hausdorff uzayi denir.

T,: Farkli noktalarin ayrik acik komsuluklari, yani farkli x, y € X noktalari
icinx € G,y € Hve G NH = @ olacak sekilde G ve H agik kiimeleri vardir (Mucuk
2010).

Tanim 2.23: Asagidaki sart1 saglayan bir (X, T") topolojik uzayina bir regiiler
(dlizenli) uzay denir.

R: K kapali bir kiime ve x € K ise K € G ve x € H olacak sekilde G ve H
ayrik agik kiimeleri vardir (Mucuk 2010).

Tanim 2.24: Regiiler olan bir T; uzayina bir 75 uzayi denir (Mucuk 2010).

Tamm 2.25: (X, T) bir topolojik uzay olsun. Eger asagidaki sart saglaniyor
ise bu uzaya bir normal uzay denir.

N: K;,K, € X ayrik kapali kiimeler olmak tizere K; € G ve K, € H olacak
sekilde X in G ve H ayrik agik kiimeleri vardir (Mucuk 2010).

Tamm 2.26: Normal olan bir T; uzayina bir T, uzay1 denir (Mucuk 2010).

Tanim 2.27: (X,T) topolojik uzayr ve (R, U) alisilmis uzayinin [0,1] alt
uzay1 alinsin. Uzayin kapali bir F c X alt kiimesi ve bir x € X (x € F) noktasi
verildiginde eger f(x) = 0, f(F) = {1} seklinde tanimlanan siirekli bir f: X — [0,1]
fonksiyonu varsa (X,T) uzaymna tam regiler (tamamen diizenli) uzay, f
fonksiyonuna da F kiimesi ile x noktasini ayiriyor denir (Yiiksel 2011).

Tamm 2.28: (X,T) topolojik uzayi, tam regiiler ve T; uzay: ise (X,T)
uzaymna Tychonoff uzayiyada T, /% uzayi denir (Yiiksel 2011).

Tamm 2.29: (X,T) topolojik uzay1 verilsin. X kiimesinin alt kiimelerinden
olusan bir (A4;);¢; ailesi verilsin. Eger
X = U Ai
i€l
ise (A;);e; ailesine X kiimesinin bir ortiisii denir. Eger her i € I igin A; kiimeleri X

kiimesinin ag¢ik alt kiimeleri ise (4;);¢; ailesine X kiimesinin bir agik ortiisti denir.



Eger ] c I sonlu olmak iizere X kiimesinin (4;);e; Ortiisiine, X kiimesinin sonlu
ortiisii denir (Yiiksel 2011).

Tamm 2.30: Eger X kiimesinin her agik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa,
(X, T) uzayina kompakt uzay denir (Yiiksel 2011).

Tammm 2.31: Bir (X,7) topolojik uzayr verilsin. Eger her bir x € X
noktasiin kompakt olan bir N komsulugu varsa bu uzaya bir yerel kompakt uzay
denir. Eger (X, T") uzay1 kompakt ise ayn1 zamanda yerel kompakttir (Mucuk 2010).

Tamim 2.32: Eger X kiimesinin sayilabilir her agik oOrtiisiiniin sonlu bir alt
ortlisii varsa, (X, T) uzaymna sayilabilir kompakt uzay denir (Mucuk 2010).

Tanmm 2.33: Eger X kiimesinin her agik ortiisiiniin sayilabilir bir alt ortiisii
varsa, (X, ) uzayma Lindel6f uzay denir (Giirkanli 1993).

Tamim 2.34: (Eilenberg 1941) (X,7) bir topolojik uzay olmak iizere eger
asagidaki kosullar1 saglayan bir “<” bagintis1 varsa X topolojik uzay1 sirali olarak
adlandirilir.

i. Herhangi x,y € X i¢in x <y, x =y, y < x bagintilarindan bir ve yalniz
biri saglanir.
ii. x,y,z€Xicinx <yvey<zisex < zolur.
iii. x,y €X ve x <y olmak lizere x in U(x) ve y nin U(y) komsuluklar
vardir 6yle ki; her x' € U(x) ve y' € U(y) igin x < y' ve x" < y olur,

Teorem 2.1 (Urysohn Ayirma Teoremi): T, uzayinin normal uzay olmasi
icin gerek ve yeter sart kapali A,B € X (AN B) = @ alt kiimeleri i¢in, f(A) = {0}
ve f(B) = {1} kosulunu saglayan bir f:X — [0,1] siirekli fonksiyonun varligidir
(Yiksel 2011).
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Genellestirilmis Kapah Kiimeler

Tamm 3.1.1: Bir topolojik uzayin A alt kiimesi bir g-kapali kiimedir ancak
ve ancak A € A ve A acgik oldugunda A € A olmasidir (Levine 1970).

Teorem 3.1.1: Bir topolojik uzayin A alt kiimesi g-kapalidir ancak ve ancak
A — A kiimesi hi¢bir bos olmayan kapali kiime igermiyordur (Levine 1970).

Ispat: (=): F, A — A nm bir kapali alt kiimesi olsun. Buradan A € F¢ ve 4,
g-kapali oldugundan A € Ft veya F € (A)? olur. Béylece F € AN (4)" = @ dir ve
F bos kiimedir.

(€): A S A ve A agik olsun. Eger A & A ise AN A" kiimesi A — A nin bir
bos olmayan kapali alt kiimesidir.

Sonuc 3.1.1: Bir g-kapali A kiimesi kapalidir ancak ve ancak A — A kapalidir
(Levine 1970).

Ispat: Eger A kapaliysa A — A = @ dir. Tersine A — A kapal olsun. Fakat A,
g-kapali ve A — A da onun bir kapali alt kiimesidir. Teorem 3.1.1 geregince A — A =
@ olup ve boylece A = A dur.

Teorem 3.1.2: Eger A ve B g-kapaliysa o zaman A U B kiimesi de g-
kapalidir (Levine 1970).

Ispat: Eger AUB S A ve A acik ise 0 zaman (AUB) = AU B € A dur.

Ornek 3.1.1: Genelde iki g-kapali kiimenin arakesiti bir g-kapali kiime
degildir. Bunu gormek i¢in X = {x,y, z} kiimesi ve T = {X, 0, {x}} topolojisi goz
Oniine alinsin. Eger A = {x,y} ve B = {x, z} olarak alinirsa A ve B birer g-kapali
kiimedir ancak A N B g-kapali degildir.

Teorem 3.1.3: B € A € X olmak lizere B kiimesinin A ya gore bir g-kapali
kiime ve A kiimesinin de X in bir g-kapali alt kiimesi oldugu kabul edilsin. O halde
B kiimesi X e gore g-kapalidir (Levine 1970).

ispat: B € A ve A, X de bir agik kiime olsun. O zaman B € AN A dir ve
boylece B S AN A dir. Bunedenle ANB S ANAveACS AU (B) olur. 4, X de
g-kapali oldugundan A € A U (B)* elde edilir. Bu takdirde B € A € A U (B)* ve
B < A olur.
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Sonu¢ 3.1.2: A bir g-kapali kiime ve F bir kapali kiime olsun. O zaman
A N F bir g-kapali kiimedir (Levine 1970).

Ispat: A N F kiimesi, A da kapalidir ve boylece A da g-kapalidir.

Teorem 3.1.4: Eger A kiimesi g-kapali ve A € B € A ise 0 zaman B kiimesi
g-kapalidir (Levine 1970).

Ispat: B—B € A— A oldugu icin ve A— A mn bos olmayan kapali alt
kiimeleri olmadig1 igin B — B nin de yoktur. Teorem 3.1.1 kullanilarak istenilen
sonuca ulasilir.

Teorem 3.1.5: ACY c X ve A, X de g-kapali olsun. O zaman A4, Y ye gore
g-kapalidir (Levine 1970).

Ispat: ACYNA veA nin da X de acik oldugu varsayilsin. Bu takdirde
A € A dir ve bdylece A € A olur. Buradan Y N A € Y N A elde edilir.

Teorem 3.1.6: Bir (X,7) topolojik uzayinda 7 = K (K kapali kiimeler
ailesi) dir ancak ve ancak X in her alt kiimesi bir g-kapali kiimedir (Levine 1970).

Ispat: T = K ve A € A € T oldugu kabul edilsin. O zaman A € A = A ve
A g-kapalidir. Bunun tersine, X in her alt kiimesinin g-kapali oldugu kabul edilsin.
A € T olsun. O halde A € A ve A g-kapali oldugundan A S A ve A € K olur.
Boylece T € K dir. Eger F € K ise 0 zaman Ft € T € K dir ve bdylece F € T dur.
Sonug olarak T = K dur.

Teorem 3.1.7: (X,T) bir kompakt topolojik uzay ve A, X in bir g-kapali alt
kiimesi olsun. O halde A kompakttir (Levine 1970).

Ispat: ®, A nin bir agik ortiisii olsun. O halde A g-kapali oldugundan
A € U @ dir. Fakat A kompakttir ve buradan bazi A; € @ i¢in AS A S A, UA, U
..U A; olur.

Teorem 3.1.8: (X,7) bir Lindelof (ya parakompakt ya da sayilabilir
kompakt) uzay ve A, X in bir g-kapali alt kiimesi olsun. O halde A Lindelofdiir (ya
parakompakttir ya da sayilabilir kompakttir) (Levine 1970).

Ispat: Teoremin ispat: Teorem 3.1.7 nin ispatina benzerdir.

Teorem 3.1.9: (X,T) bir normal uzay ve Y, X in bir kapal1 alt kiimesi olsun.
O halde (Y,Y n T) normaldir (Levine 1970).

Ispat: E ve F kiimeleri X de kapali ve (Y N E) n (Y N F) = @ olsun. O halde
Y € (ENF)' €T olur ve bdylece Y € (E n F)' elde edilir. Buradan (Y NnE) N
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(Y nF) = @ olur. (X,T) normal oldugundan, A, Ve A, acik ayrik kiimeleri vardir
oyle ki, YNEC A; ve YNF S A, dir. Buradan YNE S A; NY ve YNF C
A, N'Y oldugu sonucu ¢ikar.

Teorem 3.1.10: Eger (X, T) bir diizenli uzay ve A kompakt ise A g-kapalidir
(Levine 1970).

Ispat: A € A € T oldugu kabul edilsin. O halde A € A* € A* € A olacak

sekilde bir A* € T vardir ve buradan A € A olur.

Teorem 3.1.11: Eger (X,T) diizenli ve yerel kompakt bir uzay ve A da X in
bir g-kapali alt kiimesi ise A kiimesi alt topoloji icinde yerel kompakttir (Levine
1970).

Ispat: x € A olsun. O halde N, x in bir kompakt komsulugu olmak iizere
x €N C X dir. (X,T) diizenli oldugundan x € A S A S N olacak sekilde bir
A € T vardir. Simdi AN A, A da x in bir komsulugudur ve Sonug 3.1.2 geregince
AN A kilmesi X de g-kapalidir. Teorem 3.1.5 geregince A N A kiimesi N de g-
kapalidir ve bundan dolay1 Teorem 3.1.7 geregince kompakttir.

Teorem 3.1.12: (X,T) bir normal uzay ve F kapali ve A g-kapali olmak
lizere eger FNA = @ ise 0 zaman F € A, ve A € A, olacak sekilde A; ve A,
ayrik agik kiimeleri vardir (Levine 1970).

Ispat: A S Ft €T ve dolayisiyla A € F* olur. Buradan AnF = @ olur.
Normal uzay ve g-kapali kiime tanimlari geregince Teoremin ispati agiktir.

Ornek 3.1.2: Genellikle bir normal uzaydaki ayrik g-kapali kiimeler acik
kiimelerle ayrilamazlar. Bunu gostermek icin X = {x,y,z} kiimesi {izerindeki
T ={X,0,{x}} topolojisi gbéz Oniine alinsin. O halde {y} ve {z} kiimeleri
ayrilamayan ayrik g-kapali kiimelerdir.

Tamm 3.1.2: Bir A kiimesinin genellestirilmis agik (g-acik) kiime olarak
adlandirilmasi i¢in gerek ve yeter sart A® kiimesinin g-kapali olmasidir (Levine
1970).

Teorem 3.1.13: Bir A kiimesi g-agiktir ancak ve ancak F kapali ve F € A
oldugunda F < A° dir (Levine 1970).

Teorem 3.1.14: Eger A ve B ayrik g-acik kiimeler ise AU B g-agiktir
(Levine 1970).
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Ispat: F, A U B nin bir kapal1 alt kiimesi olsun. O halde F N A € A dir ve
dolayisiyla Teorem 3.1.13 geregince F N A € A° olur. Benzer sekilde F N B € B°
olur. Buradan F=FNn(AUB)S (FNA)n(FNB)<c A°uB®c (AuUB)° olur.
Bu nedenle F < (4 U B)° olur ve Teorem 3.1.13 geregince A U B g-agiktir.

Iki g-agik kiimenin birlesimi genellikle g-acik degildir.

Sonuc 3.1.3: A ve B g-kapal kiimeler ve A ile Bt kiimeleri ayrik olsun. Bu
durumda Teorem 3.1.3 ve Sonug 3.1.2 geregince A N B g-kapalidir (Levine 1970).

Ispat: Teoremin ispat;, (AN B)® kiimesinin g-acik oldugu gosterilerek
Teorem 3.1.14 geregince hemen c¢ikar.

Teorem 3.1.15: Bir A kiimesi (X,T) uzaymnda g-agiktir ancak ve ancak A
acik ve A° U At € A oldugunda A = X dir (Levine 1970).

ispat: (=): A acik ve A° U At € A olsun. Buradan A € At N A = At — At
olur. A" kapali ve A* g-kapali oldugundan, Teorem 3.1.1 geregince A" = @ ya da
X = A oldugu cikar.

(<): F bir kapali kiime ve F € A olsun. Teorem 3.1.13 geregince F € A°
oldugunun gésterilmesi yeterlidir. A° U A® € A° U F* dir ve dolayisiyla A° U Ft = X
elde edilir. O halde F < A° olur.

Teorem 3.1.16: A, B ye gore g-acik ve B de X e gore g-acik olmak {izere
A C B C Xiseozaman A, X e gore g-aciktir (Levine 1970).

Ispat: F bir kapal kiime ve F € A olsun. F, B ye gore kapali oldugundan
F < A° olur. Bu nedenle F € A N B € A olacak sekilde bir A agik kiimesi vardir.
Fakat B, X de g-agik oldugundan bazi A" agik kiimeleri i¢in F € A* S B dir.
Boylece F € A*NA S BNACA olur. O halde buradan F € A° oldugu ¢ikar.
Teorem 3.1.13 uygulanirsa A, X de g-acik olur.

Ornek 3.1.3: X = {x,y,z} kiimesi iizerindeki bir topoloji T = {X, @, {x}}
olsun. A = {y} ve Y = {x, y} olarak alinirsa 0 zaman A kiimesi X de g-agiktir fakat Y
de g-acik degildir.

Teorem 3.1.17: Eger A° S B C A ve A g-acik ise B de g-agiktir (Levine
1970).

ispat: A® € Bt € A dir ve A' g-kapali oldugundan Teorem 3.1.4 geregince
Bt kiimesi de g-kapali olur. Bdylece B kiimesi g-agiktir.
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Teorem 3.1.18: Bir A kiimesi g-kapalidir ancak ve ancak A — A g-agiktir
(Levine 1970).

Ispat: (): A g-kapali ve F kapali olmak sartiyla F € A — A olsun. Teorem
3.1.1 geregince F =@ dir ve dolayisiyla F € (A— A)° olur. Teorem 3.1.13
geregince A — A kiimesi g-aciktir.

(€): A bir acik kilme olmak iizere A € A olsun. Buradan AN A S AN
At = A — A dir. An A kapali ve A — A g-acik oldugundan AN At € (A—A)° =
@ olur. Bu nedenle A n A = @ yada A € A olur. Bdylece A g-kapalidr.

Tammm 3.1.3: Eger bir topolojik uzaym her g-kapali kiimesi kapali ise bu
topolojik uzaya bir T ;, uzay: denir (Levine 1970).

Teorem 3.1.19: Ty /, uzay1 bir T uzayidir (Levine 1970).

ispat: (X,7) topolojik uzayr T, uzay1 olmasm. O halde {x} = {y} olacak
sekilde farkli x ve y noktalar1 vardir. A = {x} n {x}t olsun. 4 nin g-kapali oldugu
ancak kapali olmadigini gosterilecektir. Eger x € A €T ise 0 zaman ANA2
{y} # @ ve dolayisiyla x € A dir. Agiktir ki; x € A dir ve dolayisiyla A kapali
degildir. Simdi A S A* €T oldugu gbz oOniine alinsm. A € A* oldugunu
gosterebilmek igin {x} € A* oldugunu gostermek yeterlidir. Ayrica {x} N {x}t =
A € A* dir ve boylece sadece x € A* oldugu gosterilmelidir. Ancak eger x € (A*)*
ise y € {x} S (A" olur. Siiphesiz y € A € A* oldugu aciktir. Dolayisiyla y €
A* N (A olup bu da bir geliskidir.

Teorem 3.1.20: Ty uzay1 bir T; ;, uzayidir (Levine 1970).

Ispat: A kapali olmayan bir kiime olsun. x € A — A olarak alinsin. O halde
{x} € A— A dir ve bir T, uzayinda calisildig1 kabul edilirse {x} kapalidir. Teorem
3.1.1 geregince A kiimesi g-kapali degildir.

Ornek 3.1.4: X = {x,y} kiimesi {izerindeki bir topoloji T = {@, X, {x}} olsun.
O zaman (X, T) topolojik uzay1 T; uzay1 olmayan bir Ty /, uzayidir.

Ornek 3.15: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki bir  topoloji
T ={0,X,{x},{x,y}} olsun. O halde bu uzay bir T, uzayidir fakat T,,, uzayi
degildir. Ciinkii A = {x, z} olarak alinirsa A kiimesi g-kapalidir fakat kapali degildir.

Sonug 3.1.4: Ty /, uzay: kesinlikle T, uzayi ile T; uzay: arasindadir (Levine
1970).
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Teorem 3.1.21: Eger A, X de bir g-kapali kiime ve f: X — Y fonksiyonu
stirekli ve kapali ise o zaman f[A] goriintii kiimesi Y de g-kapalidir (Levine 1970).

Ispat: A’, Y de agik olmak iizere eger f[A] S A’ ise A S f~[A'] olur ve
dolayisiyla A € f~1[A'] diir. Boylece f[A] € A’ diir ve f[A] bir kapali kiimedir.
Buradan, [f(A)] € (f[A]) = f[A] € A’ olur. O halde [f(A)] € A’ diir ve f[A]
kiimesi g-kapalidir.

Ornek 3.1.6: Kapal siirekli fonksiyonlar altinda g-acik kiimeler genellikle
g-acik kiimelere eslenemezler. Bunu gosterebilmek icin X = {x} kiimesi {lizerindeki
topoloji T = {@,X} ve Y = {y, z} kiimesi tizerindeki topoloji 7' = {@, Y, {y}} olarak
alinsin ve f(x) = z olsun. {z} kiimesi bir g-kapali kiime degildir.

Teorem 3.1.22: Eger f: X — Y fonksiyonu siirekli ve kapali ve B, Y nin bir
g-kapali (veya g-acik) alt kiimesi ise 0 zaman f~1[B] ters goriintii kiimesi de X de
g-kapalidir (veya g-agiktir) (Levine 1970).

Ispat: B, Y nin bir g-kapali alt kiimesi ve A, X de agik olmak iizere
fYB] S A olsun. (f~1[B]) €A oldugu ya da (fB])NA‘=0 oldugu
gosterilecektir. Burada f[(f~1[B]) N A'] € B — B dir ve Teorem 3.1.1 geregince
fIGF B NA]] =@ olur. Béylece (f~1[B])NA'=@ olur. Tiimleyenleri
almarak eger B, Y de g-acgik ise 0 zaman f~![B] kiimesinin de X de g-acik oldugu
gosterilebilir.

g-kapali (ya da g-a¢ik) kiimelerin, siirekli agik doniisiimler altinda ne
goriintiileri ne de ters goriintiileri g-kapali (ya da g-acik) degildir.

Teorem 3.1.23: Eger (X,T) =x{(X;,T;):i € I} ve Vi € I igin A;, X; de g-
kapali ise 0 zaman X {A;:i € I} kiimesi de X de g-kapalidir (Levine 1970).

Ornek 3.1.7: Teorem 3.1.23 deki g-kapali kiimeler icin gegerli olan durum
g-acik kiimeler igin gecerli degildir. Bunu gdstermek i¢in Vi € I ¢ Nt olmak iizere
X, = {x,y} uzaylan tzerindeki 7, = {0, X,,, {x},{y}} topolojileri ele alinsin. Eger
X, T) =x{(X;,T;):i €I} ve her i € I igin A,, = {x} olarak almnirsa 0 zaman her i
icin A; g-aciktir. Fakat X {A;:i € I} g-acik degildir ¢iinkii 0, i¢i bos kiimeye esit
olan bir kapali kiimedir.

Teorem 3.1.24: A, X de g-agik ve B de Y de g-agik olsun. O zaman A X B
kiimesi X X Y de g-aciktir (Levine 1970).
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Ispat: F, X xY de kapali ve F € A X B olsun. Teorem 3.1.13 geregince
F € (A x B)? oldugunu gostermek yeterlidir. (x,y) € F olsun. O halde ((Ty)) =
(x) x (y) S F € A x B dir ve buradan (x) € 4° ve (y) € B° oldugu ¢ikar. Béylece
(x,y) € (x) x (y) € A° x B® € (A x B)° olur.

Ornek 3.1.8: ki T, /2 uzaymin kartezyen carpim genellikle bir Ty, uzay
degildir. Bunu gostermek i¢in X = {x, y} kiimesi ve bu kiime ilizerinde tanimlanan
T ={0,X,{x}} topolojisi ele alinsin. Eger Q = {(x,y)} olarak alinirsa Q, X X X de
g-aciktir fakat @, X X X de a¢ik degildir. Boylece X bir Ty, uzay1 olmasina ragmen
X X X bir T,/, uzay: degildir.

Tamm 3.1.4: (X,T) bir topolojik uzay olsun. Eger x,y € X i¢in x € {y}
oldugunda y € {x} oluyorsa bu (X,7) uzay: simetrik olarak adlandirilir (Levine
1970).

Teorem 3.1.25: Bir (X,7) topolojik uzay1 simetriktir ancak ve ancak her
x € X igin {x} kiimesi g-kapalidir (Levine 1970).

ispat: (=): x € {y} fakat y & {x} olsun. Buradan {y} S (m)t olur ve
dolayisiyla {y} (m)t dir. Boylece x € (m)t olup bu bir ¢eliskidir.

() {(x}SA€T fakat {x} ¢ A olsun. O zaman {x} N At # @ olup
y € {x} N A" alimir. Bu nedenle x € {y} € A’ ve x & A dir. Bu ise bir celiskidir.

Sonug¢ 3.1.5: T; uzay1 simetriktir (Levine 1970).

Ispat: Bir T, uzayinda tek nokta kiimeleri kapalidir ve dolayisiyla g-
kapalidir. Teorem 3.1.25 geregince uzay simetriktir.

Sonu¢ 3.1.6: Bir (X,T) topolojik uzay: simetriktir ve T, uzayidir ancak ve
ancak bu (X, T") uzay:1 T; uzayidir (Levine 1970).

Ispat: Sonu¢ 3.1.5 e gore sadece gerekliligin kanitlanmasi yeterlidir. O
zaman x # y olsun. T, uzaymnin tanimi geregince, bazi A € T igin x € A < {y}*
olarak alinabilir. O zaman x & {y} olur ve dolayisiyla y ¢ {x} dir. Bu takdirde
y € A* € {x}* olacak sekilde bir A* € T vardir ve (X, T") bir T; uzayidir.

Teorem 3.1.26: Eger (X,T) topolojik uzay1 simetrik bir uzay ise 0 zaman
(X,T) uzay1 Ty uzayidir ancak ve ancak (X,T) uzayr T;,, uzay1 ve T; uzayidir
(Levine 1970).

Ispat: Teoremin ispat1 Sonug 3.1.6 ve Sonug 3.1.4 den ¢ikar.
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3.2. Sirali Kiimeler

E bostan farkli bir kiime olsun. Eger E nin sirali eleman giftleri igin bir kiigiik
esit kavrami tanimlanirsa bu kavramin, E igin bir kismi siralama olusturdugu
sOylenir yani, x € E noktasi, y € E noktasindan kii¢iik veya esit ise x < y yazilir ve
bu kismi siralama sirasiyla asagidaki 6zelliklere sahip ise her zaman onun, yansiyan
ve gegisken oldugu varsayilir (Nachbin 1965):

1) Eger x € E ise 0 zaman x < x dir.

2) Egerherx,y,z € Eiginx < yvey < zise 0 zaman x < z dir.

E tizerindeki siralama, antisimetrik olan bir kismi siralama olur séyle ki:

3) Eger her x,y € E i¢in hem x <y hem de y < x ise 0 zaman x =y

dir.

E tizerindeki siralama, bir tam siralama olur soyle ki:

4) Her x,y € E i¢cinya x < y yaday < x dir (Nachbin 1965).

Omegin, reel sayilar kiimesi daima bilinen dogal tam siralamasi ile
donatilmis olarak kabul edilecektir. Kismi sirali bir kiime, bir kismi siralama ile
donatilmis olan kiimedir yani, tizerinde bir kismi siralama verilmis olan kiimedir.
Kismi sirali kiimeler, tam sirali kiimelerden daha genel bir kategori olustururlar
(Nachbin 1965).

Bir E kiimesi goz Oniine alinsmn. x <y ifadesi x =y ile tanimlansin.
Acikcast bu sekilde, ayrik siralama olarak adlandirilan E {izerinde bir siralama
bagintisi elde edilir. Mantiksal olarak ayrik siralama ve denklik bagntist arasinda bir
farklilik yoktur. Denklik bagintisina bir siralama bagintisi olarak bakmanin
avantajlari, sirali olmayan kiimelere gore sonuglarin ¢ogunun, daha sonra sirali
kiimelerdeki  sonuglarin  6zel durumlar1 olarak degerlendirilebileceginden
kaynaklanmaktadir (Nachbin 1965).

Bir E kiimesi goz oOniine alindiginda E {izerindeki bir kismi siralamanin
grafigi, x,y € E olmak lizere x < y sartin1 saglayan (x,y) noktalarinin olusturdugu
E? diizleminin bir alt kiimesidir. Bir kismi siral1 kiimede y < x oldugunu belirtmek
icin x = y de yazilabilir. Diger bagintiyla ilgili benzer bir formiillestirmeden sonra,
sik stk bu bagintilardan biriyle ilgili bir tanim ya da teoremi formiile ederken birini
belirgin hale getiren “<”, “>" bagintilar1 arasinda dogal bir esleklik (dualite) vardir
(Nachbin 1965).
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Bir E kismi sirali kiimesi géz Oniine alinsin. Eger a < b ve b € X olmak
lizere a € X oluyorsa bu X c E alt kiimesinin azalan oldugu sdylenir. d(X), X i
kapsayan azalan kiimeler arasindaki en kii¢iik azalan kiime olmak iizere her X c E
alt kiimesi su sekilde belirlenir; bir a noktasinin d(X) e ait olmasi igin gerek ve yeter
sart a < b olmak sartiyla b € X noktasinin bulunabilmesidir. Benzer sekilde, bir
artan kiime kavrami ve verilen bir X c E alt kiimesini igeren i(X) en kii¢iik artan
kiime kavrami tanimlanabilir (Nachbin 1965).

Eger a < b <c ve a, c€ X olmas1 durumunda b € X oluyorsa X c E alt
kiimesi konveks olarak adlandirilir. ¢(X), X i kapsayan konveks kiimeler arasindaki
en kiiciik konveks kiime olmak iizere her X c E alt kiimesi su sekilde belirlenir; bir b
noktasinin ¢(X) e ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart yalnizca a < b < ¢ olmak
sartiyla a,c € X iki noktasimmin bulunabilmesidir. Dogal olarak bir kismi sirali
kiimenin her alt kiimesi de indirgenmis kismi siralamaya gore bir kismi sirali kiime
olarak kabul edilebilir (Nachbin 1965).

Eger her x € X i¢in x < a olacak sekilde bir a € E noktas1 belirlenebiliyorsa
siralt E kiimesinin bu X alt kiimesine istten sinirlidir denir; bu durumda boyle bir
nokta X in bir iist sinir1 olarak adlandirilir. Eger X iistten sinirlt ve X in iist sinirlar
arasinda hepsinden esit ya da daha kiigiik olan1 varsa X in E de bir supremumu vardir
denir. O halde bu smir tektir ve E de X in supremumu olarak tanimlanir. Benzer
sekilde alttan smirli bir kiime, bir alt sinir ve infimum kavramlar1 da tanimlanabilir
(Nachbin 1965).

Iki kismi sirali E; ve E, kiimeleri goz 6niine alinsin. f fonksiyonu E; den E,
ye tanimlansm. Eger her x,y € E; i¢in x <y oldugunda f(x) < f(y) oluyorsa f
fonksiyonunun artan oldugu soylenir. Eger her x,y € E; i¢in x <y oldugunda
f(x) = f(y) oluyorsa f fonksiyonunun azalan oldugu sdylenir. Bu tanimlar,
ozellikle E, nin reel sayilarin sirali bir kiimesi olmasi durumunda gegerlidir (Nachbin

1965).

3.3. Topolojik Sirah Uzaylar

Bu boéliimde, bir topoloji ile bir siralama arasindaki karsilikli iligkinin temel
baglantilar1 incelenecektir. icerik, normal uzay teorisinin ve kompakt uzay teorisinin

temel olgularin1 genellestirmekten olusacaktir. Bu amagla, bir topolojiye gore kapali
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kismi siralama ve bir kismi siralamaya gore yerel konveks topoloji kavramlari
acikladiktan sonra, bir normal kismi sirali uzay kavrami tanimlanacaktir. Bu kavram,
g0z Oniine alinan kismi siralama ayrik siralama oldugunda bir normal uzay tizerine
indirgenir. Bir siirekli artan fonksiyon vasitasiyla iki kapali kiimenin ayrismasiyla
ilgili olan ve sadece uzayin bir kapali alt kiimesi iizerinde tanimlanan bir siirekli
artan fonksiyonun tam uzaynin genislemesi ile ilgili olan temel teoremler insa
edilecektir. Bunu takiben, kompakt sirali uzaylar tanimlanacak ve daha sonra bu
uzaylarin ne kadar ilgi ¢ekici oldugunu gostermek igin iki kullanigli sonug lizerinde
tartigilacaktir. Sonuglardan biri, her kompakt sirali uzayin sirali normalligi ile
ilgilidir, digeri ise siirekli artan fonksiyonlarin genislemesi problemi ile ilgilidir
(Nachbin 1965).

3.3.1. Kapali siralama ve konveks topoloji

Tamm 3.3.1.1: (E,7;) ve (F,7;) iki topolojik uzay olsun. E X F carpim
kiimesi iizerindeki bir topoloji su sekilde tanimlanabilir: E X F ¢arpim kiimesinin bir
X alt kiimesi goz Oniine alinsin. Eger X bos kiime ise ya da her (a,b) € X igin
V x W c X olacak sekilde E iizerinde a nin bir V komsulugu ve F {izerinde b nin bir
W komsulugu bulunabiliyorsa X alt kiimesine agiktir denir. E X F {izerinde bu
sekilde elde edilen topoloji, 73 ve T, topolojilerinin ¢arpimi (¢arpim topolojisi)
olarak adlandirilir. Sekil 3.1 de E X F kiimesi iizerinde tanimlanan garpim topolojisi
acik bir bigimde goriilmektedir (Nachbin 1965).

——--
o

I I EXF
a

‘-——-.—-V..—._._-.

Sekil 3.1: E X F iizerindeki carpim topolojisine gore bir X acik kiimesi
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Tamm 3.3.1.2: Bir kismi siralama ile donatilmis bir (X,7) topolojik uzay1
gdz Online alinsin. Eger X iizerindeki kismi siralamanin (6zellikle siralamanin)
X? = X x X karesindeki grafigi, X2 iizerinde elde edilen ¢arpim topolojik uzaymnin
bir kapali alt kiimesi ise X deki bu kismi siralama kapalidir. Ayrica, X in her
noktasinin konveks komsuluklarinin kiimesi, bu noktanin komsuluklar sistemi igin
bir taban oluyorsa X in topolojisinin yerel olarak konveks oldugu sdylenir (Nachbin
1965).

Onerme 3.3.1.1: X in kismi siralamasinin kapali olmast icin gerekli ve yeterli
sart a < b yanlis olacak sekilde a, b € X iki noktasi i¢in ayrik olacak sekilde a nin
bir V artan komsulugunun ve b nin bir W azalan komsulugunun belirlenebilmesidir.
X in kismi siralamasi kapali ise 0 zaman her a € X noktasi i¢in d(a) ve i(a)
kiimeleri kapalidir (Nachbin 1965).

Ispat: Kismi siralamanin kapali ve a < b ifadesinin yanlis oldugu kabul
edilsin. O halde (a, b) noktasi, kismi siralamanin grafigi G ye ait olmadigindan ve G
kapali oldugundan a nin bir V' komsulugu ve b nin bir W' komsulugu belirlenebilir
oyle ki;

V'xXWHNG=9
dir. Diger bir ifadeyle, eger x € V' ve y € W' ise 0 zaman x < y ifadesi yanlistir.
V=iV)YveW =d(W")

olarak alinsin. V 2 V' oldugundan V nin, a nin bir artan komsulugu oldugu gorliir.
Benzer sekilde, W > W' olmast W nin, b nin bir azalan komsulugu olmasini
gerektirir. Ayrica V ve W ayriktir. z € V. N W noktasinin bulundugu varsayilsin.
z € V oldugundan x < z olacak sekilde bir x € V' noktas: vardir. Benzer sekilde
z € W noktasi, z <y olacak sekilde bir y € W' noktasinin varligini saglar. x < z
ve z < y esitsizliklerinden x < y elde edilir. Ote yandan x € V' ve y € W’ olmasi
yukarida gortildiigii gibi x < y olmasini gerektirir. Bu geliski, IV ve W nin gergekten
ayrik oldugunu kanitliyor.

Tersine eger G kapali degilse X2 nin bir noktas1 vardir 6yle Ki;

(a,b) EX?> -G 1)
dir; yani, a < b yanlistir. O halde a nin keyfi bir artan komsulugu V ve b nin keyfi
bir azalan komsulugu W alinsin. V X W, (a, b) nin bir komsulugu oldugundan, (1)

deki bagmnti
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VxW)nG+0
oldugunu gosterir yani, v <w olmasi i¢in (v,w) € G olacak sekilde v €V ve
w € W vardir. v €V ve v < w oldugundan ve V artan oldugu i¢in w € V sonucu
cikar. Boylece w hem V ye hem de W ye aittir; yani V ve W ayrik degildir.
Onermenin ilk kism1 bdylece kanitlanmistir.

Simdi kismi siralamanin kapali oldugu kabul edilsin. Bir a € X noktasi
verildiginde, eger b € X —i(a) ise a < b ifadesi yanhistir. Onermenin ilk boliimii
uygulanir ve ayrik olacak sekilde a nin bir artan komsulugu V ve b nin bir azalan
komsulugu W belirlenir. Buradan i(a) € V olmasi i(a) nin kapali oldugunu
ispatlayan

Wnila)=0
esitligini verir. Benzer sekilde d(a) icin de sonuclar ¢ikarilabilir ve bdylece
Onermenin ispati tamamlanir.

Onerme 3.3.1.2: Bir kapali siralama ile donatilmis her (X, T") topolojik uzay1
bir Hausdorff uzayidir (Nachbin 1965).

Ispat: 1ki farkli a,b € X noktas1 géz oniine alnsm. Bir siralama ile ilgili
olmasi nedeniyle

a<bb<a
iki bagintisindan biri yanlistir. Birincisinin yanhs oldugunu diisiiniilsiin (ikincinin
durumu benzerdir). Onerme 3.3.1.1 in uygulanmasi, a Ve b nin istenildigi gibi ayrik
komsuluklara sahip oldugunu gosterir.

Onerme 3.3.1.3: Bir topolojik uzay goz 6niine alinsin. Eger agik azalan ve
acik artan alt kiimelerden olusan bir aile bu topolojik uzay i¢in bir agik alt taban
olacak sekilde bir siralama ile donatilmis ise bu uzaym topolojisi yerel olarak
konvekstir (Nachbin 1965).

Ispat: Sonlu sayidaki acik azalan alt kiimelerin arakesitinin bir agik azalan alt
kiime oldugu ve benzer durumun agik artan alt kiimeler i¢in de gegerli oldugu
dikkate alinsin. Bu durumda dnermenin hipotezi, V bir agik azalan alt kiime ve W bir
acik artan alt kiime olmak tizere V N W formunun alt kiimelerinin ailesinin bir agik
taban oldugunu belirtir. Boylece 6nerme, V N W alt kiimelerinin her birinin agik ve

konveks oldugu gézleminden sonuglanir.
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3.3.2. Normal sirah uzaylar

Bu bolimde Urysohn Teoremi nedeniyle normal uzaylar teorisinin temel
sonuglar1 genellestirilecektir.

Bir kismi siralama ile donatilmis (X,T) topolojik uzayr normal kismi siral
olarak adlandirilacaktir. Oyle ki; F, azalan ve F,; artan olmak iizere X in her iki ayrik
kapal1 alt kiimeleri F, ve F; i¢in A, Fy 1 kapsayacak ve azalan olacak sekilde ve A;,
F; 1 kapsayacak ve artan olacak sekilde iki ayrik acik alt kiimeler A, ve A; kiimeleri
vardir. Ayrica eger uzayin kismi siralamasi bir tam siralama ise uzaya normal sirali
denir. Su belirtilmelidir ki: eger X in siralamasi ayrik siralama ise X in her alt kiimesi
ayni anda artan ve azalandir. Bu nedenle, X in normal sirali olmasi igin gerek ve
yeter sart X in normal uzay olmasidir. Bagka bir deyisle, normal sirali uzay kavrami
bir normal uzayin 6zel bir durumunu igerir (Nachbin 1965).

Bir kismi siralama ile donatilmig bir (X, 7") topolojik uzay: géz 6niine alinsin.
Tiim kapal1 azalan alt kiimelerin ailesinin, bir topolojik uzayin kapal alt kiimelerinin
ailesinin ¢ karakteristik Ozelligine sahip oldugunu dogrulamak kolaydir. Ayni
durum tiim kapali artan alt kiimeler i¢in de gegerlidir. Buradan su sonug ¢ikar: Her
Z c X alt kiimesi, tek bir sekilde Z yi kapsayan en kiigiik kapali azalan alt kiime
olarak tanimlanan bir D(Z) c X alt kiimesini belirler. Benzer sekilde, Z yi kapsayan
en kiiciik kapali artan alt kiime /(X) tanimlanabilir (Nachbin 1965).

Eger Z ve Y, X in alt kiimeleri ise

DZ)NI(Y)=0
oldugunu belirtmek i¢in Z <Y yazilir. Ayrica A alt kiimesi Z yi kapsayacak ve
azalan olacak sekilde ve B alt kiimesi Y yi kapsayacak ve artan olacak sekilde iki
ayrik agik alt kiime A ve B nin varligini belirtmek i¢in Z <« Y notasyonu kullanilir.

Bu diizende, bir kismi siralama ile donatilmis (X,7) topolojik uzaymnin
normal kismi sirali olmasi igin gerek ve yeter sart asagidaki esdeger kosullardan
birini saglamasidir:

a) Eger Z,Y € X ve Z <Y ise 0 zaman Z < Y dir.

b) Eger F c X bir kapal1 azalan alt kiime, V < X bir agik azalan alt kiime

ve F c I/ ise 0 zaman
FcWwW,D(W)cV
olacak sekilde bir W c X azalan agik alt kiimesi vardir (Nachbin 1965).
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Aslinda ilk olarak X in normal oldugu varsayilsin. Eger Z,Y c X ve Z <Y

ise 0 zaman

DZ)nI(Y)=90
dir. D(Z), I1(Y) kapali artan alt kiimesinden ayrik olan bir kapali azalan alt kiime
oldugundan bazi agik artan B D I(Y) alt kiimesinden ayrik olan bir agik artan
A D D(Z) alt kiimesi vardir. O zaman A > Z ve B D Y oldugundan Z < Y oldugu
elde edilir yani, (a) saglanir.

Simdi (a) nin saglandigi ve F ile V nin (b) nin sartlarin1 sagladig1 varsayilsin.
Z = F nin, kapali artan Y = X — V alt kiimesinden ayrik olan bir kapali azalan alt
kiime olduguna dikkat edilmelidir. Boylelikle Z < Y oldugundan ve (a) uygulanarak
Z K'Y oldugu elde edilir yani, baz1 agik artan B D Y alt kiimelerinden ayrik olan bir
acik azalan A D Z alt kiimesi vardir. W = A olsun. O zaman W bir agik azalan alt
kiimedir. W < X — B oldugundan ve X — B bir kapali azalan alt kiime oldugundan

D(W)cD(X—-B)=X—-BcX-Y=V
sonucu ¢ikar. Boylece (b) saglanir.

Son olarak (b) nin saglandigi kabul edilsin. F,, bazi kapali artan F;
kiimesinden ayrik olan bir kapali azalan alt kiime olsun. F = F, ve V=X —F,;
olarak alindiktan sonra (b) uygulanirsa bdylece bir acik azalan W alt kiimesi elde
edilir dyle ki,

FcW,D(W)cV
dir.
Ag=W,A, =E—-D(W)
olarak alinsin. O halde A, ve A; ayrik agik alt kiimelerdir 6yle ki; Ay, F, 1 kapsar ve
azalandir ve A;, F; i kapsar ve artandir. Boylece X normal kismi siralidir (Nachbin
1965).

GOz Oniline alman kismi siralamanin ayrik siralama olmasi durumunda
asagidaki Teorem, bir normal uzaymn ayrik kapali alt kiimelerinin ayrigimi iizerindeki
Urysohn’ 1n Teoremine bir siirekli fonksiyon vasitasiyla indirgenir.

Teorem 3.3.2.1: Bir kismi siralama ile donatilmis (X,T) topolojik uzayini
normal kismi sirali yapmak i¢in gerekli ve yeterli sart F, azalan ve F; artan olmak
tizere herhangi iki ayrik kapali Fj, F; € X alt kiimeleri i¢in X {izerinde bir siirekli

artan reel degerli f fonksiyonu olmasidir. Ayrica bu fonksiyon x € Fy i¢in f(x) = 0,
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X E€EF; igin f(x) =1ve x €X i¢gin 0 < f(x) <1 sartlarm1 saglamalidir (Nachbin
1965).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Tanmm 4.1: (X,T, <) tglisi bir topolojik sirali uzay olsun 6yle ki; X bos
olmayan bir kiime, 7', X iizerinde bir topoloji ve “<”, X {izerinde bir kismi
siralamadir. Herhangi bir x € X i¢in {y € X|x < y} kiimesi [x,—] ile gosterilsin.
(X, T, <) topolojik uzaymin bir A alt kiimesine, i(A) = Ugeala, =] olmak sartiyla
A = i(A) oluyorsa artandir denir (Veera Kumar 2002).

Tanmm 4.2: (X,T, <) tglisi bir topolojik sirali uzay olsun 6yle ki; X bos
olmayan bir kiime, T, X iizerinde bir topoloji ve “<”, X flizerinde bir kismi
siralamadir. Herhangi bir x € X i¢in {y € X|y < x} kiimesi [«,x] ile gosterilsin.
(X, T, <) topolojik uzaymnin bir A alt kiimesine, d(A) = Ugeal<, a] olmak sartiyla
A = d(A) oluyorsa azalandir denir (Veera Kumar 2002).

Tamim 4.3: A, (X,T,<) topolojik sirali uzaymnin bir alt kiimesi olsun. Bu
durumda

i(A) =N {F | F, Ay1 iceren X in bir artan kapal alt kiimesidir}
d(A) =n {F | F, Ay1 iceren X in bir azalan kapali alt kiimesidir}

b(A) =n{F | F,i(F) = d(F) sartina sahip A y1 iceren X in bir kapal alt kiimesidir}
kiimeleri tanimlanabilir. Aciktir ki; i(A) (sirasiyla d(A), b(A)) kiimesi, A y1
kapsayan en kiiciik artan (sirasiyla azalan, hem artan hem de azalan) kapali kiimedir.
Burada A € i(4) € b(A) ve d(A) € b(A) olur. Ayrica A nin bir artan kapali kiime
olmast icin gerek ve yeter sart A = i(A) olmasidir. Benzer sekilde, A nin bir azalan
kapali kiime olmasi icin gerek ve yeter sart A = d(A) olmasidir (Veera Kumar
2002).

Tamm 4.4: A, (X, T) topolojik uzayinin bir alt kiimesi olmak iizere A € U ve
U, (X,7) da agik oldugunda eger A € U oluyorsa A kiimesine genellestirilmis
kapalidir denir (Levine 1970).

Tamm 4.5: A, (X, T) topolojik uzayimin bir alt kiimesi olmak tizere A € U ve
U, (X,7T) da g-acik oldugunda eger A € U oluyorsa A kiimesine g*-kapali kiime
denir (Veera Kumar 2000).

Tamim 4.6: (Veera Kumar 2002) 4, (X, T, <) topolojik sirali uzaymin bir alt
kiimesi olsun. Bu durumda,

a) Eger A artan ve kapali bir kiime ise A ya i-kapali kiime denir.
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b) Eger A azalan ve kapal1 bir kiime ise A ya d-kapali kiime denir.
C) Eger A hem artan hem de azalan ve kapali bir kiime ise A ya b-kapali
kiime denir.
Tamm 4.7: (Srinivasarao 2014) A, (X, T, <) topolojik sirali uzaymnin bir alt
kiimesi olsun. Bu durumda,
a) ACU ve U, (X,T) da agik oldugunda eger i(4) € U oluyorsa A
kiimesine ig-kapali kiime denir.
b) AcCU ve U, (X,T) da acik oldugunda eger d(A) S U oluyorsa A
kiimesine dg-kapali kiime denir.
c) ACU ve U, (X,T) da acik oldugunda eger b(4A) S U oluyorsa A
kiimesine bg-kapali kiime denir.
Teorem 4.1: Her kapali kiime bir g-kapali kiimedir (Srinivasarao et al 2015).
Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini gostermektedir.
Ornek 4.1: X = {x,y, z} kiimesi iizerindeki bir topoloji T = {X , D, {x}} ve bir
kismi siralama da <;= {(x,x), (y,y), (z,2), (x,y), (y,2), (x,2)} olsun. (X,T,<,)
tigliistiniin bir topolojik sirali uzay oldugu agiktir. @, X, {y, z} kapal kiimelerdir. @,
X, {v}, {z}, {x, v}, {y, 2}, {x, 2z} g-kapali kiimelerdir. A = {z} olsun. A kiimesi g-
kapalidir fakat kapali degildir.
Teorem 4.2: Her g*-kapali kiime bir g-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).
Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini gostermektedir.
Ornek 4.2: X = {x,, z} kiimesi iizerindeki bir topoloji T = {X, @, {x}} ve bir
kismi siralama da <;= {(x,x), (y,y),(z,2), (x,y), (y,2z), (x,2)} olsun. (X,T,<,)
tigliistiniin bir topolojik sirali uzay oldugu agiktir. @, X, {y}, {z}, {x, v}, {y, 2z}, {x, z}
g-kapali kiimelerdir. @, X, {y, z} g*-kapali kiimelerdir. A = {z} olsun. O halde 4, g-
kapali kiimedir fakat g*-kapali kiime degildir.
Teorem 4.3: Her i-kapali kiime bir ig-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).
Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini gostermektedir.
Ornek 4.3: X = {x, y, z} kiimesi iizerindeki bir topoloji T = {X , 0, {x}} ve bir
kismi siralama da <,={(x,x),(y,y),(z 2),(x,y),(z,y)} olsun. (X,T,<;)
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tglisiiniin bir topolojik sirali uzay oldugu aciktir. @, X, {z}, {x,y} ig-kapal
kiimelerdir. @, X i-kapali kiimelerdir. A = {y} yada A = {x, y} olsun. O halde 4, ig-
kapali kiimedir fakat i-kapali kiime degildir.

Teorem 4.4: Her d-kapali kiime bir dg-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).

Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini géstermektedir.

Ornek 4.4: X = {x,7, z} kiimesi iizerindeki bir topoloji T = {X, @, {x}} ve bir
kismi smralama da <,= {(x,x),(y,y),(z2),(x,y),(z,y)} olsun. (X,T,<,)
t¢liistiniin bir topolojik sirali uzay oldugu agiktir. @, X, {z}, {y,z} dg-kapal
kiimelerdir. @, X, {y, z} d-kapali kiimelerdir. A = {z} olsun. O halde A, dg-kapali
kiimedir fakat d-kapali kiime degildir.

Teorem 4.5: Her b-kapali kiime bir bg-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).

Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini géstermektedir.

Ornek 4.5: X = {x,y, z} kiimesi iizerindeki bir topoloji T = {X .0, {x}} ve bir
kismi swralama da <3= {(x,x), (y,y),(z,2), (x,y),(x,2)} olsun. X,T,<3)
tigliisiiniin bir topolojik sirali uzay oldugu agiktir. @, X, {z} bg-kapal kiimelerdir. @,
X b-kapali kiimelerdir. A = {z} olsun. O halde A, bg-kapali kiimedir fakat b-kapali
kiime degildir.

Teorem 4.6: Her bg-kapali kiime bir ig-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).

Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini gostermektedir.

Ornek 4.6 X =1{x,y,z}  kiimesi iizerindeki bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<:={(x,x), v,v),(z,2),(x,y), y,2),(x,2z)} olsun. (X,0,<;) tglistnin bir
topolojik sirali uzay oldugu agiktir. A = {z} olsun. O halde A, ig-kapal kiimedir
fakat bg-kapali kiime degildir.

Teorem 4.7: Her bg-kapali kiime bir dg-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).

Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini géstermektedir.
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Ornek 4.7: X={x,y,z}  kiimesi iizerindeki  bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<;={(x,x), 0, y),(z,2),(x,y),(x,2)} olsun. (X,0,<3) uglistniin bir topolojik
siralt uzay oldugu agiktir. A = {x, z} olsun. O halde A, dg-kapali kiimedir fakat bg-
kapali kiime degildir.

Teorem 4.8: Her b-kapali kiime bir i-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).

Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigint géstermektedir.

Ornek 48: X ={x,y,z}  kiimesi iizerindeki  bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<:={(x,x), ,v),(z,2),(x,y),(y,2),(x,2z)} olsun. (X,0,<;) tglisiiniin bir
topolojik sirali uzay oldugu agiktir. @, X, {z}, {y, z} i-kapali kiimelerdir. @, X b-
kapali kiimelerdir. A = {z} yada A = {y, z} olsun. O halde A, i-kapali kiimedir fakat
b-kapal1 kiime degildir.

Teorem 4.9: Her b-kapali kiime bir d-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).

Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigin1 gostermektedir.

Ornek 4.9: X =1{x,y,z}  kiimesi iizerindeki bir  topoloji
o= {X ,0,{x},{v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<,={(x,x), 0, ¥),(z,2),(x,y),(z,y)} olsun. (X,0,<,) Uglisiniin bir topolojik
sirali uzay oldugu aciktir. @, X, {z}, {y,z} d-kapali kiimelerdir. @, X b-kapal
kiimelerdir. A = {z} ya da A = {y, z} olsun. O halde A, d-kapali kiimedir fakat b-
kapali kiime degildir.

Teorem 4.10: Her ig*-kapali kiime bir ig-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).

Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigin1 géstermektedir.

Ornek 4.10: X = {x,y, z} kiimesi iizerindeki bir topoloji T = {X , D, {x}} ve
bir kismi swalama da <;= {(x,x), (y,y),(z 2),(x,y),(y,2),(x,z)} olsun.
(X,T,<;) tUglistiniin bir topolojik sirali uzay oldugu agiktir. @, X, {z}, {y, z} ig-
kapal kiimelerdir. @, X, {y, z} ig*-kapal kiimelerdir. A = {z} olsun. O halde 4, ig-
kapali kiimedir fakat i g*-kapali kiime degildir.
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Teorem 4.11: Her d g*-kapali kiime bir dg-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).

Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini géstermektedir.

Ornek 4.11: X = {x,y, z} kiimesi iizerindeki bir topoloji T = {X, 2, {x}} ve
bir kismi siralama da <,= {(x,x), (y,v),(z, 2),(x,v),(z,y)} olsun. (X,T,<,)
ti¢lisiiniin bir topolojik sirali uzay oldugu agiktir. @, X, {z}, {y,z} dg-kapal
kiimelerdir. @, X, {y, z} dg*-kapali kiimelerdir. A = {z} olsun. A nin dg-kapal kiime
oldugu fakat d g*-kapali kiime olmadig1 agiktir. Boylece dg-kapali kiimelerin sinifi,
tiim d g*-kapal1 kiimelerin sinifin1 tamamen kapsar.

Teorem 4.12: Her bg*-kapal1 kiime bir bg-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).

Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini gostermektedir.

Ornek 4.12: X = {x,y, z} kiimesi iizerindeki bir topoloji T = {X .0, {x}} ve
bir kismi siralama da <;= {(x,x), (y,v),(z 2),(x,v),(x,2)} olsun. (X,T,<3)
tigliistiniin bir topolojik sirali uzay oldugu agiktir. @, X, {z} bg-kapali kiimelerdir. @,
X bg*-kapali kiimelerdir. A = {z} olsun. A nin bg-kapali kiime oldugu fakat bg*-
kapali kiime olmadig1 agiktir. Boylece bg-kapali kiimelerin sinifi, tim bg*-kapal
kiimelerin sinifin1 tamamen kapsar.

Teorem 4.13: Her bg*-kapali kiime bir ig*-kapali kiimedir (Srinivasarao et
al 2015).

Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini gostermektedir.

Ornek 4.13: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki bir  topoloji
p= {X ,0,{x},{y, Z}} ve bir kismi siralama da
<;={(x,x), 0,v),(z,2),(x,y),(x,2)} olsun. (X,p,<3) lgliistiniin bir topolojik
siralt uzay oldugu agiktir. A = {b} olsun. O halde A, ig*-kapali kiimedir fakat bg*-
kapali kiime degildir.

Teorem 4.14: Her bg*-kapali kiime bir dg*-kapali kiimedir (Srinivasarao et
al 2015).

Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini géstermektedir.

Ornek 4.14: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
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<;={(x,x),(y,y),(z,2),(x,v),(x,z)} olsun. (X,0,<3) iclisiiniin bir topolojik
sirali uzay oldugu agiktir. A = {x, z} olsun. A nin d g*-kapali kiime oldugu fakat ig*-
kapali kiime olmadig1 agiktir. Boylece tim dg*-kapali kiimelerin sinifi, tim bg*-
kapali kiimelerin sinifin1 tamamen kapsar.

Teorem 4.15: Her i-kapali kiime bir ig*-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).

Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini gostermektedir.

Ornek 4.15: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki bir  topoloji
p= {X ,0,{x},{y, Z}} ve bir kismi siralama da
<,={(x,x), y,y),(z2),(x,y),(z,y)} olsun. (X,p,<,) uglisiiniin bir topolojik
sirali uzay oldugu agiktir. @, X, {y,z} ig*-kapali kiimelerdir. @, X i-kapali
kiimelerdir. A = {y, z} olsun. A nin ig*-kapali kiime oldugu fakat i-kapali kiime
olmadig1 agiktir. Boylece tiim ig*-kapali kiimelerin sinifi, tiim i-kapali kiimelerin
sinifin1 tamamen kapsar.

Teorem 4.16: Her d-kapali kiime bir d g*-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).

Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini géstermektedir.

Ornek  4.16: X ={x,y,z}  kimesi {lizerindeki  bir  topoloji
p= {X ,0,{x}, {v, Z}} ve bir kismi siralama da
<,={(x,x),y,y),(z,2),(x,v),(z,¥)} olsun. (X,p,<,) igclisiiniin bir topolojik
sirali uzay oldugu agiktir. @, X, {y,z} dg*-kapali kimelerdir. @, X d-kapal
kiimelerdir. A = {y,z} olsun. O halde A, dg*-kapali kiimedir fakat d-kapali kiime
degildir. Boylece tiim dg*-kapali kiimelerin sinifi, tiim d-kapali kiimelerin sinifini
tamamen kapsar.

Teorem 4.17: Her b-kapali kiime bir bg*-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).

Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini géstermektedir.

Ornek  4.17: X ={x,y,z}  kiimesi {lizerindeki  bir  topoloji
T = {X ,0,{x}, {v}, {x, v} {x, z}} ve bir kismi siralama da
<,={(x,x), 0, v),(z,2),(y,2),(z,x),(y,x)} olsun. (X,7,<,) igclisiniin bir
topolojik sirali uzay oldugu agiktir. @, X, {y} bg*-kapali kiimelerdir. @, X b-kapali
kiimelerdir. A = {y} olsun. O halde A, bg*-kapali kiimedir fakat b-kapali kiime
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degildir. Boylece tim bg*-kapali kiimelerin smifi, tiim b-kapali kiimelerin sinifini
tamamen kapsar.
Teorem 4.18: Her bg*-kapali kiime bir ig-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).
Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini géstermektedir.
Ornek 4.18: X ={x,y,z}  kiimesi iizerindeki bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<;={(x,x),y,y),(z,2),(x,v),(x,2)} olsun. (X,o0,<3) iclisiiniin bir topolojik
sirali uzay oldugu agiktir. @, X bg*-kapali kiimelerdir. @, X, {z}, {y, z} ig-kapali
kiimelerdir. A = {z} yada A = {y, z} olsun. O halde A, ig-kapali kiimedir fakat bg*-
kapali kiime degildir. Boylece tiim ig-kapali kiimelerin sinifi, tim bg*-kapal
kiimelerin sinifin1 tamamen kapsar.
Teorem 4.19: Her bg*-kapali kiime bir dg-kapali kiimedir (Srinivasarao et al
2015).
Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini gostermektedir.
Ornek 4.19: X ={x,y,z}  kiimesi iizerindeki bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<,={(x,x), y,y),(z,2),(x,v),(z,y)} olsun. (X,o0,<,) iiclisiiniin bir topolojik
sirali uzay oldugu agiktir. @, X bg*-kapal kimelerdir. @, X, {z}, {y, z} dg-kapal
kiimelerdir. A = {z} ya da A = {y,z} olsun. O halde A, dg-kapali kiimedir fakat
bg*-kapali1 kiime degildir.
Tanim 4.8: (Srinivasarao et al 2015) (X, T, <) bir topolojik sirali uzay olsun.
O halde
i. Eger her ig-kapali kiime, kapali ise (X,7") topolojik uzay1 bir i — T,
uzayidir.
ii. Eger her dg-kapali kiime, kapali ise (X,7) topolojik uzay1 bir d — T/,
uzayidir.
iii. Eger her bg-kapali kiime, kapali ise (X,T) topolojik uzay: bir b—T,,
uzayidir.

Teorem 4.20: Her i—T} s, uzay1 b — T, /, uzayidir (Srinivasarao et al 2015).
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Ispat: (X,T, <) igliisii i—T; /, uzay1 olsun. A kiimesi X in bir bg-kapali alt
kiimesi olsun. O halde A kiimesi bir ig-kapali kiimedir. (X, 7, <) uzay1 bir i — Ty,
uzay1 oldugu i¢in A bir kapali kiimedir. Bu nedenle her bg-kapali kiime bir kapali
kiimedir. Boylece (X, T") topolojik uzay1 bir b—T; /, uzayidir. Asagida verilen 6rnek
Teoremin tersinin dogru olmadigin1 gostermektedir.

Ornek 4.20: X = {x,y, z} kiimesi {izerindeki bir topoloji T = {X, @, {x}} ve
bir kismi siralama da <,= {(x,x), (y,v),(z, 2),(x,v),(z,y)} olsun. (X,T,<,)
ticliistinlin bir topolojik sirali uzay oldugu acgiktir. @, X bg-kapali kiimelerdir. @, X,
{y, z} kapali kiimelerdir. Burada her bg-kapal kiime bir kapali kiimedir. Boylece
(X, T, <) tgliisii b—T} /, uzayidir.

Teorem 4.21: Her d—Tj s, uzay1 b—T, /, uzayidir (Srinivasarao et al 2015).

Ispat: (X, T, <) iicliisii d — Ty /2 uzay1 olsun. A kiimesi X in bir bg-kapal1 alt
kiimesi olsun. O halde A kiimesi X in bir dg-kapali alt kiimesidir. (X, T, <) uzay1 bir
d—T;/, uzayr oldugu i¢in A bir kapali kiimedir. Bu nedenle her d—T;,, uzayi
b—T;,, uzayidir. Asagida verilen Ornek Teoremin tersinin dogru olmadigim
gostermektedir.

Ornek 4.21: X = {x,y, z} kiimesi {izerindeki bir topoloji T = {X, @, {x}} ve
bir kismi siralama da <,= {(x,x), (v,v),(z,2),(x,y),(z,y)} olsun. (X,T,<,)
ticliistiniin bir topolojik sirali uzay oldugu aciktir. @, X bg-kapali kiimelerdir. @, X
kapali kiimelerdir. Burada her bg-kapali kiime bir kapali kiimedir. Bdylece
(X,T,<,) tugliisii b—Ty /, uzayidir. @, X, {z}, {y,z} dg-kapali kiimelerdir. Burada
{z} ya da {y, z} kapali kiime degildir. Bu takdirde (X, T, <,) ii¢liisii bir d—T} /, uzay1
degildir.

Sonu¢ 4.1: i—T;/, uzay1 ile d—T,/, uzay1 asagida verilen Orneklerde de
goriildiigi iizere bagimsiz kavramlardir.

Ornek 4.22: X = {x,y, z} kiimesi {izerindeki bir topoloji T = {X, @, {x}} ve
bir kismi swalama da <;= {(x,x), (y,y),(z 2),(x,y),(y,2),(x,z)} olsun.
(X,T,<;) Ugliisiiniin bir topolojik sirali uzay oldugu agiktir. @, X, {y, z} kapal
kiimelerdir. @, X, {z}, {y, z} ig-kapal kiimelerdir ve @, X dg-kapali kiimelerdir.
Burada her dg-kapali kiime bir kapali kiimedir. Boylece (X, T, <;) i¢liisii d—T; /,
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uzayidir. A = {z} olsun. A kiimesi bir ig-kapali kiimedir fakat bir kapali kiime
degildir. Bu takdirde (X, T, <) Ugliisii bir i—T} /, uzay: degildir.

Ornek 4.23: X ={x,y,z} kimesi iizerindeki bir topoloji
p= {X ,0,{x}, {y, Z}} ve bir kismi siralama da
<;={(x,x), ,y),(z,2),(x,y),(x,2)} olsun. (X,p,<3) uglistiniin bir topolojik
siralt uzay oldugu agiktir. @, X, {x}, {v,z} kapali kiimelerdir. @, X ig-kapal
kiimelerdir. @, X, {z} dg-kapali kiimelerdir. Burada her ig-kapali kiime bir kapal
kiimedir. Boylece (X, p, <3) figliisii i—T;/, uzayidir. A = {z} olsun. A kiimesi bir
dg-kapali kiimedir fakat bir kapali kiime degildir. Bu takdirde (X, p, <3) tg¢liist bir
d—T; s, uzay: degildir.

Tamm 4.9: (Srinivasarao et al 2015) (X, T, <) bir topolojik sirali uzay olsun.
O halde

i. Eger her ig-kapali kiime bir i-kapali kiime ise (X,T) topolojik uzay1 bir
i — T; 1/, uzayidir.
ii. Eger her dg-kapali kiime bir d-kapali kiime ise (X,T") topolojik uzay1 bir
d — Ty 1/, uzayidir.
iii. Eger her bg-kapali kiime bir b-kapali kiime ise (X,T") topolojik uzay1 bir
b — Ty 1/, uzayidir.
iv. Eger her kapali kiime bir i-kapali kiime ise (X, T") topolojik uzay1 bir ¢ — T;
uzayidir.
v. Eger her kapali kiime bir d-kapali kiime ise (X,7) topolojik uzay1 bir
¢ — T4 uzayidir.
vi. Eger her kapali kiime bir b-kapali kiime ise (X,T) topolojik uzayt bir
¢ — T}, uzayidir.
vii. Eger her i-kapali kiime bir b-kapali kiime ise (X,T") topolojik uzay:1 bir
i — T}, uzayidir.
viii. Eger her d-kapali kiime bir b-kapali kiime ise (X,7") topolojik uzayr bir
d — Ty uzayidir.

Teorem 4.22: Her c—T), uzayi bir c—T; uzayidir (Srinivasarao et al 2015).

Ispat: (X,7,<) igliisii ¢ — T, uzay1 olsun. A kiimesi X in bir kapali alt
kiimesi olsun. (X, T, <) uzay1 bir c—T}, uzay1 oldugu i¢in A bir b-kapali kiimedir.
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Boylece A bir i-kapali kiimedir. Bu nedenle her kapali kiime bir i-kapali kiimedir. O
zaman (X, T, <) uzay1 bir c—T; uzayidir. Boylece her c—T}, uzay1 bir ¢c—T; uzayidir.
Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini géstermektedir.

Ornek 4.24: X = {x,y, z} kiimesi {izerindeki bir topoloji T = {X, @, {x}} ve
bir kismi swralama da <;={(x,x), (y,v),(z 2),(x,y), (y,2),(x,z)} olsun.
(X,T,<;) Uglisiiniin bir topolojik sirali uzay oldugu agiktir. @, X, {y, z} kapal
kiimelerdir. @, X, {y, z} i-kapal kiimelerdir ve @, X b-kapali kiimelerdir. Burada her
kapali kiime bir i-kapali kiimedir. A = {y,z} olsun. A kiimesi bir kapali kiimedir
fakat bir b-kapali kiime degildir. Bu takdirde (X,7,<;) Uglisi bir ¢c—T; uzayidir
fakat c—T), uzay1 degildir.

Teorem 4.23: Her ¢c—T), uzayi bir c—T, uzayidir (Srinivasarao et al 2015).

Ispat: (X,7,<) iicliisii ¢ — T, uzay1 olsun. A kiimesi X in bir kapal alt
kiimesi olsun. (X, T, <) uzay1 bir c—T}, uzay1 oldugu igin A bir b-kapali kiimedir.
Boylece A bir d-kapali kiimedir. Bu nedenle her kapali kiime bir d-kapali kiimedir.
O zaman (X,T,<) uzay1 bir c—T,; uzayidir. Boylece her c¢—T), uzay1 bir c—Ty
uzayidir. Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini goéstermektedir.

Ornek 4.25: X = {x,y, z} kiimesi iizerindeki bir topoloji T = {X , D, {x}} ve
bir kismi siralama da <,= {(x,x), (y,v),(z, 2),(x,v),(z,y)} olsun. (X,T,<,)
tigliistiniin bir topolojik sirali uzay oldugu agiktir. @, X, {y, z} kapal kiimelerdir. @,
X, {y, z} i-kapal kiimelerdir ve @, X b-kapali kiimelerdir. Burada her kapali kiime
bir d-kapali kiimedir. A = {y, z} olsun. A kiimesi bir kapali kiimedir fakat bir b-
kapali kiime degildir. Bu takdirde (X,T, <,) tglisii bir c—T,; uzayidir fakat c—T;
uzayi degildir.

Teorem 4.24: Her ¢—T,, uzay1 bir i—T},, uzayidir (Srinivasarao et al 2015).

Ispat: (X, T, <) iicliisii ¢ — T}, uzay1 olsun. A kiimesi bir i-kapal1 kiime olsun.
O halde A bir kapali kiimedir. (X, T, <) uzay1 bir ¢c—T), uzay1 oldugu i¢in A bir b-
kapali kiimedir. Bu nedenle her i-kapali kiime bir b-kapali kiimedir. O zaman
(X,T,<) uzay1 bir i—T, uzayidir. Boylece her c¢—T, uzay1 bir i—T, uzayidir.
Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru olmadigini gdstermektedir.

Ornek  4.26: X ={x,y,z}  kiimesi {lizerindeki  bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
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<,={(x,x), y,y),(z,2),(x,v),(z,y)} olsun. (X,0,<,) iclisiiniin bir topolojik
siralt uzay oldugu acgiktir. @, X, {z}, {x,z}, {y, z} kapali kiimelerdir. @, X i-kapah
kiimelerdir ve @, X b-kapali kiimelerdir. Her kapali kiimenin bir b-kapali kiime
olmadig1 durumda her i-kapali kiime bir b-kapali kiimedir. A = {z}, A = {x, z} ya da
A = {y, z} olsun. A kiimesi bir kapali kiimedir fakat bir b-kapali kiime degildir. Bu
takdirde (X, g, <,) tgliisii bir i—T}, uzayidir fakat c—T}, uzay1 degildir.

Teorem 4.25: Her ¢—T,, uzay1 bir d—T}, uzayidir (Srinivasarao et al 2015).

Ispat: (X,7T,<) igliisii ¢ — T, uzayr olsun. A kiimesi bir d-kapali kiime
olsun. O halde A bir kapali kiimedir. (X, T, <) uzay1 bir c—T)}, uzay1 oldugu i¢in A bir
b-kapali kiimedir. Bu nedenle her d-kapali kiime bir b-kapali kiimedir. Boylece her
c—Tp uzayr bir d—T, uzayidir. Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru
olmadigini gostermektedir.

Ornek  4.27: X ={x,y,z}  kimesi lzerindeki  bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<1={(x,x), (0,¥),(2,2), (x,y), v, 2), (x,2)} olsun. @, X, {z}, {x,z}, {y,z} kapal
kiimelerdir. @, X d-kapali kiimelerdir ve @, X b-kapali kiimelerdir. A = {z} kiimesi
bir b-kapali kiime degildir. Her d-kapali kiime bir b-kapali kiimedir. Bu takdirde
(X, 0, <4) tgliisii bir d—Tj, uzayidir fakat c—Tj, uzay1 degildir.

Sonug¢ 4.2: i—T) uzay1 ile c—T}, uzay1 asagida verilen 6rnekte de goriildiigii
gibi bagimsiz kavramlardir.

Ornek 4.28: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki  bir  topoloji
o= {X ,0,{x},{v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<={(x,x),,y), (2 2),(x,y),(zy)} olsun. @, X, {z}, {x,z}, {y,z} kapah
kiimelerdir. @, X i-kapali kiimelerdir ve @, X b-kapali kiimelerdir. Her kapali
kiimenin bir b-kapali kiime olmadigi durumda her i-kapali kiime bir b-kapali
kiimedir. Bu takdirde (X, g, <,) tg¢liisii bir i—T), uzayidir fakat c—T), uzay1 degildir.

Sonug¢ 4.3: d—T), uzay1 ile c—T}, uzay1 asagida verilen 6rnekte de goriildiigii
gibi bagimsiz kavramlardir.

Ornek  4.29: X ={x,y,z}  kiimesi {lizerindeki  bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<1={(x,x), %), (2,2), (x,y), (¥, 2), (x,2)} olsun. @, X, {z}, {x, 2}, {y,z} kapali
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kiimelerdir. @, X d-kapali kiimelerdir ve @, X b-kapali kiimelerdir. A = {z} kiimesi
bir b-kapali kiime degildir. Her d-kapali kiime bir b-kapali kiimedir. Bu takdirde
(X, 0,<;) uglisti bir d—T}, uzayidir fakat c—T), uzay1 degildir.

Sonu¢ 4.4: i—T, uzay1 ile d—T, uzay1 asagida verilen Orneklerde de
goruldiigi gibi bagimsiz kavramlardir.

Ornek 430: X ={x,y,z} kimesi iizerindeki bir topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<1={(x,x), v, ). (z,2),(x,¥),(y,2),(x,2)} olsun. @, X, {z}, {y,z} i-kapah
kiimelerdir. @, X d-kapali kiimelerdir. @, X b-kapali kiimelerdir. Her i-kapali
kiimenin bir b-kapali kiime olmadigi durumda her d-kapali kiime bir b-kapali
kiimedir. Bu takdirde (X, g, <) tgliisii bir d—T}, uzayidir fakat i—T), uzay1 degildir.

Ornek 431: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<,={(x,x),y,y),(z2),(x,y),(z,y)} olsun. @, X, {z}, {y, z} d-kapal1 kiimelerdir.
@, X i-kapali kiimelerdir. @, X b-kapal kiimelerdir. A = {z} ya da A = {y, z} olsun.
Bu durumda A bir d-kapali kiimedir fakat bir b-kapali kiime degildir. Her d-kapali
kiimenin bir b-kapali kiime olmadigi durumda her i-kapali kiime bir b-kapali
kiimedir. Bu takdirde (X, g, <) tg¢liisti bir i—T), uzayidir fakat d—T}, uzay1 degildir.

Sonu¢ 4.5: i—T, uzay1 ile c—T; uzayr asagida verilen Orneklerde de
goriildiigl gibi bagimsiz kavramlardir.

Ornek  4.32: X ={x,y,z}  kiimesi lizerindeki  bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<,={(x,x), y,y),(z,2),(x,y),(z,y)} olsun. @, X i-kapal kiimelerdir. @, X, {z},
{y, z}, {x, z} kapali kiimelerdir. @, X b-kapal kiimelerdir. A = {z} ya da A = {y, z}
olsun. Bu durumda A bir kapali kiimedir fakat bir b-kapali kiime degildir. Her kapali
kiimenin bir b-kapali kiime olmadigi durumda her i-kapali kiime bir b-kapali
kiimedir. Bu takdirde (X, g, <,) tglisii bir i—T}, uzayidir fakat c—T; uzayi degildir.

Ornek 4.33: X = {x,y, z} kiimesi iizerindeki bir topoloji T = {X , D, {x}} ve
bir kismi siralama da <;= {(x,x), (y,y),(z,2), (x,y), (y,2),(x,z)} olsun. @, X,
{y, z} kapali kiimelerdir. @, X, {y, z} i-kapal kiimelerdir. @, X b-kapali kiimelerdir.

Burada her kapali kiime bir i-kapali kiimedir. A = {y, z} olsun. Bu durumda A bir i-
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kapali kiimedir fakat bir b-kapali kiime degildir. Bu takdirde (X,T, <) tug¢liisii bir
c—T; uzayidir fakat i—T}, uzay1 degildir.

Sonu¢ 4.6: d—T, uzay1 ile ¢—T,; uzay1 asagida verilen Orneklerde de
goruldiigii gibi bagimsiz kavramlardir.

Ornek 434: X ={x,y,z} kimesi iizerindeki bir topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<s={(x,x), 0, y),(z,2), y,x),(y,2),(x,2)} olsun. (X,o0,<g) Tglistinin bir
topolojik sirali uzay oldugu agiktir. Burada @, X, {y, z} kapali kiimelerdir. @, X d-
kapali kiimelerdir. @, X b-kapali kiimelerdir. A = {y, z} olsun. Bu durumda A bir
kapali kiimedir fakat bir d-kapali kiime degildir. Her d-kapali kiime bir b-kapali
kiimedir. Bu takdirde (X, T, <g) t¢liisti bir d—T}, uzayidir fakat c—T, uzay1 degildir.

Ornek 4.35: X = {x,y, z} kiimesi iizerindeki bir topoloji T = {X .0, {x}} ve
bir kismi siralama da <,= {(x,x), (y,y),(z,2), (x,y),(z,y)} olsun. @, X, {y,z}
kapali kiimelerdir. @, X, {y, z} d-kapali kiimelerdir. @, X b-kapali kiimelerdir. Her d-
kapal1 kiimenin bir b-kapali kiime olmadigi durumda her kapali kiime bir d-kapali
kiimedir. A = {y, z} olsun. Bu durumda A bir kapali kiimedir fakat bir b-kapali kiime
degildir. Bu takdirde (X, T, <,) tigliisii bir c—T, uzayidir fakat d—T), uzayi degildir.

Sonu¢ 4.7: i — T; 1/, uzay1 ile b — T}, 1 /, uzay1 asagida verilen orneklerde de
goriildiigl gibi bagimsiz kavramlardir.

Ornek 4.36: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki bir  topoloji
T = {X ,0,{x}, {v}, {x, v} {x, Z}} ve bir kismi siralama da
<,={(x,x), 0,y),(z,2),(y,2),(z,x),(y,x)} olsun. (X,7,<,) igclisiiniin bir
topolojik sirali uzay oldugu agiktir. @, X, {x, z} i-kapal kiimelerdir. @, X, {x, z} ig-
kapali kiimelerdir. @, X b-kapali kiimelerdir. @, X, {y} bg-kapali kiimelerdir. Her ig-
kapali kiime bir i-kapali kiimedir. Béylece (X, 1, <,) igliisii bir i — T; ; ;, uzayidur.
A = {y} olsun. Bu durumda A bir bg-kapali kiimedir fakat bir b-kapali kiime
degildir. Bu takdirde (X, 7, <,) {i¢liisii bir b — T}, 1 /, uzay1 degildir.

Ornek 4.37: X = {x,y, z} kiimesi iizerindeki bir topoloji T = {X , D, {x}} ve
bir kismi siralama da <;= {(x,x), (v,v),(z,2), (x,y), (y,z), (x,2z)} olsun. @, X,
{y,z} i-kapali kiimelerdir. @, X, {z}, {v,z} ig-kapali kiimelerdir. @, X b-kapali
kiimelerdir. Her bg-kapali kiime bir b-kapali kiimedir. A = {z} olsun. Bu durumda A
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bir ig-kapali kiimedir fakat bir i-kapal kiime degildir. Bu takdirde (X, T, <;) tgliisii
bir b — T}, 1/, uzayidir fakat i — T} ; ;, uzay: degildir.

Sonuc 4.8: d — Ty 4/, uzayiile b — T, 1 /, uzay1 asagida verilen 6rneklerde de
goriildiigl gibi bagimsiz kavramlardir.

Ornek 4.38: X = {x,y, z} kiimesi {izerindeki bir topoloji T = {X, @, {x}} ve
bir kismi siralama da <,= {(x, x), (y,y), (z,2), (x,y),(z,y)} olsun. @, X, {y, z} d-
kapali kiimelerdir. @, X, {z}, {y, z} dg-kapali kiimelerdir. @, X bg-kapali kiimelerdir.
@, X b-kapali kimelerdir. Her bg-kapali kiime bir b-kapali kiimedir. A = {z} olsun.
Bu durumda A bir dg-kapali kiimedir fakat bir d-kapali kiime degildir. Bu takdirde
(X, T, <,) ugliisii bir b — T} 1/, uzayidir fakat d — Ty 4/, uzay: degildir.

Ornek 4.39: X ={x,y,z} kimesi iizerindeki bir  topoloji
t={X,0,{x}, (v}, {x, ¥}, {x 2} ve bir kismi siralama da
<4={(%), 0.3, (2,2),(y,2),(z,x), (y,x)} olsun. @, X, {y}, {y,z} d-kapal
kiimelerdir. @, X, {y}, {y, z} dg-kapali kiimelerdir. @, X b-kapali kiimelerdir. @, X,
{y} bg-kapali kiimelerdir. Her dg-kapali kiime bir d-kapali kiimedir. Boylece
(X, 7, <4) tgliisti bir d — T, 1/, uzayidir. A = {y} olsun. Bu durumda A bir bg-kapali
kiimedir fakat bir b-kapali kiime degildir. Bu takdirde (X,t,<,) uglisii bir b —
Ty 1 /2 uzay: degildir.

Sonuc¢ 4.9: i — T; 1/, uzay1 ile b — T}, 1 /, uzay: asagida verilen orneklerde de
gortldiigl gibi bagimsiz kavramlardir.

Ornek  4.40: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki bir  topoloji
T = {X ,0,{x}, {v}, {x, v} {x, z}} ve bir kismi siralama da
<4={(x,%), ,¥),(z,2),,2),(z,x),(y,x)} olsun. @, X, {xz} i-kapah
kiimelerdir. @, X, {x, z} ig-kapal kiimelerdir. @, X b-kapali kiimelerdir. @, X, {y}
bg-kapali kiimelerdir. Her ig-kapali kiime bir i-kapali kiimedir. Boylece (X, 1, <,)
tigliisii bir i — T; 1/, uzayidir. A = {y} olsun. Bu durumda A bir bg-kapali kiimedir
fakat bir b-kapali kiime degildir. Bu takdirde (X, 1, <,) tgliisii bir b — T} ; /, uzay1
degildir.

Ornek 4.41: X = {x,y, z} kiimesi iizerindeki bir topoloji T = {X , D, {x}} ve
bir kismi siralama da <;= {(x,x), (y,y),(z,2), (x,y), (y,2),(x,z)} olsun. @, X,
{y,z} i-kapali kimelerdir. @, X, {z}, {y,z} ig-kapali kiimelerdir. @, X b-kapal
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kiimelerdir. Her bg-kapal kiime bir b-kapali kiimedir. A = {z} olsun. Bu durumda A
bir ig-kapali kiimedir fakat bir i-kapali kiime degildir. Bu takdirde (X, T, <;) tgliisii
bir b — Ty, 1/, uzayidir fakat i — T; 1 /, uzay: degildir.

Teorem 4.26: Her i—T, uzayr bir b — T} ,,, Uzayidir (Srinivasarao et al
2015).

Ispat: (X, 7, <) iicliisii i — T, uzay1 olsun. A kiimesi bir bg-kapali kiime
olsun. O halde A bir ig-kapali kiimedir. (X, T, <) uzay1 bir i—T}, uzay1 oldugu igin A
bir b-kapali kiimedir. Bu nedenle her bg-kapali kiime bir b-kapali kiimedir. Boylece
her i—T, uzay1 bir b — Ty ,/, uzayidir. Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin
dogru olmadigimni gostermektedir.

Ornek 4.42: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki bir  topoloji
o= {X ,0,{x},{v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<:={(x,x), v,v),(z,2), (x,y),(y,z),(x,2)} olsun. Burada @, X, {z}, {v,z} i-
kapali kiimelerdir. @, X b-kapali kiimelerdir. @, X bg-kapali kiimelerdir. A = {z} ya
da A = {y,z} olsun. Bu durumda A bir i-kapali kiimedir fakat bir b-kapali kiime
degildir. Her bg-kapali kiime bir b-kapali kiimedir. Bu takdirde (X, g, <) tgliisii bir
b — Ty,1 /2 uzayrdir fakat i—T), uzay: degildir.

Teorem 4.27: Her d—T, uzay: bir b — Ty, ,,, uzayidir (Srinivasarao et al
2015).

Ispat: (X,T,<) igclisii d — T, uzay1 olsun. A kiimesi bir bg-kapali kiime
olsun. O halde A bir dg-kapali kiimedir. (X, T, <) uzay1 bir d—T}, uzay1 oldugu i¢in
A bir b-kapali kiimedir. Bu nedenle her bg-kapali kiime bir b-kapali kiimedir.
Boylece her d—T}, uzayr bir b — T}, 1/, uzayidir. Asagida verilen 6rnek Teoremin
tersinin dogru olmadigin1 gostermektedir.

Ornek  4.43: X ={x,y,z}  kiimesi {lizerindeki  bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<,={(x,x), y,y),(z,2),(x,y),(z,y)} olsun. @, X, {z}, {y, z} d-kapal1 kiimelerdir.
@, X b-kapali kiimelerdir. @, X bg-kapali kiimelerdir. A = {z} ya da A = {y, z}
olsun. Bu durumda A bir d-kapali kiimedir fakat bir b-kapali kiime degildir. Her d-

kapali kiimenin bir b-kapali kiime olmadigi durumda her bg-kapali kiime bir b-
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kapali kiimedir. Bu takdirde (X, 0, <;) tgliisii bir b — T}y, /, uzayidir fakat d—T,
uzayi degildir.

Teorem 4.28: Her i—T), uzay bir i — T, /, uzayidir (Srinivasarao et al 2015).

Ispat: (X,7,<) iicliisii i — T}, uzay1 olsun. A kiimesi bir ig-kapal kiime
olsun. (X, 7, <) uzay1 bir i—T}, uzay1 oldugu igin A bir b-kapali kiimedir. O halde A
bir kapali kiimedir. Bu nedenle her i-kapali kiime bir kapali kiimedir. Boylece her
i—Ty, uzay1 bir i —T;/, uzayidir. Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru
olmadigini géstermektedir.

Ornek 4.44: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<i={(x,x),(0,¥),(2,2),(x,y), 0, 2), (x,2)} olsun. @, X, {z}, {y,z} ig-kapal
kiimelerdir. @, X b-kapal kiimelerdir. @, X, {z}, {y,z}, {z,x} kapali kiimelerdir.
A ={z} yada A = {y, z} olsun. Bu durumda A bir ig-kapali kiimedir fakat bir b-
kapali kiime degildir. Her ig-kapali kiime bir kapali kiimedir. Bu takdirde (X, g, <;)
ligliisii bir i — Ty /, uzayidir fakat i — T}, uzayi degildir.

Teorem 4.29: Her d—T, uzayr bir d — T/, uzayidir (Srinivasarao et al
2015).

Ispat: (X,7, <) iicliisii d — T}, uzay1 olsun. A kiimesi bir dg-kapali kiime
olsun. (X, T, <) uzay1 bir d—T}, uzay1 oldugu igin A bir b-kapal kiimedir. O halde A
bir kapali kiimedir. Bu nedenle her dg-kapali kiime bir kapali kiimedir. Boylece her
d—T, uzay: bir d — T;,, uzayidir. Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru
olmadigini géstermektedir.

Ornek 4.45: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<={(x,x), ., ¥),(z,2),(x,¥),(zy)} olsun. @, X, {z}, {y,z} dg-kapah
kiimelerdir. @, X b-kapal kiimelerdir. @, X, {z}, {y,z}, {z,x} kapali kiimelerdir.
A ={z} yada A = {y,z} olsun. Bu durumda A bir dg-kapali kiimedir fakat bir b-
kapal1 kiime degildir. Her d-kapal1 kiimenin bir b-kapal1 kiime olmadig1 durumda her
dg-kapali kiime bir kapali kiimedir. Bu takdirde (X,o,<,) ii¢lisii bir d —T;;
uzayidir fakat d — T, uzay1 degildir.
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Sonu¢ 4.10: ¢ —T; uzay1 ile d — T, uzay1 asagida verilen 6rneklerde de
goriildiigl gibi bagimsiz kavramlardir.

Ornek 4.46: X ={x,y,z} kimesi iizerindeki bir topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<:={C,x),y,y),(z,2),(x,y),(y,2),(x,z)} olsun. @, X, {z} b-kapali kiimelerdir.
@, X d-kapali kiimelerdir. @, X, {z}, {x, z}, {y, z} kapali kiimelerdir. @, X, {z}, {y, z}
i-kapali kiimelerdir. A = {x, z} olsun. Bu durumda A bir kapali kiimedir fakat bir i-
kapali kiime degildir. Her kapali kiimenin bir i-kapali kiime olmadig1 durumda her
d-kapali kiime bir b-kapali kiimedir. Bu takdirde (X,o,<,) Uglisi bir d — T},
uzayidir fakat bir ¢ — T; uzay1 degildir.

Ornek 4.47: X = {x,y, z} kiimesi {izerindeki bir topoloji 7; = {X, 0, {x, y}}
ve bir kismi siralama da <3= {(x, x), (v,v), (z,2), (x,y), (x,2)} olsun. (X,7;,<3)
tigltisii bir topolojik sirali uzaydir. @, X, {z} b-kapal kiimelerdir. @, X, {z}, {y, z} d-
kapali kiimelerdir. @, X, {z} kapali kiimelerdir. @, X, {z} i-kapali kiimelerdir.
A ={y,z} olsun. Bu durumda A bir d-kapali kiimedir fakat bir b-kapali kiime
degildir. Her d-kapali kiimenin bir b-kapali kiime olmadig1 durumda her kapali kiime
bir i-kapali kiimedir. Bu takdirde (X, 7;, <3) tgliisti bir ¢ — T; uzayidir fakat d — T},
uzayi degildir.

Sonug 4.11: d — T, 1/, uzay: ile i —T;,,, uzay1 asagida verilen Orneklerde
de goriildiigii gibi bagimsiz kavramlardir.

Ornek 4.48: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki bir  topoloji
T, = {X, @, {x}, {x, Z}} ve bir kismi siralama da
<3={(x,x), y,y),(z,2),(x,v),(x,2)} olsun. (X,T,, <3) lgcliisii bir topolojik sirali
uzaydir. @, X, {x,y} dg-kapali kiimelerdir. @, X d-kapali kiimelerdir. @, X, {y} ig-
kapali kiimelerdir. @, X, {y} i-kapal kiimelerdir. Her ig-kapali kiime bir i-kapali
kiimedir. A = {x,y} olsun. Bu durumda A bir dg-kapali kiimedir fakat bir d-kapal
kiime degildir. Bu takdirde (X,7,,<3) tglisii bir i —T;,,, uzayidir fakat bir
d — Ty,1 /2 uzay: degildir.

Ornek 4.49: X = {x,y, z} kiimesi {izerindeki bir topoloji T = {X, @, {x}} ve
bir kismi siralama da <,= {(x, x), (v,y), (z,2), (x,y),(z,y)} olsun. @, X dg-kapal
kiimelerdir. @, X d-kapali kiimelerdir. @, X, {z}, {y, z} ig-kapal kiimelerdir. @, X,
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{y, z} i-kapal1 kiimelerdir. Her dg-kapali kiime bir d-kapali kiimedir. A = {z} olsun.
Bu durumda A bir ig-kapali kiimedir fakat bir i-kapali kiime degildir. Bu takdirde
(X, T, <) i¢liisii bir d — Ty 1/, uzayidir fakat i — T ; ;, uzay: degildir.

Sonu¢ 4.12: d — T 1/, uzay1 ile d — Tj, uzay1 asagida verilen orneklerde de
goruldiigi gibi bagimsiz kavramlardir.

Ornek 4.50: X ={x,y,z} kimesi iizerindeki bir topoloji
T, = {X, @, {x}, {x, Z}} ve bir kismi siralama da
<3={(x,x), n,y),(z,2),(x,y),(x,2)} olsun. @, X, {x,y} dg-kapali kiimelerdir. @,
X d-kapali kiimelerdir. @, X b-kapali kiimelerdir. Her d-kapali kiime bir b-kapali
kiimedir. A = {x,y} olsun. Bu durumda A bir dg-kapali kiimedir fakat bir d-kapali
kiime degildir. Bu takdirde (X, 73, <3) licliisii bir d — T}, uzayidir fakat bir d — T 1 /,
uzay1 degildir.

Ornek 4.51: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<,={(x,x), y,y),(z,2),(x,v),(z,y)} olsun. @, X b-kapal kiimelerdir. @, X, {z, x}
d-kapali kiimelerdir. @, X, {z,x} dg-kapali kiimelerdir. A = {x,z} olsun. Bu
durumda A bir d-kapali kiimedir fakat bir b-kapali kiime degildir. Her d-kapali
kiimenin bir b-kapali kiime olmadig1 durumda her dg-kapali kiime bir d-kapali
kiimedir. Bu takdirde (X, o, <;) {i¢liisii bir d — Ty, uzayidir fakat d — T}, uzay1
degildir.

Sonu¢ 4.13: i — T; 1/, uzay: ile ¢ — T uzay1 asagida verilen Orneklerde de
goriildiigl gibi bagimsiz kavramlardir.

Ornek  4.52: X ={x,y,z}  kimesi {lizerindeki  bir  topoloji
o= {X ,0,{x}, {v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<:={C,x),,y),(z,2),(x,v),(y,2),(x,z)} olsun. @, X d-kapali kiimelerdir. @, X,
{z}, {y,z} i-kapali kiimelerdir. @, X, {z}, {y,z} ig-kapal kiimelerdir. A = {z},
A ={y,z} yada A = {x,z} olsun. Bu durumda A bir kapali kiimedir fakat bir d-
kapali kiime degildir. Her kapali kiimenin bir d-kapali kiime olmadig1 durumda her
ig-kapali kiime bir i-kapali kiimedir. Bu takdirde (X, o, <;) tgliisii bir i —T;;/;

uzayidir fakat bir ¢ — T; uzay1 degildir.
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Ornek 4.53: X = {x,y, z} kiimesi {izerindeki bir topoloji T = {X, @, {x}} ve
bir kismi siralama da <,= {(x, x), (v,v), (z,2), (x,y), (z,y)} olsun. @, X, {y}, {x,y}
ig-kapali kiimelerdir. @, X, {y, z} d-kapali kiimelerdir. @, X i-kapali kiimelerdir. @,
X, {y, z} kapali kiimelerdir. Her kapali kiime bir d-kapali kiimedir. A = {y} ya da
A = {x,y} olsun. Bu durumda A bir ig-kapali kiimedir fakat bir i-kapali kiime
degildir. Bu takdirde (X,T,<,) ii¢liisii bir ¢ — T; uzayidir fakat i —T;;/, uzay1
degildir.

Sonu¢ 4.14: i — T; 1/, uzay1 ile i — T}, uzay1 asagida verilen Orneklerde de
goriildiigl gibi bagimsiz kavramlardir.

Ornek 4.54: X = {x,y, z} kiimesi iizerindeki bir topoloji T = {X .0, {x}} ve
bir kismi siralama da <,= {(x, x), (v,v),(z,2), (x,y),(z,y)} olsun. @, X b-kapal
kiimelerdir. @, X, {y}, {x,y} ig-kapali kimelerdir. @, X i-kapali kiimelerdir. Her i-
kapal1 kiime bir b-kapali kiimedir. A = {y} ya da A = {x, y} olsun. Bu durumda A
bir ig-kapali kiimedir fakat bir i-kapali kiime degildir. Bu takdirde (X, T, <,) tgliisii
bir i — T}, uzayidir fakat bir i — T; 1 /, uzay1 degildir.

Ornek 4.55: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki bir  topoloji
o= {X ,0,{x},{v}, {x, y}} ve bir kismi siralama da
<i={(x,x),(0,¥),(2,2),(x,y), v, 2), (x,2)} olsun. @, X, {y}, {x,y} ig-kapal
kiimelerdir. @, X, {y} i-kapali kiimelerdir. @, X b-kapali kiimelerdir. A = {y} ya da
A ={x,y} olsun. Bu durumda A bir ig-kapali kiimedir fakat bir i-kapali kiime
degildir. Her ig-kapali kiimenin bir i-kapali kiime olmadigi durumda her i-kapal
kiime bir b-kapali kiimedir. Bu takdirde (X, o, <) tgliisii bir i — T}, uzayidir fakat
[ — T; 1/, uzay: degildir.

Teorem 4.30: Her d — T4/, Uzay: bir d — Ty s, uzayidir (Srinivasarao et al
2015).

Ispat: (X, T, <) tigliisii d — T4/, uzay: olsun. A kiimesi bir dg-kapal kiime
olsun. (X,7,<) uzay bir d — T4 1/, uzayr oldugu i¢in A bir d-kapali kiimedir. O
halde A bir kapali kiimedir. Bu nedenle her dg-kapali kiime bir kapali kiimedir.
Boylece her d — Ty 1/, uzay: bir d — Ty /, uzayidir. Asagida verilen 6rnek Teoremin

tersinin dogru olmadigin1 gostermektedir.
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Ornek 456: X ={x,y,z} kimesi iizerindeki bir topoloji
T, = {X, @, {x}, {x, Z}} ve bir kismi siralama da
<,={(x,x), y,y),(z,2),(x,y),(z,y)} olsun. (X,T;, <,) Uglisii bir topolojik sirali
uzaydir. @, X, {y, z} dg-kapali kimelerdir. @, X, {y}, {y, z} kapali kiimelerdir. @, X
d-kapali kiimelerdir. Her dg-kapali kiime bir kapali kiimedir. A = {y, z} olsun. Bu
durumda A bir dg-kapali kiimedir fakat bir d-kapali kiime degildir. Bu takdirde
(X, T3, <,) tgliisii bir d — Ty s, uzayidir fakat bir d — Ty 1 /, uzay: degildir.

Teorem 4.31: Her i — T;,/, uzayr bir i — Ty, uzayidir (Srinivasarao et al
2015).

Ispat: (X, 7T, <) iigliisii i — T; 12 uzay1 olsun. A kiimesi bir ig-kapali kiime
olsun. (X, T, <) uzay1 bir i — T; 1 /> uzay1 oldugu i¢in A bir i-kapali kiimedir. O halde
A bir kapali kiimedir. Bu nedenle her ig-kapali kiime bir kapal1 kiimedir. Boylece her
[ — T; 1/, uzay: bir i — T, /, uzayidir. Asagida verilen 6rnek Teoremin tersinin dogru
olmadigin1 géstermektedir.

Ornek 4.57: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki bir  topoloji
T, = {X, @, {x}, {x, z}} ve bir kismi siralama da
<:={(x,x), 0,y),(z,2),(y,x),(x,2),(y, z)}olsun. (X,T;, <s) ig¢liisii bir topolojik
siralt uzaydir. @, X, {y, z} ig-kapali kiimelerdir. @, X, {y}, {v, z} kapal kiimelerdir.
@, X i-kapali kiimelerdir. Her ig-kapali kiime bir kapali kiimedir. A = {y, z} olsun.
Bu durumda A bir ig-kapali kiimedir fakat bir i-kapal kiime degildir. Bu takdirde
(X, T3, <s) tgliisii bir i — T, /, uzayidir fakat bir i — T; ; ,, uzay1 degildir.

Teorem 4.32: Her b — T}, 1/, Uzayr bir b — Ty /, uzayidir (Srinivasarao et al
2015).

Ispat: (X, 7, <) tgliisii b — T}, /, uzay1 olsun. A4 kiimesi bir bg-kapal kiime
olsun. (X,7, <) uzay1 bir b — Tp, 1/, uzay:r oldugu i¢in A bir b-kapali kiimedir. O
halde A bir kapali kiimedir. Bu nedenle her bg-kapali kiime bir kapali kiimedir.
Boylece her b — T}, 1/, uzay1 bir b — Ty /, uzayidir. Asagida verilen 6rnek Teoremin
tersinin dogru olmadigini gostermektedir.

Ornek 4.58: X ={x,y,z} kiimesi iizerindeki bir  topoloji
T, = {X, @, {x}, {x, z}} ve bir kismi siralama da
<3;={(x,x), 0,y),(z,2),(x,y),(x,2)} olsun. (X,T,, <3) tgcliisii bir topolojik sirali
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uzaydir. @, X, {z} bg-kapali kiimelerdir. @, X, {y, z} kapali kiimelerdir. @, X b-kapal
kiimelerdir. Her bg-kapali kiime bir kapali kiimedir. A = {y, z} olsun. Bu durumda A
bir bg-kapali kiimedir fakat bir b-kapali kiime degildir. Bu takdirde (X,73, <3)
lgliisii bir b — T, /, uzayidir fakat bir b — T}, 1 /, uzay1 degildir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Kapali kiimeler bir topolojik uzaydaki temel nesnelerdendir. Ornegin, bir
kiime iizerindeki topolojiyi, ya kapali kiimeler i¢in verilen aksiyomlar1 ya da
Kuratowski kapanis aksiyomlarim1i kullanarak tanimlamak miimkiindir. Kapal
kiimelerin en 6nemli 6zellikleri arasinda sunlar bulunmaktadir: Bir kompakt uzayin
kapali bir alt kiimesi de kompakttir. Bir normal uzayin kapali bir alt kiimesi de
normaldir. Bir tam diizenli uzayin kapali bir alt kiimesi de tamdir. Bir yerel kompakt
uzayin kapali bir alt kiimesi de yerel kompakttir. Bir Hausdorff uzayinda bulunan bir
kompakt kiime kapali bir kiimedir.

Levine, 1970 yilinda genellestirilmis kapali kiimeler olarak adlandirdig:
calismasini sundu. Tanima gore; A, X topolojik uzayinin bir alt kiimesi olmak iizere
ACU ve U agik oldugunda eger A € U oluyorsa A kiimesine genellestirilmis
kapalidir denir. Bu kavram son yillarda bircok topolojici tarafindan yogun olarak
calisilmigtir. Ciinkli genellestirilmis kapali kiimeler sadece kapali kiimelerin dogal
genellemeleri degildir. Daha da 6nemlisi, topolojik uzaylarin birka¢ yeni 6zelligini
de ortaya koyuyorlar. Bu yeni ozelliklerin ¢ogu, T; den daha zayif olan ayirma
aksiyomlaridir ki; bunlarin bir kismi bilgisayar bilimlerinde ve dijital topolojide
oldukea kullanighdir. Ornegin, iyi bilinen dijital hat T, diir fakat T; degildir.

Klasik topolojide ayirma aksiyomlari topolojik uzaylarin siniflandiriimasi
icin olduk¢a Onemli bir parametredir. Bugiline kadar bircok farkli ayirma
aksiyomlarinit aragtiran c¢alisma yapilmistir. Yapilan bu tez caligmasinda da
genellestirilmis kapali kiime kavrami iizerine inga edilen baz1 6zel kapali kiimeleri
tanitmak, bunlarin tanimlar1 kullanilarak olusturulan yeni ayirma aksiyomlarini ve
ozelliklerini incelemek amaglanmustir.

Bu tezde; bir topolojik sirali uzaymn artan ya da azalan alt kiimeleri, bir
topolojik sirali uzaydaki genellestirilmis kapali kiime (g-kapali), g*-kapali kiime, i-
kapali kiime, d-kapali kiime, b-kapali kiime, ig-kapali kiime, dg-kapal1 kiime, bg-
kapali kiime, ig*-kapali kiime, dg*-kapali kiime ve bg~*-kapali kiime kavramlari
tanitildi ve bu kavramlar arasindaki iliskiler incelendi. Ayrica G. Srinivasarao, D.
Madhusudanrao ve N. Srinivasarao’ nun 2015 yilinda yayiladiklart makalede ifade

edilen bu g-kapali tipindeki kiimeler kullanilarak olusturulmus topolojik sirali
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uzaylarin yeni smiflari olan i — Ty, d —Ty/2, b—Ty/p, 1 —=Ti1/2, d —Tg1/2,
b—Tyi1/2,¢c—Tic—Tg ¢c—Tp, i —Tp, d — Ty uzaylan tanitildi. Yine bahsi gecen
makalede teoremlerle ifade edilen bu uzaylarin kendi aralarindaki iligkileri tekrardan

incelendi ve bu iligkiler lizerine verilen 6rnekler giincellendi.
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