F.G. TUNA, 2019

YUKSEK LISANS TEZi

-

NiGDE OMER HALISDEMIR UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

L g

T.C

NIGDE OMER HALISDEMIR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANA BILIM DALI

MODULUS FONKSIYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN
CESARO TiPi DiZi UZAYLARI

FATMA GOZDE TUNA

EYLUL 2019






T.C
NIGDE OMER HALISDEMIR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANA BILIM DALI

MODULUS FONKSIYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN
CESARO TIiPi DiZi UZAYLARI

FATMA GOZDE TUNA

Yiksek Lisans Tezi

Danigman

Dr. Ogr. Uyesi Nurhan KAPLAN

EYLUL 2019



Fatma Gozde TUNA tarafindan Dr. Ogr. Uyesi Nurhan KAPLAN danismanhginda
hazirlanan “Modiiltis Fonksivonu Yardimiyvla Tammlanan Ceséro tipi Dizi Uzavlan™
adlr bu ¢aligma jiirimiz tarafindan Nigde Omer Halisdemir Universitesi Fen Bilimleri

Enstitiisit Matematik Ana Bilim Dali’nda Yiiksek Lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Baskan : Dog. Dr. Ahmet EROGLU e

(Nigde Omer Halisdemir Universitesi, Aen FEdebivat Fakiiltesi.

Matematik Bolimii)

Uve : Dr. Ogr. Uyesi Nurhan KAPLAN

(Nigde Omer Halisdemir Universites¥ Fen Edebivat Fakiiltesi.

Matematik Bélimii)

L
Uye : Dr. Ogr. Uyesi Umit TOKESER ﬁm—

(Kastamonu Universitesi, Fen Edebivat Fakiiltesi. Matematik Bolimii)

ONAY:

Bu tez. Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulunca belirlenmis olan vukaridaki jiri

tiyeleri tarafindan ..../..../20... tarihinde uygun goriilmiis ve Enstiti Yonetim
Kurulu'nun ..../..../20.... tarth ve ..., sayili karariyla kabul edilmistir.
...... boasd 2019

Prof. Dr. Murat BARUT
MUDUR




TEZ BILDIiRIMi
Tez i¢indeki biitiin bilgilerin bilimsel ve akademik kurallar ¢ergevesinde elde edilerek

sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu ¢alismada bana

ait olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

Fatma Gozde TUNA



OZET

MODULUS FONKSIYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN
CESARO TiPi DiZi UZAYLARI

TUNA, Fatma Gozde
Nigde Omer Halisdemir Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti

Matematik AnaBilim Dali
Danigman : Dr. Ogr. Uyesi Nurhan KAPLAN

Eyliil 2019, 35 sayfa

Bu tezde, Wp toplanabilirlik ve modiiliis fonksiyonu kavramlar1 tanitilarak, kuvvetli
Cesaro toplanabilme kavramma genellestirilmesi, /N, kuvvetli Lacunary yakimsak
dizileri uzayr incelenerek W(Ce, f, p) toplanabilme kavrami ve istatistiksel

yakinsaklikla ilgili bagmtilar verildi. Yukaridaki ¢caligmalarin paralelinde (a B ) yinci

dereceden modiiliis fonksiyonu ile tanimlanan Cesaro tipi toplanabilme uzaylarma

genisletilmesi verildi.

Son bolimde modiiliis fonksiyonu kullanilarak AC ( f ) aritmetik yakinsaklik

ve AS ( f ) aritmetik toplanabilme kavramlar1 verilerek, bu kavramlarin cebirsel ve

topolojik 6zellikleri incelenerek bazi kapsama bagintilar1 verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Modiiliis Fonksiyonu, Cesaro Tipi Toplanabilme, Istatistiksel Yakmsaklik, Lacunary

Yakinsaklik, Aritmetik Yakinsaklik, Aritmetik Toplanabilme.
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SUMMARY

CESARO TYPE SEQUENCE SPACES DEFINED BY MODULUS FUNCTION

TUNA, Fatma Gozde
Nigde Omer Halisdemir University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Civil Engineering

Supervisor : Assistant Professor Dr. Nurhan KAPLAN

September 2019, 35 pages

In this thesis, W, summability and modulus function are introduced and generalized to
strong Cesaro summability, N, strong Lacunary convergent sequence are investigated,
W(Cg, 1, p) summability and properties of statistical convergence are given. In

parallel with the above studies, extension of Cesaro type summability spaces defined by

(a,B) order modulus function are given.

In the last section, AC( f)arithmetic convergence and AS(f') arithmetic summability

are given by using modulus function, algebraic and topological properties of these are

investigated and some inclusion relations are given.

Keywords: Modulus Function, Cesaro type summability, Statistical Convergence, Lacunary Convergent,

Arithmetic Convergence, Arithmetic Summability.



ON SOz

Bu tezde, Wp toplanabilirlik ve modiiliis fonksiyonu kavramlar1 tanitilarak, kuvvetli

Cesaro toplanabilme kavramma genellestirilmesi, NV, kuvvetli Lacunary yakinsak
dizileri uzayr incelenerek W(CG, f, p) toplanabilme kavrami ve istatistiksel

yakinsaklikla ilgili bagmtilar verildi. Yukaridaki ¢alismalarin paralelinde (a B ) ninct

mertebeden modiiliis fonksiyonu yardimiyla ile tanimlanan Cesaro tipi toplanabilme

uzaylarina genisletilmesi verildi.

Son bolimde modiiliis fonksiyonu kullanilarak AC ( f ) aritmetik yakinsaklik

ve AS ( f ) aritmetik toplanabilme kavramlar1 verilerek, bu kavramlarin cebirsel ve

topolojik 6zellikleri incelenerek bazi kapsama bagintilar1 verilmistir.

Tez hazirlama siirecinde bana bilgi, yardimlarini ve destegini esirgemeyen danigsman
hocam, Sayin Dr. Ogr. Uyesi Nurhan KAPLANA na en igten tesekkiirlerimi sunarim.
Calismalarim esnasinda tecriibelerinden faydalandigim Dr. Ogr. Uyesi Hiiseyin
KAPLAN’na ve hayatim boyunca her tiirli destegi ve sabri1 gosteren canim aileme

minnet ve siikkranlarimi sunarim.

vi



ICINDEKILER

OZET ..o v
SUMM AR Y . .o v
ON SOZ. ..o vi
ICINDEKILER DIZINI. ... ..., vii
SIMGE VE KISALTMALAR . ... ..ottt viii
BOLUMIGIRIS. ... 1
BOLUM II TEMEL KAVRAMLAR.........cooiiiiiiiiiiiiii e 2
2.1 Temel Kavramlar...... ..o 2
2.2 Toplanabilme Kavrami............ooiiiiiiiiiii i e 5
2.3 Kuvvetli Toplanabilme............ccooiiiiiii e 8
2.4 Modiillis FONKSTYONU. . ....uitii it e e 8
25 W(C, f,p) Toplanabilme. ................ccouiiiiiiiiiiiii, 10
2.6 W(C,,f,p) Toplanabilirlik..................oooiiiiiiiii 12

2.7 (a, ﬁ) ninct dereceden modiiliis fonksiyou yardimiyla tanimlanan Cesaro-tipi
toplanabilme. .........ooi e 18

BOLUM III MODULUS FONKSIYONU ILE TANIMLI ARITMETIK YAKINSAK

DIZI UZAY L. .o 26
3.1 AC(f) Aritmetik Yakimsak dizi uzayl..................cccoooooo 27
3.2 AS(f) Aritmetik Toplanabilir Dizi Uzayl...................cccceiiiiiiiii 29
BOLUM IV SONUC . .. ..ottt 31
KA Y N A K L AR . e et 32
OZ GECMIS. .. oo 35

vil



Simgeler

R
N
C

Kisaltmalar

W(C,f,p)
w,(C.f.p)
w,(C,f,p)

W(Ce,f,p)

w, (p)
wi [0, f,p]
X(f)
AC(f)
AS(f)

SIMGE VE KISALTMALAR

Aciklama

Reel Sayilar
Dogal Sayilar
Kompleks Sayilar

Aciklama

Modiiliis fonksiyonu yardimiyla Cesaro toplanabilme
Modiiliis fonksiyonu yardimiyla sifira Cesaro toplanabilme
Modiiliis fonksiyonu yardimiyla smirli Cesaro toplanabilme

Modiiliis fonksiyonu yardimiyla Cesaro tipi Lacunary
toplanabilme

(oc,B) ninc1 mertebeden Cesaro yakinsaklik
(o.,B) ninci mertebeden Lacunary yakimsaklik
FK uzay1

Aritmetik Yakinsak Dizi Uzay1

Aritmetik Toplanabilir Dizi Uzay1

viil



BOLUM I
GIRIS
Bu tezde W, toplanabilirlik ve modiilis fonksiyonu tanitililarak kuvvetli Cesaro
toplanabilmeye genellestirilmesi, N, kuvvetli yakinsaklik diziler uzay1 incelenerek,
W(Ce, f, p) toplanabilme kavrami ve istatistiksel yakinsaklikla ilgili bagmntilar verildi.

Daha sonra W(Ce, f, p) toplanabilme kavrami ve istatistiksel yakinsaklik ile ilgili

bagintilar verildi (Bliyiiksekerci, 1996).

Daha sonra yukarida incelenen ¢alismalar paralelinde (a, Jij ) ninc1 mertebeden modiiliis

fonksiyonu yardimiyla tanimlanan Cesaro tipi toplanabilme uzaylarma genisletildi

(Sengiil, 2017).

Son bélimde f modiiliis fonksiyonu kullanilarak AC(f) aritmetik yakmsaklik ve

AS(f) aritmetik toplanabilme kavramlar verilerek, cebirsel ve topolojik dzellikleri

incelenip bazi kapsama bagmtilar1 verilmistir. (Petersen, 1966; Yaying ve Hazarika,

2019).



BOLUM II

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1 X ve Y bos olmayan kiimeler olsun. X den Y ye bir /' bagintis1

1) Vxe X icin (x,y) € f olacak sekilde Iy € Y vardur.

2) (x,y)ef ve (x,z)ef:>y=z.
sartlarini saglaniyorsa f e X den Y ye bir fonksiyon denir (Balci, 1997a).
Tammm 2.2 f:N—>F olan fonksiyona dizi denir. Diziler deger kiimesine gore

adlandirilir. /=R ise diziye reel terimli dizi, /' =C ise diziye kompleks terimli dizi

denir (Balc1, 1997a).

x, x>0
Tanim 2.3 |x| =50, x=0
-x, x<0

Tanmm 2.4 VneN i¢cin —K <5, <K esitsizligini saglayan K reel sayis1 varsa (Sn)
dizisine siirh dizi denir (Balci, 1997a).

Tammm 2.5 A herhangi bir lineer nokta kiimesi olmak iizere inf A=a, sup A=>b
olsun. a,b sayilar1 asagidaki 6zelliklere sahiptir.

inf A=a

(1) Vxe 4 i¢in x>a dir. Ciinkii a bir alt snirdir.

(1) Va>0 i¢in x<a+a olacak sekilde dxe€ A vardir ¢iinkii a alt smirlarn en
biiytigiidiir.

sup A=b

(i) Vxe 4 i¢cin x<b dwr. Ciinkii b bir {ist smirdir.

(i) Va>0 icin x>b—oa olacak sekilde Ixe A vardrr ¢linkii b st smirlarm en
kiiciiglidiir (Balc1, 1997a).

Tanim 2.6 AcR, f:A—>R bir fonksiyon ve ae A4olsun. f fonksiyonu a

noktasinda siireklidir gerek ve yeter sart Ve >0 i¢in en az bir 6 >0 vardir dyle ki

x—a|<5=|f(x)-f(a) <& olur (Balci, 1997a).



Tanim 2.7 AcR, ac 4 ve a, A" nin yigilma noktasiise, f : 4 — R fonksiyonu i¢in
x)—f(a
1)1 (a)
X—a x —_ a

limiti mevcutsa bu limite f nin a noktasindaki tiirevi denir (Balc1, 1997a).

Tanim 2.8 (Sn)—)S (n—)oo)<:>‘v’8>0 icin In, e N> Vn > n, igin

s, —s|<e ise (s,)
dizisi s ye yakinsaktir denir (Balci, 1997a).

Tanim 2.9 (s,) reel terimli bir dizi olsun.(s,)bir Cauchy dizisidir<> Ve >0 igin

dn, e N> Vm,n>n, igin |s, —s,[<& (Balci, 1997a).
Tamm 2.10 V' #J kiime ve F((C yada R) cisim olsun.

+:VxV >V
S FExV >V
islemleri Va,b,ceV ve Va,Be F igin,
. a+b=b+a
2. (a+b)+c=a+(b+c)
3. a+0=a olacak sekilde 0 € V' mevcut
4. a+(-a)=0 olacak sekilde —a € ¥ mevcut

5. l.a=a
6. o(a+b)=aa+ab
7. (oc+[3)a=oca+[3a
8. (ap)a=oa(Ba)
ozellikleri saglaniyorsa V' kiimesine F' cismi lizerinde vektor uzayr denir (Maddox,

1970).
Tamm 2.11 X = kiime ve d : X x X — R" fonksiyonu Va,b,c € X igin

my) d(a,b)=0<a=>b

my) d(a,b)=d(b,a)

ms) d(a,b)<d(a,c)+d(c,b)

saglantyorsa d, X de uzaklik fonksiyonu, (X,d) ye de metrik uzay denir (Maddox,
1970).

Tanmim 2.12 X bir lineer uzay



q:X—->R
donilistimii Va,be X veVa € F icin

D q(aa)=lalq(a)

2) g(a+b)<q(a)+q(b)
ozellikleri saglaniyorsa g bir yar1 norm, (X ,q) de yar1 normlu uzaydir (Maddox,
1970).

Tanim 2.13 V' lineer uzay ve || . || .V — Rfonksiyonu Va,beV ve o,p e F igin

1) |4z 0,

a” =0<=x=0
2) [joua| =|ot| ]
3) [la+8] <[] + o]

ozellikleri saglantyorsa |||| norm ve (V,

||) normlu uzaydir (Maddox, 1970).

Tanim 2.14 V' bir lineer uzay ve
q:V—->R
donisimii Va,b,a, €V ve Va,o, € F i¢in
1) ¢(6)=0
2) 4(-a)=g(a)
3) g(a+b)<g(a)+g(b)
4) a >a, q(a—a,)—>0 iken g(aa—a,a,)—>0
sartlarini sagliyorsa ¢ paranorm, (V,q)ye paranormlu uzay denir (Maddox, 1970).

Tamm 2.15 (V,

|[) normlu lineer uzay olsun. ¥ de alman her Cauchy dizisi bu norma

gore yakinsak ise (X ,

||) uzaymna bir Banach uzayi denir (Maddox, 1970).

1
Tamm 2.16 d(a,b)=|a—b|=(a—b,a—b)2 ile tammlanan d ye metrik ve (V,d)ye
de metrik uzaydir. V' i¢ carpimu ile tanimlanan 4 metrigine gore her Cauchy dizisi

yakmnsak ise (V,<,>) Hilbert uzay denir (Maddox, 1970).

Tamm 2.17 (a,)dizisi verilmis olsun. s,=> a, (N>k=12..n) olmak iizere
el

((an),(sn)) ye seri denir. Burada g, serinin genel terimi, (Sn) de serinin kismi



toplamlar dizisidir. Pratikte; seri Zan ile gosterilir. Eger lims, =s ise seriye

yakinsak, aksi taktirde seriye wraksaktir denir (Balc1, 1997b).
Tamm 2.18 Zan serisi verilsin. Z

a,| yakinsaksa, Zan mutlak yakinsaktir (Balci,

1997b).
Tanim 2.19 Zan serisi yakinsak ve Z

a,| wraksaksa, Zan sarth yakinsaktir (Balci,

1997b).
Esitsizlik 2.1
a) Vk i¢in p, >0, H =sup p, ve a,,b, € C olsun. Boylece

|ak +b, |pk < c{|ak|pk +|bk |pk}, c= max(1,2H_')

b) p>1, i+l=1 ve (ak)eép,(bk)eﬁq olsun. Bu durumda
P 4

© . /p © 1/q
Slanls(Slal | (Snl) -
k=1 k=1 k=1

¢) p>1ve(a,),(b)el, olsun.

o /p o /p o /p
(Staar] <[ Shal | +(Zhnr]
k=1 k=l k=1

dir (Maddox, 1970).
2.2 Toplanabilme Kavram

Tamm 2.20 x=(x,), R ya da C terimli bir dizi ve 4=(a, ) elemanlar1 reel veya

kompleks olan sonsuz satir ve stitunlu bir matris olsun. Vz e N i¢in

o0
z A, X
=1

yakinsak olmak kaydiyla

0
tn = z ank'xk
k=1

esitligi ile (tn) dizisi tanimlansin. (t ) dizisine (xk) nin doniigim dizisi, 4 ya

n

limitleme veya toplanabilme metodu denir (Maddox, 1970; Petersen, 1966).



Tamm 2.21 A4 =(a,, ) matrisi verilsin. Eger 4€(C,C,p) ise A matrisine regiiler
matris denir (Maddox, 1986; Petersen, 1966).

Teorem 2.1 A€ (C ,C, p) matrisinin regiiler olmasi i¢in <>

1) Vk ¢in lima, =0

2) lim Zank =1
n—>0 =1
3) Vn i¢in Z|ank| <K (o0.s. n denbagimsiz K pozitif sayismin var olmasidir)
k=1

dir (Petersen, 1966).
Tamm 2.22 [(C, k) limitleme metodu]: (S, ) dizisi verilsin. Bu durumda

k-1 k n+k-1
S, + S+t S,
S _ k-1 k-1 k-1
. n+k
k

dizisine (S,) dizisinin & yine1 mertebeden déniisiim dizisi denir. Burada k yerine bir

alinirsa,

S8+ S,
- n+1

C(l)

n

birinci mertebeden Cesaro ortalamasi, k& yerine iki alirsa

o _S5it25,, +..+(n+1)S,
Lns1)(n+2)

2

ikinci mertebeden Cesaro ortalamasi denir (Petersen, 1966).

Tanim 2.23 ( pn) tiimii birden sifir olmayan non-negatif reel sayilarn bir dizisi

P =p +p,+..+p,

olmak tizere
;- PS +p, S, +..+pS,
" P

n

ile tanimlanan (N, p, ) ikilisine Norlund ortalamast,

n

;- S, +p,S, +..+p,S
" P

n

bigiminde tanimlanan (R, p, )ikilisine de Riesz ortalamasi denir (Petersen, 1966).



(N,p,) Norlund ortalamasmimn regiler < p, /P, -0 olmasidir. (R,p,) Riesz
ortalamasinin regiiler < P, — o olmasidir (Petersen, 1966).
Teorem 2.2 Vk e N igin (C, k) metodu regiiler bir Norlund ortalamasidir.

n+k-1
k-1

n+k u (u+k—1
( L ]:Z;( 1 ] (2.1)

esitligini saglar. Bu esitlik indiiksiyon metodu ile goriiliir.

Ispat: p, = ( ] (n=0,1,2,...) olsun. Binom katsayilar1 k =1,2,...igin

(2.1) esitliginden agiktir ki (C , k) matrisi Norlund ortalamasidir. Regiilerlik sarti ise,

+k+1 +k
limpn/Pn:lim(n ]/(n ]:lim k =0

n—o n—0 k-1

elde edilir.

Negatif olmayan r € R olmak {izere » mertebeden Cesaro ortalamalarmin matrisi,

A7V AT, 0<k
ank={ "y’ ' (2.2)

0, k>n
olarak tanimlanur. (ank) matrisi regiiler midir?

A;:(r+1)(r+2)...(r+n)/n! (nZl), 4, =1

olsun.
(l —z)_(m) =1+ i(r+l)(r+2)...(r +n)z" /n!= iA;Z"
n=l1 n=0
ve

o0
P ro_ p+r+l
Z Anfk Ak - An

n=0
r=0 almarak 4, =1 ve p yi r—1 ile yer degistirilirse ve » >0 olmak iizere

0
2 =2 Ja
k=0

k=0

wl =D A 1A =1

F(r+n+l) - 1

A /n" = =
T+ )+ D T(r+1)

elde edilir. Boylece Vk igin Teorem 2.1 in sartlari saglanir. Bu durmda (a,, ) matrisinin

regiiler oldugu elde edilir. (2.2) g6z Oniine alinirsa matris,



ank

3 r.n!F(r+n—k)/(n—k)!F(r+n+1), 0<k<n
- 0, k>n

olur (Petersen, 1966).
2.3 Kuvvetli Toplanabilme

Tamim 2.24 (Kuvvetli Cesaro Toplanabilme) x = (x, ) € C terimli dizi verilsin.

limlim —€| =0,

n—% n =
esitligini saglayan ¢ € C sayis1 varsa, (xk) dizisine ¢ ye kuvvetli Cesaro toplanabilir

denir. Bu dizilerin uzayi da

#(C)={x=(5):2 3 150 (10)}

k=1
ile gosterilir (Maddox, 1967; Maddox, 1978).

Tammm 2.25 ( Kuvvetli p-Cesaro Toplanabilme) x=(x,)eC terimli bir dizi,

p=(p,)€R" say1dizisi olsun. Bu durumda

limlim —€| =0

n—»0 n k:l

ise (x,) dizisi ¢ ye kuvvetli p - Cesaro yakmsaktir denir. Bu dizilerin uzay1

P(Cp)={r=() A Tl = 0 (150

seklinde gosterilir (Oztiirk ve Bilgin, 1994).
2.4 Modiiliis Fonksiyonu

Tamm 2.26 [0,0) dan kendi {izerine taniml1 bir f déniisiimii Vx, y € [0,0) icin
1) f(x)=0=x=0
2) flx+y)< f(x)+ /()
3) f, < fo (f artan)
4) tim (x)=1(0)

ozelliklerini sagliyorsa f doniisiimiine modiiliis fonksiyonu denir (Nakano, 1953).



Ornek 2.1 f (x) = modiiliis fonksiyonunun smirli oldugunu gésteriniz?

x+1
1) f(x)=07?
L _0ex=0
x+1

+
xy_x+y

3) f(x)= ﬁ den birinci tiirev almirsa f'(x) = >0 olur. f artandr.

1
(x + 1)2

4) Iim f(x)=f(0) tammi geregince [lim I = f(0) oldugundan f sifirda

x—0" x>0t x +1

sagdan siireklidir. f smirl bir modiiliis fonksiyonudur (Biiyiiksekerci, 1996).

Ornek 2.2 f(x)=1log(x +1) fonksiyonu smirsiz bir modiiliis fonksiyonu mudur?
Cozim: 1+x+y<(l+x)(1+y) esitsizligi goz Oniine alindignda kolaylikla
gosterilebilir (Bliyiiksekerci, 1996).

f ve g iki modiiliis fonksiyonlar1 olmak tizere f.g, f/g,f—-g ve f'.f+g m
modiiliis fonksiyonu olmasi gerekmez. Burada f (x) =/x ve g(x) =x alursa, f ve g

birer modiiliis fonksiyonudur.

Gergekten,
1) f(x)=07?
Jx=0ex=0

2) f(x+y)£f(x)+f(y)?
Jary ey =1 (x)+f(»)

3) f(x)=+/x fonksiyonunun birinci tirev almirsa f"(x)=

1
>0 oldugundan f
2/x

artandur.



4) lim f(x)=f(0) tammu geregince /im x> =0, f(0)=0 oldugundan f sifirda
x—0"

x—0*

sagdan siireklidir. f istenilen sartlar1 saglayan aranan fonksiyondur.

g nin de istenilen sartlar1 saglayan fonksiyon oldugu goriilebilir. Boylece
f(x)g(x)zxm,f(x)/g(x)zxfm,f*] (x)zx2 icin Tanim 2.26 deki 2. ozellik

Vef(x) —g(x) = x"? —x i¢in de 1. 6zellik saglanmaz.
2.5 W(C, f,p) Toplanabilme

Burada W(C f, p) nin tanimu verilecektir.

Tamm 2.27 x =(x, ) € Cde bir dizi ve f modiiliis fonksiyonu olsun. Bu durumda

%Zfﬂxk —€|)—)0 (n—)oo)

sartin1 saglayan ¢ e C sayis1 varsa (xk) dizisi ¢ ye f modiiliis yardimiyla kuvvetli

Cesaro toplanabilirdir denir. Bu tip dizi uzaylar

HC) 5= 23l = 1) 0 >

\

Ww(C,f)z{xz(xk): supigf(|xk|)<oo}

n

ile tanimlanir (Biiyiiksekerci, 1996; Biiyiiksekerci ve Kaplan, 2012; Oztiirk ve Bilgin,
1994).

Yukaridaki tanimda (C,1) matrisi yerine Cannor (Connor, 1988), 4=(a,, ) regiiler

matris alarak yeni bir genellestirme yapmuistir.

Tamm 2.28 (x, ) e C de bir dizi, / modiiliis fonksiyonu ve 4 = (a,, ) negatif olmayan

regiiler matris olmak iizere

W)= =0): Tl ~1)>0 (1)

()= = (05): B ) >0 (150

10



Woo(A’f) = {x = (xk):sup E anquxk|)< OO}
nook
olarak tanimlanir (Connor, 1988).

Tamm 2.29 (x,)eC terimli bir dizi, f modiiliis fonksiyonu ve p=(p,)e R" terimli

bir dizi verilsin. Boylece

W(C,f,p):{x:(xk):%ifﬂxk —€|)pk -0 (n—)oo)}

k=1

k=1

(€t ) =5= () 3 () >0 n->cof

(Cpp)= ) sup 5 ) <

n

seklinde tanimlanir (Biiyiiksekerci, 1996; Biiyiiksekerci ve Kaplan, 2012; Oztiirk ve
Bilgin, 1994).

Burada (C,/) Cesaro matrisi yerine 4 =(a,, ) negatif olmayan regiiler matris almirsa
W(A, f, p) genellestirilmesi yapilir (Biiyliksekerci, 1996).
Tamm 2.30 (x,)eC terimli bir dizi, f modilis, p=(p,)eR terimli dizi ve

A= (ank) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Boylece

Wa.s )= =) S sl A 0 (>0
e f.0)= = (5 S sl >0 (150

()= o= ) s ) <)
nok
olarak tanmimlanir. Eger x, € W( A f, p) ise

Zanquxk —pok -0 (n - oo)

k

i¢in x, — E[W(A, f, p)] yazilir (Biytiksekerci, 1996; Biiyiiksekerci ve Kaplan, 2012).
Yukarida ki tanimda (ank) = (C,l) alinirsa Tanim 2.29°deki W(C, f, p) ve W, (C, f,p)

dizi uzaylar1 bulunur. Her & i¢in p, =1 almwrsa W(4, f) olur. J. Connor (Connor,

11



1988) bu durumu incelendi. Yine (ank)z(C,l) ve her k igin p, =1 almirsa W(C, f)

dizi uzay1 bulunur. I.J. Moddox (Maddox, 1986) bu durumu inceledi.

2.6 W(Cg,f,p) Toplanabilirlik

Bu kisimda Lacunary dizisi tanitilip, W(Ce, f, p) nin bir lineer uzay oldugu gosterilip

ve kapsama bagintilar1 verilecektir.
Tanim 2.31 6 = (k,) pozitif tamsayilarin bir dizisi olmak tizere

1) k, =0, 0 =(k,) pozitif artan bir dizi

2) r—> o igin (k, —k,_, =h, ) waksak
ise 0 ya Lacunary dizisi denir (Fredman ve Sember, 1978). Burada (kr_, , kr] =1 ve
k. /k._, =g, olsun.
Ornek 2.3 0=(k, )= (2’ — 1) Lacunary dizisidir. Gosteriniz?
Gergekten, VreN icin  0=(k, )= (2" - 1) dizisi pozitif tamsay1 dizisidir. k, =0.
Ayrica VreN i¢in

h =k —k_ =2">0
oldugundan artan bir dizi ve » — © i¢in

h =k -k _ =2">wo
dir. O halde 6 =(k,)=(2"—1) dizisi bir Lacunary dizisidir (Biiyiiksekerci, 1996).
Ornek 2.4 0 =(k, )= (rz) Lacunary dizisidir. Gésteriniz?
Gergekten, VreN igin 0 =(k,)=(r") dizisi pozitif tamsay: dizisidir. k, =0. Ayrica
VreN icin

k. —k_ =2r-1>0
oldugundan artan bir dizi ve » — © i¢in

k.—k _, =2r-1—>o
dir. Bu durumda 6 = (k, )= () dizisi bir Lacunary dizisidir (Bityiiksekerci, 1996).

Ornek 2.5 0= (kr) = ((2r) - 1) Lacunary dizisidir. Gosteriniz?

12



Gergekten, VreN i¢in 0=(k, )= ((Zr)!— 1) dizisi pozitif tamsay1 dizisidir. k, =0.
Ayrica VreN igin

k—k,, =(2r)-(2r=2)!>0
oldugundan artan bir dizi ve » — © i¢in

k. —k = (2r)!—(2r—2)! —> 0
dir. Bu durumda 0=(k,)=((2r)\-1) dizisi bir Lacunary dizisidir (Biiyiiksekerci,
1996).

Tanim 2.32 Zank f (|xl.—€|)pi ifadesinde (ari) regiiler matrisi (k,) Lacunary dizisi

iel,
yardimiyla

k.—k_,, k_ <i<k,
CH =a,= 1Y)
0, diger durumlarda

olarak tanimlansin. Bu durumda

hL,;Hf (k=) :hLZf (% = ))" (2.3)

r i€l
seklinde yazilir. Eger » — oo i¢in (2.3) ifadesi sifira yakinsiyorsa (xi) dizisi / degerine
f modiiliis altinda kuvvetli Lacunary yakinsaktir denir ve bu diziler uzayi

W(Ce,f,p):{x:(xl.):hLZfﬂxl.—ﬁDp" -0, (n—)oo)}

r i€l

()= = () () 0. (-5)

r iel,
ile gosterilir (Biiyiiksekerci, 1996; Biiyiiksekerci ve Kaplan, 2012). Eger W(Ce, f, p)
uzaymda (p,) dizisini her i igin p, =1 ve f(x)=x olarak segilirse (Fredman ve
Sember, 1978) de tanimlanan

1

W(Cy) :{x:(xl.): N §|xl. —0| =0, (r —>oo)}

uzayi elde edilir.
Teorem 2.3 p=(p,) smurrh bir dizi olmak iizere W(C,, f,p) ve W,(C,,f,p) birer

lineer uzaydir.

13



Ispat: Sadece W(C,,f,p) nin lineer uzay oldugunu gésterelim. W, (C,, f,p) nin
lineer uzay oldugu benzer olarak gosterilebilir. sup p, = H ve C= max(1,2” ‘1) olsun.
W(Cy,f,p) vzaymda x, > ¢ (i > ) ve y, > s (i — )olacak sekilde x=(x;) ve

y= ( J’;) dizileri g6z Oniine alinirsa,

—Zf(‘x+yl K+SD <C— Zf(|x €|) +C— Zf(|yl—s|) r—)oo)

r iel, r iel, r iel,
oldugundan x+yeW (C,, f,p) dir

Simdi o skaler olmak tizere axeW (C,, f,p) oldugunu gsterelim. Bunun i¢in [a],

a nin tam kismi olmak tizere,

=3 o —at]) < ([al+1) -3 f (=t)" >0 (r—>)

r iel, r iel,

yazilabilir. Bdylece axeW(C,,f,p) dir. O halde W(C,,f,p) bir lineer uzaydir

(Biiyiiksekerci, 1996; Biiyiiksekerci ve Kaplan, 2012; Cakalli, 2009; Et, 2013; Kolk,
1991).

Teorem 2.4

1) x, > 1[W(C,, f)] ise I tektir,

2) xeW(C,, )W (C,f) olsun. Bu durumda

x> L[W(C,f)] ve x> L, [W(C,, f)] ise I, =1,.

Ispat: 1) x, >1[W(C,.f)] ve x —>s[W(C,.f)] ve I#s olsun. O halde

|l—s| =a>0 olsun.

S (=)= S (=)

r iel, r iel,

<o f (b= o]+ =)

r i€l

<3 (= )+ 2 (=)

r iel, r iel,

bigimindedir. Boylece

lim— Zf(|€ s|) = (2.4)

Fo0 hr ol

14



dir. Diger taraftan f (| —s|) = /' (a) ve

lim— Zf(|€ s|) (2.5)

r—)oo
r iel,

bulunur. (2.4) ve (2.5) den f (a)=0 ve f nin tanimindan =0 dir. Boylece

[ = s olur.

2) [, #1, olsun.

&)+ Zf(lx |)+—Zf(|x L)

»—;fu )= (1)

bulunur. x e W(Ce, f ) oldugundan 7, ( f ) — 0 dir. O halde yeteri kadar biiyiik » i¢in

&(1)> 5 £ (=)

elde edilir. Buna gore

RS W{ )

r i€l

— kr r—]
& ¢.(f)

1 1
>5[1—q—r]f(|l] —12|)

dir. er(C, f ) oldugundan esitsizligin sol tarafi sifira gider. Dolayisiyla g, —1

olmahdr. O halde W(C,.[/)cW(C.f) dir. x—>L[W(Cuf)] ve

k,
x, —> 1, [W(Ce,f)] oldugundan %Zfﬂxl —12|) — 0 (1> o)
i=l1
olmalidir. Bu durumda

P2 A )2 (1) >0

=1

~ —_
~

elde  edilir.  Esitsizligin  sol  tarafindaki  her iki terim de  sifira
yakisadigindan f (|Z1 —12|) =0 ve f nin tammmindan |l] —12| =0 olmalidir. Boylece
[, =1, dir (Biytiksekerci, 1996; Biiytliksekerci ve Kaplan, 2012; Et, 2013; Kolk, 1991;
Pehlivan ve Fisher, 1994; Pehlivan ve Fisher, 1995; Sengiil, 2017).
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Burada (Ce, f p) kuvvetli Lacunary yakinsaklik ile Lacunary istatistiksel

yakinsaklik arasinda nasil bir bagmt1 var onu arastiralim.

fonksiyonu ve [lim——= f( ) =f>0 olsun.

t— t

Teorem 2.5 f bir modiiliis

O<h=inf p,<supp,=H <o ve W(Ce,p):{(xi):hiz‘hi_q% 50 (,,_)OO)} icin
r i€l

W(C,,f,p)=W(C,,p) du.

Ispat: xe W (C,, p) olsun. Bu durumda

LS~ 50 (r )
i€l

seklindedir. &>0 verilsin. f siirekli olduundan 0<u<¢ i¢in f(u)<é& olacak

sekilde 0< 6 <1 secilebilir.

DY R A W R Y A W Y

iel, iel, iel,
|x;~l|<5 [x,~1]>6

toplam1 gézoniine alinsin. Bu toplamin sag tarafin birinci toplami

Y (i) <h

iel,
‘x l‘<5

bulunur. ikinci toplam ise

0! Z} £ (% -1))" <max((2f )6 )h,(2f(1)6“)H).Ar
o155

bulunur. Boylece

S (1) 0 (>

iel,

dir. Buradan W (C,, p) cW(C,, f, p) bulunur.
Simdi B >0 igin, xeW(C,,f,p) olsun. Bu durumda her bir >0 i¢in f(¢)> ft dir

Boylece
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bigimindedir. Son agilimdaki esitsizlik her bir 7>0 ic¢in saglandigindan, |x, —l|>0

icinde saglanir. Bu durumda

B =1 <k Y S (| _Z|)pi

iel, iel,
yazilir. Teoremin kabuliinden dolay1 esitsizligin sag kismu sifira gider. Dolayisiyla

hr_12|xi—l|p" -0 (r—)oo)

iel,
elde edilir. Buradan W (C,, f, p) =W (C,, p) bulunur. Ispat tamamlanir (Biiyiiksekerci,
1996; Biiyiiksekerci ve Kaplan, 2012; Et, 2013; Pehlivan ve Fisher, 1995; Sengiil,
2017).

Tanmim 2.33 6 bir lacunary dizisi olsun. Her bir ¢ > 0 i¢in

xl.—l|28}‘=0,

1
lim—|{iel, :
r—> hr
sart1 saglaniyor ise, bu durumda x = (xi) dizisine Lacunary istatistiksel yakmsak denir.

Lacunary istatistiksel yakinsak diziler kiimesi S, ile gosterilir (Cakalli, 2009; Colak,

2010; Fast, 1951; Fridy, 1985; Fridy ve Orhan, 1993a; Fridy ve Orhan, 1993b; Salat,
1980).

N 1, k=n’
Ornek 2.6 x, :{ f dizisi bilinen anlamda raksak ama istatistiksel yakimsaktir
0, k#n

(Fast, 1951; Fridy, 1985).

Teorem 2.6 f bir modilis fonksiyonu ve supp,=H olsun. Bdylece
x, —>1 [W(Cg,f,p)] ise x; >1(S,) drr.

Ispat: f bir modiiliis fonksiyonu ve sup p, = H <o olsun. x, =/ [W(Cg,f,p)] ise,

bu durumda

hLZfﬂxl. —l|)pi — 0 (r > o)

r i€l

yazilabilir. &>0 ve Zl 5

xi—l|28 olmak lizere ie/, iizerinden toplam olsun.

Boylece
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1 no_ 1 pi
h—zf(|xf—l|) Zh—Z]fﬂxf—lD

r iel,

:hi‘ielr : xl.—l|28‘min(f(8)i"fp" ,f(e)H)

elde edilir. Buradan x; =/ (Se) elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar (Biiytliksekerci, 1996;

Connor, 1988; Colak, 2010).

2.7 (a, Joj ) ninci dereceden modiiliis fonksiyou yardimiyla tanimlanan Cesaro-tipi

toplanabilme uzaylan

(a,B) nmnci dereceden kuvvetli w(6, f, p] toplanabilme ve (c,B) ninci dereceden

Lacunary istatistiksel yakinsaklik arasindaki kapsama bagintilar1 incelenecektir.

Tanim 2.34 / kompleks bir say1 olmak tizere

lim%‘{kﬁn : |xk —l|28}‘ =0

n—»0 n
esitligi saglanirsa x =(x, ) dizisine a dereceden / ye istatistiksel yakmsaktir denir (Et,
2013; Et, 2014; Sengiil, In review; Sengiil, 2017).
Tanmm 2.35 0<a < B <1 olsun. ‘{k <n:ke E}‘ﬂ kiimesi, n yi asmayan E nin

elemanlarinin sayisiin § yinci kuvveti olmak tizere
1
5P (E)=lim—|{k<n:kecE)|
non

limiti mevcut (sonlu veya sonsuz) ise N nin alt kiimesi £ ye N de (a, ﬂ) dereceden
yogundur denir (Sengiil, 2017).

Tanim 2.36 x = (xk) dizisi (a, Ji] ) sifir yogunlugu kiimesinin disindaki biitiin £ lar i¢in
P(k) ozelligi saglanirsa, bu durumda x,, B ya gore hemen hemen biitiin £ lar igin

P(k) y1saglar. Bua.a.k(a, ) olarak kisaltilabilir.
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Bu kisimda f modiiliis fonksiyonu yardimiyla Wf ( p) toplanabilme ve w’ /0, f. p]
toplanabilme tamimlanacak. Bu uzaylar incelenecek. Ayrica S” istatistiksel yakimsak ile

w’ [0, f,p] toplanabilme ve Wf ( p) toplanabilme arasinda bazi kapsama bagmtilar

verilecektir (Sengtil, 2017).

Tanim 2.37 6 = (k,) bir Lacunary dizisi olsun. 0 <« < <1 verilsin. L bir reel sayi,

r=12"r

I, =(k,_.k,] ve h*, h_nin o ymeidereceden (h,)" olmak iizere

limi‘{k el : |xk —L| > 8}‘ﬂ =0

r—>o hra
esitligi saglaniyorsa x=(x,) dizisi S/ istatistiksel yakmsaktir (veya (o) ymei
dereceden Lacunary istatistiksel yakinsak diziler) denir (Sengiil, 2017). Burada

(h,f’)=(h1“,h§ ..... hf) ve ‘{kSn.'keE}ﬁ, n yi asmayan £ nin elemanlarinin

sayisinm 8 ymer kuvvetidir. Bu durumda bu yakmsaklik S?(0)—limx, =L ile
gosterilir. S?(6), biitin S, (0)—istatiksel yakimsak dizilerin kiimesidir. Eger 0 = (2”)
ise, bu durumda S/ (@) yerine S, eger a =B =1 ve 0=(2") ise, boylece S/ (0)

yerine S yazilacaktir.

Tanim 2.38 0 = (k,) bir Lacunary dizisi, 0 <a < <1 ve p pozitif reel say1 olsun. L

bir reel say1, /, =(k,_,,k,] ve h”, h_nin a ymeidereceden (h,)" olmak iizere

r=12"r

B
zimhia(zm_q*’] -0

o kel,
saglantyor ise x=(x,) dizisi kuvvetli N7 (6,p) toplanabilme (veya kuvvetli (a,f3)
ymecr dereceden N (9, p) toplanabilme) denir (Sengiil, 2017). Bu durumda
NP (0.p)-limx, =L dir. NZ(6,p), (a,B) ymei dereceden biitiin kuvvetli N (6, p)
toplanabilme kiimesidir. Eger a =8 =1 ise, bu durmda NZ (6, p) nmn yerine N (6, p)
ve 6 = (2”) ise, bu taktirde N/ (6, p) nin yerinew’ (p), eger L=0 ise, bu durumda

wo (p) nn yerine w/ (p) yazilacaktir. N2, (6,p), (o.B) ymei dereceden Ora biitiin

a

kuvvetli N, ( p) toplanabilme olarak tanimlanir.
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Tamm 2.39 f bir modiliis fonksiyonu, p=(p,) pozitif reel sayilar dizisi,

0<a < B <1 reel sayilar olsun.

[pr]{x (x,): l%hi(Z[quk—me] =0, bamLigin}

ke,
saglaniyorsa, x = ( ) dizisi L ye kuvvetli w), [9 f, p] toplanabilme denir (Et, 2014;
Sengiil, In rewiev; Sengiil, 2017). Bu durumda w% [0, f, p]—limx, =L dir. f(x)=x
ve biitiin kN igin p, =1 ise, w’ [Q,f,p] nin yerine N’ (Q,p), Wf)o [Q,f,p] , (a,ﬂ)
yinci dereceden 0 ra kuvvetli W[Q, f, p] toplanabilme olarak tanimlanir.

Theorem 2.7 0<a < <1 ve M =max(1,H) olsun. w2 [0, f, p] uzay

1

g(x >sup{,; [2[f<|xk|>]” ]}

kel,

ile paranormdir.

Ispat: g(0)=0 ve g(x)=g(—x) saglandipg1 agiktir. x,y e w’ [0, 1, p] olsun. % <1

B
ve %21 oldugundan, f nin tanim1 ve Minkowski esitsizligi kullanilarak
1 g 1 Pk gk
{h_( |xk| ] } <{h—a[l;[f(|xk|)+f(|yk|)] ] }
1 Pk i
- Sl )]
pM \kel,
1 v o
= (2[f<|xk|>]‘]] : a[[z[fuykm‘]]
hrM kel, hrM kel,

elde edilir. Boylece x,y ews [0, f.p] icin g(x+y)<g(x)+g(y) dir. 2 kompleks

say1olsun. f nin tanimimin yardimiyla
L

g(“)sgp{%@[/’ (IAx])]" ]ﬂ}w <K

kel,



bulunur. [/1], A nin tam kism1 ve K=1+[/1] dir. Herhangi x sabit i¢in g(x);tO

olmak ilizere A — 0 olsun. f* nin tanimu,

l| <1l igin ve 0 < a < B <1 yardimiyla

%(Z [/ (Aax]) | ] <&, n>N(g) (2.6)

Bundan bagka 1<n < N i¢in, A1 yeteri kadar kiiciik alinarak ve f siirekli oldugundan

%(z[f(mka” ]ﬂ <& 2.7)

dir. (2.6) ve (2.7) den A — 0 i¢in g(Ax)— 0 olur (Sengiil, 2017).
Sonu¢ 2.1 f  bir modiiliis fonksiyonu ve olsun. Bu durumda ||u||25 icin

S (Jull) <2 (1)8" u]| dir (Pehlivan ve Fisher, 1994; Pehlivan ve Fisher, 1995).

Theorem 2.8 Eger O<a =<1, p>1 ve liminf M>O ise, bu durumda
u

wf[@,f,p]zwf(p) dir.

Ispat: p, = p bir pozitif reel say1 olsun. Eger liminf,

>0 ise boylece u >0

S (u)
u
igin f (u)>cu olacak sekilde ¢ >0 says1 vardir. xew/ [0, f, p] dir. Agik sekilde

-] | 2| leb-a |

r \_kel, kel,

1
ha

”

cpﬁ » A
T Z|xk_L|

kel,

elde edilir. Buradan w/, [0, f, p]=w. (p) dur.

xew, (p) olsun. Sonug 2.1 in yardimiyla
, B p

1 1 1
HZ0-a | =) 2 Dt-a] | | -]

” kel, r kel, r kel,

|, —L|<s [ —L[>6
B
1 _
< g"”h’ tor > [2r()s L]
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elde edilir. Bdylece x e w?’ [0, f, p| dir (Sengiil, 2017).
Ornek 2.7 liminf, M> 0 oldugunda W/ [0, f,p]#w.(p) olduguna dair bir
u

ornek verilebilir. f(x)=+/x modiiliis fonksiyonu ve x=(x,) dizisi

h, k=k,
x =
“lo, k=k,

olsun. L =0, p=§, a=p ve r—>o i¢cin

B 3

1 1 =B

A ST | -l
7 kel, ”

elde edilir. Buradan x e w? [0, f, p] dur.

Fakat » — o i¢in

B iﬁ
| h):
h;x [Z|xk|p\] :( hzt —>®©

kel, 4

bulunur. Boylece x ¢ wf ( p)dir (Cakalli, 2009; Et, 2013; Et ve Sengiil, 2014; Sengiil,

In rewiev; Sengiil, 2017).

Teorem 2.9 O<a<p<l ve  liminf p, >0 olsun. x, > L ise
Wf [Q,f,p]—limxk =L dir.

Ispat: x, > L olsun. f nin tammindan, f(|x,—L|)—>0 olur. liminf p, >0

oldugundan, [f(|xk —me —0 dir. Bdylece W, [0,f,p]-limx,=Lelde edilir
(Sengtil, 2017).
Teorem 2.10 0< o, <a, < B, < B, <1 olmak iizere &;,a,, 3,3, €(0,1] reel sayilar, f

bir modiiliis fonksiyonu ve 9=(k) bir Lacunary dizisi olsun. Bu durumda

wir [0, f,p]= S (0) dir.
Ispat: xewff[Q,f,p], >0, Zl , kel ftzerinde |xk—L|28 ve Zz , kel

r

lizerinde |xk - L| <&  toplamlar  olsunlar.  Herbir r  ig¢in A" <h®
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oldugundan

hia‘ [Z[fﬂxk —mek ]ﬂz :Zz[zl[f(bck —mek +zz[f(|xk —mek}

kel,

B

1

S Z G- L G-

7

>

>

elde edilir. Boylece x € 57 (6) olur (Sengiil, 2017).

. ' . .
Teorem 2.11 Eger f modiiliis fonksiyonu smirli ve /lim—-—=1 ise, bu taktirde

a
.

Sf; (0)c Wf; [6. /. p] du.
Ispat: xS/ (0) ve / smirli olsun. Bdylece biitiin x>0 ve K pozitif tamsayisi igin

f(x)<K dir. Budurumda her bir e N ve ¢ > 0 i¢in

LSl | 2] S -ar |

kel,

L[S L)+ S -]
> L[S man( k6 2 ) ]

> (max(Kh,KH))ﬂ2 hi—al‘{k el : |xk —L| > g}

P2

hﬂz

. (max(£ ()" £ (2)"))

bulunur. Buradan x wf; [9, f, p] olur (Sengiil, 2017).

By

Teorem 2.12 f modilis fonksiyonu olsun. Eger limp, >0 1ise, bu durumda

W, [nyyp]—limxk = L tektir.

Ispat: lim p, >0 olsun. w’ [Q,f,p]—limxk =L ve w [Q,f,p]—limxk =L, alinsin. Bu

durumda

23



\

yazilir. f nin yardimiyla ve Esitsizlik 1.1 a kullanilarak

(Sl | <2 Lot + Lot |

kel, kel, kel,

p(ZUtn- (gt iy |

kel,

»

elde edilir. supp, =H, 0<a < B <1ve D=max (1,2”'1) dir. Dolayisiyla

lfwh%[Z[fﬂL]—LzD}” ] 8

r \ kel,
bulunur. lim, , p, =s oldugundan L —L,=0 ise L =L, dir. Boylece limit tektir
(Sengiil, 2017).

Teorem 2.13 Biitin 7 e N i¢in /, = J, olan 6 =(k,) ve 0'=(s,) iki Lacunary dizileri

”

olsunlar. 0 <o, <a, < B, < B, <1 olmak lizere

a

(i) Eger liminf LS ise, bu taktirde w.’ [6', f, p]cw) [0, 1. p] dur.

a
L

I

(i) Eger f modilis fonksiyonu sinirth ve lim

r—>0 2
-

=lise, boylece

wff [6.f.p]< wf; [6'. /. p] du.

Ispat: (i) xe w2 [0, /. p] olsun.

LS lrt-y ]ﬂz = Z [ s-e] Tz o Z -] r

kel, | ked,~I, kel,

-] |

kel,

kel,

o ” B
L[St |
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elde edilir. Buradan eger x € wfzz [9’,f,p] ise, boylece x € Wff [Q,f,p] dir.
(i) x=(x,)ecw[60,f,p] ve (2.6) saglansm. f smurli olsun. Bdylece biitiin x >0
ve K pozitif tamsayist igin f(x) <K dwr. Bitin reN 1i¢in [ . cJ, ve

h. < [ oldugundan, her r € N i¢in

. { S (-] ]ﬂl - { X [/(-2)]” r " {Z [/ (le-2p]" r

IA
~
~
R
Ryl
N—
=
A
S
x‘\s —
7\
A =
—
»H
|
=
N—
| I
kS
N—
>

vV
~
NIN
S| =
Q
N
x
=
=
Q| =
7\
£
~
~—~
»H
|
h
N—
| I
)
N—
>

vV
T%N
|
3
N—
=
=
+
Tr|— S
7\
1
~
—
=
|
=
N—
| I
=
N—
>

bulunur. Boylece wff [6.f.p]< wf; [6'. /. p] olur (Sengiil, 2017).
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BOLUM 111

MODULUS FONKSIYONU iLE TANIMLI ARITMETIK YAKINSAK DiZi
UZAYI

Bu bdliimde modiiliis fonksiyonu yardimiyla, AC(f) aritmetik yakinsaklik dizi uzay1

ve AS( f ) aritmetik toplanabilme kavrami tanitilacak, bu uzaylarin cebirsel ve

topolojik ozellikleri, ayrica bazi1 kapsama bagintilar1 verilecektir.

N iizerinde neN olmak iizere x=(x,) dizisi; » x, gosterimi k ve n tamsayilari
k\n

2

icin k\n, “ k boler n ” veya “ n, k nin bir katidir” anlaminda olup; m ve n iki
tamsayimin en biiylik ortak boleni < m,n > ile gosterilir.

Ruckle (Ruckle, 2012) aritmetik yakinsaklik ve aritmetik toplanabilme kavramlarini
asagidaki gibi tanimladi.

(1) Her &€ > 0 icin bir n tamsayis1 vardir ve her bir m tamsayisi i¢in

Y = Vempns <&

sart1 saglantyorsa y =(, ) dizisi aritmetik yakinsaktir denir. Bu ise AC ile gdsterilir.

(i) Her € >0 i¢in bir n tamsayis1 vardir ve her bir m tamsayisi i¢in

PRI

kin k|l<m,n>

<E€

sartt saglaniyorsa x= (xk) dizisine aritmetik toplanabilirdir denir. Bu ise AS ile
gosterilir.

Ruckle (Ruckle, 1973), modiiliis fonksiyonu yardimiyla
X(f) = {x = (xk) : Zf(|xk|) < oo} FK  uzaymi  tamimladi. X(f) uzay1

k=1
||x|| = i f (|xk|) <oo normu ile bir Banach uzayidir.
el
Ruckle X (f) uzaymda her x>0 i¢in modiliis fonksiyonunu f(x)=x alarak

X ( f ) c [,(/, mutlak toplanabilir diziler uzay1) bagintisini ispatlamistur.

Tamm 3.1 E bir dizi uzay1 ve (x,);(y,)€E oldugunda, (x,)*(y,)=(xy,)€E ise

E dizi cebiridir (Yaying ve Hazarika, 2019).
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Lemma 3.1 f bir modiiliis fonksiyonu ve 0<6 <1 olsun. Bu durumda her bir x> 6

icin f(x) < 2f(l) & 'x dir (Pehlivan ve Fisher, 1994; Pehlivan ve Fisher, 1995).
3.1 AC ( f ) Aritmetik Yakinsak Dizi Uzay

Burada modiiliis fonksiyonu ile tanimli aritmetik yakmsak dizi uzay1 AC(f)nm bazi

topolojik ve cebirsel dzellikleri incelenecektir. AC( /) dizi uzay

AC(f)= {8 >0 vebirn tamsay1 igin,f(

Xy =X s ) <k, Vm}

ile gosterilir (Yaying ve Hazarika, 2019).

Teorem 3.1 AC ( f ) dizi uzayi lineer uzaydir.

Ispat: (x,) ve(y,), AC(f) dizi uzayinda iki dizi olsun. AC(f) dizi uzaymnmn

tanimindan, her € > 0 i¢in Jn tamsayisi ve her m i¢in

I (0= ene) <5

yazabiliriz. Benzer sekilde

€
f— < J—

(9 =yanne) <5

yazilir. £ modiiliis fonksiyonu oldugundan, her € >0, bir n tamsayist ve a,BeR ve

her m icin

S (|05, + By, ) = (X + BV

)< £ (lod|( = X
</ | R (.

)

)+ 7 (Bl = )

)

X

m x<m,n>

€
—=g

&
<=+
2
elde edilir. Boylece AC( f) dizi uzay1 lineer uzaydir (Yaying ve Hazarika, 2019).
Teorem 3.2 AC(f) dizi uzay1 bir dizi cebiridir.

Ispat: (x,,) ve (y,), AC(f) dizi uzaymnda iki dizi olsun. Bdylece her & >0 ve bir n

tamsayis1 ve her m i¢in

q

X, —X )<8

<m,n>

\
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/
seklindedir. Bu durumda her m i¢in

q

Yo =™ Vemn> )<8

mem _x<m,n>y<m,n> ) <&

oldugu kolayca gosterilir. Boylece x,y, € AC(f)dir. Bu da ispati tamamlar (Yaying

ve Hazarika, 2019).
Teorem 3.3 f, ve f, iki modiiliis fonksiyonu ise AC(f;)< AC(f,f,) dir.

Ispat: (x,)e AC(f,) olsun. Bdylece her & >0 ve bir n tamsayzs1 igin

q

X —X )<8

m <m,n>

dir. 0<x<3§ i¢in f,(x)<e olacak sekilde 0<&<1 sartini saglayan bir § segilsin.

V=15 (‘xm =X > ) olarak tanimlansm. m e N i¢in

lim fi(3,) = lim £,(3,,)+ lim £,(3,,)
g0z Oniine alinsin. £, modiiliis fonksiyonu oldugundan
lim f,(y,)<¢

dir. y, >0 i¢in ve [x] , X 1n tamsay1 kismi1 olmak tizere,

Y Y
<L+ ==

yazilabilir. f, modiiliis fonksiyonu Lemma 3.1 ve modiiliis fonksiyonu taniminin

yardimyla y >& icin

bulunur. Boylece

lim £,(,) <2/, (1)8" lim y,, <.

dir. Boylece (x, )e AC(f,f,) dir (Yaying ve Hazarika, 2019).
Sonu¢ 3.1 Aritmetik yakmsak dizilerin dizi uzayr AC olsun. Bu durumda
ACc AC ( f ) dir (Yaying ve Hazarika, 2019).

Teorem 3.4 f ve f, iki modiiliis fonksiyonu olsun. Boylece

AC(f,)NAC(f,)c AC(f; + f,) dir.
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Ispat: (x,)e AC(f;)NAC(f,) olsun. Boylece (x,)e AC(f;) ve (x,)e AC(f,) dir.

€ >0 icin pozitif n tamsayisi vardir ve her m igin

ﬁ ( xm _x<m,n> )< € Ve f.2 ( xm _x<m,n> )< €
bicimindedir. Yukaridaki denklemlerden € >0, n tamsay1 ve her m i¢in
(+ L) (% =X | < 8

bulunur. Béylece (x,) e AC(f,+ f,) olur (Yaying ve Hazarika, 2019).
3.2 A8 ( f ) Aritmetik Toplanabilir Dizi Uzay:

Bu bolimde A4S(f) aritmetik toplanabilir dizi uzaymm cebirsel ve topolojik dzellikleri
calisilacaktr. f modiiliis fonksiyonu yardimiyla aritmetik toplanabilir dizi uzay1

dx- Y, xk]<8,Vm}

k|m kl<m,n>

AS(f) = {(xm ) :€>0 ve bir n tamsay1 igin,f{

biciminde gosterilir (Yaying ve Hazarika, 2019).
Teorem 3.5 AS( /) dizi uzay: lineer uzaydir.

Ispat: (x,),(y,)€A4S(f) olsun. AS(f) nin tammmm yardimiyla, £€>0, bir n
tamsay1 ve her m i¢in

f(Zxk— 3 xk]<gvef( ]<§

k|m kl<m,n>
dir. f modiiliis fonksiyonu her € >0, n tamsayisi ve a,f R ve her m i¢in

d |
|

Sf(lal Sn- Y x

Jfo
klm k|<m,n>
< f(

ez

klm k|<m,n>
<=4+2=¢
bulunur. Béylece AS(f) bir lineer uzaydir (Yaying ve Hazarika, 2019).

ZJ’k_ Z Vi

k|m kl<m,n>

Z(axk +Byk)_ z (axk +Byk)

klm k|<m,n>

DI I

klm k|<m,n>

Zxk— Z Xk

klm kl<m,n>

2 2

Teorem 3.6 f, ve f, iki modiiliis fonksiyonu ise 4S(f;)< 4S(/,f,) dir.
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Ispat: Bu Teoremin ispat1 Teorem 3.3 iin ispatina benzer sekilde yapilabilir (Yaying ve

Hazarika, 2019).
Sonug 3.2 Aritmetik toplanabilir dizilerin uzayr A4S ise AS < AS(f) dir (Yaying ve

Hazarika, 2019).

Teorem 3.7 f, ve f, iki modiiliis fonksiyonu ise

AS(/)NAS(f,) = AS(fi+ 1>)
dir.

Ispat: (x,)e AS(f;)NAS(f,) olsun. Boylece (x,)e AS(f;) ve (x,)eAS(f,) dir.
€ >0 icin pozitif n tamsayisi vardir ve her m igin

f,(Zxk— D xk]<8 Vefz(ZXk— D xk]<8

klm kl<m,n> klm kl<m,n>
bicimindedir. Yukaridaki denklemlerden € >0, n tamsay1 ve her m i¢in

(f1+fz)(2xk— 5 ]

k|m k|l<m,n>
bulunur. Béylece (x,,) € AS(f; + f;) olur.

Asagidaki sonug /, ve AS ( f ) arasinda 6nemli bir kapsama bagintisin1 verecektir
(Yaying ve Hazarika, 2019).

Teorem 3.8 /, — AS dir.

Ispat: Bu Teoremin ispat1 Sonug 3.2 kullanarak ve (Pehlivan ve Fisher 1994; Pehlivan
ve Fisher, 1995) de Proposition 16 da verilen /, € AS kapsama bagmtisindan kolaylikla
elde edilir (Yaying ve Hazarika, 2019).

Asagidaki Teorem ise 4S(f) ile AC(f) arasinda ki kapsama bagmtisini verecektir.

Teorem 3.9 (x, ) AS(f) ise, y, =Y x, ile tammlanan (, ) dizisi AC(f) dedir.

k

Ispat: (x,) e AS(f) olsun. Boylece 4S(f) in tanimi yardimiyla

[z

= [ (|90 = Yens|) <2
=y, € AC(f)

olur (Yaying ve Hazarika, 2019).

dx-D x

k|m kl<m,n>
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BOLUM 1V

SONUC

Bu yiiksek lisans ¢alismasinda kuvvetli Cesaro toplanabilirlik, modiiliis fonksiyonu,
kuvvetli Lacunary yakmsak diziler uzayi, aritmetik yakinsaklikk ve aritmetik
toplanabilme kavramlar1 tanitilarak, aralarindaki ilgili kapsama bagmtilar1 verilerek

temel teoremlerin ispatlar1 yapilmistir.
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