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Bu tez ¢alismasinda; Laplace Diferensiyel Donilisiim Metodu (LDDM)’ nun bazi kismi tirevli
integro-diferensiyel denklemlere uygulanmasina yer verilmistir. Metot; Laplace Doniiglimiiniin ve
Diferensiyel Doniisiim Metodunun ardasik olarak bazi kismi tlirevli integro-diferensiyel denklemlere
uygulanmasindan ibarettir. Onerilen metodun; bazi kismi tiirevli integro-diferensiyel denklemler icin de
etkili bir yontem oldugu Ornekler ile gosterilmistir. Sonu¢ olarak LDDM bazi kismi tiirevli integro-
diferensiyel denklemleri ¢6zmek igin gelecek vaat eden etkili bir metottur.
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In this thesis; The application of Laplace Differential Transformation Method (LDDM) to some

partial differential integro-differential equations is given. Method; it consists of application of Laplace

Transform and Differential Transform Method successively to some partial differential integro-

differential equations. Suggested method; It is also shown that it is an effective method for some partial
differential integro-differential equations. As a result, LDDM is a promising and effective method for
solving some partial differential integro-differential equations.
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1. GIRIS

Farkl1 bilim dallarinda 6zellikle miihendislikte fiziksel olaylarin anlasilabilmesi
i¢in bilim tarihi boyunca matematiksel modeller olusturulmustur. Bu modellerin ¢ogu
ise; bilinmeyen bir fonksiyon ve onun tiirevlerini igceren bir denklem olarak kargimiza
cikar. Bu tip denklemler diferensiyel denklem olarak isimlendirilirler. Bazi
matematiksel modellerde ise bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu
denklemler olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu tiir denklemler ise integral denklem olarak
adlandirtlir. Bir fonksiyonun tiirevi fonksiyonun bir nokta veya hemen yakinindaki bir
nokta kullanilarak bulundugundan dolay: diferensiyel denklemlere yerel denklemler de
denmektedir. Integral Denklemler ise biitiin uzay iizerinden integral alinmasini
gerektirdiginden dolay1 bu denklemler daha global denklemler denilebilir. Dogadaki
olaylar incelendiginde bir¢ok olayin integral denklemler ile ifade edilebilecegi goriiniir.
Diferensiyel denklemlerde oldugu gibi her integralin denklemi ¢6zmek miimkiin
degildir. Hatta integral denklemler genel olarak ¢oziimleri zor bulunan denklemlerdir.
Bu nedenle fizik ve miihendislik alanlarinda 6nemli bir yeri olan bu tiir denklemlerin
yaklasik c¢oziimlerinin veya yar1 analitik ¢oziimlerinin bulunmasinin faydali olacagi
distintilmistiir. Gegmise bakildiginda ilk 1823 de Abel tarafindan bir integral denkleme
rastlanilmasi ve ilk integral denklem deyiminin 1888 de De Bois Reymond tarafindan

kullanilmasi konunun tarihgesi hakkinda bilgi vermektedir (Aksoy 1998).

Integro-diferansiyel denklem ise aranan fonksiyonun tiirevlerini iceren integral
denklemler olarak ifade edilmektedir (Aksoy 1998). integro-diferansiyel denklemler
kavrami 1930 yilinda ilk olarak Vito Volterra (1930) tarafindan ortaya atilmistir. Eger
integro-diferansiyel denklemde; aranan fonksiyon yalnizca bir bagimsiz degiskene bagh
ise denkleme adi integro-diferansiyel denklem, aranan fonksiyon birden fazla bagimsiz
degisken ve tiirevlerini igeriyorsa, denkleme kismi integro-diferansiyel denklem adi
verilir. Integro-diferensiyel denklemlerin analitik ¢dziimleri igin genelde denklemleri
diferensiyel veya integral denklemlere indirgeyerek ¢ézme yontemi tercih edilir. Bazi
durumlarda, degiskenlerin ayirma yontemini kullanmak, kismi tiirevli bir integro-
diferensiyel denklemi adi denklemlere indirgemek i¢in faydali olabilir. Giiniimiizde,
integro-diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in sayisal yontemler de, diferensiyel
denklemler i¢in kullanilanlara benzer sekilde yaygin olarak kullanilmaktadir (\Volterra,
1930; Lakshmikantham,1995; Jangveladze ve ark., 2015).
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Son yillarda yapilan bilimsel ¢aligmalara bakildiginda; kismi tiirevli integro-
diferensiyel denklemler ile birgok fizik, miihendislik alaninda yapilan bilimsel
calismalarda karsilasilmaktadir. (Dehghan 2006) tarafindan; Viskoelastisite teorisinde
kullanilan kismi tiirevli integro-diferensiyel denklemler, (Sachs and Strauss 2008)
tarafindan ise bazi finans teorilerini agiklayan kismi tiirevli integro-diferensiyel
denklemleri ele alinmistir. (Thorwe and Bhalekar 2012) bir katli Laplace doniistimiinii
konvoliisyon tipindeki kismi integro-diferensiyel denklemlerinin ¢6ziimiinii elde etmek
i¢cin kullanmuglardir. (Eltayeb and Kiligman 2013) ise; konvoliisyon tipindeki kismi
tirevli integro-diferensiyel denkleminin ¢6ziimiini iki katli Laplace doniisiimii
yardimiyla elde etmislerdir. (Jyotsana ve arkadaslar1 2015); kismi tiirevli integro-
diferensiyel denkleminin ¢dziimii i¢in Laplace doniisiimiinii, Elzaki ve iki kath Elzaki
metodunu kullanmislardir. (Mohand ve arkadaslar1 2015), Elzaki metodunu kullanarak
sabit katsayili ve degisken katsayili lineer kismi tlirevli integro-diferensiyel
denklemlerin ¢oziimlerini elde etmislerdir. (Dhunde 2015) ise iki katli Laplace
dontligimiinii lineer kismi integro-diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kullanmustir.
(Mohand ve Mahgoub 2015), lineer kismi tiirevli integro-diferensiyel denklemlerin

¢Oziimleri i¢in bu kez iki katli Elzaki metodunu kullanmislardir.

Diferansiyel Doniisim Metodu (DDM) ilk olarak Zhou (1986) tarafindan
dillendirilmistir. Zhou (1986) lineer ve lineer olmayan baslangi¢c deger probleminin
¢oziimiinde Diferensiyel Doniisiim Metodunu kullanilmistir. Metot diger yart analitik
yontemlerle karsilastirildiginda; diferensiyel denklemlerin basit bir donilisim
yardimiyla, cebirsel denklemlere donisiiyor olmast ve bu sayede diferensiyel
denklemlerin ¢ozliimlerine basit cebirsel islemler ile ulasilabilmesini miimkiin kilmas1
nedeniyle bircok bilimsel calismada kullanilmistir. Ozellikle analitik ¢oziimii
bilinmeyen lineer olmayan problemlerin ¢oziimii i¢in de kullanilabilmektedir. Daha
sonraki donemde metot bircok arastirmacinin ilgisini ¢ekip, onlarin yapmis olduklar
caligmalara da ilham olmustur (Chen ve Ho, 1996; Jang ve ark., 2001; Hassan, 2002;
Cansu Kurt ve Ozkan, 2016; Paripour ve ark., 2017; Kadkhoda ve ark., 2018).

Literatiire bakildiginda, o6zellikle lineer olmayan diferensiyel denklemlerin
analitik ¢oziimlerine ulasmak daima zor bir problem olmustur. Boyle durumlarda ise
niimerik ¢oziim elde etme segenegi kullanilmistir. Bazi durumlarda ise yari analitik

¢ozlim yontemleri tercih edilmistir (Adomian, 1994; Liao, 1992 ). Bazi1 durumlarda ise
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birden ¢ok metodu birlestirilerek yeni hibrit metotlar tiretilmistir. Bu tiir hibrit
yontemlere son yillarda oldukca sik rastlanilmaktadir. Ornegin; Wazwaz (2010) Laplace
doniistimii ve Adomian Ayristirma yontemini kombine ederek lineer olmayan Volterra
integro-diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii bulmada kullanmislardir. Maitama ve Zhao
(2019); literatiirde Laplace homotopi analiz metodu ad: verilen ve Laplace doniisiim ile
Homotopi analiz yonteminin kombine edilmesinden olusan yontemi yerel kesirli tiireve
sahip dalga denklemin ¢o6ziimiinde kullanmislardir. Elzaki (2018) ise Laplace
varyasyonel iterasyon metodu adi verilen ve Laplace doniisiimii ile varyasyonel
iterasyon yontemini beraber kullanmasi sonucu ortaya ¢ikan metodu lineer olmayan
kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢dziimiinde kullanmuslardir. Ozkan ve Kurt
(2019) ise, kesirli Laplace diferensiyel doniisiim admi verdikleri metotla kesirli
mertebeden kismi tiirevli diferensiyel denklem ve Kkesirli mertebeden kismi tiirevli
diferensiyel denklem sistemlerin ¢6ziimlerini elde etmislerdir. Bu tez calismasinin
metodolojisi ise yukarida sadece birkagini saydigimiz ama daha bir¢ogunun var

oldugunu bildigimiz hibrit metotlarla problem ¢6zme prensibidir.

Alquran ve ark. (2012) Laplace ile DDM nu beraber kullanilmasindan olusan
LDDM nu tanitmislar, ardindan da metodu bazi kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin
¢oztimiinde kullanmiglardir. K. Kumari ve ark. (2015) de yapmis olduklari ¢alismada
LDDM nu sadece Dirichlet ve Neumann siir deger problemleri i¢in kullanmiglardir. K.
Kumari ve ark. (2016) da yapmis olduklar1 diger bir caligmada ise bu kez karigik sinir
deger problemlerini ile almislardir. Bu tez ¢alismasinda ie Alquran ve ark. (2012), K.
Kumari ve ark. (2015) ve K. Kumari ve ark. (2016) nin yapmis olduklari ¢alismalarda
ele aldiklari denklemlerin mertebeleri tizerine koyduklart kisitlamalar ile ¢oziim
esnasinda kullanilan bazi kabullere gerek kalmadan kismi tiirevli integro-diferensiyel
denklemlerin ¢oziimii ele alinmistir. Ayrica ulagabildigimiz kaynaklardan edindigimiz
bilgiye gore 6nerilen metot simdiye kadar kismi tiirevli integro-diferensiyel denklemler
hi¢ uygulanmamugtir. Bu yiizden, bu tez ¢aligmasinda kismi tiirevli integro-diferensiyel
denklemleri i¢in de ayr1 bir LDDM uygulama prosediirii sunulmus, ardindan onerilen

prosediir cesitli 6rnekler lizerinde de uygulanmustir.

Bu tez calismasi bes boliimden olusmaktadir. Giris birinci boliimde, ikinci
boliimde ise; literatiirde mevcut olan ve tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan bazi

temel tamim ve teoremler verilmistir. Uciincii boliimde; kismi tiirevli integro-
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diferensiyel denklemler i¢in LDDM nun nasil uygulanabilecegini gosteren bir algoritma
sunulduktan sonra, sunulan ¢dziim prosediirii yardimiyla bilinen cesitli kismi tiirevli
integro-diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerine dordiincii boliimde yer verilmistir. Sonug
ve Oneriler diye adlandirilan son boliimde ise ¢alismanin 6nemi ve ¢alismaya dair bazi

Oneriler verilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM
Bu boliimde; tez ¢alismasinin diger boliimlerinin daha iyi anlasilabilmesine katki
saglayacagina diislindiigiimiiz icin literatiirde mevcut olan ve tezin diger boliimlerinde

kullanilacak olan bazi temel tanim teorem ve temel kavramlara kisaca deginilmistir.

Tanim 2.1.1.

Bagimsiz bir degisken ile bagimli degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz

degiskene gore tiirevlerini igeren ve
FOCY Y, Y y™)=0 (2.1)
seklinde gosterilen denklemlere adi diferensiyel denklemler adi verilir. y™; y nin x e

gore N. mertebeden tlirevidir. Daha agik formda

YO =gy, Y, Y, Y ) (2.2)

biciminde ifade edilir. Eger diferensiyel denklemde birden ¢ok bagimsiz degisken varsa

bu kez denkleme kismi tiirevli diferensiyel denklem denir.

Tanim 2.1.2.

n. mertebeden

FOGY. YL Yy ™) =0 (2.3)

diferensiyel denklemi icin baslangi¢ deger problemi, X, € Ave Y,,Y,,....Y, , verilmis
sabitler olmak tizere A araligindaki bir x, noktasinda bu diferensiyel denklem

Y(%) = Yo

y'(%) =Y,

y(n—l) (Xo) =Y (24)

seklindeki n tane baslangic¢ kosulunu saglayan bir ¢oziimiiniin bulunmasi problemidir.



2.1. Integral Denklemleri

2.1.1. Fredholm Integral Denklemi

f(t) ve k(u,t) bilinen fonksiyonlar, a ve b verilen sabitler veya t nin
fonksiyonu ve integral isareti altinda goriilen y(t) fonksiyonu aranan fonksiyon olmak
tizere bir integral denklemi

y() = f O+ [k(u,)y(u)du (2.5)

bigimindedir (Spiegel 1965).
k(u,t) fonksiyonuna ¢ogu zaman integral denklemin ¢ekirdegi denir. a ve b

sabit ise denkleme Fredholm integral denklemi denir. a sabit iken b=t ise denkleme
Volterra integral denklemi adi verilir.

Bir lineer diferensiyel denklemi bir integral denkleme doniistiirmek miimkiindiir.
2.1.2. Konvoliisyon Tipi Integral Denklemi

Uygulamada 6nemli bir yeri olan
t

y(t) = f(t)+jk(u —t)y(u)du (2.6)
0

integral denklemi konvoliisyon tipi bir integral denklemdir (Spiegel 1965). Ve ayrica bu
denklem

y() = (O +k®)*y(®)

biciminde yazilabilir. Her iki tarafin Laplace doniisimi alimir ve L{f(t)}=F(s)
L{k(t)}= K(s) oldugunu diisiiniirsek

Y(S)=F(s)+K(B)Y(s) Y(s)= % (2.7)

elde edilir. Ters Laplace dontisiimii ile istenen ¢6ziim bulunabilir.
2.1.3. Abel integral Denklemi

Konvoliisyon tipindeki 6nemli integral denklemlerden biri Abel integral denklemidir
(Spiegel 1965). Bu denklem



| (ty_(‘:))a du=g(t) (2.8)

bi¢imdedir. Burada g(t) verilen bir fonksiyon ve a ise O<a<l esitsizligini
gercekleyen bir sabittir.

Abel integral denkleminin bir uygulamasi, diisey bir diizlem igerisinde bulunan
stirtlinmesiz bir tel iizerine yerlestirilen bir boncugun telin alt u¢ noktasina, boncugun
baslangicta kondugu noktaya bagl olmaksizin, ayn1 T zamanda inmesini saglayan telin
seklinin arastirilmasidir. Bu probleme Tautochrone problemi denir ve telin seklini bir

siklodid oldugunu gosterir.

2.1.4. Lineer ve Lineer Olmayan integral Denklemleri

Integral denklemler gesitli sekillerde siiflandirilmislardir. Temel kavramlar
acindan oncelikle, lineer integral denklemler ve lineer olmayan integral denklemler
olarak iki biiyiik sinifa ayrilirlar (Aksoy 1998).

u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere,
u(x) = f(x)+ j K (x,t)u(t)dt (2.9)

bicimindeki bir integral denklemde, u(x) fonksiyonunun lineer olmasi halinde, integral

denklem de lineer integral denklem olarak adlandiriimaktadir.

u(x) = f(x)+ j K(x,t)u"(t)dt
! (2.10)

integral denkleminde ise u(x) bilinmeyen fonksiyonun n. kuvveti mevcut oldugundan,

lineer olmayan bir integral denklemdir. Genel olarak,

u(x) = f(x)+'|x.¢[x,t,u(t)]dt (2.11)

integral denklemi de lineer olmayan bir integral denklemdir. Bunlarin disinda, birden

cok sayida degiskeni bulunan,

u(x,y) = )+ [ KOyt )ud, t)dtdt, (2.12)



formundaki integral denklemlerin de lineer olani ve lineer olmayanlari mevcuttur.
2.1.5. Tekil ve Tekil Olmayan Integral Denklemleri

Integral denklemlerin diger bir simiflandirilmas1 da K(x,t) fonksiyonunun
stirekliligine baglidir (Aksoy 1998). (2.9) denklemi ile verilen K(x, t) fonksiyonu
¢ekirdek fonksiyonu olup, K(x,t) fonksiyonu a <x<b;a<t<b bolgesinde siirekli ise
integral denklem Tekil (Singiiler) olmayan bir integral denklemdir. K(x,t)bu aralikta
stirekli degilse, integral denklem Tekil (Singiiler) integral denklem sinifina girecektir.
0<a<1 olmak tizere,
£(x) :j u(t)dta

5 (x=1)

seklinde bir integral denklem, tekil integral denkleme bir Grnektir. Ayrica, integral

(2.13)

sinirlarinin en az birinin sonsuz olmasi halinde de denklem, tekil integral denklem

sinifinda olacaktir.

f(x) = Tsin(xt)u(t)dt (2.14)
ve
f(x)= Te“u(t)dt (2.15)

denklemleri bu tiirin birer 6rnegini olusturmaktadirlar. Bunlardan ilkinde, denklemin
ikinci yani ile tanimlanan f (x) fonksiyonu, t ’nin Fourier Siniis doniistimii, ikincisinde
ise t ’in Laplace doniigiimil olarak kullanilir.

2.1.6. integral Denklemlerin Yapilarina Goére Siniflandirilmasi

Integral denklemler yapilarma gore ise ii¢ gruba ayrlir (Aksoy 1998).
Bilinmeyen fonksiyonun u(t) , ¢ekirdek fonksiyonun K(X, t) oldugu,

#(x) = T K (x,t)u(t)dt (2.16)



seklinde bir integral denkleme I. cins integral denklem denir. Burada bilinmeyen

fonksiyon sadece integral icinde mevcuttur. Burada ¢(x) fonksiyonu, verilmis bir

fonksiyondur. Benzer sekilde,

#(x) = T (x)+ i K (x, t)u(t)dt (2.17)

seklinde bir integral denklem de yine I. cins integral denklemdir. Burada da ¢(x) ve f (X)

verilmis olan fonksiyonlardir. Ancak bu denklemler,

P(x) = T (x) =w(x)

olmak iizere;

w(X) :j‘K(x,t)u(t)dt

seklinde ifade edilerek, (2.16) denklemi yapisinda yazilabilir.

u(x) = j‘ K(x,t)u(t)dt (2.18)
veya
u(x) = f(x)+.TK(x,t)u(t)dt (2.19)

seklindeki integral denklemler ise II.cins integral denklemler sinifin1 olusturmaktadir.
Burada, bilinmeyen u(x) fonksiyonu, denklemin hem i¢inde hem disinda bulunmaktadir.

Bu iki cins integral denklemden baska ¢(x), f(x) ve K(x,t) fonksiyonlarinin

bilinmesi halinde

p(X)u(x) = f(x) +T K(x,t)u(t)dt (2.20)

seklindeki integral denklemlere III.cins integral denklem denilmektedir.



2.1.7. Homojen ve Homojen Olmayan integral Denklemler

Integral denklemler bilinmeyen u(X) fonksiyonuna gdére homojen olup
olmadiklar1 agisindan simiflandirilmaktadirlar (Aksoy 1998). Il.cins denklemler igin s6z

konusu boyle bir siniflandirmada, (2.18) ile verilen,
b
u(x) = [ K(x,tuctydt
integral denklemi, Homojen Integral Denklem olarak adlandirilacaktir. Homojenligi
bozucu bir f (x) fonksiyonunun bulundugu (2.19) ile verilen

u(x)=f(x) +'T K(x,t)u(t)dt

seklindeki denklemlere Homojen Olmayan Integral denklemler denilmektedir.

u(x) = j. K(x,t)u(t)dt

homojen integral denkleminin, kolayca goriilebilecegi gibi u(x) = 0 olan bir ¢dzimi
vardir. Buna asikar ¢6zlim veya trivial ¢ozliim denir. Homojen integral denklemler, daha

genel olarak

b
u(x) = f(x)+ j K (x, t)u(t)dt
seklindeki bir integral denklemin, f (X) = 0 olmasi haline uyan 6zel bir durumu olarak da
g0z Oniine alinabilirler.
2.1.8. Volterra ve Fredholm integral Denklemleri
Integral denklemlerin bir siniflandirilmasi da, integral sinirlarinin degisken veya

sabitlerden olugmasma gore yapilmaktadir (Aksoy 1998). Lineer veya homojen

olduklarina bakilmaksizin,
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#(X) = j K (x, t)u(t)dt (2.21)

u(x) = JX. K(x,tu(t)dt (2.22)
u(x) = f(x) +I K(x,t)u(t)dt (2.23)
p(X)u(x) = f(x) +.Xf K(x,tu(t)dt (2.24)

seklindeki denklemlere Volterra Integral Denklemleri denilmektedir. Bu tiir
denklemlerde, integral isaretinin {ist sinirinda (veya smirlarindan birinde) x degiskeni

bulunmaktadir.

x degiskenin, X = b gibi sabit bir degere esit olmasi halinde yazilabilecek

#(x) = T K (x, t)u(t)dt (2.25)
u(x) = T K (x, t)u(t)dt (2.26)
u(x) = f (x) +T K (x, t)u(t)dt 2.27)
A(x)u(x) = f(x) +T K (x, tyu(t)dt (2.28)

seklindeki denklemlere ise Fredholm Integral Denklemleri denilmektedir. Goriildiigii

gibi Volterra ve Fredholm integral denklemleri arasindaki tek fark bu sinir yapisindadir.

Tanmim 2.1.9. (Integro-Diferensiyel Denklem)

Bilinmeyen u(x) fonksiyonu ile birlikte, bu bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerini
de barindiran integral denklemlere integro-diferensiyel denklemler denir (Aksoy 1998).

u(x)’in sadece birinci mertebeden tiirevinin bulundugu,
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u'(x) = F{x,u(x),iK(x,t,u(t),u’(t))dt} (2.29)

seklindeki bir denklem, birinci mertebeden integro-diferansiyel denkleme bir drnektir.

n. mertebeden tiirevin bulundugu genel bir integro-diferansiyel denklem,

u™(x) = F {X, U0, 0(%),...,u™ ()} + [ K {x,t,ut),u'(t),..., u™ ) dt (2.30)

O Sy <

seklinde verilir (Aksoy 1998). Eger aranan fonksiyon birden fazla bagimsiz degisken ve

tiirevlerini igeriyorsa, denkleme kismi integro-diferansiyel denklem adi verilir.
2.2. Laplace Doniisiimii

Tanim 2.2.1.
r(n) = [t™'e"dt (2.31)
0

has olmayan integrali ile tanimlanan I'(n) fonksiyonuna Gamma fonksiyonu adi verilir.

Bu fonksiyona genellestirilmis Gamma fonksiyonu da denir. Bu genellestirilmisg
integralin her n>0 igin yakinsak oldugu kolaylikla gosterilebilir. Gamma fonksiyonu

ve bu fonksiyonun 6zellikleri ayrintili bigimde literatiirde mevcuttur (Ross 1984).

Tanim 2.2.2.
Beta fonksiyonu,
1
B(x,y) = j t*(1—t)’*dt, Re(x)>0, Re(y)>0,
0

integrali ile tanimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir. Beta fonksiyonunun en
belirgin 6zelliklerinden birisi Beta fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu arasindaki iliskiyi

veren,

_ eI (y)
B(x,y) = Tt y) (2.32)

esitligidir (Spiegel 1965).
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f(t), [0,0) araliginda tammli herhangi bir fonksiyon, s ise genelde reel degerler

alabilen parametre olsun.

Tanim 2.2.3.

j e * f (t)dt has olmayan integraline f(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii denir.

0

L{f O} =[e™f ()t (2.33)
0

ve L{f(t)} ile gosterilir. Goriildiigii gibi, f(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii,

0zel olmayan integral olup S parametresine bagl bir fonksiyondur. f (t) ve S’e bagh
olarak, j e f (t)dt has olmayan integralinin degeri snin herhangi bir s,degeri i¢in
0

yakinsak ise Res>Res, degeri her s i¢in yakinsaktir denir. Bu durum bizim i¢in f (t)

fonksiyonunun varhigimi ispat eder (Spiegel 1965).
2.2.1. Laplace Déniisiimiiniin Ozellikleri

Neredeyse 300 yillik ge¢misi olan bir kavramin, Laplace doniisiimiiniin tim
ozelliklerini burada siralamak miimkiin degildir. Laplace donilisiimiiniin bazi temel
ozellikleri asagida ispatsiz olarak verilmistir. Segilen teoremler ve 6zellikler tezin diger
kisimlarinda kullanilacak olmasindan tercih edilmistir. Bu dogrultuda (Spiegel 1965)

deki teroremler ispatsiz verilecektir.

Teorem 2.2.1. (Laplace Doniisiimiiniin Varhgi)

Eger f fonksiyonu t>0 ig¢in pargali siirekli ve t — 4o iken iistel mertebeden
ise, Laplace doniisiimii F(s)=L{f(t)} mevcuttur. Daha agik olarak, eger f pargal siirekli

ve
[f(t)<Me”, t>T (2.34)

sartlarin1 Sagliyorsa her s>c i¢in F(S) mevcuttur.
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Teorem 2.2.2. (Laplace Doniisiimiin Tekligi)

f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin Teorem 2.2.1. in hipotezlerini sagladigini kabul

edelim. Dolayisiyla onlarin F(S) ve G(S) Laplace doniisiimleri vardir. Eger her bir s>c
(bir c igin) F(s) =G(s) ise [0,0) iizerinde f ve g birlikte siirekli ise f (t) =g(t) dir.

Teorem 2.2.3.

Eger a ve b sabitler ise f ve g nin her ikisinin de Laplace doniisiimlerinin

mevcut oldugu her s i¢in

L{af (t) +bg(t)}=aL{f (t)}+bL{g(t)} (2.35)

dir.

Teorem 2.2.4. s>a i¢in L{f}(s)=F(s) seklindeki Laplace dSniisiimii mevcut ise
L{e" f(t)}(s)=F(s-a) (2.36)

esitligi saglanir. Yani bu bize bir f(t) fonksiyonunun Laplace doniisimii F(S) ise
fonksiyonun a birim Otelenmis halinin Laplace doniisimi F(s—a) oldugunu

sOylemektedir.

Teorem 2.2.5.

L{F(t)} =F(s) ve g(t):{; (t-a) :: olmak iizere
L{g(t)} =e " F(s) (2.37)

dir.

Teorem 2.2.6.

L{f(t)} = F(s) olmak iizere;

L{f(@t)=1F (ij (2.38)
a la

dir.
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Teorem 2.2.7.

f(t) fonksiyonunun t>0 i¢in siirekli ve pargali diizgiin ve t—-+oo iken istel
mertebeden oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

[f(t)|<Me”, t>T (2.39)

olacak sekilde negatif olmayan M, ¢ ve T sabitleri vardir. Bu durumda s>c igin

L{f'(t)} vardir ve

L{' (1)} =sL{f (1)} F(0) =sF(s)— f(0)
seklindedir.

Eger, f fonksiyonu [a,b] {izerinde pargali siirekli ve f'[a,b] lizerinde pargali
stirekli olmak tizere f sonlu sayida nokta haricinde tiirevlenebilir ise, f ye [a,b] siirh

araligin tizerinde parcah diizgiindiir denir. f nin tiirevlenemedigi izole noktalarda

f(t) ye keyfi degerler atayabiliriz. Eger f fonksiyonu [0,+o0] un her sinirli alt araligi

tizerinde pargali diizgiin ise f fonksiyonuna t > 0 igin pargali diizgiindiir denir.

Teorem 2.2.8.
f,f,f",...f" fonksiyonlarmin t>0 igin siirekli ve parcali diizgiin ve ayrica bu
fonksiyonlarin her birinin M ve ¢ nin aynm1 degerleri ile (2.39) sartlar1 sagladigi kabul

edilsin. Bu durumda s>c oldugunda L{f ™ (t)} mevcuttur ve

L{f M ®)}=s"L{f (t)}—s""f(0)—s"2f'(0)—...— f "2 (0) (2.40)
=s"F(s)—s"*f (0)—...—sf "2 (0)— f "(0)

seklindedir.
Teorem 2.2.9.

L{f}(s) = F(s) bi¢ciminde tanimlansin. f (t) ise [0, o) araliginda parcali siirekli ve o
mertebeden iistel fonksiyon olsun. Bu durumda S > & igin
d"F

LT OXE) = D"

(s) (2.41)

esitligi gegerlidir.
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Teorem 2.2.10.

L{f(t)} = F(s) bi¢iminde tamimlansin
f (t) fonksiyonu iistel mertebeden ve pargali siirekli ise integrali de tlistel mertebedendir

ve Laplace donilisiimii

L jf(u)du =® (2.42)
5 S

bigimindedir.

Teorem 2.2.11.

L{ f (t)} = F(S) bigiminde tanimlanir ve ayrica It"g@ limiti mevcut ise

L{@} = [ f(u)du (2.43)
dir.

Teorem 2.2.12.

f(t), t>0 icin bir parcali siirekli fonksiyon ve t>T igin | f (t)] < Me® istel

mertebeden olma sartini sagliyorsa bu durumda s > C igin,

L{j f (r)dr} =it y=— (2.44)

) s s

olup buna denk olarak

Lt {@} :j f(2)dz (2.45)
S 0

olur.
Teorem 2.2.13.
t>0 igin f(t) ve g(t) parcal siirekli ve t —-+oo iken |f(t)| ve |g(t)|, Me® ile smrh

olsun. Bu durumda s>c igin f(t)*g(t) konvoliSyonunun Laplace doéniisiimii

mevcuttur. Ustelik

H{f©*9®}=LH{fO}Ho®} (2.46)
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ve
LH{F(s).G(s)}= f®)*9(t) (2.47)

dir.
Boylece

LYF(s)G(9)}=] f(r)g(t—7)de

integralini hesaplayabilirsek, F(s).G(s) carpiminin ters doniigiimiinii bulabiliriz.

2.2.7. iki Degiskenli Fonksiyonlarda Laplace Doniisiimii

Laplace doniisiimiiniin kismi tiirevli diferensiyel denklemlere uygulamalarinda
ise (Spiegel 1965) hem uzay hem de zaman degiskenlerine bagli ¢ok degiskenli
fonksiyonlarin kismi tiirevlerinin doniisiimlerinin de bilinmesi gerekmektedir. Ornegin

iki degiskenli u(x,t) uzay ve zaman degiskenine bagli KTDD ¢6ziimlerinde Laplace

doniistimii tanimina gore (t dontisiim degiskeni olmak {izere)

L{%} — SU(x, )~ (%) (2.48)

esitligi yazilabilir. Burada,
u(x,s)=L{u(xt)}, uy(x)=u(x,0) (2.49)
olarak tanimlanan fonksiyonlardir. Daha genel olarak,

au(x,t)| .= N _o'u(x,t)
L{—at" }—s u(x,s) rz:(;s u, (x), ur(x)_—atr | o (2.50)

esitligi gecerlidir. Zaman degiskenine gore tiirevleri icermeyen kismi tiirevler i¢in ise

ou(x,t)| 0" 0" -
L{ o }_ pw L{u(x,t)} = v u(x,s) (2.51)

formiili gegerli olacaktir. Ciinkii bu durumda X’e gore kismi tiirevlerle t’ye gore

integral yer degistirirler. Karigik tiirevler i¢in ise

2 _
AT :QL{@}ZSM_% (2.52)
oxot OoX ot OoX OX

bi¢cimindedir.
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Laplace Doniisiim Tablosu

f(t) fonksiyonu f(t) fonksiyonunun
Laplace doniisiimii
f(t)=L{F(s)} L{f(®)}=F(s) D(F)
1 1 s>0
S
t" (nell) n! s>0
e 1 sS>a
S—a
cos(t) S s>0
s° + B
sin(ft) Jij s>0
s’ + 2
cosh(/3) s s>4
g2 _ﬂz
sinh(/t) B s> |4
g2 _ﬂz
t"e” (nell) n! s>a
(S_a)m—l
e”' cos(ft) S—a s>a
(s-a) +p°
e sin(4t) B s>a
(s-a)" +p
tcos(ft) s?— f3° s>0
(s +5°)
tsin(ft) 255 s>0
(s*+5°)
te” cos(3t) (s—a)? -2 s>a
[(s—a)+p]
te”' sin(At) 2B(s—a) s>a
(s—a)+p]

Tablo 2.1. Laplace Déniisiim Tablosu
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2.2.4. Ters Laplace Doniisiimii

F(s) verilen bir fonksiyon olmak tizere eger f (t), [0,00) tizerinde siirekli ve
L{f}=F(s)
esitligi saglamiyor ise f(t) fonksiyonuna F(S)’nin fers Laplace doniisiimii denir ve
f=L*{F)
bi¢iminde gosterilir (Spiegel 1965).

2.2.5. Ters Laplace Doniisiimiiniin Bazi Onemli Ozellikleri

Asagida ters Laplace dontisiimlerinin bazi 6nemli 6zellikleri belirtilmistir (Spiegel
1965).

Teorem 2.2.14.

Keyfi segilen ¢ sabiti, L*{F}, L™{F} ve L{F,} ters Laplace doniisiimleri mevcut ve

[0, 00) lizerinde siirekli olsun. Bu durumda
L‘l{F1+F2}: L_l{F1}+L_1{F2} (2.53)

L {cF} =cL™{F} (2.54)
esitlikleri saglanir. Bu 6zellik ikiden fazla fonksiyonlara da kolaylikla genellestirilebilir.
Bu teorem L™ operatériiniin lineer oldugunu ifade eder.

Teorem 2.2.15.

L*{F(s)} = f (t) olmak iizere;

L' {F(s—a)}=e™f(t) (2.55)
seklindedir.

Teorem 2.2.16.
L*{F(s)} = f (t) olmak iizere;

(o ft-a)t>a
L 1 e aSF S — 256

{ ( )} {0 t<a (2:56)
bi¢cimindedir.

Teorem 2.2.17.
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L {F(s)} = f(t) olmak iizere;

L (F (ks)! =% f Gj (2.57)
seklindedir.

Teorem 2.2.18.
L {F(s)} = f(t) olmak iizere;

-1 n -1 dﬂ
LH{F™(s)} =L {ds”

seklindedir.

}: (~D)"t"f (1) (2.58)

Teorem 2.2.19.
L! {F(s)} = f(t) olmak iizere;

{ [ F(u)du}_ ) (2.59)
seklindedir.

Teorem 2.2.20.

L‘I{F(S)} = f(t) ve f(0)=0 olmak iizere;
L {sF(s)} = f'(t) (2.60)

bigimindedir. Goriildiigii gibi s ile ¢arpmanin f(t) yi tiiretme bigiminde etkisi
olmaktadir.

f(0) =0 ise o(t), delta Dirac fonksiyonu veya birim basamak fonksiyonu olmak {izere,

Lt {SF(S) —f (0)} = f'(t) (2.61)
Lt {SF(S)} =f'(t)+ f(0)o(t) (2.62)
seklindedir.

Teorem 2.2.21.
L*{F(s)} = f (t) olmak iizere;
L {F(S)} jf(u)du (2.63)

seklindedir. Bu esitlikten de goriildiigii gibi f (t) nin Laplace’in1 S ile bolmenin veya
1 ile carpmanin f(t) yi 0 dan t ye kadar integralini alma bi¢iminde etkisi
S

goriilmektedir.
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2.3. Diferensiyel Doniisiim Metodu (DDM)

Bu boliimde, hem adi hem de kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde
kullanilan ve diger metotlar ile karsilastirildiginda son yillarda daha ¢ok arastirmaci
tarafindan kabul goren Diferensiyel Donilisim Metodu (DDM) tanitilacaktir. Bu
metodun tanimi Ve tiim Ozellikleri literatiirde ayrintili bir bigimde mevcut oldugu i¢in
bu tez calismasinda kullanmay: disiindiiglimiiz metoda ait bazi 6nemli teoremler

ispatsiz olarak verilecektir.

Tamm 2.3.1. Bir degiskenli u(x) fonksiyonunun diferensiyel doniisiim fonksiyon U (k)

olmak tizere u(x) ’ in diferensiyel doniistimii,

o3[ t] oo

olarak tanimlanir (Chen and Ho 1996) .

Tammm 2.3.2. U(k) doniisiim fonksiyonunun ters diferensiyel doniisiimii,

u(x) = iu (K)(X=x,)" (2.65)

bi¢iminde tanimlanir (Chen and Ho 1996).
(2.64) esitligi (2.65) de kullanilirsa

u(x):ii[dk“(x)} (X=x,)* (2.66)
x=%)

dx*

olur. (2.66) esitliginden DDM nun Taylor seri agilimi tanimindan tiiretildigi goriilebilir.

Simdiye kadar DDM {izerine yapilan bilimsel ¢aligmalarda; agsagidaki teoremler
ispatlanmis ardindan da bircok bilimsel ¢alismada kullanilmislardir. Ispatlari literatiirde
mevcut oldugundan bu teoremler ispatsiz olarak asagida sunulmustur (Chen and Ho
1996; Jang and Chen 1997; Chen and Ho 1999 ; Jang, Chen, and Liu 2001; Hassan
2002).

Teorem 2.3.1. u(x)=w(x)¥Vv(X) biciminde tanimlanan fonksiyonun diferensiyel
doniistimii,

U (k) =W (k) FV (k) (2.67)
ile ifade edilir (Chen and Ho 1996).
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Teorem 2.3.2. Bir fonksiyonun bir hell sabit degeri ile ¢arpiminin diferensiyel
dontigiimii,

u(x) =hv(x) icin

U (k) =hV (k) (2.68)
bi¢imindedir (Chen and Ho 1996).

Teorem 2.3.3. u(x) =¥ fonksiyonunun diferensiyel doniistimii,
X

UK)=(k+DV(k+1) (2.69)
bi¢imindedir (Chen and Ho 1996).

Teorem 2.3.4. Bir fonksiyonun nel] olmak iizere

u(x) = d dV(nX) bi¢ciminde tanimlanan fonksiyonun diferensiyel doniistimii,
X
I
U (k) = %V(k +n) (2.70)

ile verilir (Jang and Chen 1997).

Teorem 2.3.5. u(x) =v(x).w(x) fonksiyonunun diferensiyel dontisimii, r €[] olmak

uzere
U (k) :iV(r)W(k—r) (2.71)

bigiminde verilir (Chen and Ho 1996).

Teorem 2.3.6. u(x)=V(x).w(x).z(x) fonksiyonunun diferensiyel doniisiimii,r,tel]

olmak iizere,

k—r

U(Kk) = Zk:ZV(r)W t)Z(k—r—t) (2.72)

r=0 t=

seklindedir (Chen and Ho 1996).

Teorem 2.3.7. u(x) =u,(X).u,(x)...u,(x) seklindeki n tane fonksiyonun garpiminin

diferensiyel doniisiimii,

22



Uk)= . Z Z Zlel(kl)Uz(kz—kl)Ug(ks—kz)---Un_l(kn_l—kn_z)Un(k—kn_l) (2.73)

Ko 1=0k, ,=0 k,=0k,=0
bi¢iminde verilir (Arikoglu and Ozkol 2005).
dw(x)

Teorem 2.3.8. u(Xx)=V(X) seklindeki birinci mertebeden tiirevi ile ¢arpiminin

diferensiyel doniistimii,

k
U(k)=Z(k—r+1)V(r)W(k—r+1) (2.74)
r=0
esitligi bicimindedir.
dv(x) dw(x)

Teorem 2.3.9. u(x) = p
X

seklindeki fonksiyonun diferensiyel doniistimii,

U(k):zk:(r+1)(k—r+1)V(r FOW (K —r +1) (2.75)

seklindedir.

Teorem 2.3.10. A €[] olmak iizere, u(x) =e™ fonksiyonun diferensiyel doniisiimii
k
U (k) = A (2.76)
k!
esitligi saglanir (Jang and Chen 1997).

Teorem 2.3.11. nell olmak tizere u(x)=x" seklindeki kuvvet fonksiyonunun

diferensiyel doniistimii,

1 k=
Y(k):{o kirr: @2.77)

bigimindedir (Chen and Ho 1996).
Asagidaki Tablo 2.2° de baz1 6zel fonksiyonlarin diferensiyel doniisiimleri
verilmistir. Tablo literatiirdeki ¢alismalardan kolaylikla elde edilebilir (Chen and Ho

1996; Jang and Chen 1997; Chen and Ho 1999 ; Jang, Chen, and Liu 2001; Hassan
2002; Jang and Chen 1997; Ozkan 2010).
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Fonksiyon

Diferensiyel Doniisiimii

u(x) = v(x) +w(x)

U (k) =V (k) +W (k)

u(x) =cv(x) U (k) =cV (k)
09 dv(x) UK) = (k+DV (k+1)
u(x) = dd‘)’((nx) U (k) = (k+D)(K +2)...(k+ n)V (k +1) = (k:(rln)!V(k n)

u(x) = v(x).w(x)

U (k) = ZV(r)W(k r)

u(x) =v(x)w(x)z(x)

U (k) Zk:kZV(r)W(t)Z(k—r—t)

u(x) = V(X)dW(X) U(k) = Zk:(k—r+1)V(r)W(k—r+1)
u(x) = v(x)d W(X) UK) =3 (K—r+2)(k—r +IV (W (k—r+2)
MX)z%dVg—y U (k) = g(r+1)(k—r+1)V(r+1)W(k—r+1)
u(x) = v(x)w(x)d Z(X) U(K)= zk:kr(k F—t+2)2 (K= +IV (WO Z (k-1 —t+2)
u(x) =e* U(k):k_kl
u(X):ele U(k)zi_kleb
u(x) =x" U k) = 1 k=m

0 k=#m

u(x) =sin(ax+b)

ak

.7k
U(k) = Esm(7+ a)

= k
u(x) = cos(ax+b) U(k)=a—cos(%k+a)

_v(x) 1 oS _
U(X)—W(X) (k)—W(O)[V(k) ;Z(m)W(k m)}
u(x) =[v()[ V(0), k=0

Uik)= mzo—(bt \1/)(”;) KV (MW (k —m), k =1
% Vi(k-1
u(x):jv(x)dx U(k)=%, k=1

Tablo 2.2. Diferensiyel Doniigiim Tablosu
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3. KISMi TUREVLI INTEGRO-DIFERENIYEL DENKLEMLER iCIN
LAPLACE DIFERENIYEL DONUSUM METODU

Oncelikle metodun mantigin1 anlayabilmek igin

Za 2 —+cu+2di_t[ki (t_f)%m: f (x1) 31)

seklinde verilen genel kismi tiirevli integro diferansiyel denklemini ele alalim (Jyotsana

ve Shukracharya, 2015; Thorwe and Bhalekar 2012). (3.1) esitligi ile verilen KTIDD de

ki(t,z) ve f(x,t) bilinen fonksiyonlar, a,b,d; ler ve c ise ya bilinen sabitler yada x

degiskenine bagh fonksiyonlar olarak distiniilecek olup, u(X,t) aranan fonksiyonu
gostermektedir. Uygulanacak olan ¢06ziim prosediiriinde yazim kolayligi olmasi
bakimindan yukarida verilmemis olsa da gosterim olarak sadece (3.1) esitlikleri ile
verilen KTIDD ni almis olsak ta bir sonraki uygulamalar béliimiinde ve asagida
anlatilacak olan ¢6ziim metodunda da goriilecegi gibi sunulacak olan bu yeni metot i¢in
(3.1) denkleminin uygun baslangi¢ kosullari ile verilmis olmasi esastir. Yani yukarida
yazmamis olsak ta (3.1) in uygun kosullar ile verilmis kosullar1 saglayan ¢oziimiinii

bulma problemi ile ilgilenmekteyiz.

Yukarida (3.1) esitligi verilen kismi tiirevli integro-diferensiyel denkleminin her

iki tarafinin t degiskenine gore Laplace dontigiimii alinir ise,

iaL{ }Zn:bL{ }+cL ZdL{ .ax' }dt:L{f(x,t)} 3.2)

esitligi elde edilir.

Elde edilen (3.2) esitliginde, 2.B6liimde verilen tiirev fonksiyonlariin Laplace
dontistimii 6zelligi, konvoliisyonun Laplace doniisiimii, iki degiskenli fonksiyonlarin

Laplace dontisiimii kurallar1 gibi gerekli kurallar gerektigi sekilde kullanildiktan sonra

iai(siﬁ(x,s) (s (%,0) )]+I2b U(x,s)+§diki (s)%= f(x.5)(33)

j=1
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esitligini  elde ederiz. Elde edilen (3.3) esitliginde T(x,s)=L[u(xt)],
|Zi (s)= L[ki (t)], f(x, s)= L[f (x,t)] bi¢iminde tanimlanan fonksiyonlardir. Problem

ile beraber verilmis oldugunu varsaymis oldugumuz baslangi¢ degerlerinden gerekli
olanlar1 yukaridaki (3.3) esitliginde yerlerine yazildiktan sonra gerekli diizenlemeler
yapildiginda,

d"T(x,s)

o +N[T(xs)]=f(xs) (3.4)

esitligi ile verilen ve bagimsiz degiskeni x olan bir adi diferansiyel denklem elde edilir.
Boylelikle Laplace doniisiim yardimiyla kismi tiirevli-diferensiyel denklemi adi tiirevli

diferensiyel denkleme doniistiirmiis olduk. Elde edilen bu yeni diferensiyel denklemde

n

X degiskenine gore

n i)

a ( X, S) =L [u (X, t)] bi¢giminde tanimlanmakta olup, sirasiyla

n. mertebeden diferensiyel operator, NH lineer olmayan diferensiyel operator , f(x, s)

ve U(X, S) fonksiyonlar1 da sirasiyla bilinen ve aranan fonksiyonlar1 temsil etmektedir.

Bu adimda da (3.4) genel denklemi elde edilirken, ayn1 zamanda yazim kolaylig1 olmasi
bakimindan ihmal edilen baslangic degerlerinin de t degiskenine gore Laplace
dontisiimiiniin alindiginin ve elimizde mevcut oldugu varsayimimizin unutulmamasi

gerekmektedir.

(3.4) denklemi ile verilen adi tiirevli diferansiyel denklemde 2. Boliimde verilen
DDM nun verilen kurallar1 dogrultusunda diferansiyel doniigiimleri alinirsa agagidaki

yenileme bagintis1 kolaylikla elde edilir.

(k:'n)!U(k+n)+ N (K)U (k) = F (k) (3.5)
UK),k=0,1,..,n-1 (3.6)

buradaki H(k)ve F(k) ise sirasiyla, diferensiyel denkleme DDM uygulandiktan sonra
elde edilen N[T(x,s)| ve f(x,s) nin diferensiyel doniisiimleridir. (3.6) ise, dnceki
adimlarda bahsettigimiz ama simdiye kadar ihmal ettigimiz i¢in acik olarak
yazmadigimiz  baslangi¢ kosullarina sirasiyla Laplace doniisimii ve DDM
uygulandiginda elde edilen u(x,s) nin U(k),k=0,1..,n—1 bilinen spektrum
degerleridir. LDDM bi¢iminde isimlendirilen yonteminin bu adiminda kullanilan DDM
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nun (3.5)-(3.6) esitlikleri ile verilen formdaki adi diferansiyel denklemlerin yar1 analitik
¢oziimleri i¢in etkili bir yontem oldugu literatiirdeki bir ¢ok ¢alisma ve onlari referans

veren ¢alismalarda kolaylikla goriilebilir (Chen and Ho 1996; Chen and Liu 1998).

u(x,s) nin bilinmeyen diger spektrum degerlerinin bulunabilmesi igin
yukaridaki (3.6) esitligi ile verilen U(k),k =0,1,...,n—1spektrum degerlerinin (3.5)
yenileme bagintisinda yazilmasiyla U(K),k=n,n+1L,n+2,... spektrum degerleri
kolaylikla elde edilir. Coziimiin bu asamasinda aranan fonksiyonun analitik fonksiyon
olmasi kabulii nedeniyle bulunacak olan spektrum sayisinin belirlenmesi tamamen
problemin dogasina uygun olarak uygulayici tarafindan belirlenir. Baska bir degisle

yenileme bagintisindaki iterasyon sayisi istenildigi kadar tekrarlanarak G(X,S) ‘nin

istenen sayidaki U (k) spektrumlari elde edilir.

Elde edilen u(x,s)lerin spektrumlari 2. Bélimde verilen (2.66) esitliginde

oldugu gibi yerlerine yazildiklarinda (3.4) probleminin DDM ile elde edilen ¢6ziimi,

0(x,5) = YU (K)x" 3.7)

formunda elde edilmis olunur.
Yontemin son adimi olarak ilk basta verilen (3.1) probleminin ¢6ziimiine
ulagabilmek i¢in (3.7) esitliginin her iki yaninin S doniisim degiskenine gore terS

Laplace doniisiimii alinmasi yeterlidir. Bu islem yapildiginda aranan ¢6ziim fonksiyonu,

u(x,t)="L" {G(x, s)} = Ll{iu (k)xk} (3.8)

bi¢iminde elde edilir.

Anlatilan ¢6ziim siireci sonrasinda elde edilen (3.8) deki u(x,t) fonksiyonuna
ilk basta ele alinan (3.1) kismi kiirevli integro-diferansiyel denkleminin Laplace
Diferansiyel Doniisiim Metodu (LDDM) ile elde edilen ¢oziimii olarak adlandirilir.
Alquran et al. (2012) yapmis olduklari ¢aligmalarinda benzer bir algoritmayr kismi
tirevli diferensiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in vermis olsalar da adi gegen algoritma
sadece ikinci mertebeden KTDD ler i¢in tanimlanmistir. Bu ¢alismada ise kismi tiirevli

integro-diferansiyel denklemler igin de bu hibrit yontemin uygulanabilecegini
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gostermektedir. Metodun isleyisini anlayabilme adina yukarida kismi tiirevli integro-
diferansiyel denklemler i¢in 6zetlemeye ¢alistigimiz LDDM, asagidaki Sekil 3.1° de

verilen sema, gorsel acidan izlenecek adimlar1 6zetlemektedir.

L
Laplace Doniistimi
Kismi Tiirevli Integro o
Diferansiyel Denklemler Adi Turevli Baslangig
& Baslangi¢ Degerleri Deger Problemi
DDM
-1
L

Kismi Tiirevli Integro

. - Adi Tiirevli Baslangic
leeran5|yel N Deger Probleminin
Denklemin Coziimii Coziimii

Tablo 3.1. KTIDD’lerin LDDM ile ¢6ziim dongiisii
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4. LAPLACE DIFERENSIYEL DONUSUM METODUNUN UYGULAMALARI

Bu boliimde kismi tiirevli integro-diferensiyel denklemlerin ¢éziimii i¢in verilen
yukaridaki LDDM nun uygulanabilirli§i bazi ornekler iizerinde gosterilecektir. Ele
alman oOrneklerdeki tiim hesaplamalar Maple 13 paket programi kullanilarak elde

edilmistir.

Ornek 4.1.
Asagidaki (4.1) esitligi ile verilen kismi tiirevli integro-diferansiyel denkleminin
(4.2) kosullarin1 ger¢ekleyen ¢oziimiinii arayalim (Thorwe ve Bhalekar, 2012).

62‘;}2"0 - au((;;, ) +2I (t—2)u(x, 7)dz— 26", 4.1)
u(x,0)=e*, u,(x,0)=0, u(0,t) =cost, (4.2)

Yukarida 6zetlenen ¢oziim algoritmasinda oldugu gibi (4.1) esitliginin her iki

tarafin1 t doniisiim degiskenine gore Laplace doniisiimii alinirsa,

L{u,(x,t)]= L[uX +2j(t—r)u(x,r)dr—2ex} (4.3)

esitligi elde edilir. Tirev fonksiyonlar1 ve konvoliisyon tipinde verilen integrallerin

Laplace doniisiimleri i¢in verilen kurallar (4.3) esitliginde de kullanilir ve elde edilen
esitlikte u(x,0)=e*, u,(x,00=0 degerleri yerine yazildiktan sonra gerekli
diizenlemeler yapilip ve u(0,t)=cost degerinin de t donisim degiskenine gore

Laplace doniisiimii alinirsa,

@{%—szjﬁz(g—s]ex (4.4)

dx \s S

u(,s) =— (4.5)
s? +

esitlikleri elde edilirler. DDM’ nun (4.4)-(4.5) esitlikleri ile verilen adi diferensiyel
denklemlerin yar1 analitik ¢6ziimleri i¢in etkili bir yontem oldugu literatiirdeki bir ¢ok

calisma ve onlarin referanslarindan kolaylikla goriilebilir (Chen ve Ho, 1996; Chen ve
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Liu, 1998). Bu nedenle adi tiirevli bu baslangi¢c deger probleminin ¢6ziimii igin (4.4) ve
(4.5) e diferansiyel doniisim metodu uygulanir ise sirasiyla asagidaki (4.6) ve (4.7)
esitlikleri elde edilir.

U(k+1)=G<_—+11){(832—SZJU(|<)—(§-5)1} (4.6)

S

U(0) =
© s?+1

4.7

Bu adimda aranan u fonksiyonunun bilinmeyen spektrumlari olan U (k), k =1,2,3,...
lar, (4.7) deki degerinin (4.6) daki yenileme bagintisinda kullanilmasiyla kolaylikla elde
edilirler. Burada islemler istenilen sayida tekrarlanir. Elde edilen spektrumlar (2.66)’

daki yerlerine yazilirsa,

S

(x.5) = s?+1

1., 1.,
(1+X+EX +ax +...) (4.8)

esitligi elde edilir.(4.8) in her iki yam1 Sdonlisim degiskenine gore ters Laplace

doniigiimii alindiginda ise,

u(x,t) = L‘{ 25 1+ Xt gy +...)} = cost(1+x+%x2 +%x3 +..) (4.9)
S ! .

+1 2! 3!

elde edilir. (4.9) serisinin kapali formu u(x,t)=e€*cost olup, bu ¢dziim ayn1 zamanda

(4.1)-(4.2) probleminin tam ¢oziimudiir. Asagidaki Sekil 4.1” de ise elde edilen ¢6ziim

fonksiyonunun grafigi yer almaktadir.
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Sekil 4.1. Ornek 4.1 in u(x,t) ¢6ziim yiizeyi

Ornek 4. 2.
t

u —u, +u+'fet"u(x,r)dr=(x2 +1)e' -2 (4.10)
0

Yukaridaki (4.9) esitligi ile verilen kismi tiirevli integro-diferensiyel denkleminin

u(x,0) =x*,u(0,t) =t,u (0,t) =0 (4.11)

kosullarini gergekleyen ¢oziimiinii bulalim. Bu problemin tam ¢6ziimii u(x,t) = X2+t
oldugu bilinmektedir (Thorwe ve Bhalekar, 2012).

Bolim 3 de 6zetlenen algoritmada, ilk 6rnekte oldugu gibi birinci adim olarak
(4.10) esitliginin her iki tarafinin t doniisim degiskenine gore Laplace doniisiimii

almirsa,
sL[u(x,t)]-u(x,0)—L|{u —u —je‘yu (x, y)dy} =L[(x* +1e' - 2] (4.12)

esitligi elde edilir. (4.12) esitliginde (4.10) da verilen u(x,0)=x" baslangi¢c kosulu
yazilir ve Laplace doniisiimiintin 6zellikleri kullanildiktan sonra gerekli diizenlemeler

yapilirsa
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2—~ 2
au_| s U:—xz(ij—iﬁ (4.13)
dx s—1 s-1) s-1 s

bi¢iminde verilen bagimsiz degiskeni X, aranan fonksiyonu u olan adi diferensiyel
denklemine ulasilir.
Diger taraftan (4.11) in kullanilmayan diger iki baslangi¢ kosullarinin Laplace

doniistimii alinirsa asagidaki (4.14) kosullari elde edilir.

U(O,s)=i2,

S 3%(0,5) _0 (4.14)

Sonug olarak; (4.10)-(4.11) problemi; (4.13)-(4.14) baslangic deger problemine
indirgenmis olunur. Ornek 4.1 de oldugu gibi bu 6rnekte de  u(x,s) = L[u(x,t)] esitligi
ile verilen u fonksiyonunun t doniisiim degiskenine gore Laplace doniisiimii anlatildigi

unutulmamalidir. Yontemin bu adiminda DDM nun (4.13)-(4.14) problemine

uygulanmasi agamasi vardir. Bu islem yapildiginda,

1 5?2 s 2 1
Uk+2)= g KS_JU (k) =S5k —2) (S—_J{E—S—_J(S(k)} (4.15)

U (0) =S—12,U(1) -0 (4.16)

esitlikleri elde edilir. Bu adimda aranan u fonksiyonunun bilinmeyen spektrumlari olan
U(k), k=2,3,... lar, (4.16) deki degerlerin (4.15) teki yenileme bagintisinda
kullanilmasiyla kolaylikla elde edilirler. Elde edilen spektrumlar (2.66) deki yerlerine
yazilirsa,
2
axs) =X+t (4.17)
S

SZ

fonksiyonuna ulasilir. Elde edilen bu (4.17) ¢6ziimii ayn1 zamanda (4.15)-(4.16)
probleminin DDM ¢6ziimii olarak adlandirilir. Bu ¢6ziim tabii ki ilk basta verilen
(4.10)-(4.11) probleminin ¢6ziimii degildir. (4.10)-(4.11) probleminin ¢6ziimiine

ulasabilmek i¢in Boliim 3 de 6zetlenen yontemin son asamasinda oldugu gibi yukarida
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elde edilen (4.17) ¢6ziimiiniin S degiskenine gore ters Laplace doniisiimiiniin alinmasi

yeterlidir. Bu islem yapildiginda ise
u(x,t) = LH[T(x,8)] = x* +t

esitligi elde edilir. Elde edilen ¢oziim ilk basta verilen (4.10)-(4.11) kismi tiirevli
baslangi¢ deger probleminin tam ¢oziimidiir. Ele alinan bu 6rnekte de goriildiigii gibi

bu tez galismasinda onerilen LDDM yontemi bu tiir problemlerin tam ¢6ziimlerini elde
edilmesini miimkiin kilmaktadir. Asagidaki Sekil 4.2 de ise elde edilen u(x,t) = x>+t

¢ozlim fonksiyonunun grafigi yer almaktadir.

Sekil 4.2. Ornek 4.2” nin u(x,t) ¢oziim yiizeyi

Ornek 4. 3.

t

U, + Uy +Isinh(t—r)uxxx(x,r)dr=0 (4.18)
0

bi¢iminde verilen kismi tiirevli integro-diferensiyel denkleminin

u(x,0) =0,u,(x,0) = x,u, (x,0) =0, (4.19)
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u(0,t) =0,u,(0,t) =sint,u, (0,t) =0 (4.20)

kosullarim1  gercekleyen ¢Oziimiinii bulalim. Bu problemin tam ¢6ziimi ise
u(x,t) = xsint’ dir (Mohand ve Mahgob, 2015).

Onceki 6rneklerde oldugu gibi (4.18) esitliginin her iki tarafinin t doniisiim
degiskenine goére Laplace doniisimi almir ve elde edilen esitlikte (4.19) daki

u(x,0)=0, u,(x,0)=x, u,(x,00=0  kosullar1  kullanildiktan  sonra  gerekli

diizenlemeler yapilirsa;

33—

373+(1—52)(s+s3)6:(s—33) X (4.21)

biciminde bagimsiz degiskeni x, aranan fonksiyonu u olan bir adi diferensiyel
denkleme ulasilir.

Diger taraftan (4.20) baslangi¢c kosullarinin Laplace doniisiimii alindiginda ise,

L 4690, (4.22)

da
U(0,s)=0, —(0,s) =
©5) dx( ) s?+1  dx

olur. Artik ¢oziilmesi gereken problem; (4.21)-(4.22) baslangic deger problemine

indirgenmistir. (4.21) ve (4.22) nin diferensiyel doniigiimleri alindiginda,

—1 2 3 3
U(k+3) = T RS [(1-57)(s+5°)U () -5k -1)(s—5") |, (4.23)
U(0)=0, U@)= 21 , U(2)=0, (4.24)
s +1

esitlikleri elde edilir. Buradan ise aranan u fonksiyonunun bilinmeyen spektrumlar
olan U (k), k =3,4,... degerleri, (4.24) deki degerlerin (4.23) teki yenileme bagintisinda
kullanilmasiyla kolaylikla elde edilirler. Elde edilen spektrumlar (2.66) daki yerlerine

yazildiginda ise,
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LI
41

u(x,s)= (4.25)

fonksiyonuna ulagilir. Son olarak (4.25) ¢oziimiiniin S degiskenine gore ters Laplace

doniisiimiinlin alinmasi yeterlidir. Bu islem yapildiginda ise
u(x,t) = L [T(x,8)] = xsint, (4.26)

esitligi elde edilir. Elde edilen (4.26) ¢6ziimii ilk basta verilen (4.18)-(4.20) kismi
tirevli baslangic deger probleminin tam c¢ozimidir. Ele alinan tiim orneklerde
goriildiigii gibi bu tez calismasinda Onerilen LDDM yontemi kismi tiirevli integro-
diferensiyel denklemlerin tam ¢6ziimlerini elde edilmesini miimkiin kilmaktadir.

Sekil 4.2 de ise elde edilen u(x,t)=xsint ¢6ziim fonksiyonunun grafigi yer

almaktadir.

Sekil 4.3. Ornek 4.3 iin u(x,t) ¢coziim yiizeyi
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu yiiksek lisans tez c¢alismasinda kismi tirevli integro-diferensiyel
denklemlerin Laplace Diferansiyel Doniisiim Metodu (LDDM) nun ile ¢6ziimlerine yer
verilmigtir. Ele alinan LDDM, Laplace doniisiimii ile Diferensiyel Doniisiim Metodu
(DDM) nun pesi sira kismi tiirevli integro-diferensiyel denklemlere uygulanmasindan
ibarettir. LDDM da kismi tiirevli integro-diferensiyel denklemler; ilk olarak Laplace
doniistimii yardimiyla adi tiirevli diferensiyel denklemlere indirgenmektedir. Elde edilen
Adi diferensiyel denklemler ise DDM yardimu ile ¢oziildiikten sonra bulunan ¢6ziim
fonksiyonuna ters Laplace donilisiimii uygulanarak ilk basta verilen kismi tiirevli
integro-diferensiyel ~ denklemlerin  ¢6ziimlerine ulagilabilmektedir. Ele alinan
orneklerden gorildigii gibi kismi tiirevli integro-diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri
icin Onerilen ydntem, bu tiir problemler icin etkili, kolay ve basittir. Ileride
aragtirmacilarin  yontemi kesirli tlireve sahip kismi tiirevli integro-diferensiyel
denklemlere, baz1 6zel fizik ve miihendislik problemlerine de uygulayacaklar

kanaatindeyiz.
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