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Bu c¢alismada ilk olarak analitik ve bi-iinivalent fonksiyonlara ait bazi altsiniflarin tanimi
verilmistir. Daha sonra, bu alt smiflara ait Faber polinomlar1 yardimiyla |a,| katsayisi, Chebyshev
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1. GIRIS VE KURAMSAL BIiLGILER

18. yy da ortaya ¢ikan karmasik analizin en 6nemli konularindan biri 20. yy
baslarinda ortaya ¢ikan tinivalent fonksiyon teorisidir. 1907 yilinda Koebe’nin {inivalent
bir fonksiyonun kendisinin ve birinci mertebeden tiirevinin mutlak degeri tlizerindeki
siirlart ispatladigi g¢alismasi iinivalent fonksiyonlar teorisini ortaya ¢ikarmstir.
Bieberbach 1916 yilinda tinivalent fonksiyonlar i¢in |a,| < 2 oldugu gostermis ve |a,| <
n kestiriminde bulunmustur. Bibeberbach kestirimi olarak bilinen bu kestirim ancak 1984
yilinda Branges tarafindan ispatlanabilmistir. Bu kestirimin sonuglar1 {inivalent
fonksiyonlar teorisini daha 6nemli hala getirmistir. Boylece tinivalent fonksiyonlar teorisi
bir¢cok matematik¢iyi cezbetmeye baslamis ve giinlimiize kadar tinivalent fonksiyonlarin

tist sinirlar tizerine bir¢ok calisma yapilmistir.

Kendi ve tersi de {inivalent olan bi-iinivalent fonksiyonlarla ilgili ilk ¢alisma 1967
yilinda Lewin tarafindan yapilmistir ve bi-iinivalent fonksiyonlarn sinifim X ile

gostererek |a,| < 1.51 oldugunu ispatlamistir. Brannan ve Clunie 1980 yilinda X sinifina
ait her f fonksiyonu i¢in |a,| < +/2 oldugunu agik problem olarak ortaya atmislardur.
Netanyahu 1969 yilinda ¥ smifina ait her f fonksiyonu igin |a,| < g oldugunu
gostermistir. En iyi tahmin ise 1985 yilinda Taha tarafindan yapilmus olan |a,| <1.485

katsay1 tahminidir

Bu ¢aligmada X simifina ait, Vays ve Kant’nin 2017 yilinda tanimladigi siniflar
da gbz oniinde bulundurarak Faber polinomlari yardimiyla |a,| genel katsayisi ve
Chebyshev polinomlar1 yardimiyla da |a,| ve |as| katsayilari igin st sinirlar elde
edilmistir. Faber ve Chebyshev polinomlari ile ilgili genel bilgiler ise ileriki boliimlerde

verilmistir.

Simdi ise ¢aligmamizin temeli olan bazi tanim ve teoremleri verelim.



Tamm 1.1 (Disk) z, karmasik sayilar kiimesi olan C nin bir elemani olsun. » > 0 olmak
uzere,
D(zy,r)={z€C: |z—2zy| <71}
seklinde tanimlanan D (z,, r) kiimesine z, merkezli r yarigapli agik disk,
D(zg,r) = {z€C: |z—2zy| <71}
seklinde tanimlanan D (z,, ) kiimesine z, merkezli r yaricapli kapah disk,
0D(zy,r) = {z€C: |z—2z4| =7}

seklinde tanimlanan dD(z,, r) kiimesine de z, merkezli r yarigcapli gember denir.

Tamm 1.2 (i¢ Nokta) C kiimesinin bir alt kiimesi 4 olsun. z, € A i¢in D(z,, ) acik diski
A kiimesinin alt kiimesi olacak sekilde bir r > 0 reel sayist varsa z, noktasina
A kiimesinin bir i¢ noktasi denir. A da tanimlanan biitiin i¢ noktalarin kiimesine de A nin

ici denir.

Tamm 1.3 (A¢ik Kiime) C kiimesinin bir alt kiimesi A olsun. Her z, € A igin z, bir i¢
nokta ise A kiimesine acik kiime denir. Tiimleyeni acik olan kiimeye de kapah kiime

denir.

Tamim 1.4 (Yigilma Noktasi) C kiimesinin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi A olsun.
7, noktasiin her D (z,, €) komsulugunda, A kiimesinin z, dan farkli bir z noktasi varsa
Z, noktast A kiimesinin bir yigilma noktasidir denir.

Tamm 1.5 (Baglantih Kiime) C kiimesinin bos kiimeden farkl bir alt kiimesi A olsun.
Eger A kiimesi ayrik iki a¢ik kiimenin birlesimi olarak yazilamiyorsa, bu kiimeye
baglantilidir denir. Yani,

ANU#Q,ANV =P, AcUUV,ANUNV =0
olacak sekilde U ve V agik kiimeleri bulunamiyorsa, A kiimesi baglantilidir. Baglantili

olmayan kiimeye de baglantisizdir denir.

Tanim 1.6 (Bolge) Karmasik diizlemde bostan farkli agik ve baglantili bir kiimeye bélge

ad1 verilir.

Tamim 1.7 (Basit Baglantih Bolge) D, C diizleminde bir bolge olsun. Eger hem D hem

de D'(D nin tiimleyeni) baglantili bir kiime ise D bolgesine basit baglantih bolge denir.



Tamm 1.8 (Karmasik Fonksiyon) C nin herhangi bir alt kiimesi A olsun. Her z € A
elemanina belli bir f(z) € C elemanini karsilik getiren kurala karmasik fonksiyon
denir. f : A —» C gosterimi ile belirtilir.

Bir f karmasik fonksiyonu w = f(z) seklinde belirtilir.

Tamm 1.9 (Fonksiyonun Limiti) C nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi A olsun. f :
A — C bir fonksiyon ve z, € A noktasi, A kiimesinin bir yigilma noktasi olsun. w, € C
vehere > 0ve0 < |z — z,| < & sartin1 saglayan her z € A igin |f(z) — wy| < € olacak
sekilde bir § = §(z,, €) sayisi varsa f in zy daki limiti wq dir denir ve

lim f(z) = w,

z-2¢

ile gosterilir.

Tammm 1.10 (Siireklilik) Taniml.9 ile tanimlanan fonksiyonun limit degeri ile
fonksiyonun o noktadaki goriintiisii ayni ise f (z) fonksiyonuna z, noktasinda siireklidir
denir. Yani,

li_)m f(z) =wgve f(z) =w,
satlarin1 saglayan f(z) fonI<ZSi)Z/00nu 7y noktasinda siireklidir. Eger f(z) fonksiyonu
A kiimesinin her noktasinda siirekli ise f(z) fonksiyonuna A kiimesinde siirekli
fonksiyon denir.
Tanim 1.11 (Egri) Reel sayilarin bir alt kiimesi [a, b] olsun.

y: [a,b] = C

seklinde tanimlanan fonksiyon siirekli ise y ye C diizleminde bir egri denir.

Tamm 1.12 (Diferansiyellenebilirlik ) C nin bos kiimeden farkl: bir agik alt kiimesi A
ve f : A = C bir fonksiyon olsun.

Eger zy, € A noktasinda

i 18 — f(Z0)
im ——

Z—2Zg Z— Zg

limiti mevcut ise, f fonksiyonuna 2z, noktasinda diferansiyellenebirdir veya

tiirevlenebilirdir denir. Bu limit f'(z) veya % (z,) seklinde gosterilir.



Tammm 1.13 (Analitik Fonksiyon) C diizleminin bir alt kiimesi A, f: A — C bir
fonksiyon ve z,, A nin bir i¢ noktasi olsun. Eger f fonksiyonu, Z, noktasinda ve bu

noktanin segilen komsulugundaki her noktada diferansiyellenebilir ise f fonksiyonuna

7, noktasinda analitiktir denir.
z = x + iy olmak tizere f(z) = u(x, y) + iv(x,y) karmasik degerli fonksiyonu analitik

ise
u v Jdu dv
a(x,y) —@(x,y) ve @(x,y) - —&(X,y)

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar.

f(z) = u(x,y) + iv(x, y) karmasik fonksiyonu igin f, ve f; kismi tiirevleri
af 1 1 . .
f, = (fx fy)=—(ux+lvx—luy+vy)

d 1
e — 6{ (fx+1fy)— (ux+wx+1uy—vy)

seklindedir. Eger bir f(2) fonk8|y0nu bir D bolgesmde analitik ise f; = 0 ve f, = f'(2)

olur. Tersine eger bir D bélgesinde f; = 0 veya f, = f'(z) ise f(z) fonksiyonu bu D
bolgesinde analitiktir. Ayrica, jakobiyen determinati

u,v u u
2 _ 12 il ) — X y
2 =1 = (55) = or vy
olarak yazilabilir. Cauchy-Riemann denklemlerinin bir sonucu olarak,
2 )
Jrn =1 (52) = wd +1 = fue + iy " = 17 P

)

X,y

oldugu agiktir.

Teorem 1.14 (Maksimum Modiil Teoremi) C diizleminin bir D bolgesinde tanimlanan
f fonksiyonu D bolgesinde analitik olsun. Bu fonksiyon bu bolgede sabit olmadikga,

|f (z)| modiiliiniin maksimum degerini bu bélgenin sinirinda alir ( Duren, 1983).

Teorem 1.15 (Schwarz Yardimecr Teoremi) f fonksiyonu U = {z: |z| < 1} birim
diskinde analitik ve f(0) = 0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)| < 1ise |[f'(0)| < 1
ve |f(2)| < |z| esitsizlikleri saglanir. Esitlik sadece § € C olmak iizere f(z) = e®z

fonksiyonu ile saglanir.

Tanim 1.16 (Argiiman) C diizlemde z karmasik sayistyla belirtilen vektoriin pozitif reel

eksen ile yaptig1 6 agisina z nin argiimenti denir ve 6 = arg(z) ile gosterilir.

Tanim 1.17 (Konform Déniisiim) C diizlemindeki bir D boélgesi igin f : D — C stirekli
fonksiyonu verilsin. Eger z, € D noktasindan gegen ve aralarinda a agist bulunan

herhangi y,, y, diizgiin egrilerinin f(y;) ve f (y,) resim egrileri de wy, = f(z,) noktasin



da aralarinda yon ve biyiiklik bakimindan a agist oluyorsa, f fonksiyonuna z,
noktasinda bir konform doniisiimdiir denir. Eger f fonksiyonu her z, € D noktasinda
konform ise f fonksiyonu D bolgesinde konformdur denir.

Resmedilen bolge ile resim bolgesi arasindaki iliskinin daha iyi anlasilabilmesi

I¢in herhangi bir karmasik fonksiyon yerine konform doniisiim ele alinir.

Teorem 1.18 C diizleminde tanimli bir D bolgesinde f : D — C doniisiimii verilsin. f
fonksiyonu z, € D noktasinda siirekli ve f'(zy) # 0 ise f fonksiyonu z, noktasinda bir

konform doniisiimdiir denir.

Tanim 1.19 (Karmasik Dizi) f : N — C bir fonksiyon ve f(n) = z, olan fonksiyona C

de bir karmasik dizi denir ve (z,) seklinde gosterilir.

Tamim 1.20 (Yakinsak Dizi) z, € C ve (z,,) bir karmasik dizi olsun. Herhangi bir ¢ > 0
sayist i¢in n > ny ve tim n € N igin |z, — zy| < € olacak sekilde bir ny € N sayisi

bulunabiliyorsa (z,) dizisinin limiti z, olur. Yani,
lim (z,) = z,
n—->oo

dir. Limit degeri olan karmasik diziye yakinsak dizi denir.

Tamm 1.21 (Seri) C diizleminde karmasik bir dizi (z,) olsun.

Zq +Z2 + A + -

co

n=1

toplamina karmasik seri denir ve

ile gosterilir. Bu serinin
n

Sn:ZZk

k=1
olarak tanimlanan (s,) dizisine de kismi toplamlar dizisi denir.

Tamim 1.22 ( Yakinsak Seri) C diizleminde bir karmasik seri Z Z, ve (s,) buserinin
n=0

kismi toplamlar dizisi olsun. (s,) dizisi bir s, degerine yakinsiyorsa (yani n — oo iken
(sp) = so oluyorsa) verilen seri s, sayisina yakinstyor denir ve bu seriye yakinsak seri

ad1 verilir.



Tamm 1.23 (Kuvvet Serisi) C diizleminin iki eleman1 a,, Ve z, olsun

o)

Z an(z — )"

n=0

bi¢ciminde tanimlanan serilere kuvvet serileri denir.

Teorem 1.24 (Taylor Teoremi) C diizleminde tanimlanan bir f(z) fonksiyonu z,

noktasinda analitik ise bu noktanin bir komsulugunda

F@ =Y a2 = Y o (g gy
n=0 n=0

seklindeki bir kuvvet serisi agilimina sahiptir. Bu seriye z, noktasi komsulugundaki
Taylor serisi denir. Ozel olarak z, = 0 alinirsa

- f(0)

Zn
n!

n=0

serisi elde edilir ki bu seriye Maclaurin serisi adi verilir.



2. UNIVALENT FONKSiYONLAR

Bu boliimde tnivalent fonksiyonlarin tanimlari ve Onemli bazi Ozellikleri

verilecektir.

Tamm 2.1 (Univalent Fonksiyon) C diizleminin agik bir D alt kiimesi iizerinde
tanimlanmis f(z) fonksiyonu i¢in Vz;, z, € D olmak lizere z; # z, iken f(z,) # f(z,)
oluyorsa f(z) fonksiyonuna D bélgesinde iinivalent fonksiyon (Tiirkgede “yalinkat”,
Almancada “schlicht” ve Rusgada “odnolistni” olarak isimlendirilir.) denir. Yani f(z)

tinivalent bir fonksiyon ise D bolgesini birebir olarak baska bir bolgeye doniistiiriir.

Tamim 2.2 (Yerel Univalent Fonksiyon) C diizleminin bir D bélgesinde tanimli bir
f fonksiyonu, D bolgesindeki herhangi bir noktanin komsulugunda {inivalent ise

f fonksiyonuna o noktada yerel iinivalent fonksiyon denir.

Teorem 2.3 C diizlemindeki bir D bolgesinde tanimli analitik bir fonksiyon f olsun. z, €
D noktasinda f'(z,) # 0 olmasi igin gerek ve yeter sart f foksiyonunun z, € D
noktasinda yerel tinivalent olmasidir.

D bolgesinde tanimli f fonksiyonu z, € D i¢in yerel tinivalent ise f'(z,) tlirevi
7, noktasinda f fonksiyonunun yerel olarak geometrik davranisini belirler. |f'(z)| ve
argf'(z) sirasiyla uzunluklarin yerel bliyiime ¢arpani ve yerel donme ¢arpanini gosterir.

Yerel iinivalent bir fonksiyon, agilar1 ve donmeyi korur. Bu sebepten dolayidir ki
tinivalent bir fonksiyon, konform bir doniisiim ile denk kabul edilir.

Ote yandan, C diizleminde taniml1 bir D bélgesinde, f'(z,) # 0 olmasi sart: D

bélgesinin tiimiinde {inivalent olmast i¢in gerek kosul iken yeterli kosul degildir. Ornegin
f(z) = z? fonksiyonu D = {z: 1<|z|<2,0<argz< 3;”} bolgesinde yerel tinivalent

bir fonksiyondur. Fakat {inivalent fonksiyon degildir.
Tek degiskenli tinivalent fonksiyonlar teorisinin en 6nemli olan sonuglarindan biri

asagidaki tanimda verilen Riemann doniisiim teoremidir.

Tanmim 2.4 (Riemann Déniisiim Teoremi) z, € D icin f(z,) = 0 ve f'(z,) > 0 olacak
sekilde basit baglantili bir D # C bdlgesini U birim diski tizerine birebir ve konform

olarak tasiyan bir tek f fonksiyonu vardir (Duren, 1983).



Birebir, orten ve analitik bir fonksiyon C diizlemindeki iki bolge arasinda
tanimlanabiliyorsa, bu iki bdlge konform olarak denktir denir. Buna gore Riemann
Dontisiim Teoremi, C diizlemindeki basit baglantili her alt kiimenin U birim diskine
konform olarak denk oldugunu soyler.

U birim diskinde analitik ve tinivalent olan f(z) fonksiyonu f(0) = 0 ve f'(0) =
1 kosullar1 ile normalize edilebilir. Eger f(z) fonksiyonu U birim diskinde analitik ve

Univalent ise 0 zaman
_f@ - O
f'(0)

fonksiyonu da f(z) fonksiyonu ile ayni oOzellikleri tasir. Boylece yapilan bu

9(z)

normalizasyon sinifin genelligini sinirlamaz.

Bu ¢alismamizda, U birim diskinde tanimlanan

f(2) =Z+Zanzn , (z€el)
n=2

seklindeki Taylor serisi agilimina sahip analitik fonksiyonlarin siniflariyla ilgilenecegiz.

Bu fonksiyonlarin sinifin1 A ile gésterecegiz.

Tamim 2.5 (S sinift) Tanim 2.4. de bahsedildigi gibi U birim diskinde iinivalent, analitik
ve f(0)=0ve f'(0) =1 kosullarin1 saglayan fonksiyonlarin smifina normalize
edilmis iinivalent fonksiyonlar sinifi denir. Bu sinifi § ile gosterecegiz.

§ smifina 6rnek verilebilecek en 6nemli fonksiyonlardan biri

__Zz _ 2 3 ...
k(z)—(l_z)2 z+2z°+3z° + (zel)

seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon U birim diskini goriintii kiimesi

—% den oo a kadar ¢ikarilmis negatif reel eksen hari¢ tiim karmagik diizlem iizerine

konform olarak doniistiiriir. Koebe fonksiyonu, tinivalent fonksiyonlar teorisinde birgcok

problem i¢in son derece 6énemli bir rol oynar.

Lineer kesirsel bir doniisiim olan
Z
11—z

f2) =
fonksiyonu U birim diskini Re{f(z)} > —% yar1 diizlemi iizerine doniistiiriir ve bu

fonksiyon normalize edilirse § sinifina ait olur.



Diger bir lineer kesirsel dontisiim olan

1
F) =

fonksiyonu da, U birim diskini Re{f(z)} > 0 yar1 diizlemi {izerine birebir olarak

doniistiiren bir fonksiyondur.

Boylece § deki bir f(z) fonksiyonunun seri agilima,

f2) =2+ Z a,z"  (z€U) 2.1)

olarak yazilabilir.

Bieberbach, ilk kez § sinifina ait bir f fonksiyonun a,, katsayilari i¢in bir tist sinir

olusturmaya calisti. 1946 yilinda da asagidaki teoremde verilen |a,| < 2 esitsizligini

ispatladi.

Teorem 2.6 (Bieberbach Teoremi) f(z) =z + a,z? + azz3 +--- fonksiyonu §
sinifina aitise |a,| < 2 dir.

Bieberbach bu teoremi ispatladi ve |a,| < n esitsizliginin saglandigina dair bir
tahminde bulundu. Bieberbach kestirimi olarak bilinen bu problem ancak 1985 yilinda L.

De Branges tarafindan ispatlanabildi.

Teorem 2.7 (Bieberbach Kestirimi) f(z) = z + a,z? + asz3 + --- fonksiyonu §
sinifina ait ise her N> 2 i¢in |an| <n olur (Bieberbach, 1916).

f € § tnivalent fonksiyonlari i¢in en 6nemli temel geometrik sonug 1907 yilinda
Koebe tarafindan verilen ve Koebe dortte bir teoremi olarak bilinen {inlii teoremdir. Her
bir fe€s fonksiyonu f(0) =0 ozelliginde bir agik doniisim oldugu igin bu
doniistimlerin goriintiisii, orijin merkezli baz1 diskleri kapsar. Koebe, § sinifindaki tiim

fonksiyonlarin goriintiilerinin p bir mutlak sabit olmak tizere ortak bir |f(z)| < p diskini

kapsadigin1 soylemistir. Koebe fonksiyonu, p mutlak sabitinin |p| Si esitsizligini
saglar. Daha sonra, Bieberbach p mutlak sabitinin % olarak alinabilecegini belirten

Koebe kestirimini ortaya koymustur.

Teorem 2.9 (Koebe Dortte Bir Teoremi) Her f(z) =z + a,z®> + azz3> ++ €8

fonksiyonunun goriintiisti {f(z): If(2)| < %} diskini kapsar (Duren, 1983).
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Bieberbach’in ispatlamis oldugu |a,| <2 Kkatsayr esitsizligi, konform
doniistimlerin  geometrisinde biiylime teoremi ve biikiilme teoremi gibi daha ileri
uygulamalara sahiptir. Biiyiime teoremi ve biikiilme teoremi, tiim f € § fonksiyonlari
tizerinde sirast ile |f(z)| ve |f'(z)| igin smurlar olusturur.

Biikiilme teoremi, f € § donlisiimii altinda yay uzunlugunun sonsuz kiiciik
biiylime ¢arpani olarak |f'(z)| nin geometrik agiklamasindan veya alanin sonsuz kiigiik
biiyiime ¢arpani olarak |f'(z)|? jakobiyeninden gelmektedir. Biikiilme teoremi ve onun

sonugclarina iligkin 6nciil bir tahmin agagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 2.10 § sinifina ait her bir f fonksiyonu i¢in |z| = r < 1 olmak {izere
zf"(z)  2r? 4r
f'(z) 1—-7r?"1-r?

esitsizligi saglanir (Goodman, 1983).

Teorem 2.11 (Biikiilme Teoremi) S sinifina ait her bir f fonksiyonu i¢in |Z| =r<l1

olmak lizere

r < |f < 1+7r
m_|f(z)|—m

esitsizligi saglanir (Goodman, 1983).

Teorem 2.12 (Biiyiime Teoremi) S sinifina ait her bir f fonksiyonu i¢in |Z| =r<1

olmak lizere

T . __T
m_|f(z)|_m

esitsizligi saglanir (Goodman, 1983).

Teorem 2.13 § sinifina ait her bir f fonksiyonu i¢in |z| = r < 1 olmak tizere

1—r< zf'(z)
1+r~ | f(2)

1+r
“1-r

esitsizligi saglanir (Duren, 1983).
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Tamim 2.14 Koebe-dortte bir teoremi S sinifina ait her fonksiyonun w = f(z) altindaki

gOrlintiisiiniin, yarigap 2 olan bir disk igerir.

2.1. Subordinasyon Ilkesi

Ik olarak Lindeldf (1909) tarafindan kullanilan subordinasyon kavrami daha
sonra Littlewood (1925) ve Rogosinski (1943) tarafindan tanitilmis ve temel 6zellikleri
belirlenmistir. Subordinasyon kavramu, iinivalent fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir yere

sahiptir.

Tamim 2.1.1 (Schwarz Fonksiyonu) U birim diski i¢inde analitik ve

[0}

w(z) = Z cpz™

n=1
seklinde ifade edilen w(z) fonksiyonu w(0) = 0 ve |w(z)| < 1 sartlarin1 sagliyorsa bu

fonksiyona Schwarz fonksiyonu denir. Schwarz fonksiyonlarinin sinifi (0 ile gosterilir.

Tanmm 2.1.2 (Subordinasyon Prensibi) f ve g fonksiyonlar1 U birim diskinde analitik
fonksiyonlar olsun. f(z) = g(w(z)) olacak sekilde w(z) € Q Schwarz fonksiyonu varsa
f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g seklinde gosterilir.
f subordinasyon fonksiyonu {inivalent olmak zorunda degildir. Ozellikle,
g(z) fonksiyonu U birim diskinde tinivalent ise
f<g e f(0)=g(0)ve f(U) < gU)
kosulu saglanir (Duren, 1983).

2.2. Univalent Fonksiyonlarin Baz1 Alt Siiflar

Bu bélimde S smnifina ait bazi alt simiflar ve bu alt siniflarin 6zellikleri
verilecektir. Ileriki kistmda tanimlayacagimiz pozitif gercel kisma sahip fonksiyonlar
siifi ve daha 6nce tanimladigimiz subordinasyon kavramu ile iligkili olan bu alt siniflar
arasinda yildizil, konveks, a mertebeli yildizil ve @ mertebeli konveks fonksiyonlarin

siniflar1 bulunmaktadir.
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Tamim 2.2.1 (Caratheodory Sinifi) Pozitif gercel kisma sahip fonksiyonlar sinifi veya

Caratheodory sinifi olarak adlandirilan bu sinif,

[ee]

f(z)=1+plz+pzzz+---+pnzn+---=1+anz", (zel)

n=1
formunda, U birim diskinde analitik ve z noktalar1 igin Re{f(z)} > 0 olacak sekilde

tanimlanir. Bu simif P ile gosterilir.

Tamm 2.2.2 (Yildizil Kiime): D, C diizleminde bir kiime olsun. z, € D noktasin
kendinden farkli her z € D noktasina birlestiren dogru parcast tamamen D icinde
kaliyorsa D kiimesine z, noktasina gore yildizil kiime denir. z, noktasi yerine orijin

secilirse bu kiimeye kisaca yildizil kiime denir.

Tamim 2.2.3 (Yildizil Fonksiyon) f fonksiyonu U birim diskini z, noktasina gore yildizil
bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna z, noktasina gore yildizil fonksiyon denir.
Eger f fonksiyonu U birim diskini sadece yildizil bir kiimeye resmediyorsa f
fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir. Yildizil fonksiyonlarin smifin1 $* ile gosterilir.
(Alexander, 1915)

Teorem 2.2.4 f(z) analitik bir fonksiyon ve f(0) = 0 olsun. Bu durumda f(z) nin
yildizil olmasi igin gerek ve yeter sart f'(0) # 0 olmak iizere

re{2 2> 0

olmasidir (Graham and Kohr, 2003).

Tamim 2.2.5 (Konveks Kiime) D, C diizleminde bir kiime olsun. Her z;, z, € D noktalari
icin z, ve z, noktalarini birlestiren dogru parcasinin tamami D kiimesinin i¢inde kaliyorsa
D’ye konveks kiime denir. Yani noktalarmin her birine gore yildizil olan kiimeye

konveks kiime denir.

Tamm 2.2.6 (Konveks Fonksiyon) f fonksiyonu konveks bir kiimeyi, konveks bir
kiimeye resmediyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Konveks fonksiyonlarin

smifi C ile gosterilir (Duren, 1983).
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Teorem 2.2.7 f(z) analitik bir fonksiyon olsun. f(z) nin konveks olabilmesi i¢in gerek

ve yeter sart f'(0) # 0 olmak lizere

Re {1 + Z;(g)} >0

olmasidir (Graham ve Kohr, 2003).
Konveks ve yildizil fonksiyonlar arasinda arasinda € € §* € § bagintisi vardir.

z
1—z2

fonksiyonu yildizil,
z
1-2z
fonksiyonunu da konveks olan fonksiyonlara 6rnek olarak verilebilir. Ayrica konveks ve

yildizil fonksiyon siniflart arasindaki iliskiyi veren Alexander teoremi asagidaki gibidir.

Teorem 2.2.8 (Alexander Teoremi) Ug = {z:|z|] < R, 0 < R < 1} seklinde
tanimlanan Ug bolgesinde f'(z) #0 oldugunu varsayalim. Bu durumda f(z)
fonksiyonunun Upg bolgesinde konveks olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

F(z) =z f'(z) fonksiyonunun bu bolgede yildizil olmasidir (Alexander, 1915).

Tamim 2.2.8 (a-Mertebeli Yildizil Fonksiyon) f € § fonksiyonu, her z € U noktasi

i¢in

2f'(2)
Rel @

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna a mertebeli yildizil fonksiyon denir ve $*(«) ile

}>a, 0<ax<l

gosterilir (Robertson, 1936).

Tamm 2.2.9 (a-Mertebeli Konveks Fonksiyon) f € § fonksiyonu her z € U noktasi
i¢in

zf"(2)
f'(2)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna a mertebeli konveks fonksiyon denir ve C(a)

Re{1+ }>a, 0<a<l)

ile gosterilir (Robertson, 1936).
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2.3. Bi-Univalent Fonksiyonlar

Bi-tinivalent fonksiyonlarin sinifi ilk olararak 1967 yilinda Lewin tarafindan

arastirilmis ve |a,| < 1.15 oldugu gosterilmistir. Daha sonra Brannan ve Clunie,
Lewin'in bulmus oldugu bu sonucu gelistirmis ve |a,| < V2 oldugunu gdstermislerdir.

Daha sonra Netanyahu max|a,| < % oldugunu géstermistir. En iyi tahmin 1985 yilinda

Taha tarafindan yapilmis olan |a2| <1.485 katsay: tahmini olarak bilinir.

Hem f hem f~1 fonksiyonlarimin U da iinivalent olmasi durumunda f

fonksiyonuna bi-iinivalent fonksiyon denir ve bu sinif X ile gosterilir. Ornegin; é

zZ
(1-2)2

fonksiyonu bi-tinivalent fonksiyonlar simifina ait iken seklindeki Koebe

fonksiyonu bi-tinivalent fonksiyonlar sinifina ait degildir. Koebe fonksiyonun bi-
tinivalent fonksiyonlar simnifina ait olmamasinin nedeni U birim diskini C\(—oo,—%)

bolgesi lizerine resmettigi igin goriintii bolgesinin U birim diskini kapsamamasidir.

D, C diizleminin agik ve baglantili bir alt kiimesi olsun. D iizerinde tanimlanan

f(z) fonkisyonu, iinivalent ise tersi f(D) bdlgesinde g(f(z)) = z kural ile verilen
g fonksiyonudur. U birim diskinin her f(z) € § fonksiyonu altindaki goriintiisii Koebe-
dortte bir teoremi geregince (bkz. Tanim 2.14.) % yarigapl diski i¢ine aldigini biliyoruz.
Bu nedenle her iinivalent f fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglayan bir f 1 ters fonksiyona
sahiptir;

fHf@) =2, (z€U)

FUEIW)) = w, (Iwl <7(),70(f) =9,
olmak iizere f~1(w) fonksiyonu asagidaki sekilde yazilabilir.

fw) =w —a,w? + (2a2 — az;)w? — (5a3 — 5aya3 + a,)w* + - = g(w)

=w+ Z Apwh (2.2)
n=2
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3.P,,(B) SINIFI

P (B) sift ile ilgili bircok arastirmaci ¢aligmalar yapmis ve bazi sonuglar
bulmuslardir. Bu ¢aligmalardan bazilar1 Bulboaca ve Murugusundaramoorthy (2016),
Altinkaya ve Yalgin (2016), Goswami ve ark. (2015), Peng ve ark. (2014), Deniz (2013),
Vays ve Kant (2017) dir.

m=>2,0< f <1 olmak iizere Py,(p) snifi, p(0) =1 ile normalize edilmis,

tinivalent ve analitik fonksiyonlarin 2 sinifin1 belirtir.

F” Re(z) — B
o | 1-F

burada, z = re'? dir. g = 0 igin, P,, = P,,(0) olur, bu nedenle 2, smifi, p(0) = 1 ile

df < nm,

normalize edilen ve U da analitik olan asagidaki p(z) fonksiyonlarinin sinifini temsil

eder.

2711_2619
= —d t )
P = | Treamdn®

burada p, sinirlayici varyasyona sahip gergel degerli bir fonksiyondur. Boylece
21 2T
f du(t) =2m  wve f ldu(®)|<m, m=2
0 0

elde edilir. P = P,, Caratheodory fonksiyonunun iyi bilinen sinifi olduguna dikkat edin.
Yani P,,(B) smifi U agik birim diskte pozitif reel kisma sahip normallestirilmis

fonksiyonlarin sinifidir (Padmanabhan ve Parvatham, 1975).
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4. Rs(r, a, y; B) VE Ss(A,7;8) ALT SINIFLARININ TANIMI VE FABER
POLINOMLARI YARDIMIYLA BULUNAN KATSAYI TAHMINLERI

Rs (7, @, y; B) sinifin Faber polinomlari yardimiyla buldugumuz |a,, | genel katsay1
tahmini “International Conference on Computational Methods in Applied Sciences”
isimli konferansinda sunulmustur ve Proceeding kitabinda basilmistir. Sy(4,7; )
siifinin ise Faber polinomlart yardimiyla buldugumuz |a,| genel katsay1 tahmini
“Intrenational Euroasia Congress on Multidisciplinary Studies-IV” isimli konferans da

sunulmak tizere kabul edilmistir.

Tamim 4.1 (Faber Polinomlari)

g2)=z+ z b,z™" (4.1.1)
n=0

ile verilen fonksiyonun oo un en az bir komsulugunda analitik oldugunu kabul edelim.
Boylece oo civarinda {inivalent olacaktir. |z| > R olsun. Belirli bir w € C igin
log[{~*(g(¢) —w] fonksiyonu yeterince biiyiik ¢ degerleriicin analitik olur ve g

fonksiyonun tanimi1 sebebiyle oo da sifira gidecektir. Boylece ¢ degerleri igin oo civarinda

9QD-w o1 .
log?l— " —;H(Dn(w)( . (WEQC (4.1.2)

z =
seklinde bir acilima sahip olacaktir. Eger bu ifadenin { ye ve w ya gore tlirevi alinirsa ve

®,(w) = 1 yazilirsa

g—é)((_)w = Z ®,,(w) -+ (4.1.3)
n=0
ve
1 o 1 .

denklemleri elde edilir. (4.1.1) ile verilen fonksiyon (4.1.3) denkleminde yerine

yazilirsa,

- i nbyg " = (c (o —w) + i bnc-"> (1 + i bncI)n(w)c-")
n=1 n=1 n=1
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esitligi elde edilir. Karsilikli katsayilar esitlendiginde, ®;(w) =w — b, ve n = 1,2, ...

icin

n-1

Gy (W) = (W = by) P, (W) — Z by ®,
v=1

elde edilir. Timevarim metodu ile ®,,(w) polinomu

(W) = (W = bo)" = nby (W — b)" 2 + -,

(w) = (n+ Dby,

n=23,..)

seklindeki n. dereceden bir polinom olarak elde edilir. ®,(w) polinomuna g(z)

fonksiyonunun n. dereceden Faber polinomu denir ve ilk bes terimi,

d,(w) =1

@, (w) =w — by

Dy (w) = (W — bg)? — 2b;

d3(w) = (W — bo)* — 3b;(w — by) — 3b,

d,(w) = (w— b0)4 — 4b;(w — bo)z — 4b,(w — by) + (2b12 — 4b3)

seklinde bulunur.

f(2) =z+ Enoaanz"

€A

fonksiyonunun Faber polinom genislemesi

kullanilarak, g = f =1 ters goriintiisiiniin katsayilar1 asagidaki sekilde ifade edilebilir

(Airault ve Bouali, 2006).

burada;

=1
gw)=f"Tw)=w+ Z ;K{fl(az, as, .. )wh (4.1.5)
L (—n)! 1
Ky = oD@
(_n)! n-3
" 2Cn+D)m-3)12 =
(-=n)! n—4
Ty -
(—n)!

" 2(-n+ ) (n-5)

(—n)!

7~*[as + (—n + 2)a?]

T o6

n-—j
X2

=7

n=6[as + (—2n + 5)asa,]
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olur. Boylece 7 < j <nolanV ; de ay, as, ..., a, dediskenleriyle tanimlanan homojen
bir polinom olur (Airault ve Ren, 2002). Ozellikle, K,;™, nin ilk ii¢ terimi,

K% = —2a,

K;3 =3(2a3 — a3)

K;* = —4(5a3 — 5a,a; + a,)
olarak yazilabilir. Genel olarak, herhangi bir p € N:={1, 2,3,...} icin, K nin
genislemesi asagidaki gibidir (Airault ve Bouali, 2006).

-1 ! !
MD2+ p D3+ ... p

Ky = —_— —————DJ}
I o s T T L e ypey b

burada
Dy, =D} (az,as, ...)
yazilabilir (Todorov, 1991). Buradan,
m! iy i

m .
D' (aq, ay, ..., a,) = ———— 4y 0y
i) ...i,!
n=1

ifadesi elde ediir. Ayrica a; = 1 iken, negatif olmayan i,, ..., i,, tamsayilari igin
L +i,++ip=m
i1 +2i, ++ni,=n
seklinde tanimlanir ve
Di(aq,ay,...,a,) =af =1

oldugu aciktir.

Faber polinomlarini kullanarak birgok arastirmaci tanimlanan siniflar i¢in |a,, |
katsayisini hesaplamislardir. Bu arastirmacilardan bazilar1 Bulut (2018), Hamidi ve
Jahangiri (2014), Sakar ve Giiney (2017) , Altinkaya ve Yal¢in (2016) dir.

Tamm 4.2 (Vyas ve Kant, 2017) « 21,y > 0,0 < f < 1vem = 2 olmak iizere (2.1)

de verilen f foksiyonu Ry (z, a, y; f) sinifinda ise asagidaki iki sart saglanir.

to[0-0 2@ +rar @ -] ePa®); e

ve

o[-0 L2 s agon) +ywgt e~ 1] ePu®): wew).

Burada teC\{0} ve g = f ! fonksiyonu (2.2) ile verilir.
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Lemma 4.3 (Vyas ve Kant, 2017) ¢(z) = 1 + hyz + hyz? + --- fonksiyonunda z € U,
¢ € P,(p) ise |h,| <m(1—pL);n=1dir.

Sonug¢: Pozitif degerli iki fonksiyon p,q € P,,(f) olsun.

Yani;

p(z) =1+ Z cpz" (z€el)
n=1

qw) = 1+Zdnwn (wel)
n=1

ise yukaridaki Lemma 4.3 geregi asagidaki esitsizlikler yazilabilir.
lenl <=m@ —pB)veld,| =m(1—-B); n=1

Teorem4.4a >1,y>0,0< f <1, teC\{0} ve m > 2 olmak iizere, (2.1) de verilen
f fonksiyonu Ry (z, o, y; B) smifinda olsun. Egera;, =0 (2 <k <n—1)ise

Itlm(1 - )

< >4
Ianl_1+(n—1)a+yn(n—1) (n=4)
esitsizligi bulunur.
Ispat; f € Ry, (z, o, y; f) oldugundan (2.1) deki agilim
f(z)=z+ Z a,z"
n=2
yazilabilir. Buradan
1-a) f(2) =(1-a)+ Z(l —a)a,z"? (4.1.6)
z n=2
af'(z) = a + Z ana,z" ! (4.1.7)
n=2
vzf'(z) = z yn(n — Da,z"? (4.1.8)
n=2

olur. Bulunan (4.1.6), (4.1.7) ve (4.1.8) esitlikleri Ry (z, a, y; B) siifinda yerine yazilip

ifade diizenlenirse,
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1
1 +¥[(1 - a)@+ af'(z) +yzf"(z) — 1]

1
=1+~
T

1-—a)+ Z(l —a)az" 1+ a+ Z ana,z" ! + Z yn(n — 1)anz"_1]
n=2 n=2 n=2

bulunur. Buradan da,

1
1+ ;[(1 - a)@ +af'(z) +yzf'(2) — 1]
=1 +% [1+(n—-1Da+yn(n—-1)] anz”‘ll (4.1.9)

elde edilir. Sonug geregi,

1
1+ ;[(1 - a)@ +af'(z) +yzf"(2) - 1] =p(2)

1+ z K2(cy, Cp) o C) 2" (4.1.10)
n=1

ve yukarida yaptigimiz benzer iglem adimlar takip edilirse,

1
1+;kr—@g%2+ajﬂﬂ+ywyﬁw—1}=MW)

=1+ z Kl(dy, d,, ...dy)w™ (4.1.11)
n=1

yazilabilir. Lemma 4.3 geregi
lcpl <m@ —=pB)veld,| <m(1—-pF) n=1dir
(4.1.9), (4.1.10) ve (4.1.11) denklemleri karsilastirilirsa,

1

- [1+ (- Da+yn(n—Dla, = Ki1(cy, ¢z Cn) (4.1.12)
ve

1 1

< [1+(n—Da+yn(n—1)]A4, = Ky_,(dy,dy, ... dy) (4.1.13)
yazilabilir.

Ay = —ay,

oldugundan bu esitlik (4.1.13) denkleminde yerine yazilirsa,

1

= 1+ (Mm—Da+yn(n—Dla, =cp_1
ve

_%[1 + (n — 1)(1 + yn(n — 1)]an = dn—l
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olur. Yukaridaki son iki esitligin mutlak degeri alinarak a,, yalniz birakilirsa,

ITllcn1l B ITlldn-1l
1+(n—Da+yn(n—-1) 1+m—-Da+ynn—1)

lan| = (4.1.14)

esitligi elde edilir. Elde ettigimiz bu son esitlikte |c,,_;| veya |d,_,| € Lemma 4.3
uygulanirsa,

Itlm(1 - pB)
1+(n—Da+yn(n—1)

lan| <

olarak bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.

Vyas ve Kant 2017 yilindaki ¢alismasinda f € Ry(z, a, y; f) smifina ait bir
fonksiyonun |a,| ve |as| katsayilarini hesaplamislardir. Biz de burada daha 6nce yapilan

bu hesaplamay1 daha da hassaslastirarak sinirlari hesapladik.

Teorem45a >1,y>0,0< B <1, teC\{0} ve m > 2 olmak iizere (2.1) de verilen

f fonksiyonu Ryx(z, o, y; f) smifinda ise

( y 2
f|1T|er2(1+§) , 0=p<1- (1:f2+2-|]—/)6
la,| < *1 8 tm(1+2a + 6y) (4.1.15)

| Itlm(1 = B) (1+a+2y)°
l1+a+2y m(1l + 2a + 6y

)Sﬁ<1

| < Itlm(1 - )
T 14 2a+ 6y

Itlm(1 - )
—2d%l < ———— 2
las =262 < T T ey

(4.1.16)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: (4.1.12) ve (4.1.13) denklemlerinde sirastylan = 2 ve n = 3 yazilirsa,

1
;(1 +a+2y)a, =c, (4.1.17)
1
;(1 + 2a + 6y)as = c,, (4.1.18)
1

—;(1 +a+2y)a,=d,, (4.1.19)

1
;(1 + 2a + 6y)(2a% — a3) = d, (4.1.20)
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bulunur. (4.1.17) ve (4.1.19) denklemlerinden a, katsayisi gekilirse,
_ TCq _ TCy
T 14+a+2y —(A+a+2y)

a, (4.1.21)

yazilabilir. (4.1.21) denkleminde Lemma 4.3 uygulanir ve her iki tarafin mutlak degeri

alinirsa
T||c T||c Tim(1l —
oo tdlal el _jdm-p) 122
l1+a+2y 1+4+a+2y 1+a+2y
olarak bulunur. (4.1.18) ve (4.1.20) denklemleri taraf tarafa toplanirsa,
2
;(1 +2a + 6y)as =c, +d, (4.1.23)

olur. (4.1.23) denkleminde a, katsayisi ¢ekilip Lemma 4.3 uygulanir ve her iki tarafin

| < l7lm(1 - B)
27 |14 2a + 6y

olarak bulunur. Boylece (4.1.15) ile verilen |a,| katsayisinin sinir1 bulunmus olur. Simdi

mutlak degeri alinirsa

ise (4.1.18) denklemini, eksi ile ¢arpip (4.1.20) denklemine eklersek;
1
;(1 + 2a + 6y)(—2a3 + 2a3) = ¢, — d,

ya da

a =a2+ T(CZ_dZ)
3772 1201 4 2a + 6y)

yazilabilir. (4.1.17) denkleminde a, katsayisinin karesi alinip (4.1.24) denkleminde

(4.1.24)

yerine yazilirsa,

_ t?ct 7(c; — dy)
T (A+a+2y)? 2(142a+ 6y)

as

elde edilir. Bu denkleme Lemma 4.3 uygulanir ve her iki tarafin mutlak degeri alinirsa

[7]>m?*(1 = p)?  Izlm(1-pB)
|a3| < +
14+a+2y)? 142a+6y
bulunur. Simdi ise (4.1.23) deki ifade (4.1.24) denkleminde yerine yazilirsa,
. TCy
T 14 2a+6y

(4.1.25)

as

elde edilir. Bu son denkleme Lemma 4.3 uygulanir ve her iki tarafin mutlak degeri alinirsa

| < ltlm(1 - B)
3714 2a+ 6y

bulunur. (4.1.25) ve (4.1.26) daki denklemler (4.1.16) da verilen |a;| katsayisinin ispatini

(4.1.26)

tamamlar.
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Son olarak (4.1.20) deki denklemden (Lemma 4.3 uygulanarak, mutlak deger

alinirsa),

2 |zlld,| |zlm(1 - B)
las — 2a3| = =<
1+2a+6y 1+ 2a+6y

elde edilir. Boylece Teorem 4.5 in ispati tamamlanmis olur.

Tamim 4.6 (Vyas ve Kant, 2017) 0 <1<1, 0 < <1ve m > 2 olmak iizere (2.1)

de verilen f fonksiyonu Sy (4, T; #) simifina ait ise asagidaki iki sart saglanir.

1[ zf'(2) + Az%f"(2)
B L’lZf’(z) +(1-Df(z) 1] €Pn(B) (zel) (4.1.27)
ve
1 WgI(W) +AW29”(W)
T L’IWg’(W) +(1-Dgw) 1] €F.(B)  (wel) (4.1.28)

Burada 7 € C\{0} ve g = f~1 (2.2) ile verilsin.

Teorem 4.7 0<A1<1,0<p <1, 1eC\{0} ve m = 2 olmak iizere, (2.1) acilimina
sahip f fonksiyonu Sy(4,t; ) smifina ait olsun. Egera;, =0 (2 <k <n—1) ise,

| < lTlm(1 - B)
T =D+ (n-1)1]

n=4)

esitsizligi bulunur.

Ispat: f € Sy (4, t; B) fonsiyonu igin (2.1) agilim1 kullanilarak asagidaki ifade yazilabilir.

1[ zf'(2) + Az%f"(2)
o +ra-or@

Burada F,_,(a,,as,...,a,) soldaki denklemde gelecek a,,as;,...,a, terimlerininz

- 1] =1+ Z F,_i(a, as,...,a,)z" 1. (4.1.29)
n=2

kuvvetine gore gosterimi olsun. Yani gerekli islemler yapilirsa F,,_; (ay, as, ..., a) inilk

li¢ terimi,

olur. Ote yandan g = f~* fonksiyonu (2.2) esitligi ile verilmek iizere asagidaki sekilde

yazilabilir.
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1[ wg'(w) + Aaw?g" (w)
T[wg' W) + (1 - Dgw)

1] =1+ Z Fp_1(Ay As, .., Az, (4.1.30)
n=2
Diger taraftan (4.1.5) denkleminden,

An =~ K" (a3, s, - @)

olarak yazilabilir. f € Sg(A,7;8) ve g = f~! € Sy(4,7; B) oldugundan, R{p(z)} € U
ve R{q(2)} € U olacak sekilde iki pozitif reel kisma sahip fonksiyon vardir ki,

p(z) =1+ Z iz EA ve q(z) =1+ z d,z" €A (4.1.31)
n=1 n=1

seklinde yazilabilirler. Boylece,

1 "(z) + Az f"
Ll geaie
T|Azf'(2) + (1 = D)f (2)
1[ zf'(2) + A2%f" (2) R .
- llzf’(z) T =D -1] = ZKn(cl, Cy e Cp)Z (4.1.32)
n=
ve
1 F + Aw?g"”
Y LU O R G CO N B
T|Awg'(w) + (1 - Dg(w)
1[ wg'(w) + Aw?g" (w) 3 = L .
;Llwg,(w) Do |7 ZKn(dl,dz, d)w (4.1.33)
n=
olur. (4.1.29), (4.1.30) ve (4.1.31) denklemleriyle ilgili katsayilar karsilastirildiginda
F,_1(ay as, ...,a,)z" t = K}(cy, ¢y, .o cp) 2™ (4.1.34)
ve
Fn—l(AZ'A3l ,An)Zn_1 = K‘)’%(dl’ dz, dn)Wn (4135)

yazilabilecegi aciktir. ap = 0 (2 < k < n — 1) olmak tizere ve
A, = —ay

oldugundan,

%[(n -1DA+m-DD]a, =cpy

_%[(n -1DA+m-DD]a, =dy—1.
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esitlikleri yazilabilir. Bu esitliklerde a,, ¢ekilip her iki yanin mutlak degeri alinirsa,

oo el dnsll]
"I DI+ (- DAl == DI+ (1~ DA

elde edilir. Son olarak Lemma 4.3 geregince |c,| < m(1 — B) ve |d,| < m(1 —B),

(n = 1) yazilabileceginden

o] < lTlm(1 - B)
T m=-D[1+ (- 1DA]

esitsizligi elde edilir. Boylece Teorem 4.7 nin ispati tamamlanmis olur.

(n=4)

Vyas ve Kant, 2017 deki ¢alismasinda f € Sy(A, ;) smifina ait fonksiyonun
|a,| ve |as| katsayilarini hesaplamislardir. Biz de bu ¢alismamizda daha 6nceden yapilan

bu hesaplamayi daha da hassaslastirip katsay1 sinirlarini hesapladik.

Teorem4.80<1<1,0<p <1,teC\{0}vem = 2 olmak iizere (2.1) agilimina sahip

f fonksiyonu Sy (4, t; f) smifina ait ise asagidaki katsay1 esitsizlikleri saglanir.

’Irlm(l—ﬁ) __ a+n?
la,| < LA ' 0<b<l-cmmm (4.1.36)

lzlm(1-pB) (1+2)?2

142 ! - Tm(1+21412) S 'B <1
(Irlm(1 - p) o<pei- @+
lay < 1424422 m[2(1 + 22)(1 + 24 — 22)] (4.1.37)
B lma - p) | Pma-p? 1+ cper -
L 21 + 22 1+ 7 mml2Q+20Q+22-212)] " g

Ispat: (4.1.34) ve (4.1.35) denklemlerinde sirasiyla n = 2 ve n = 3 yazilirsa asagidaki

denklemler elde edilir.

%(1 +Day = ¢ (4.1.38)
%[2(1 +20)as — (1 +1)2dd] =, (4.1.39)
_%(1 + Da, = dy (4.1.40)
%{[4(1 +22) — (1 + D)?)a — 2(1 + 2)az} = d,. (4.1.41)

(4.1.38) ve (4.1.40) denklemlerinden a, katsayis1 ¢ekilirse,

T Tdy
142 —(1+A

a, (4.1.42)
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elde edilir. Lemma 4.3 uygulanir ve her iki tarafin mutlak degeri alinirsa

lTlm(1 - pB)

a,| <
bUIUllur.

Simdi de (4.1.39) ve (4.1.41) denklemleri taraf tarafa toplanirsa,

“20 420~ 1+ 0%a} = ¢ + d; (4.1.43)

bulunur. Bu son denklemde a2 cekilip, Lemma 4.3 uygulanir ve her iki tarafin mutlak

1 —
la,| < /% (4.1.44)

elde edilir. Boylece (4.1.42) ve (4.1.44) denklemleri karsilastirildiginda (4.1.36)
denklemindeki |a,| katsay1 tahmini bulunmus olur. Simdi ise (4.1.39) denkleminden
(4.1.41) denklemini ¢ikarirsak,

degeri alinirsa

“[401 + 22 (as — @] = ¢, —

bulunur. Bu denklemde a5 ¢ekilirse,

2 T(CZ - dZ)
27 4(1 421

yazilabilir. a3 nin degeri (4.1.42) denkleminde bulunup (4.1.45) denkleminde yerine

as =a (4.1.45)

yazilirsa asagidaki denklem bulunur.
12c? 1(c, — dy)
BT AR T I
Bu denkleme Lemma 4.3 uygulanir ve her iki tarafin mutlak degeri alinirsa |as| katsayzst,
[tlm(1—B)  |zI?m?(1 - B)?
2(1+22) (1+ 2)?
olarak bulunur. Simdi de a3 yi (4.1.43) denkleminde cekip (4.1.45) denkleminde yerine

as

las| <

(4.1.46)

yazarsak
0 = 7(c; + dy) 7(c; — dy)
37T 2(1420-22) " 4(1+22)
denklemi elde edilir ve Lemma 4.3.uygulanip ve her iki tarafin mutlak degeri alinirsa
|zlm(1 - B)
1421+ 22
esitsizligi bulunur. Boylece (4.1.46) ve (4.1.47) denklemlerinden (4.1.37) deki |as]

las| < (4.1.47)

katsay1 tahmini bulunmus olur ki bu da Teorem 4.8 in ispatini tamamlar.
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5. Rg(t, @, y; t) VE Sg(4,7;t) ALT SINIFLARININ TANIMI VE CHEBSYHEV
POLINOMLARI YARDIMIYLA BULUNAN KATSAYI TAHMINLERI

Onceki kisimda tanimladigimiz Ry (t, @, ¥; 8) Ve Sy(4,7; ) smiflarinmn P, (B)
smifina ait olduklarin1 gosterdik. Ayrica verdigimiz tanimlar ve lemmay: kullanarak
Faber polinomlar1 yardimiyla |a,|, |a,| ve |as| katsayr tahminlerinde bulunduk. Bu
boliimde ise Rx(z, 0, y; t) ve Sy (A, T;t) siniflarmin asagida tanimlayacagimiz bagintilari
kullanarak Chebsyhev polinomlar: yardimiyla katsayi1 tahminlerinde bulunacagiz. Ayrica
daha onceden calisilmis olan bazi ¢alismalara deginerek ve bu ¢alismalarin da bizim

calismamizi destekler nitelikte oldugunu gosterecegiz.

Chebyshev polinomlarinin hem pratik hem de teorik yaklasimlarla, niimerik
analizde 6nemi artmistir. Dort ¢esit Chebyshev polinomlar1 vardir. Bu ¢alismamizda
ozellikle iki ¢esit Chebyshev polinomuna deginerek bunlarin tanimlarina ve arasindaki
ilisgkiye yer verilmistir. Chebyshev polinomlarmmi kullanarak bircok arastirmaci
tanimladiklar1 siniflar i¢in |a,| ve |as| katsayilarini hesaplamiglardir. Bu galismalardan
bazilar1 Bulut ve ark. (2017), Dziok ve ark. (2015), Altinkaya ve Yalg¢in (2018), Dansu
ve Olantuji (2018) dir.

Tamim 5.1 Polinom derecesi n > 0 ve t € [—1,1] olmak lizere,
T, (t) = cos(narccost)

ile tanimlanan polinoma birinci ¢esit Chebyshev polinomu denir (Suli ve Mayers,
2003).

Eger t = cosO alinirsa

T, (t) = cos(nb)

elde edilir (Mason ve Handscomb, 2003).

Birinci ¢esit Chebyshev polinomu T, (t) nin tiretici fonksiyonu, t € (—1,1) igin

1-—-tz
ZT (t)z" = (z € D)

1—2tz + 22

yazilabilir.
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Tamm 5.2 t € [—1,1] ve t = cos0 olsun.
sin(n + 1)60
sin 6

Un(t) =
seklinde tanimlanan polinoma ikinci ¢esit Chebyshev polinomu denir (Mason ve
Handscomb, 2003).

Ikinci ¢esit Chebyshev polinomlarinda n dogal sayis1 icin ilk birkag terim
asagidaki gibi bulunabilir.
U, (t) = 2t, Up(t) = 4t% — 1, U3(t) = 8t3 — 4¢t, U,(t) = 16t* —12t2 +1 (5.1.1)

Whittaker ve Watson 1996°daki ¢alismalarinda t = cosa ve a € (—g,g) olmak

tizere H(z, t) fonksiyonunu,

H(z,t) = ! =1+zm—+1mzn (zel)
1 — 2cosaz + z2 £ sina
seklinde tanimlamiglardir. Boylece
H(z,t) = 1+ 2cosaz + (3cos?a — sin?a)z? + -+ (z € U)
ya da
H(z,t) =1+ U (t)z + U,(t)z2 ... (te(-1,1),ze )

yazilabilir. Bu fonksiyonu ileride Chebyshev polinomlari yardimi ile hesaplayacagimiz

katsay1 tahminlerinde kullanacagiz.

Tanmim 5.3 f fonksiyonu Ry (7, @, y; t) siniffinaaitvea > 1,y = 0, teC\{0}, t € (%, 1]

olsun. Her z, w € U icin asagidaki subordinasyon kosullar1 yazilabilir.

1
1+;|F1- )&+af (Z)+)/Zf”(Z)—1 <H(Z t) _T-I-zz (512)
ve
1+- [(1— )—)+ag W) + 729" (W) = 1| < H(w,8): = 7=z (5.13)

Burada g = f~1 dir.
Yukaridaki subordinasyon kosullarinin yazilabilecegini daha o6nceden yapilmis

olan asagidaki ¢aligmalardan yararlanarak sdyleyebiliriz.
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(i) f€Ry(t,a,y;t) fonksiyonunda t=1, a=1 y=0 alnrsa
Rs(1,4,0;t) = Bx(4,t) sinifi elde edilir. Yani,

(1—&)%2)+/1f’(z) < H(z,t) = T

— 2tz + z2
ve
gw) ) o 1
1-=-2 ” +Ag(w)<H(W,1:).—1_2tW_I_W2

yazilabilir. Burada g = f~! dir (Bulut ve ark. 2017).

(i)  f€Rg(t,a,y;t) fonksiyonunda 7=1, a=1,y=0 alinirsa
R5(1,1,0; t) = Bs(t) sinifi elde edilir. Yani,

Fe=H@D =1,

ve

1
4 < H = —_—
g'w) W, 1) 1—2tw + w?

yazilabilir. Burada g = f~1 dir (Bulut ve ark. 2017).

Teorem 5.4 f fonksiyonu Ry (7, @, y; t) sinifina aitise,a = 1,y = 0, teC\{0} ve t €

(%, 1] olmak iizere |a,| ve |as| katsay1 sinirlar1 asagidaki sekildedir.

2|t|tv2t
la,| < (5.1.4)
JIAt(1 +2a + 6y) — (1 + a + 2y)2]t2 + (1 + a + 2y)?|
i < 4|7|?t? N 2|7|t (5.15)
as| < . A
T A+a+2y)? 1+2a+6y
1 € Rigin;
2|z|t |T] 1< |(1+a+2y)%2—4[(1+a+2y)?—t(1+2a+6y)]t?|
1+2a+6y ’ - 4(1+2a+6y)t?
las — na§| = { 8|z|2In—-1t3 n—1| = |(1+a+2y)?-4[(1+a+2y)2—t(1+2a+6y)]t?| (516)
|(1+a+2y)2-4[(1+a+2y)2—t(1+2a+6y)]t2|’ n - 4(1+2a+6y)t?

Ispat: (2.1) agilimina sahip f foksiyonu Ry (7, @,¥;t) sinifina ait olsun. (5.1.2) ve
(5.1.3) denklemleri geregince,
f(2)

1 +%[(1 —O)—=+af'@+yzf" (@) -1 =1+ U1 (Op@) + Uy (O)p%(2) + -+ (5.1.7)

ve

1+2[0 - ) Z2 + ag' W) +ywg" W) — 1] = 1+ Uy (0)qw) + Up (g2 (w)+... (5.1.8)

w

yazilabilir.
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Baz analitik fonksiyonlar i¢in,
p(z) =ciz+cz2+c3z3+--,(z€U) (5.1.9)
qw) = dyw + dyw? + dsw3 + -+, (w € U) (5.1.10)
oldugundan p(0) = q(0) =0, |[p(2)| <1 (z€ U) ve [gqlw)| <1 (w € U) drr.
(5.1.9) ve (5.1.10) denklemleriyle verilen ve yukaridaki 6zellikleri saglayan p(z) ve q(z)
iyi bilinen Schwarz fonksiyonlaridir. (bkz: Tanim 2.1.1). Boylelikle,
lci| <1ve|d;| <1 (5.1.11)
yazilabilir.
(5.1.7), (5.1.8), (5.1.9) ve (5.1.10) denklemleri karsilagtirilirsa,
1+ % [(1 - a)@ +af'(z) +yzf"(2) — 1] =14 U;(t)c12 + [Uy (t)c, + Up(t)c?)z% + - (5.1.12)
Ve
1421 - 2L 4 ag'W) +ywg" W) — 1] = 1+ U (Odyw + [U3(Od; + U, @dZIw? + - (5.1.13)

elde edilir. Katsayilar1 (5.1.12) ve (5.1.13) denklemleri cinsinden ifade edersek

~(1+ @+ 2)a; = Uy (e (5.1.14)
~(1+ 20+ 6)as = Uy Dz + Us(O)c} (5.1.15)
A +atma = U0 (5.1.16)
~(1+ 20+ 6)(203 — a5) = Uy (O + Uy (00 (5.1.17)

denklemleri sirastyla yazilabilir. Ote yandan
1= _dl (5118)
oldugunu da biliyoruz. Simdi ise (5.1.14) ve (5.1.16) denklemlerinin ayr1 ayri karelerini

alip taraf tarafa toplarsak
2
T—z(l + a + 2y)2%a3 = U(t)(c? +d?) (5.1.19)
denklemi elde edilir. Ayrica (5.1.15) ve (5.1.17) denklemlerini taraf tarafa toplarsak
2
;(1 + 2a + 6y)a3 = U, (t)(c, + dy) + Uy(t)(c? + d?) (5.1.20)

esitligi elde edilir ¢? + d? ifadesi (5.1.19) denkleminden ¢ekilip (5.1.20) denkleminde
yerine yazilarak esitligin sol tarafina atilirsa,

2U,(t)
T2UZ(t)

2
;(1 + 2a + 6y) — (1+a+2y)?|ai =U(t)(c; +dy)  (5.1.21)

bulunur. (5.1.21) denkleminde payda esitlenirse
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2tUE()(1 + 2a + 6y) — 2U,(t)(1 + a + 2y)?

Z2U2(0) a; = U;(t)(cz + d3)

bulunur ve a3 yalmz birakilirsa

az — T2U13(t)(C2 + dZ)
27 2tU2(6)(1 + 2a + 6y) — 2U, () (1 + a + 2y)?

denklemi yazilabilir. (5.1.1) denkleminde tanimladigimiz U, (t) = 2t ve U,(t) = 4t? —

1 degerleri yerine yazilip payda diizenlenirse,

, 8123(c, + dy)
%2 T 8rt2(1 + 2a + 6y) — 2(4t2 — 1)(1 + a + 2y)?

olur. Buradan da payda t? ye gore yeniden diizenlenirse
243
o = 817t (cp, +dy)
8[t(1+2a+6y)—(1+a+2y)?]t? +2(1+ a + 2y)?

denklemi elde edilir. Burada her iki tarafin mutlak degeri alinip (5.1.11) denkleminde

verilen |cj| <1 ve |dj| < 1 esitsizlikleri kullanilarak gerekli sadelestirmeler yapilirsa

2| < 8|7|?t3
T4t 2a+6y) — (L +a+2y)2]t2 + (1 + a + 2y)?]

denklemi elde edilir. Son denklemde esitsizligin her iki yaninin karekokii alindiginda
| < 2|7|tV2t
a,| <
2 JIA[t(1 + 2a 4+ 6y) — (1 + a + 2y)2]t2 + (1 + a + 2y)?|

bulunur. Boylece (5.1.4) ile verilen |a,| katsayisinin ispat1 tamamlanmis olur.

Simdi ise (5.1.15) denkleminden (5.1.17) denklemi ¢ikarilirsa
2

denklemi bulunur. Burada (5.1.18) denkleminde ¢; = —d; oldugunu biliyoruz. O zaman
¢ —d? = 0 dir. Buldugumuz bu esitlik (5.1.22) denkleminde yerine yazilip as yalniz

birakilirsa

a _a2+TU1(t)(Cz_d2)
T2 0201 4+ 2a + 6y)

(5.1.23)

denklemi elde edilir. (5.1.19) denkleminde a3 cekilip (5.1.23) denkleminde yerine
yazilirsa

_TPUE()(cf +di) | UL (8)(c; — dy)
BT A ra+2y)? | 2(1+2a +6y)
denklemi bulunur. (5.1.1) denkleminde tanimladigimiz U, (t) = 2t ve U,(t) = 4t?> — 1

degerleri yerine yazilirsak
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_ 2Tt (cf +df) (e, — dy)
T (A+a+2y)?  1+2a+6y

as

bulunur. Bu son denklemde her iki tarafin mutlak degerini alarak (5.1.11) denkleminde
verilen |cj| <1 ve |d]-| < 1 esitsizliklerini kullandigimizda

4|t|%t? 2|T|t

|a'3|S 2
1+a+2y)? 1+2a+6y

katsay1 esitsizligi bulunur ki bu da (5.1.5) denkleminde verilen |as;| katsayisinin
tahminini verir.

Simdi bazi n € R degerleri i¢in (5.1.23) denkleminin her iki tarafina —na3
degerini ekleyelim:

tU1 () (¢ — dy)
2(1+ 2a + 6y)

az —naz = (1—-mnaj +

(5.1.21) denkleminde a3 cekilerek bu son denklemde yerine yazilirsa

U (O (cptdy) T () (ep=d3)
2TU12(t)(1+2a+6)/)—2U2(t)(1+a+2y)2] 2(1+2a+6y) (5-1-24)

2 =103 = A=)
denklemi elde edilir. Burada

WA GICES)
2tUZ(t)(1 4 2a + 6y) — 2U,(t)(1 + a + 2y)?

h(n) = (5.1.25)

fonksiyonu tanimlanip (5.1.24) denklemi buna gore yeniden diizenlenirse

as —naz = Uy (1) [(h(”) ToaT zla n 6)/)) 2+ (h(”) 201+ zla n 6y)) dz]

denklemi elde edilir. Boylece

2|t|t
——, 0=|h(|=
lay — naZ| = 1+ 2a+ 6y 2(1 4+ 2a + 6y) (5.1.26)
4lz|[h(m)t, lh(m)| =

214 2a + 6y)
olarak bulunur. h(n) fonksiyonun (5.1.25) deki esiti (5.1.26) denkleminde yerine

yazilirsa

las —na§|
( 2|zt n—1] < |1+ a+2y)? —4[(1+ a+2y)? — (1 + 2a + 6y)]t?|

< 14 2a+ 6y ’ n - 4(1 + 2a + 6y)t2

- 8|t|?|n — 1]¢t3 1] > [A+a+2y)?>—4[(1+a+2y)? —t(1 + 2a + 6y)]t?]
la+a+2)2—4[A+a+2)? —t(1+2a+6]ez|’ N~ ' = 4(1+ 2a + 6y)t2

bulunur. Boylece Teorem 5.4 iin ispati tamamlanmis olur.
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Tammm 5.5 f fonksiyonu Sy(4,7;t) sinifina aitve 0<A1<1,0<p<1,t€ (%, 1]

olsun. Her z, w € U icin asagidaki subordinasyon kosullar1 yazilabilir.

1] 2f'(2) +2221"(2) )
aE [lZf’(Z) +(1-Df(2) 1] <HZO =777 (5127
ve
1[ wg'(w) + Aw?g" (w) N
T [AWQI(W) +(1-ADgw) — 1 <HWw,t):= 1 2tw +w? " (5.1.28)

Burada g = f~1 dir.
Yukaridaki subordinasyon kosullarinin yazilabilecegini asagidaki ¢alismalardan

yararlanarak soyleyebiliriz.

(i) f €Ss(A41;t) fonksiyonunda =1, A =0 alinirsa Sx(0,1;t) = S5(t)
sinifi elde edilir. Yani,

zf'(2)

H(zt) = ——————
f(2) <H@EY 1-— 2tz + z?
ve
wg'(w) 1
H I
gw) < Hw,0) 1—2tw + w?

yazilabilir. Burada g = £~ dir (Bulut ve ark. 2017).

Teorem 5.6 f fonksiyonu Sy (4, 7;t) sinifina aitise 0 <A< 1,7 € C\{0},t € (%, 1]

olmak tlizere |a,| ve |a;| katsayi esitsizlikleri asagidaki sekildedir.

2|7|tV2t
laz| < i (5.1.29)
J14[2t(1 +24) — (z + DA + 1)2]t2 + (1 + 1)?|
4|7)?¢t? |z|t
< . 1.
lasl < Tzt Tv (5.1.30)
n € Rigin,
las —na§|
||t 1 < [4[27(1 +20) — (= + DA + D212 + (1 + 1)?|
- 1+ 22 n=1l< 8lzI(1 + 2A)t2
- 8|t|%|n — 1]¢3 [4[2t(1+20) - T+ DA+ D22+ 1+ D?

m—1 =

L|4[21'(1 +20) — (t+ DA+ D)2tz + (1 + 22| 8|t|(1 + 22)t?

(5.1.31)
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Ispat: (2.1) acilimina sahip f fonksiyonu Sy(4,7;t) sinifina ait olsun. (5.1.27) ve
(5.1.28) denklemleri geregince,

1| =14+ U,)p2) + U,()p*(2) + - (5.1.32)

L4 H @D+ Az%f" (2)
¥ ;l/lzf’(z) +(A-Df(z
ve
1[ wg'w) +Aw?g"(w) | _ 2
B [lwg’(Z) T =Dgwy T 1O U077 W) + - (51.33)
yazilabilir.

Bazi analitik fonksiyonlar igin,
p(z) =ciz+cz2+c3z3 ++,(z€ U) (5.1.34)
qw) = dyw + dy,w? + dsw? + -+, (w € U) (5.1.35)
oldugundan p(0) = q(0) =0, |[p(2)| <1 (z€ U) ve [g(w)| <1 (w € U) dir.
(5.1.34) ve (5.1.35) denklemleriyle verilen ve yukaridaki 6zellikleri saglayan p(z) ve
q(2) iyi bilinen Schwarz fonksiyonlaridir (bkz: Tanim 2.1.1). Boylelikle,

lci| <1 veld;| <1 (5.1.36)
yazilabilir.
(5.1.32), (5.1.33), (5.1.34) ve (5.1.35) denklemleri karsilastirilirsa,
1 f’( )+A Zf”()
142 [;Zf,(zzmj_miz) — 1] = 1+ U (®crz + [Us (B)c, + Up(t)cF]z? + -+ (5.1.37)

ve

1[wg' W+aw?g"" (w)
T lAwg’ (2)+(1-1)g(w)

- 1] =1+ U,(O)dyw + [Uy(t)dy + Uy (£)dZ]w? + -+ (5.1.38)

elde edilir. Katsayilari (5.1.37) ve (5.1.38) denklemleri cinsinden ifade edersek

%(1 +Da, = U; (D¢ (5.1.39)
%[2(1 +20)az — (1 + D)?a3] = Uy (D), + Up(t)cf (5.1.40)
—%(1 + Da, = U;()d, (5.1.41)
%{[4(1 +22) — (1 + D)?]aZ — 2(1 + 2)as} = U, (D)d, + U, (t)d? (5.1.42)

sirastyla denklemleri yazilabilir. Ote yandan
1 = _d1 (514‘3)
oldugunu biliyoruz. Simdi ise (5.1.39) ve (5.1.41) denklemlerinin ayr1 ayri karelerini alip

taraf tarafa toplarsak
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2
= 1+ D?%aé = Ui(t)(c? +d?) (5.1.44)
denklemi elde edilir. Ayrica (5.1.39) ve (5.1.41) denklemlerini taraf tarafa toplarsak
2
- [2(1+22) — (1 + A)?]a3 = U (t)(cy + dy) + Uy () (¢ + d?) (5.1.45)

esitligi elde edilir. cZ + d? ifadesi (5.1.44) denkleminden cekilip (5.1.45) denkleminde
yerine yazilarak esitligin sol tarafina atilirsa,

2U, (1)
T2U2(t)

2
{; [2(1 4 22) — (1 + 2)?] — (1+ /1)2} as = U (t)(c; +dy)  (5.1.46)
bulunur. (5.1.46) denkleminde payda esitlenirse

2tUF(®)[2(1 +20) — (1 + D)%) = 20, (1 + 1)?]
l 202(0) laz

= Uy (O)(c2 + dy)

olur. a3 yalmz birakilirsa

2 _ T2U7 (t) (¢, + dy)
2T 02O + 20) — (L + 2] — 20,0 (1 + 1)?

esitligi yazilabilir. (5.1.1) denkleminde tanimladigimiz U, (t) = 2t ve U,(t) = 4t?> — 1

degerleri yerine yazilip payda diizenlenirse,
2= 812t3(c, + dy)
27 8tt2[2(1 + 22) — (1 + 1)2] — 2(4t2 — 1)(1 + 1)2
olur. Buradan da payda t2 ye gore yeniden diizenlenirse
2= 41263 (cy + dy)
2T 4RI+ 2D - (t+ DA + D22 + 2(1 + 1)2
denklemi elde edilir. Burada her iki tarafin mutlak degeri alip (5.1.36) denkleminde

verilen |cj| <1 ve |dj| < 1 esitsizlikleri kullanilarak gerekli sadelestirmeler yapilirsa

2| < 8|t|?¢t3
2T 4R21(1 4 20) — (t+ DA+ D22 + (1 + )2

denklemi elde edilir. Son denklemde esitsizligin her iki yaninin karekokii alindiginda
2|t|tV/2t

22| = JAZT(A + 22) — (t + D1 + D22 + 2(1 + 1)?2

bulunur. Boylece (5.1.29) verilen |a,| katsayisinin ispati tamamlanmis olur.
Simdi ise (5.1.40) denkleminden (5.1.42) denklemi ¢ikarilirsa

g(l +2M) (a3 — a%) = U ()(c; —dp) + Uz(C12 - d%) (5.1.47)
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denklemi bulunur. Burada (5.1.43) denkleminden ¢; = —d; oldugunu biliyoruz. O zaman

c? — d? = 0 dir. Buldugumuz bu esitlik (5.1.47) denkleminde yerine yazilip a; yalniz
birakilirsa

= &2 tU1(6)(c; — d3)
3T 2 4(1 4+ 22)

denklemi elde edilir. (5.1.44) denkleminde a3 ¢ekilip (5.1.48) denkleminde yerine

(5.1.48)

yazilirsa

_TPUE () (cf +dT) | TUL(0)(c, — dy)
BT )2 4(1+ 2A)
denklemi bulunur. (5.1.1) denkleminde tanimladigimiz U, (t) = 2t ve U,(t) = 4t> — 1

degerleri yerine yazilirsa

_ Zthz(Clz + d%) Tt(CZ = dz)
BETT 02 201+ 22)
bulunur Bu son denklemde, her iki tarafin mutlak degeri alinarak (5.1.36) denkleminde

verilen |¢;j| < 1 ve |d;| < 1 esitsizlikleri kullanilirsa

.| < 4|z|?t? y ||t
T A+D2 1422

esitsizligi bulunur ki bu da (5.1.30) denkleminde verilen |a;| katsayisinin ispatini verir.
Simdi baz1 7 € R degeri i¢in (5.1.48) denkleminin her iki tarafina —na3 degerini
ekleyelim.

U1 (t)(c; — dp)
4(1+ 20)

(5.1.46) denkleminde a3 ¢ekilip bu son denklemde yerine yazilirsa

as —naj = (1 —naj +

_ 2 _ _ T2U13(t)(C2+d2) TU1(t)(C2—d2)
as —na; = (1 —n) [21’U12(t)[2(1+2/1)—(1+/1)2]—2U2(t)(1+/1)2] 4(1+22) (5.1.49)

denklemi elde edilir. Burada,

tU () (1 — 1)
2TUZ()[2(1 +21) — (1 + 1)?2] = 2U, () (1 + )2

h(n) = (5.1.50)

fonksiyonu tanimlanarak (5.1.49) denklemi buna gore yeniden diizenlenirse

as =13 = 0, | (k) + 3e355) & *+ (R0 = 5555)

denklemi elde edilir. Boylece,

|T|t 1
———, 0 || S 5=
laz —naj| = (1 +24) *a +12/1) G150
(41l IR, Ihml = 7737727
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olarak bulunur. h(n) fonksiyonunun (5.1.50) deki esiti (5.1.51) denkleminde yerine

yazilirsa
las —na3|
|z|t 1 < [4[27(1 +22) — (t + DA + D?]t? + (1 + 21)?|
<I 1+21 == 8l7l(1 + 20)t2
- 8|t|%n — 1]¢3 [4[27(1 +20) — (7 + DA + D22 + (1 + D)3
L|4[2‘r(1 +220) — (t+ DA+ )22+ (1 +A)3?|° n=1l= 8|t|(1 + 2A)t?

bulunur. Boylece Teorem 5.6 nin ispati tamamlanmis olur.
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6. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Bu ¢alismada ele aldigimiz smiflar Ry (z, o, v; f), Sz(4,7;8), Rx (%, o, y; t) ve
Ss(A4,7; ) smiflaridir. Bu smiflar igin ozellikle 7 =1 durumunda iinivalent
fonksiyonlarin farkli siniflar1 elde edilir. Calistigimiz siniflardaki degiskenler yerine
uygun degerler segilirse daha Once yapilmis olan bazi caligmalar elde edilebilir.
Buldugumuz sonuglarin 6nceki c¢alismalarin bir genellemesi niteliginde oldugunu

sOyleyebiliriz.
6.1 Ry (7, @, 7; ) siifinin Faber polinom sonucu ve diger siniflar ile karsilastirilmasi

Teorem 4.4 de Ry (7, a, v; B) simifinin Faber polinomlar: yardimiyla |a,,| katsayisi
esitsizliginin
| < [tlm(1 - B)
"T1+(n-Da+yn(n—-1)

(n=4)

seklinde oldugunu ispatlamistik. Burada t =1, m=2, a = 1,y = § ve [ = «a segilirse
Rs(1,4,8; @) = Ns(a, A, ) sinifi elde edilir. Elde edilen bu siniflar ve katsayi tahmini

asagida verilmistir.

Tamm 6.1.1 (Bulut, 2016) 1 >1,8 = 0 ve 0 < a < 1 olmak tizere (2.1) denklemi ile

verilen f fonksiyonu N5 (a, 4, §) simifina ait ise asagidaki iki kosul saglanir.
f(2) ) "
Re (1—A)T+Af(z)+6zf (2)>«a (z€eU)
ve
Re {(1 - A)@ +Ag'(w) + (Swg”(w)} >a. (w e U)

Burada (2.2) denklemiyle verilen g = £~ fonksiyonudur.

Teorem 6.1.2 (Bulut, 2016) A > 1,8 =2 0ve 0 < a <1 olmak lizere f € Ny(a, 4, 6)

fonksiyonu (2.1) denklemi ile verilmis olsun. @ = 0 (2 < k <n—1) i¢in

lan] < 2(1-a) (n=>4)
1+(n—DA+n(n-1)6

bulunur.
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Ote yandan t=1, m=2, a=1,y =0 ve B = a secilirse Ry(1,1,0;a) =

Bs (a, A) sinifi elde edilir. Elde edilen bu siniflar ve katsay: tahmini asagida verilmistir.

Tammm 6.1.3 (Jahangiri ve Hamidi, 2013) 1>1 ve 0 < a <1 olmak iizere (2.1)

denklemi ile verilen f fonksiyonu By (a, 1) smifina ait ise asagidaki iki kosul saglanir.

Re{(l—l)@+lf’(z)}>a (z€el)
ve
Re{(l—l)$+lg’(w)}>a. (W € U)

Burada (2.2) denklemiyle verilen g = £~ fonksiyonudur.

Teorem 6.1.4 (Jahangiri ve Hamidi, 2013) 1 > 1 olmak {izere f € Bx(a, A) fonksiyonu

(2.1) denklemi ile verilmis olsun. a;, = 0 (2 < k <n—1) igin

2(1—a)
Ianl Sm (Tl24)

bulunur.

6.2 Sy (4, 7; f) smfimin Faber polinom Kkatsayis1 tahmini ve diger simiflar ile

karsilastirilmasi

Teorem 4.7 de Ss (4, 7; B) simifinin Faber polinomlar: yardimiyla bulunan |a,|
katsayist esitligi

[tlm(1 - B)
ol < e DA sy =Y

seklinde oldugunu ispatlamistik. Burada t=1, m=2, A =0 ve f = a segilirse
S5(0,1; @) = Sy(a) smnifi elde edilir. Elde edilen bu smiflar ve katsay1 tahmini asagida

verilmistir.

Tammm 6.2.1 (Bulut, 2018) 0 < a@ <1 olmak {iizere (2.1) denklemi ile verilen f
fonksiyonu Sy (@) sinifina ait ise asagidaki iki kosul saglanir.

Re {Z]{;S)} >a

ve
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wg'(w)
Re{ } >
gw)
Burada (2.2) denklemiyle verilen g = =1 fonksiyonudur.

Teorem 6.2.2 (Bulut, 2018) f € S5 () fonksiyonu (2.1) denklemi ile verilmis olsun.

a,=02<k<n-1)igin

olur.

6.3 Ry (7, a, y; t) simifinin Chebyshev polinom katsayi tahmini ve diger siniflar ile

karsilastirilmasi

Teorem 5.4 de Ry (z, o, y; t) siufinin Chebyshev polinomlar: yardimiyla bulunan

la,| ve |as| katsayilarinin

0| < 2|7|tV2t
21 =
J0I4[t(1 + 2a + 6y) — (1 + a + 2y)2]t2 + (1 + a + 2y)?|
4|t|%t? 2|T|t

as| < +

las| (14+a+2y)2 1+42a+6y
ve 1 € Rigin;
laz —na3| <

2|t (1+a+2y)?-4[(1+a+2y)?-t(1+2a+6y)]t?|

_q <!
1+2a+6y ! |TI < 4(1+2a+6y)t2
8|t|2In—1|t3 > |(1+a+2y)?2-4[(1+a+2y)?2—t(1+2a+6y)]t?]
2_ 2_ 2|’ |n -1z 2
|(A+a+2y)2—-4[(1+a+2y)2—-t(1+2a+6y)]|t2| 4(1+2a+6y)t

seklinde oldugunu ispatlamistik. Buradat = 1, @ = Ave y = 0 segilirse Rz(1,4,0;t) =

Bs (4, t) smifi elde edilir. Elde edilen bu sinifa ait katsay1 tahminleri asagida verilmistir.

Teorem 6.3.1 (Bulut ve ark. 2017) A >1vet € (%, 1] olmak {izere, (2.1) denklemiyle

verilmis f fonksiyonu Bs (4, t) sinifina ait olsun. Bu durumda

2tV/2t
VI + )% — 422¢2]

| < 4t N 2t
Bl=ar02 121

la,| <




ven € Rigin,
2t

1+ 22 ’

— <
|a’2 T]a‘3| —_ 8|7]—1|t3

U+ )2 — 422¢2|
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[(1+ 2)% — 42%t2]

1| <
=1 =— T e
1] > (1 + 2)? — 422¢2|
T =T e

olarak bulunur. Ote yandan t = 1, « = 1 ve y = 0 secilirse Ry(1,1,0; t) = By(t) smifi

elde edilir. Elde edilen bu sinifa ait katsay1 tahminleri asagida verilmistir.

Teorem 6.3.2 (Bulut ve ark. 2017) t € (%, 1] olmak tizere (2.1) denklemiyle verilen

f fonksiyonu By (t) sinifina ait olsun. Bu durumda

t\2t
la,| <
V1 -—t?
2t
<t?+—
las| < t* + 3
ven € Rigin,
3
— <
|a2 na3| — 2|,r]_1|t3
1—t?

olarak bulunur.

3t

6.4 Sy (4, 7; t) stufimn Chebyshev polinom katsay:r tahminleri ve diger simiflar ile

karsilastirilmasi

Teorem 5.6 da Sy (A7 ; t) simfinin Chebyshev polinomlar: yardimiyla bulunan

la,| ve |as| katsayilarinin

2|T|tV2t

la,| <

V4Rt +20) - T+ DA+ D2]e2 + (1 + )2

|zl

] < 4|7|?t?
3 1+ 24

T (1422
ve 1 € Rigin,
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las —na3|
I |z|t n—1] < [4[27(1 +22) — (t + DA + D22 + (1 + 1)?|
< 1+22 - 8lt|(1 + 24)t?
- 8|t|ln — 1]¢3 [4[27(1 +20) — (t + DA + D22 + (1 + 1)?|

|,|n—1|2

L|4[2‘r(1 +20) —(+ DA+ )22 + (1 + 1) 8|t|(1 + 2A)t?

oldugunu ispatlamistik. Burada t = 1 ve A = 0 segilirse S(0, 1; t) = S5 (t) sinifi elde

edilir. Elde edilen bu sinifa ait katsay1 tahminleri asagida verilmistir.

Teorem 6.4.1 (Bulut ve ark. 2017) te€ (1,1] olmak tizere f fonksiyonu (2.1
2

denklemiyle verilmis f fonksiyonu Sy (@) sinifina ait olsun. Bu durumda

la,| < 2tV2t
lag| < 4t? +t
ven € Rigin,
t , In—1] Si
la; —nas| < 852

8lp—1|t3 , In—11=>—
ln — 1] In—12g5

olarak bulunur.

Bu tezde, lizerinde ¢alistigimiz siniflarimizdaki parametreler i¢in sectigimiz bazi
0zel degerlerin baska smiflardaki sonuglar ile ortiismesi buldugumuz sonuglarin
dogrulugunu ispatlar niteliktedir. Béylece buldugumuz sonuglarin daha 6nce yapilmis

olan bazi ¢aligmalarin bir genellemesi niteliginde oldugu sonucuna varabiliriz.
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7. SONUCLAR VE ONERILER
7.1 Sonuclar

Butez ¢alismamizda Ry(z, a, y; B) ve Ss(A, t; B) siniflart igin Faber polinomlarini
kullanarak |a,| katsayilarini, ayrica Rx(z, o, 7; t) ve Sx (A, T; t) smiflari iginde Chebyshev
polinomlar1 yardimiyla |a,| ve |as| katsayilarinin tahminlerinde bulunduk. Buldugumuz

sonuclar asagidaki gibidir.

Sonu¢ 7.1.1a>1,y>0,0 < B <1, teC\{0} ve m = 2 olmak lizere (2.1) agilimina
sahip f fonksiyonu Ryx(z, a, y; f) smifindaolsun.a, =0 (2 <k <n-—1)ise

| < [tlm(1 - B)
"T1+(m-Da+yn(n—-1)

n=4)

esitsizligi saglanir.

Sonu¢ 7.1.2 0<1<1,0<p<1vemz=2 olmak iizere, (2.1) agilimina sahip f
fonksiyonu Ss(4, 7; f) sinifindaolsun.a, =0 (2 <k <n-—1)ise

| < lTlm(1 - B)
T =D+ (n-1)1]

n=4)

esitsizligi saglanir.

Sonu¢ 7.1.3a>1,y >0, teC\{0}vet e (%, 1] olmak iizere, (2.1) agilimina sahip

f fonksiyonu Rx(7,a,y;t) sinifinda ise |a,| ve |as| katsayr siirlar1 asagidaki

sekildedir.

| < 2|t|tV2t

ar| =

? VA1 + 2a + 6y) — (1 + a + 2y)2]t2 + (1 + a + 2y)?|
4|t|?t? 2|T|t

las| <

< +
1+a+2y)2 1+2a+6y

ven € Rigin,

laz —na3| <

2|t|t |(1+a+2y)2-4[(1+a+2y)2—t(1+2a+6y)|t?|

S 1 L —1l <
1+2a+6y ! In < 4(1+2a+6y)t2
8|7|2|n—1|t3 | 1 > |(t+a+2y)2-4[(1+a+2y)2—t(1+2a+6y)|t?|
|(14+a+2y)2—-4[(1+a+2y)2—t(1+2a+6y)]t2|’ n - 4(1+2a+6y)t?
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Sonu¢ 7.14 0 <1 <1, 1€C\{0} vet€ (%, 1] olmak iizere (2.1) a¢ilimina sahip f

fonksiyonu S5 (4, 7; t) sinifindaise |a,| ve |as| katsay1 sinirlar1 asagidaki sekildedir.
0] < 2|t|t\/ 2| 7|t
a,| <

YT ARt + 2D - C+ DA+ DA + A + D2

] < 4|t|%t? N ||t
BI=0r02 1+ 21
ven € Rigin,

las —na§|
|z|t n—1] < [4[27(1 +220) — (t + DA + D?]t? + (1 + 1)?|
B 1+24 == 87|(1 + 22)¢2
- 8|t|ln — 1]¢3 [4[2t1(1+20) - (T + DA+ D22+ 1+ D?|°

yn—11=

|
(|4[27(1 +220) —(+ DA+ D2)t2 + (1 + 1)? 8|t|(1 + 2A)t?

7.2 Oneriler

Bi-linivalent fonsiyonlar iizerinde tanimlanan smiflar i¢in katsay1 bulma problemi
son donemlerde iizerinde ¢alisilan bir konu olmustur. Biz de bu ¢alismada farkli siniflar
icin Faber ve Chebyshev polinomlarin1 kullanarak katsayr tahminlerinde bulunduk.
Ayrica buldugumuz sonuglari daha dnce yapilmis olan bazi ¢alismalarin sonuglart ile
iligkilendirdik. Daha sonraki caligmalarda farkli smiflar igin farkli polinomlar
kullanilarak benzer sonuglar hesaplanabilir. Bu konuyu arastirmak isteyen arastirmacilar

bu c¢alisma ile farkli bir bakis agisina ve yorumlara sahip olabilirler.
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