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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

DUAL LORENTZ UZAYINDA FRENET EGRILERININ
BAGLANTILI EGRILERI

Bahar ABALI

Siileyman Demirel Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Ahmet YUCESAN

Bu tez gahgmasinda D} dual Lorentz uzayinda Frenet egrilerinin baglantih egri-
leri olan asli (binormal) dogrultu egrisi ve asli (binormal) donor egrisi kavramlari
tanitildi. Asli dogrultu egrisinin egrilik ve burulmas: ve asli donoér egrisinin egri-
lik ve burulmas: arasinda bagmtilar verildi. Genel helisin asli dogrultu egrisinin
diizlemsel egri oldugu gosterildi ve egrinin konum vektorii kullanilarak genel he-
lisin denklemi elde edildi. D? de bir ¢ember veya D? de bir hiperboliin asli donér
egrisinin ve dual Lorentz uzaymda bir slant helisin asli dogrultu egrisinin sirasiyla
bir helis ve bir genel helis oldugu gosterildi. Ikinci durum bir érnekle acikland.
Son olarak D3 de asli dogrultu rektifiyen egrilerin, asli donér egrisinin causal
karakterine gore R} Minkowski 3—uzayda spacelike veya timelike regle yiizeye

karsilik geldigi gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Dual Lorentz uzay, baglantili egriler, genel lelis, slant

helis, asli dogultu rektifiyen egri, regle yiizey.
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis
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In this thesis, the notions of principal (binormal) directed curves and principal
(binormal) donor curves which is associated with curve of Frenet curves in the
dual Lorentzian space D? are introduced. Some relations between curvature and
torsion of dual principal directed curve and curvature and torsion of principal
donor curve are given. The principal directed curve of general helix is shown to
be plane curve and the equation of general helix is obtained by using position
vector of plane curve. It is shown that the principal donor curve of a circle in
D? or a hyperbola in D? and the principal directed curve of a slant helix in dual
Lorentzian space are a helix and general helix, respectively. The second case is
explained with an example. Finally, according to causal character of principal
donor curve of principal directed rectifying curves in D?, these curves are shown

to correspond to any timelike or spacelike ruled surface in Minkowski 3—space
R?,
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1.GIRiS

Minkowski uzay fizikteki gorecelilik teorisinden ortaya gikmugtir. Bir timelike egri
15tk mzindan daha yavag olan bir gozlemci hareketinin yoriingesine, bir null egri
151k hizindaki bir harekete, spacelike egriler ise 151k hizindan daha hizlh hareketlere

kargilik gelmektedir.

Lorentz geometri, modern diferansiyel geometri ve Lorentz geometrinin sabit is-
leyisi ile verilen genel goreceliligin matematiksel fizigi arasinda gecis yapmaya
vardim eder. Ashinda gorecelilik teorisi, sasirtici ve hizh bir sekilde evren bilimi
ne (evrenin geniglemesi, biiyiik patlama) ve geometrik olarak daha az ilgi cekici
bir konu olan tek bir yildizin ¢ekimine (118 biikiilmesi, kara delikler) gecis ya-
pabilen geometriciler i¢in merak uyandiran Lorentz geometriye gore ifade edilir
(O’Neill, 1983).

Egriler teorisi uzun ge¢misine ragmen hala diferansiyel geometrinin en énemli
konularmdan biridir ve giiniimiize kadar pek c¢ok matematikei tarafindan
galigilnmustir. Egriler arasinda helis, sahip oldugu degerli uygulamalardan dolay:
matematikgilerin oldugu kadar diger bilim adamlarimin da dikkatini cekmektedir.
Bu uygulamalara érnek olarak; DNA nin tanmimi, karbon nano-tiip tanimi, nano-
yay ve a—helis tammm vb. verilebilir (Chouaib vd., 2006; Cook, 1914; Jain vd.,
2008; Watson ve Crick, 1953; Yang, 2003; Yin vd., 2008).

Diferansiyel geometri acisindan, bir helis sifirdan farkh sabit bir egrilik ve sifir-
dan farkli sabit bir torsiyona sahip bir geometrik egridir. Ashnda, helis, genel
helisin 6zel bir durumu olan bir W—egri ve sik sik adlandirilan bir dairesel helis-
dir (Ilarslan ve Boyacioglu; 2007, 2008). Bir genel helis veya sabit egimli bir
egri, sabit bir dogrultu ile sabit ag1 yapan teget dogrularinin ozelligi ile ad-
landirihir.  R* Oklid uzayda veya R} Minkowski uzayda bir efrinin genel helis
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul burulmasimn egriligine oranmmn sabit ol-
masidir (Barros, 1997; Barros vd., 2001). R} deki tiim helisler (W —egriler)
Walrave tarafindan tamamiyle simiflandirild: (Walrave, 1995). Ornegin yalmzca

diizlemsel spacelike dejenere helisler ¢emberler ve hiperbollerdir.
Ashnda bir dairesel helis en basit ii¢ boyutlu spiraldir. En ilging spiral
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orneklerinden birisi k—Fibonacci spiralleridir. Bu egriler {F} .}, bicimindeki
k—Fibonacci sayilar cahsilirken dogal olarak ortaya cikmistir ve hiperbolik
k—Fibonacci fonksiyonlari ile iligkilendirilmigtir. Fibonacci sayilar: ve iliskili olan
Altin Oran veya Altin Bolme, teorik fizik ve yiiksek enerjili parcalarin fiziginde sik
sik ortaya ¢ikmaktadir (Naschie 2001; Naschie 2005). Ug boyutlu k—Fibonacci
spiralleri (Falcon ve Plaza, 2008) deki goriisiin geometrik fikrinden yola ¢ikilarak
calisildi.

Ali ve Lopez R? deki gibi benzer yolla, sabit bir dogru ile sabit act yapan asli
normal dogrultular ile ifade edilen R? Minkowski uzayda bir slant helis konusunu

cahstilar. Onlar bir egrinin slant helis olmas icin gerek ve yeter sart1 ya

r

(T—z_*favi (%)

va da

2
L z
(rcg:l:'rQ)B/2 ("L)
sabit olacak biciminde karakterize ettiler. Ayrica bir timelike slant helisin teget
ve binormal kiiresel gostergesini ¢ahstilar ve kiiresel gostergelerin kiiresel helisler

oldugunu gosterdiler (Ali ve Lopez, 2011).

Choi ve Kim R?* Oklid 3—uzayda ve Choi, Kim ve Ali R? Minkowski 3—uzayda
asli (binormal)-dogrultulu ve asli (binormal) donér egri kavramlarum tamttilar.
Bu kavramlar kullanarak genel ve slant helislerin kesin bagmtilarimi ve simflandir-

malarimi verdiler (Choi ve Kim, 2012; Choi vd., 2012).

Dual sayilar, Clifford (1849 — 1879) tarafindan geometrik arastirmalar i¢in bir
arag¢ olarak tamtildi. Daha sonra, Study, kinematik ve ¢izgiler geometrisindeki
aragtirmalarinda dual sayilan ve dual vektorleri kullandi. Dual birim vektorler
ile yonlendirilmis dogrularn temsil etti ve onun adiyla bilinen Study doéniisiimiinii
tammladi. Bu doniisiim, D? dual uzaymda S dual birim kiirenin noktalar ile R?
Oklid 3—uzaymda yonlendirilmis dogrular arasmda bire-bir bir karsihgn varhigin
ifade eder. Boylece, D?* dual uzayinda S? dual birim kiire iizerindeki diferansiyel-
lenebilir egri, R* Oklid 3—uzaymda bir regle yiizey ile temsil edilir (Guggen-
heimer, 1963).

(8]



R3 Oklid 3—uzay1 yerine R} Minkowski 3—uzay: diisiiniiliirse Study déniisiimii;
D} dual Lorentz uzayinda S7 dual pseudo-kiiredeki spacelike birim vektorler ve H?2
dual pseudo-hiperbolik uzaymda timelike birim vektérler, sirasiyla, R} Minkowski
3—uzaymda yonlendirilmis spacelike ve timelike dogrulara kargilik gelir. O halde,
S? dual pseudo-kiiredeki timelike (spacelike) dual egri, R} Minkowski 3—uzaymda
spacelike (timelike) regle yiizeye kargihk gelir. Benzer sekilde, H2 dual pseudo-
hiperbolik uzaymda dual egri R Minkowski 3—uzaynda timelike regle yiizeye

karsihk gelir (Ugurlu ve Caliskan, 1996).

Lee, Choi ve Jin I? dual uzayinda dual egrilerin temel teorisi olarak dual egrilik
ve dual burulmaya gore dual diizlem egrileri, dual genel helisler ve dual slant

helislerin tammlamalarini verdiler (Lee vd., 2014).

Bu tez ¢ahsmasinda, D} dual Lorentz uzaymda Frenet egrilerinin asli (binormal)
dogrultu egrisi ve asli (binormal) donér egrisi kavramlar tamtildi. Genel helis
ve slant helisleri siiflamak icin verilen Frenet egrilerinin bazi baglantili egrileri
gahsildi. Diizlemsel egriler ve genel helislerin dogal gosterimlerinden, sirasiyla
genel helislerin ve slant helislerin dogal gisterimleri elde edildi ve bununla ilgili
bir rnek verildi. Son olarak, D? dual Lorentz uzayinda asli dogrultu rektifiyen
egrilerin asli dondr egrisinin causal karekterine gore R? Minkowski 3—uzayda

spacelike veya timelike regle yiizeye karsilik geldigi gosterildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bélimde Dual Lorentz Uzaymda Frenet Egrilerinin Baglantih Egrilerinin

caligilabilmesi i¢in gerekli olan tamm ve teoremler verildi.

2.1.Minkowski 3—Uzayin Temel Elemanlar:

Tanmm 2.1.1. R?, Oklid 3—uzay ve u = (u1, us, us), v = (v1,v2,v3) € R? olsun.
R? iizerinde,

(u,v);, = —uv1 + U + usv3

ile verilen skaler ¢carpim gtz 6niine alinarak elde edilen uzaya Minkowski 3—uzay
(3—boyutlu Minkowski uzay) veya Lorentz-Minkowski uzay1 denir ve R} ile gos-
terilir. Burada tamimlanan (, ), metrigi Lorentz metrigi (veya Minkowski metrigi)

olarak adlandirilir (Lopez, 2014).

Tamim 2.1.2. RY Minkowski 3—uzayinda bir u vektorii igin

i) < u,u >5> 0 veya u = 0 ise u vektoriine spacelike,

it) < u,u >p< 0 ise u vektoriine timelike,

iii) < u,u >p=0 ve u # 0 ise u vektoriine lightlike (null) denir (Lopez, 2014).

Tamm 2.1.3. 7, R? Minkowski 3—uzaymnda tiim timelike vektorlerin kiimesi ol-

sun. ©w € 7 igin
Clu)={veT i< uv>i< 0}

seklinde tammlanan kiimeye u yu bulunduran R} iin timekonisi denir (O’Neill,

1983).

Onerme 2.1.4. R} Minkowski 3—uzaymda u ve v timelike vektorleri aymi

timekonidedir ancak ve ancak < u,v >;< 0 dir (O'Neill, 1983).
Tanim 2.1.5. u, R? Minkowski 3—uzayinda herhangi bir vektor olsun.

Jull = vI< w,u >

reel sayisina v nun normu denir ve normu 1 olan vektor birim vektér olarak ad-

landinilir (Lopez, 2014).



Onerme 2.1.6. u ve v, R} Minkowski 3—uzaynda iki timelike vektér olsun.
i) |<u,v >r| > ||u] ||v]| dir ancak ve ancak u ve v dogrudastir,

i1) Eger u ve v aym timekonide ise

< u,v >r=— ||ul| ||v|| cosh &

olacak sekilde u ve v vektorleri arasinda hiperbolik aci olarak adlandirilan bir tek

6 > 0 reel says1 vardir (O’Neill, 1983).
Onerme 2.1.7. U, R? Oklid 3—uzayda bir altvektér uzay: olsun. Yu,v € U icin
<u,v>Sy=<u,v >

seklinde tanimlanan U tizerine indirgenmis metrik asagidaki tic durumdan biri ile

siuflandirilir:

i) Metrik pozitif tammhdir ve U spacelike olarak adlandirilir,

it) Metrik 1 indekse sahiptir ve U timelike olarak adlandirilir,

iii) Metrik dejeneredir ve U lightlike (null) olarak adlandirihr (Lopez, 2014).

Tamm 2.1.8. R} Minkowski 3—uzay ve u = (uy,ug, u3), v = (v1,v5,v3) € R?
olsun.
x: RIxR} — R3
(u,v) — U X V= (UgU3 — UzV2, U1V3 — UV1, UV] — U V)
seklinde tammli x operatoriine R} de Lorentz vektor carpimm denir (Akutagawa

ve Nishikawa, 1990; Choi vd., 2012).

Onerme 2.1.9. R? Minkowski 3—uzayda Lorentz vektér carpum asagidaki

Ozelikleri saglar:
1) uXv=—vXu,
it) w x v hem u ya hem de v ye ortogonaldir,

iit) u x v # 0 vektoriiniin U = S,{u, v} diizleminde bulunmasi icin gerek ve yeter

sart U diizleminin lightlike (null) olmasidir,
i) (uxv) X w=—<u,w>; v+ < v,w > u (O'Neill, 1983; Lopez, 2014).
Teorem 2.1.10. R} Minkowski 3—uzayda iki lineer bagimsiz vektor u ve v olmak
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uzere;

¢) u ve v spacelike ise u X v bir timelike vektordiir,

i1) u ve v timelike ise u x v spacelike vektordiir,

i11) u ve v lightlike (null) ise u x v spacelike vektordiir,

iv) u timelike ve v lightlike (null) ise u x v spacelike vektordiir,

v) u spacelike ve v lightlike (null) ise u x v spacelike veya lightlike (null) vektdr
olabilir,
v) u spacelike ve v timelike ise u x v spacelike vektordiir (Lopez, 2014).
Tanim 2.1.11. 7, R reel ekseninin bir acik aralig olmak iizere

v: ICR - R}

o = (o)

diferansiyellenebilir doniigiime R} de bir diferansiyellenebilir egri denir (Lopez,
2014).

Bundan sonra diferansiyellenebilir egri yerine sadece egri kavrami kullamlacaktir.

Tamm 2.1.12. v: I C R — R}, R? de bir egri olsun. Vo € I icin

¥(0o) =dy(L|,) € Tyo)RS

teget vektoriine v min hiz vektorit denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.13. v, R? de bir egri olsun. Vo € I icin

i) 7 (o) hiz vektorii spacelike ise v egrisine spacelike,

ii) v (o) iz vektorii timelike ise vy egrisine timelike,

iii) 7 (o) hiz vektorii lightlike (null) ise -y egrisine lightlike (null) dir denir (Lopez,
2014).

Tanim 2.1.14. Bir v egrisinin hiz vektorii Vo € I icin sifirdan farkli, yani

7' (o) # 0 ise v ya regiilerdir denir (Lopez, 2014).
Minkowski 3—uzayda egrilerin causal karakteri regiilerlik sartim etkiler.
Onerme 2.1.15. R} Minkowski 3—uzaymda herhangi bir timelike ya da null egri

6



regiilerdir (Lopez, 2014).

Timelike ya da null egriler her noktada regiilerken spacelike egriler baz
noktalarda regiiler olmayabilir. Bu nedenle c¢aligmanin bundan sonraki

kisimlarinda tiim spacelike egriler regiiler kabul edilecektir.

Lemma 2.1.16. v : I C R — R?, spacelike veya timelike bir egri olsun. t, € I
verildiginde Vs € (—e¢, €) igin || (s)| = 1 &zeligini saglayan 3 = v o ¢ ile verilen
B : (—€,€) — R? egrisi olacak sekilde ¢ : (—¢,¢) — (o¢ — 8,00 + J) difeomorfizmi
ve §, € > 0 vardir (Lopez, 2014).

Tanim 2.1.17. R} Minkowski 3—uzayda spacelike veya timelike asli normal vek-

tore sahip timelike egriler veya spacelike egriler Frenet egrileri olarak adlandirihir

(Lopez, 2014).

Teorem 2.1.18. v, R} Minkowski 3—uzayda birim izl bir Frenet egri olsun. O

i & G i - &
zaman, t =y birim teget, n asli normal ve b = £¢e;t x n binormal vektor olmak

luzere,

=K,

n' = —ge16t + 7
ve

b = —c,eomn

dir. Burade s, =< 1, 3p= ik, g, =< nyn >p= k], g =< bb mp= +1 dir;
Ayrica & egriligi ve 7 burulmasy, sirasiyla sk = ey <t ,n>pve T =gy <n',b >,

seklinde tamumhidir (Lopez, 2014).

Teorem 2.1.19. 7, R} Minkowski 3—uzayda yay uzunlugu ile parametrize edilmis
bir Frenet egrisi olsun. O zaman, v bir afin diizleme indirgenir ancak ve ancak

burulma sifirdir (Lopez, 2014).

Tanmim 2.1.20. v, R} Minkowski 3—uzayda yay uzunlugu ile parametrize edilmis
bir Frenet egrisi olsun. v mn birim teget vektorii ¢ olmak iizere < t(s), v >, sabit
olacak sekilde sifirdan farkli v € R? vektorii varsa v ya bir genel helis ve v ye

paralel herhangi bir dogruya da genel helisin ekseni denir. Ozellikle, genel helisin



ekseninin lightlike (null) veya null olmamasina gére genel helis, sirasiyla, dejenere

veya dejenere olmayan seklinde adlandirilir (Barros vd., 2001; Lopez, 2014).

Teorem 2.1.21 (Lancret Teoremi). v, R} Minkowski 3—uzayda x egrilik ve
7 burulmasma sahip bir null olmayan egri olsun. O zaman, 7 bir genel helisdir

ancak ve ancak 7/k sabittir (Barros vd., 2001).

Tanim 2.1.22. v, R} Minkowski 3—uzayda yay uzunlugu ile parametrize edilmis
bir regiiler egri olsun. v mn birim asli normal vektorii n olmak iizere < n(s),v >,
sabit olacak sekilde v # 0 vektorii varsa -y ya bir slant helis denir (Ali ve Lopez,
2011).

Tanmim 2.1.23. v, R} Minkowski 3—uzayda yay uzunlugu ile parametrize edilmis
bir Frenet egrisi olsun. v min herhangi bir noktasmda {t,n}, {n,b} ve {¢,b}
tarafindan gerilen diizlemler sirasiyla, oskiilator, normal ve rektifiyen diizlemler

olarak adlandirilir (flarslan vd., 2003).

Tamim 2.1.24. v, R} Minkowski 3—uzayda yay uzunlugu ile parametrize edilmis
bir Frenet egrisi olsun. -« nin konum vektorii egrinin rektifiyen diizleminde bu-
lunuyorsa egriye rektifiyen egri denir (Ilarslan vd., 2003).

Tanum 2.1.25. v, R} Minkowski 3—uzayda {t,n,b} Frenet catili birim hizli bir
Frenet egrisi ve W, v boyunca birim vektor alam olsun. ty birim teget vektorii
W ya esit yani tg = W olan v, egrisine v mn W —dogrultu egrisi ve v ya da 7,
mn W—donor egrisi denir (Choi vd., 2012).

W nm 6zel durumlar icin W —dogrultu dual egrisi agagidaki sekilde adlandirhr:
Eger W =t ise v nin t—dogrultu egrisi olan v,, v nin kendisini verir.

Eger W = n ise v min n—dogrultu egrisi olan +,, v nn asli dogrultu egrisi olarak
adlandirilir ve v ya da vy, min asli donor egrisi denir. Ayrica bir v, egrisi, v, nm
asli dogrultu egrisi ise 7, egrisine v nin ikinci asli dogrultu egrisi ve v ya da v,
nin ikinci asli donor egrisi denir.

Eger W = b ise v mn b—dogrultu egrisi olan v, v nin binormal dogrultu egrisi

olarak adlandirilir ve v ya da 7, nin binormal donér egrisi denir (Choi vd., 2012).

Tanim 2.1.26. R} Minkowski 3—uzay olsun. O zaman
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St=q7'(r*) ={p € R} : —pi +p3 +p3 =17}
hiperkuadrigine orijin merkezli r > 0 yanicaph pseudo-kiire (veya dS, ile
gosterilen 2—boyutlu de-Sitter uzay),

Hi =q7'(-r*) ={peR}: —pi +p} +pj = —r?}
hiperkuadrigine ise orijin merkezli » > 0 yarigaph 2—boyutlu pseudo-hiperbolik

uzay denir (O’Neill, 1983).

2.2. Dual Sayilar Cebiri

Tamm 2.2.1. R reel sayilar cismi olmak iizere Va, a* € R icin
a=a+&a*

seklinde ifade edilen sayiya bir dual say1 denir ve dual sayilar kiimesi D ile gos-

terilir. Burada,

E#0,06=¢60=0, 16 =£1=¢, € =0
olacak sekilde tanimbh £, dual birim olarak adlandirilir

(Veldkamp, 1976; Hacisalihoglu, 1983).

Dual sayilar i¢in esitlik, toplama ve carpma iglemleri asagidaki sekilde tanmimbhdr:
(1) Esitlik: @ = a + £a*, b = b + £b* dual sayilart igin @ = b dir ancak ve ancak
a =bvea* =b* dir.

(i) Toplama: @ = a+&a*, b = b+£b* dual saylar icin G40 = (a+Ea*)+(b+E0*) =
a+b+ &(a* +b*) dir.

(i) Carpma: @ = a+&a”, b = b+ £b* dual sayilar icin b = (a+E&a*)(b+&0*) =
ab + &(ab® + a*d) dir (Veldkamp, 1976).

Teorem 2.2.2. Dual sayilar kiimesi bir degisimli halkadir (Veldkamp, 1976).

Tanim 2.2.3. b # 0 olmak iizere

a_ otée”™ _a ar _ abr
%_‘ b+Eb* T b+§(ab %2)

seklinde tammh igleme @ dual sayisin b dual sayisma bélme iglemi denir

(Veldkamp, 1976).



Teorem 2.2.4. ki dual saymn carpimi sifir ise carpanlardan biri sifir olmak

zorunda degildir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamim 2.2.5. a > 0 olmak iizere
Va = va+ e = va+ &
seklinde tammlidir (Veldkamp, 1976).
Tanim 2.2.6. a # 0 olmak iizere, @ dual sayisi i¢in

@l = Va2 = \/a? +26aa” = || + {&a*

dir. O halde [@| =@ (@ > 0) ve [a| = —@ (a < 0) dir. Ayrica, eger @ = 0 ise
|a| =0 dir (Veldkamp, 1976).

Tanim 2.2.7. f diferansiyellenebilir fonksiyonu
f@) = f(z+&) = f(z) + o™ f'(x)
seklinde tammhdir. Burada f', f nin 2 e gore tirevidir (Veldkamp, 1976).
Boylece,
sinZ = sin(z + £z*) = sinz + £z* cos z,
cos T = cos(x + £x*) = cosz — £x* sinz,
sinh7 = sinh(z + £z*) = sinz + £z* cosh z,
cosh@ = cosh(z + £2*) = coshx + £x* sinhx,
dir (Veldkamp, 1976).

Tamm 2.2.8. Ox1z223, R?* 3—boyutlu Oklid uzayinda sag-el ortonormal cati
olsun. z;—ekseni tizerinde pozitif yondeki birim vektor e, (k = 0, 1,2, 3) olmak
lizere (fl, T, 73) dual sayilarin siral ticliisiine dual vektor denir ve (7, 75, T3) =
ile gosterilir. Burada 7y, Ty ve T3 sayilar1 7 in koordinatlar olarak adlandirihr.
Eger bu sayilar reel ise vektor, reel vektér olarak ifade edilir ve dual vektorler

kiimesi D? ile gosteilir (Veldkamp, 1976; Guggenheimer,1963).

Dual vektorler igin esitlik, dual skalar carpim, toplama ve lincer bagimhilik asagi-

daki sekilde tammbidir:
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(’L) Eg}lthk Eger T = (:’8\1,52,.%3) ve g = (?1,?2, @3) dual vektorleri lQlIl Ek = gk
(k=1,2,3) ise T ve § dual vektorleri esittir ve T = 7 seklinde gosterilir.

(#1) Dual skaler carpm: A = A + EA* dual sayist ve T = (T, T2, T3) dual vektorii
igin AZ = (AZy, ATo, AZ3) dir.

(¢i1) Toplama: T = (Z1,Z2,Z3) ve § = (1,9, ¥3) dual vektorleri icin T + 7 =
(1 + 1. T2 + Yo, T3 + gq) dir.

(iv) Lineer bagimhhk: Eger 71, ..., 7, dual vektorleri ve :\}, s Xn dual sayilar i¢in

i kak =0
k=1

esitligini saglayan :\H, ...,Xn dual sayilarimin tiimii sifir olacak sekilde meveut ise
Ty, ..., T, dual vektorleri lineer bagimhidir. Burada 0 = (0,0, 0), sifir vektoriidiir.
Lineer bagimh olmayan vektorler lineer bagimsiz olarak adlandirihr (Veldkamp,

1976).
Yukaridaki tamimlarin bir sonucu olarak herhangi bir T = (7, 72, 7'3) dual vektorii
T = (T}, T2, T3) = T1€1 + Taes + T3e3
ve
T = (21 +&x1, 22 + £33, w3 + §ah) = (21, 22, 73) + £(27], 23, 23)
seklinde yazilabilir. O halde z = (21, 22, 23) ve 2* = (27, 23, 23) reel vektorleri
icin
=gz 41"
dir (Veldkamp, 1976).
Tamm 2.2.9. D? D halkas: iizerinde bir modiildiir (Hacisalihoglu, 1983).
2.3.Dual Lorentz Uzay

Tamm 2.3.1. D%, dual vektorler kiimesi olsun. VZ = z + £2*, § = y + {y* € D3

olmak iizere,
< /f,g >=<I,Y>L +£(< :Ll1y* b e e .'I:*-s Y >L)

ile verilen skalar carpima = ve ¥ dual vektorlerinin Lorentz i¢ carpimi denir.
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Boylece, bu Lorentz i¢ carpimiyla birlikte I?® dual uzay1 dual Lorentz uzay olarak

adlandirilir ve D3 ile gosterilir (Ugurlu ve Caliskan, 1996).

Tamim 2.3.2. 7 =z + £z* € D3 olsun. Bu durumda;

(7) = vektorii spacelike ise T dual vektoriine spacelike,

(1) x vektorii timelike ise T dual vektoriine timelike,

(71) x vektori lightlike (null) ise T dual vektoriine lightlike (null) dir
denir (Ugurlu ve Caligkan,1996).

Tamm 2.3.3. D3 dual Lorentz uzayinda bir T = z+&z* dual vektorii icin ||z]| # 0

olmak iizere,
8l = VISEE S = fl2] + <222
dual sayisina, z dual vektdriiniin normu denir (Ugurlu ve Calgkan,1996).

Normu 1+ £0 = (1,0) olan T dual vektorii dual birim vektor olarak adlandirilir.
Norm tanimindan agiktir ki;
eger < x,x >;=—1ve < z,x* >;= 0 ise T bir timelike dual birim vektor,

eger < zr,x >p= 1ve < z,z* >,= 0 ise T bir spacelike dual birim vektordiir
(Ugurlu ve Caligkan,1996).
Tamim 2.3.4. D? dual Lorentz uzayi olsun. VZ = (£, T2, 73), ¥ = (1, T2, 73) € D3
olmak tizere

T X Y = (Zalfs — T3la, T1Y3 — T3l1, To) — T132)
dual sayisia 7 ve § vektorlerinin Lorentz vektor carpimi denir (Ugurlu ve Cahgkan,
1996).
Tanim 2.3.5. 7 = r + £z* ve §¥ = y + £y* iki spacelike dual birim vektor olmak
izere,

< T, >= cosl = cos(0 4 £0%) = cos# — £67 sin g
olacak sekilde 8 dual sayisina T ve y spacelike dual birim vektorleri arasindaki
dual merkez a¢1 denir. Burada 6 (0 < 6 < 7), z ve y spacelike reel vektorleri

arasindaki reel aq1 ve 6%, r ve y spacelike reel vektorleri arasimdaki uzakliktir
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(Ugurlu ve Cahigkan,1996).
Tanim 2.3.6. T =2 + &2* ve § = y + £y* iki timelike dual birim vektor olsun.
< F,7>=—coshf = — cosh(f + £0™) = — cosh 6 — £6% sinh 6

esitligini saglayan =0+ £0” dual sayisia T ve 7 timelike dual birim vektorleri

arasmdaki dual hiperbolik ac1 denir (Ugurlu ve Caliskan, 1996).

Tanmim 2.3.7. 7 = z + {z* € D3 olmak iizere,

(1) St ={T=z+ & ||| =(1,0) ; z, 2* € R} ve T vektorii spacelike}
kiimesine D3 de dual pseudo-kiire denir.
(i) Hf = {Z =z + &x*| ||Z]| = (1,0) ; z, 2* € R? ve T vektorii timelike}

kiimesine D} de dual pseudo-hiperbolik uzay denir (Ugurlu ve Caligkan,1996;
Ozbey ve Oral, 2009).

Teorem 2.3.8. D dual Lorentz uzaymmda dual pseudo-kiire (dual
pseudo-hiperbolik uzay) tizerindeki noktalar ile R? in yonlii spacelike (timelike)

dogrular arasinda bire-bir bir karsilik vardir (Ugurlu ve Cahsgkan, 1996).

Tanim 2.3.9. /, R reel ekseninin bir agik araligi olmak iizere 1 < i < 3 i¢in v,(o)
ve 77 (o) reel degerli diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman,
¥: ICR — D3
o = 7@) = (M(0) +£71(0),72(0) + €v3(0), v3(0) + £v3(0))
=7{e) +:Ev*{e)
diferansiyellenebilir déniigiime D7 de bir diferansiyellenebilir dual uzay egrisi denir

ve ¥(), ¥(o) nin (reel) gosterge egrisi olarak adlandirihir (Ayyildiz vd., 2007).

Bundan sonra diferansiyellenebilir dual uzay egri yerine sadece egri kavrami kul-
lamlacaktir.

Tanmim 2.3.10. 7, D} de null olmayan bir egri olsun.

] 8 S

s=[17(e)lldo = [lly(e)|ldo +&f <t.7" >p do=s+Es”

0 0 0

seklinde tamiml dual fonksiyona 7 nmin § dual yay uzunlugu denir. Burada t,

7 nin birim teget vektoriidiir (Ayyildiz vd., 2007).
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Tanim 2.3.11. 5(s) = (s) +£7*(s), D} dual Lorentz uzaymda yay uzunlugu ile
parametrize edilmis null olmayan bir egri olsun.

& _ s T
ds ~ dsds

seklinde tammlanan dual birim vektoriine 5(s) min dual birim teget vektorii denir.

t nin 5 ye gore tirevi olan % dual vektriiniin normu 5(s) nin dual egrilik

fonksiyonu olarak adlandirihir ve % ile gosterilir. % = x + £x* dual egrilik fonksiyo
nu icin £ # 0 ise k¥ dual egrilik fonksiyonu sirf dual olmayan olarak adlandirilir.

O halde, sirf dual olmayan egrilige sahip 5(s) egrisi igin

n=

=
Bl

seklinde tamimlanan 7 dual birim vektoriine J(s) nin asli normali ve

b= Egslfx n

dual birim vektdriine ise 7(s) nin dual binormal vektérii denir. Biylece olusan
{t, ﬁ,,E;} ortonormal dual ¢atiya 7(s) nin 7(s) noktasinda dual Frenet iicliisii denir.
Burada, < t,t >1=ep =21, < n,n >p=¢6; = £1, < b,b >;= ey = +1 dir ve
.7, b dual Frenet vektorleri

txfn= 50515, Axb= &kl bxt= £082Tl

esitliklerini saglar (Ayyildiz vd., 2007).

Tamm 2.3.12. D dual Lorentz uzayinda timelike egrilere ve spacelike veya time-
like dual asli normal vektore sahip spacelike egrilere Frenet egrileri denir.

D} dual Lorentz uzaymda Frenet egrileri & = s + &x* sirf dual olmayan egrilik
fonksiyonuna sahiptir.

Tamim 2.3.13. 7, D} dual Lorentz uzayinda yay uzunlugu ile parametrize edilmis

bir Irenet egrisi olsun. Frenet egrisi boyunca ¢,7, b dual Frenet vektorlerinin

tiirevleri
t 0 R0 %
2lal=]-cmr 0o =|]|n (2.1)
b 0 —£1857 0 b

dir. Burada 7 = 7+ &7* : I — D dual fonksiyonu 9(s) nin dual burulmas:
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olarak adlandirihr ve (2.1) formiilii de dual Frenet formiilii olarak isimlendirilir

(Ayyildiz vd., 2007).

Tanim 2.3.14. 5, D} dual Lorentz uzayinda dual yay uzunlugu ile parametrize
edilmis bir Frenet egrisi olsun. Dual burulma fonksiyonu sifir olan 5 Frenet egri-

sine diizlemsel egri denir.

Tanim 2.3.15. 7, D} dual Lorentz uzayinda dual yay uzunlugu ile parametrize
edilmis bir Frenet egrisi olsun. 5 nin dual birim teget vektorii ¢ olmak iizere
< 1(s),7 > dual sabit olacak sekilde sifirdan farkh 7 € D} dual vektorii varsa
7 ya bir genel helis ve U ye paralel herhangi bir dogruya da genel helisin ekseni
denir. Ozellikle, genel helisin ekseninin null (lightlike) veya null olmamasina gore

genel helis, sirasiyla dejenere veya dejenere olmayan seklinde adlandirilir.

R} Minkowski 3—uzayda Lancret teoremi (Barros vd., 2001) ve D?® dual uzaymda
Lancret teoremi (Lee vd., 2014) den D? dual Lorentz uzayinda Lancret teoremi

agagidaki sekilde verilir:

Teorem 2.3.16. 7, I dual Lorentz uzaymda % suf dual olmayan egrilik ve 7
burulmaya sahip bir null olmayan egri olsun. O zaman 7, D? de bir genel helisdir

ancak ve ancak 7/k dual sabittir.

Tamm 2.3.17. 5, D} dual Lorentz uzaymda dual yay uzunlugu ile parametrize
edilmis bir Frenet egrisi olsun. 7 mn dual asli birim normal vektorii 7 olmak
tizere < n(s),v > dual sabit olacak sekilde sifirdan farkh 7 € D? dual vektorii
varsa 5 ya D} de bir slant helis denir.

Tamm 2.3.18. 5(s), D} dual Lorentz uzaynda dual yay uzunlugu ile parametrize
edilmis bir Frenet egrisi olsun. 5(s) nin herhangi bir noktasinda {t, 7}, {ﬁ,a} ve
{? 6} tarafindan gerilen diizlemler sirasiyla, oskiilatér, normal ve rektifiven dii-

zlemler olarak adlandirilir (Ozbey ve Oral, 2009).

Tamim 2.3.19. 5(s), D? dual Lorentz uzaymnda yay uzunlugu ile parametrize
edilmis bir Frenet egrisi olsun. 7(s) nin konum vektorii egrinin rektifiyen diizle-

minde bulunuyorsa egriye rektifiyen egri denir (Ozbey ve Oral, 2009).
Tanim 2.3.20. 7, D? dual Lorentz uzayinda {? ﬁ;’;} dual Frenet catili dual birim

15



hizli Frenet egrisi ve W, 7 boyunca dual birim vektor olsun. #o dual birim teget
vektori W ya esit yani to = W olan o ya ¥ nn ﬁ}—dogrultu efrisi ve 7 ya da

7o min W—donor egrisi denir
W nm 6zel durumlar icin W—dogrultu egrisi agagidaki sekilde adlandirilir:
Eger W =7 ise 7 mmn t—dogrultu egrisi olan 5,, 7 mn kendisini verir.

Eger W =17 ise ~ nin n—dogrultu egrisi olan 7, 7 mn asli dogrultu egrisi olarak
adlandinlir ve 4 ya da 7, mn asli donor egrisi denir. Ayrica bir 7, egrisi, 5, nin
asli dogrultu egrisi ise 7; egrisine 7 mn ikinci asli dogrultu egrisi ve 7 ya da 7,

mn ikinci asli donor egrisi denir.

Eger W =0 ise ~ nmin ,l;_dogrultu egrisi olan 7,, 7 nin binormal dogrultu egrisi

olarak adlandirilir ve % ya da %, nin binormal donor egrisi denir.

Teorem 2.3.21. H2 dual pseudo-hiperbolik uzay tizerindeki spacelike egri,
Minkowski 3—uzayda bir timelike regle yiizeye karsihk gelir. Benzer sekilde, S?
dual pseudo-kiire tizerindeki timelike (spacelike) egri, Minkowski 3—uzayda bir
spacelike (timelike) regle yiizeye kargilik gelir (Ugurlu ve Caliskan, 1996; Ozbey
ve Oral, 2009).
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3. DUAL LORENTZ UZAYINDA FRENET EGRILERININ ASLi
DOGRULTU VE ASLI DONOR EGRILERI

Bu béliimde, D3 dual Lorentz uzayinda spacelike asli normale ve timelike asli
normale sahip spacelike Frenet egrilerin ve timelike Frenet egrisinin asli dogrultu
ve asli donor egrileri incelendi. Oncelikle, (s) = (s) + £7*(s), D? dual Lorentz
uzayinda Frenet egrisinin causal karakterinin 7(s) nin reel kisnu olan (s) Frenet
egrisinin causal karakterine bagh oldugu gtz éniine alimarak Choi vd. (2012) deki

Lemma 3.1 den agagidaki Lemma verildi.

Lemma 3.1. I} dual Lorentz uzaymda |%| = (1,0) esitligini saglayan, timelike

genel helis veya spacelike asli normale sahip spacelike genel helis yoktur.

Teorem 3.2. 5(s), & dual egrilik ve 7 dual burulma fonksiyonlarima sahip D3 de

Frenet egrisi ve 7(s) onun asli dogrultu egrisi olsun. O zaman 7,

~ — ~F pnls o = 22 F
Kp = &1 (E()."Cz -5-527'2), To = E—Z'%%J_TZF% (E) (31)
ile verilen Ky dual egrilik ve 7y dual burulma fonksiyonlarina sahip null olmayan
bir egridir. Burada {¢,n,b} ve {to,no,bo} sirasiyla, v ve ~y, reel Frenet egri-

lerinin Frenet catilan olmak tizere g =< t,f >, 61 =< n,n >, €0 =< b, b >,

&1 =< ng, Ny > ve g9 =< by, by > dir.

Ispat. 7(s), & dual egrilik ve 7 dual burulma fonksiyonlarma sahip D? de Frenet
egrisi ve 7y(s) onun asli dogrultu egrisi olsun. O halde, t; = 7 oldugundan

= % oldugu agiktir ve (2.1) Frenet formiilii gz oniine alimirsa

S

S

= —gu&1Kkt + Tb
a1 i . e —~2 ~ R E3vE
elde edilir. Boylece, < %‘%, %39 >= ggR’ + 977 esitliginden
~2 ~ o~ ~2 —~2
Ko < Mg, Mg >= gk~ + E2T

oldugu goriiliir. Buradan,

2 2
< Ng,Ng >= = _ZEOT (32)
; K2

bulunur. Ayrica 7, nin egriligi

K= \/gl (5022 + 82?2)
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dir. O halde 7, boyunca dual Frenet vektorleri

-

T~ o~ —st]E?+"F3 7=~ Rbte1e97t

to=n, Ng=—p PR , bo = €pg1— s o (3.3)
51(605 +eaT ) s;(sofc +eaT )

ile verilir. (3.3) esitliginde by In S ye gore tiirevi alimir ve 7o = —25 < S Ng =

esitliginde yerine yazilirsa

To = —&2 < | €02 R(rE—E) )T (1, —CETE) b, —=meiREETE
( : G (€U§2+62"F2 )12 €1 (Eﬁﬁ2+82?2)

oldugu goriiliir.

Teorem 3.3. ¥(s), k dual egrilik ve 7 dual burulma fonksiyonlarmna sahip D3
de spacelike asli normale sahip spacelike Frenet egrisi ve aym zamanda %y dual
egrilik ve 7y dual burulma fonksiyonlarima sahip 7,(s) egrisinin asli donér egrisi

olsun. O zaman,

—~
~

(a) Eger k > |7] ise 7, spacelike asli normale sahip spacelike egri ve 7(s) mn dual
egrilik ve burulma fonksiyonlari,
R{'5) ifiglahaineig / #ilslds), #ls)="Tole)sink( / ils3i) (3.4)

dir.

—~
~

(b) Eger r < || ise 7, timelike asli normale sahip spacelike egri ve J(s) nin dual

egrilik ve burulma fonksiyonlari,

Kis) = Rils) sinh(/?o(s)d?), T(s) = —Ko(s) cosh(f?g(s)d?) (3.5)
dir.
Ispat. 7(s), D? de spacelike asli normale sahip spacelike Frenet egrisi olsun. O
halde 7,(s) nin spacelike egri oldugu aciktir.

(a) Eger k > |7| ise (3.2) egitliginden 7, spacelike asli normale sahip spacelike
egridir. O halde (3.1) esitliginden 7, 1 dual egrilik ve burulma fonksiyonlarimn,

sirasiyla,
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R=R -7 7=l () (3.6)
oldugu goriiliir.

(3.6) min ikinci denkleminde % yerine fyamhrsa Vs € R igin,

~ _ 1 df(s) _ 1 df(s)
TO(S)—I_(%)Q & 1-%(s) &

—~

olur. Burada f(s) = f(s) +£f*(s) = Z +&(= — 2% ) dir. Diger taraftan, £ > |7|

K

oldugundan |f(s)| < 1 dir. Béylece

af(s) _
S To(s)ds = fffg(_s)dg: tanh™! f(s) + ¢

dir. Burada @ bir dual sabittir. ¢ = 0 almrsa f(s) = tanh ([ To(s)ds) elde

71'.‘

edilir. Elde edilen bu esitlikte fyerine = yazilirsa

7(s) = tanh ([ To(s)ds) &(s)

bulunur. Bu esitlik (3.6) esitliginin birinci denkleminde yerine yazihir ve gerekli
diizenlemeler yapilirsa (3.4) iin her iki esitligi de elde edilir.

(b) Eger £ < |7| ise (3.2) esitliginden 7, timelike asli normale sahip spacelike

egridir. O halde (3.1) esitliginden 7, 1n dual egrilik ve burulma fonksiyonlarimin

sirasiyla,
g it e ~ =2 =~
R =78 fom k() 7

oldugu gortiliir.

(3.7) nin ikinci denkleminde % yerine f yazilirsa Vs € R ic¢in,
A 1 df(s) _ 1 df(s)
TO(-S) = (igl% 2_1 ds fQ(s)—l a5

olur. Diger taraftan, x < |7| oldugundan |f(s)| > 1 dir. Boylece

o o e ae) a7 N
JTo(s)ds = —fl—_;z;(—s)ds = —coth™ f(s) +¢

dir. Burada € bir dual sabittir. ¢ = 0 almwrsa f(s) = — coth ([ 7y(s)d5) elde

edilir. Elde edilen bu esitlikte fyerine ~ yazilirsa

i

7(s) = — coth ([ To(s)ds) R(s)

bulunur. Bu esitlik (3.7) esitliginin birinci denkleminde yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa (3.5) in her iki esitligi de elde edilir.
Teorem 3.4. 5(s), D} de timelike asli normale sahip spacelike Frenet egrisi ve
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aym zamanda ko dual egrilik ve Ty dual burulma fonksiyonlarna sahip 7(s)
Frenet egrisinin asli donor egrisi olsun. O zaman, 7, timelike egri ve J(s) nin

dual egrilik ve burulma fonksiyonlar,

Rl = Eo(s)cos(]?o(s)dfs\), 7(s) = —Fko(s) sin(/ To(s)ds) (3.8)
dir.

Ispat. 7(s), D? de timelike asli normale sahip spacelike Frenet egri ve aym
zamanda Ky dual egrilik ve 7y dual burulma fonksiyonlarima sahip 7,(s) Frenet
egrisinin asli dondr egrisi olsun. O zaman #, = 7 oldugundan J,(s) timelikedir.

Ayrica (3.1) esitliginden 7, 1n dual egrilik ve burulma fonksiyonlarinin, sirasiyla,

()’ (3.9)

£2_22 22 = 2
kg = h'+T1 T0= =2

R

+

)

x)

|
gl
Bl

oldugu goriiliir.

(3.9) un ikinci denkleminde % yerine fyazﬂlrsa Vs € R i¢in,

Sy =1 df(s) _ _ -1 df(s)

TO(S) = H‘(,c(q)) ds 1+f2(s) ds

olur. Boylece,

[To(s)ds = — [ —&— 1+P(s) =—tan"! f(s)+¢

dir. Burada ¢ bir dual sabittir. ¢ = 0 ahmrsa f(s) = — tan ([ 7To(s)d5) elde

?

edilir. Elde edilen bu esitlikte fyerine = yazilirsa

7(s) = — tanh ([ 7o(s)ds) R(s)
bulunur. Bu esitlik (3.9) esitliginin birinci denkleminde yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa (3.8) in her iki esitligi de elde edilir.

Teorem 3.5. §(s), & dual egrilik ve 7 dual burulma fonksiyonlarma sahip I}
de timelike Frenet egrisi ve aym zamanda %o dual egrilik ve 7y dual burulma

fonksiyonlarma sahip 7,(s) Frenet egrisinin asli donor egrisi olsun. O zaman,

(a) Eger k < |7 ise 7, spacelike asli normale sahip spacelike Frenet egrisi ve 5(s)

nin dual egrilik ve burulma fonksiyonlari,
B8 =Bl / Fole)dE),  Fle] =Rolm)coshl f AT (3.10)
dir.
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(b) Eger k > |7] ise 7, timelike asli normale sahip spacelike egri ve 3(s) nin dual

egrilik ve burulma fonksiyonlari,

K(s) =Ko(s) cosh(/ To(s)ds), T(s)= —Eg(s)sinh(/ To(s)ds) (3.11)
dir.

Ispat. 7(s), & dual egrilik ve 7 dual burulma fonksiyonlarina sahip D de timelike
Frenet egrisi ve aym zamanda ¥y dual egrilik ve 7Ty dual burulma
fonksiyonlarma sahip 7,(s) Frenet egrisinin asli donor egrisi olsun. O zaman

7o(s), spacelike Frenet egrisidir.

(a) Eger k < |7| ise (3.2) esitliginden 7, spacelike asli normale sahip spacelike
Frenet egrisidir. O halde (3.1) esitliginden 5, in dual egrilik ve dual burulma
fonksiyonlarinin, sirasiyla,

~2 2 %

At (2) (3.12)

o
~
I
~
o
|
I

RE
oldugu goriiliir.

(3.12) nin ikinci denkleminde Z yerine fyazﬂn‘sa Vs € R i¢in,

==

= _ 1 df(s) _ 1 df(s)
TO(S)—I_(ﬂS_))z P _l—ﬁ(s) a5

K(s)

olur. Diger taraftan, x < |7| oldugundan |f(s)| > 1 dir. Béylece
df(s)
f?g(s)d@“:fr-%b—d,s = coth™! f(s) +¢

dir. Burada € bir dual sabittir. ¢ = 0 almrsa f(s) = coth ([ To(s)ds) elde

’_F

edilir. Elde edilen bu esitlikte fyerine yazilirsa

7(s) = coth ([ 7To(s)ds) R(s)

bulunur. Bu esitlik (3.12) esitliginin birinei denkleminde yerine yazilir ve gerekli

=3

diizenlemeler yapihrsa (3.10) un her iki esitligi de elde edilir.

(b) Eger k > || ise (3.2) esitliginden 7, timelike asli normale sahip space-
like Frenet egrisidir. O halde (3.1) esitliginden %, i dual egrilik ve burulma
fonksiyonlarinin sirasiyla,

8 —7, Fo=ma (D) (3.13)

e ]

=)

=] l;

Ry =
oldugu goriiliir.
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(3.13) iin ikinci denkleminde % yerine f yazilirsa Vs € R icin,

~ ) — =1 _dfs) _ _ -1 df(s)
Tols) = 1-(28)" F T 1-7s) B

olur. Diger taraftan, £ > |7| oldugundan |f(s)| < 1 dir. Boylece

J7o(s)ds = — [ —£—dS = —tanh™" f(s) + ¢
dir. Burada € bir dual sabittir. € = 0 ahmirsa f(s) = — tanh ([ To(s)ds) elde
edilir. Elde edilen bu egitlikte fyerine % yazilirsa

7(s) = — tanh ([ To(s)d3) R(s)

bulunur. Bu esitlik (3.13) esitliginin birinci denkleminde yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa (3.11) in her iki esitligi de elde edilir.
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4. DUAL LORENTZ UZAYINDA GENEL HELISLERIN ASLi
DOGRULTU EGRILERI

Bu boliimde, D dual Lorentz uzaymnda genel helislerin asli dogrultu egrileri

cahsildi.

Lemma 4.1. 5, D? dual Lorentz uzayinda Frenet egrisi genel helistir ancak ve
ancak 7 mn asli dogrultu egrisi olan 5, bir diizlemsel egridir.

Ispat. Lemmanm ispati yalmzeca timelike asli normale sahip spacelike Frenet

(=) 7(s), & dual egrilik ve 7 dual burulma fonksiyonlarina sahip I? de timelike
asli normale sahip spacelike bir genel helis ve 5,(s), 7(s) mmn asli dogrultu egrisi

olsun. O zaman Teorem 3.4 den Z = — tan / To(s)ds ) dir. Bu esitligin her iki -

tarafinin 5 dual yay uzunlugu parametresine gore tiirevi alinirsa

(%) = —To(s) sec? (f?o(s)dé“) =0

olur. sec? ( / ?o(s)dé?) # 0 oldugundan 7o(s) = 0 dw. Yani 7, bir diizlemsel

)

Bl~

egridir.

(<) 7 mmn asli dogrultu egrisi olan 7, bir diizlemsel egri olsun. O halde 7

=0
=0

-0

e
dir. Teorem 3.2 den 7y = #:;d% (£) = 0 olur. % # 0 oldugundan 4 (Z)

R

bir dual sabittir. Dolayisiyla 7, bir genel helistir.

=

yani

Benzer sekilde ¥ Frenet egrisinin spacelike asli normale sahip spacelike genel helis

veya timelike genel helis oldugu durumlarda da ispat yapihr.

Simdi D} de genel helislerin insasinda kullamlacak olan diizlemsel egriler icin

asagidaki lemmalar verilsin:

Lemma 4.2. D} de %(s) dual egrilik fonksiyonu ve 7 asli normal vektoriine sahip

spacelike diizlemsel Frenet egrisinin 7 konum vektérii,

i) 7 asli normal vektoril spacelike ise,

) = / (0, cos ( / ﬁ(s)dg‘) ,sin ( / zs(s)dg)) 45 (4.1)
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dir.

it) n asli normal vektorii timelike ise,

A(s) = f (sinh ( f ;s(s)d's‘) , cosh ( / E(s)dfs‘) ,o) a3 (4.2)

dir.

Ispat. 7, D} de R(s) dual egrilik fonksiyonu ve ¢ dual birim teget vektériine sahip
spacelike diizlemsel Frenet egrisi olsun. ey, es, e3 birim vektérler olmak iizere

dual birim teget vektori

o~

(t2(s),2(s), Ba(s)) = ta(s)er +ta(s)ea +Ta(s)es

~
o

W
—

Il

(s) = (ta(s) +Eti(s), ta(s) +Et3(s), tals) + £85(s))

= (ti(s), t2(s), ts(s)) + &£(t3(s), t3(s), ti(s))

= ti(s)e; +tals)es +t3(s)es + E(t1(s)er + t5(s)ea + t5(s)es)
bi¢iminde yazilabilir. 7 Frenet egrisi spacelike oldugundan 6&:?) = (1,0) yani
(t,ty =1ve (t,t*) =0 dir. (—#13+8+1 = (1,0) yani —2+t2+i2 =1 ve
—t1t] +iath + 13t} = 0). Diger taraftan (2.1) den 7 = ;%Z ve 0 = /E(s)d.’é‘seklinde

tamml 6 dual ags1 gbz 6niine alinirsa,
¢) i dual birim asli normal vektorii spacelike ise,
t(s) = (0, cos @, sin 9)

dir ve #(s) = dz(;)

oldugundan 7 nin konum vektoriiniin (4.1) oldugu goriiliir.
i7) n dual birim asli normal vektorii timelike ise,
t(s) = (sinha, cosh, 0)

(s = 9

dir ve t(s) = T(s oldugundan 7 nin konum vektorii (4.2) seklinde elde edilir.

Lemma 4.3. D} de &(s) dual egrilik fonksiyonuna sahip timelike diizlemsel Frenet

egrisinin konum vektorii,

(8] = / (cosh ( / ?%(s)d?) il ( / E(s)d’s‘) ,0) i (4.3)

bi¢cimindedir.
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Ispat. 7, D? de R(s) dual egrilik fonksiyonuna ve 7 dual birim dual teget vek-
toriine sahip timelike diizlemsel Frenet egrisi olsun. e, es, es birim vektérler

olmak iizere ¢ dual birim teget vektorii

—~

i(s) = (fa(s), a(s), ts(s)) = T1(s)er + Fa(s)ea + E(s)ea
veya
t(s) = t1(s)er + ta(s)ea + ta(s)es + E(t](s)er + t5(s)es + t}(s)es)

bi¢iminde yazilabilir. 7 timelike oldugundan (?,f) = (—1,0) yani {t,t) = —1 ve

tt) = 0dr. (-B+8B+8B = (-1,0) yani -2+ +#2 = —1 ve
P

—tit] + fot3 + 5t = 0). Diger taraftan (2.1) den 7 = 4 ve § = /E(s)d?

seklinde tanmml 6 dual acgs1 goz oniine alinirsa,

?(5) = (cosh@, sinha, O)

dir ve t(s) = % oldugundan 5 mn konum vektorii (4.3) seklinde bulunur.

D7 de diizlemsel egriler icin verilen yukaridaki lemmalar ve Teorem 3.2 yardimiyla

sirastyla asagidaki ii¢ énemli lemma verilecek:
Lemma 4.4. 7, & = K(s) suf dual olmayan egrilik olmak iizere 7 = m#(s) dual
burulmasi ile spacelike dual asli normale sahip spacelike bir genel helis olsun.
|T
s = \/1_1#; (fﬁ., sin (\/1 —m? /E(S)d?) ,
— (\/1 5 / E(s)d?)) &

ile yerel olarak ifade edilir ve 7 mn asli dogrultu egrisi 7,, D? de spacelike dual

(a) Eger I = |im| < 1ise 7,

(4.4)

asli normale sahip bir spacelike diizlemsel egridir.

(b) Eger % = |m| > 1ise 7,

(5)= o= / (cosh (\/ﬁ?? - 1/2(3)d§) ;
sinh (\/v’ﬁ,g ~ 1/ ﬂ(s)d?) . ?’ﬁ) ds

ile yerel olarak ifade edilir ve ¥ min asli dogrultu egrisi 7, D} de timelike dual

=2)

(4.5)

asli normale sahip bir spacelike diizlemsel egridir.

25



Ispat. (a) durumunda; D? C D} de Ry = ®o(s) suf dual olmayan egrilik
fonksiyonu ile spacelike dual asli normale sahip bir spacelike diizlemsel 7,(s)

egrisinin konum vektorii (4.1) ile verildi. O halde 7,
f fﬁ(s) = (O,c:os [f’f%o(s)dfs\} ,sin {f’f%g(s)dfs“})

§ i e (0, _in [ f ;so(s)dg] e [ / fao(s)ng (4.6)
| Bo(s) = (1,0,0)

dual Frenet vektorlerine sahiptir. (3.1) esitligi ve x > |7] oldugundan 0 < |m| < 1

dir. Boylece 7 icin,

R(s) = e, 7(s) = m(s)
dir. Eger o = K1 — m? esitligi gz 6niine alinir ve (3.3) denklemi diizenlenerek

g.'cizijliirse t dual teg“;et vektoriiniin

t= W (m sin {\/1 —m? / J , — COS [\/1 - 7"?1?/ E(s)d?]) .
oldugu goriiliir. Dolayisiyla % = |m| < 1 ise D} de spacelike dual asli nor-

male sahip spacelike genel helis 7, (4.4) ile verilir.

(b) durumunda; D} C D} de R = Ko(s) suf dual olmayan egrilik fonksiyonu ile
dual timelike asli normale sahip bir spacelike diizlemsel ,(s) egrisinin konum

vektorii (4.2) ile verildi. O halde 5,,
( to(s) = (Sinh |:/E(](S)d§j| , cosh /ED(S)d§ .,O)

 Tio(s) = (cosh [/Eg(s)dé‘} ,sinh /?Eg(s)d/s“ ,0) (4.8)
| Do(s) = (0.0,1)

dual Frenet vektorlerine sahiptir. (3.1) esitligi ve |7| > & oldugundan, |m| > 1

dir. Béylece 7 icin,

R(s) = e, 7(s) = MR (s)

dir. Eger Ko = Kv/m? — 1 esitligi goz 6niine alinir ve (3.3) denklemi diizenlenerck

coziiliirse ¢ dual teget vektoriiniin

—~

TLO+ \/n*? lb

o ] e ] )

¢

1
Vm2-1

7
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oldugu goriiliir. Dolayisiyla !{L = |m| > 1 ise D? de spacelike dual asli nor-

male sahip spacelike genel helis 7, (4.5) ile verilir.

Lemma 4.5. D? de ¥ = %(s) ve T = mx(s) esitlikleri ile timelike dual asli nor-

male sahip spacelike genel helis 7, yerel olarak,
F(g)= \/Hl_ﬁﬁf (sinh {\/1 -l—??ﬂf’f%(s)df‘f} ,
cosh {\/1 + 1%2/E(s)d§] . - ﬁz) ds

ile ifade edilir ve 7 mmn asli dogrultu egrisi 5, D3 de bir timelike diizlemsel egridir.

(4.10)

Ispat. D? C D? de &y = Ro(s) surf dual olmayan egrilik fonksiyonu ile bir timelike

diizlemsel 7 (s) egrisinin konum vektorii (4.3) ile verildi. O halde 7,
4
to(s) = (cosh /Eo(s)dé? ,sinh /Eg(s)(ﬁ ,O),

no(s) = (sinh /Eo(s)(ﬁ? , cosh /Eo(s)d§ ,0)
| Bo(s) = (0,0,~1).

N

dual Frenet vektorlerine sahiptir. (3.1) ve Z = i esitlikleri g6z 6niine alinirsa 7
icin,
R(s) = =) 7(s) = mR(s)

oldugu goriiliir. Eger Ro(s) = R(s)vm? + 1 alinr ve (3.3) esitligi coaiiliirse ¢ dual

birim teget vektorti,

t= \/ﬁ#ﬁ (Smh [V 1+ Tﬁ?]E(S)d?} , cosh [mfﬁ(s)dg, —735.])
seklinde elde edilir. Dolayisiyla, D3 de timelike dual asli normale sahip 7 spacelike

genel helis (4.10) ile verilir.

Lemma 4.6. 5, D} de £ = K(s) ve T = mr(s) esitlikleri ile timelike genel helis

olsun.
(a) Eger % = |m| > 1 ise %,
Fs) = ﬁ (fﬁ,sin {\/'fﬁ? -1 /R(s)d’s‘} , — COS [\/?'ﬁ.z - 1/E(S)d§j|) (4.11)

ile yerel olarak ifade edilen ve onun asli dogrultu egrisi 5,, D? de spacelike dual

asli normale sahip spacelike diizlemsel egrisidir.
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(b) Eger < I = |m| < 1ise 7,

%) \/ﬁ [ (cosh [\/1 —m? [ K(s)ds] ,sinh [\/'1_—1‘ ] m) ds (4.12)

ile yerel olarak ifade edilen ve onun asli dogrultu egrisi 7,, D? de timelike dual
asli normale sahip spacelike diizlemsel egridir.

Ispat. (a) durumunda; D?* C D? de Ry = Ro(s) suf dual olmayan egrilik
fonksiyonu ile spacelike dual asli normale sahip spacelike bir diizlemsel egrinin

Yo(s) konum vektorii (4.1) ile verildi. O halde F,,

[ Eraye (0, 2 { / Eg(s)dé“} i { / Eo(s)dfs“D
i) = (0, s [ / Eg(s)dfs‘} 2 [ f ’@o(s)ds‘D

| Bo(s) = (1,0,0)

e

dual Frenet vektorlerine sahiptir. (3.1) esitligi ve |7| > & oldugundan |m| > 1

dir. Boylece ¥ igin,

R(s) = ok, 7(s) = mA(s)

dir. Eger ko(s) = k(s)vm? — 1 esitligi goz éniine alinir ve (3.3) denklemi ¢oziiliirse

t dual birim teget vektoriiniin

t= \/T ('m sin [ m2 — / j{ — COoSs {\/ ] ds])
oldugu goriiliir. Dolayisiyla = . = |m| > 1 ise D} de spacelike dual asli normale

sahip spacelike genel helis 7, (4.11) ile verilir.

(b) durumunda; D* C DF de Ry = Ko(s) suf dual olmayan egrilik fonksiyonu ile
timelike dual asli normale sahip bir spacelike diizlemsel egrinin 7,(s) konum vek-

torii (4.2) ile verildi. O halde, 7,

[ o = (sinh [ /Eo(s)ds] ek /’eo(s)d:s* ,0)
Bl = (c:osh [ / Eg(s)d‘?} it f Bole)ds .0)

| bo(s) = (0,0,1)

-

dual Frenet vektorlerine sahiptir. (3.1) esitligi ve |7| < k oldugundan |m| < 1

dir. Boylece, 7 i¢in,
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=)
=)
D
—

R(s) =

1 7(s) = MR (s)

dir. Eger Ko(s) = K(s)v'1 — m? esitligi gz 6niine alinir ve (3.3) denklemi ¢oziiliirse
t dual birim teget vektoriiniin

1

—~

i 0+ ssbo

t J;iw (cosh [\/1 - ﬁ?Q/E(s)d's\} ,sinh {\/1 — ﬁ?/?%(s)d?} ,ffﬁ)

St

|

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, = = |m| < 1 ise D} de spacelike dual asli normale

sahip spacelike genel helis 7, (4.12) ile verilir.
Yukanidaki ti¢ lemmadan yola ¢ikarak agagidaki ii¢ sonug elde edilir:

Sonug 4.7. 7, D} de spacelike dual asli normale sahip spacelike Frenet egrisi ve
Yo, ¥ nin spacelike asli dogrultu egrisi olsun. O halde, asli dogrultu egrisi 7,, I?
veya Di de diizlemsel Frenet egrisidir ancak ve ancak 7, sirasiyla £ > |7| veya
t < |7| esitsizlikleri ile bir genel helistir. Ayrica 7,, D? de bir ¢ember veya D? de
bir spacelike hiperboldiir ancak ve ancak 7, sirasiyla k > |7| veya k < |7] ile bir

helistir.

Sonug 4.8. 7, D} de timelike dual asli normale sahip spacelike Frenet egrisi ve
Yo, 7 nin timelike asli dogrultu egrisi olsun. O halde, 7, asli dogrultu egrisi
diizlemsel Frenet egridir ancak ve ancak 7, bir genel helistir. Ayrica 7,, bir time-
like hiperboldiir ancak ve ancak 7 bir helistir.

Sonug 4.9. 7, D} de timelike Frenet egrisi ve 7,, 5 mn spacelike asli dogrultu
egrisi olsun. O halde, 7, asli dogrultu egrisi D? veya D? de diizlemsel Frenet
egridir ancak ve ancak 7, sirasiyla k < |7| veya > |7| esitsizlikleri ile bir genel
helistir. Ayrica 7y, D? de bir cember veya D? de bir spacelike hiperboldiir ancak
ve ancak 7, sirasiyla £ < |7| veya k > |7| ile bir helistir.

Sonug olarak D} dual Lorentz uzaymda baglantil egrive gore genel helisler agagi-

daki sekilde karakterize edilir.

Teorem 4.11. D? de genel helis baz1 diizlemsel egrilerin asli donér egrisidir.
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5. DUAL LORENTZ UZAYINDA SLANT HELISLERIN ASLi
DOGRULTU EGRILERI

Bu boliimde, D dual Lorentz uzaymda slant helislerin causal karakterlerine gire
asli dogrultu egrileri olan genel helisler incelendi. Bunun i¢in éncelikle genel he-
lisler ve slant helisler arasindaki baglant asli dogrultu ve asli donor egri kavram-
lar1 kullamlarak agagidaki sekilde ifade edildi:

—~ o~

¥ = A(s), D} dual Lorentz uzaymmda dual birim hizli Frenet egrisi ve
W = ﬁ}(s), 7 boyunca dual birim vektor olsun. Eger W, 7 boyunca D3 iin bir
v sabit dual vektoril ile sabit bir dual aciya sahipse o zaman 7 nin ﬁ?—dogrultu
egrisi olan 7y, min dual teget vektorii de 7, boyunca v ile sabit dual aciya sahiptir.
Tersine, D} deki 7, Frenet egrisinin dual birim teget vektorii D? deki 7 sabit dual
vektori ile sabit dual ag1 yapiyorsa o zaman 7, 5, boyunca 7 dual vektorii ile

sabit dual a¢1 yapan 7, mn W —donor Frenet egrisidir.

Yukarida verilen ifadede 5 boyunca W dual vektor yerine dual asli normal vektor
almsm. O halde 7, D? de bir slant helis yani 7 dual asli normal vektor, D? de bir
v sabit dual vektorii ile bir sabit dual agiya sahiptir ancak ve ancak 5 nin dual
asli dogrultu egrisi D} de bir genel helis yani 5, i dual birim teget vektorii ?
de bir v sabit dual vektorii ile sabit dual aciya sahiptir. Diger taraftan, D? de bir
slant helis D} deki bir genel helisin asli donor egrisidir ve D? deki bir genel helis

D3 deki bir slant helisin asli dogrultu egrisidir.

Simdi 7,, D? de % = ¢ olan spacelike dual asli normale sahip bir spacelike genel
helis olsun. O zaman, 7 1n spacelike dual asli normale sahip spacelike donor egrisi
olan 7, R = Rocosh [€ [Ro(s)ds]  dual  egrilik  ve
71 = Rosinh [¢ [ Eo(s)ds] dual burulma fonksiyonlarma sahiptir. 7, in timelike
dondr efrisi olan 7,, Ky = FRosinh[¢[Ro(s)ds] dual egrilik ve
To = Ko cosh [E [ %o(s)ds] dual burulma fonksiyonlarma sahiptir. 5, ve 5, Frenet

egrileri D? de, sirasiyla,

ve
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o (2) = IRt (coun o Reds]) =@ (5:2)

~0 ~913/2 3
(Tgffi%) as Ko

slant helis esitliklerini saglar.

Yo, D3 de r“ ¢ olan timelike dual asli normale sahip bir spacelike genel helis

olsun. O zaman 7, m spacelike dual asli normale sahip spacelike dondr egrisi olan

?31

K3 = Ko sinh[ J Rols ds] dual egrilik ve T3 = —Fgcosh [’E I Eg(s)ds] dual bu-
rulma fonksiyonlarma sahiptir. Yo m timelike donér efrisi olan 7,
Kse = Ko cosh[ [ Rols ds] dual egrilik ve 74 = —Kysinh [E S/ Eg(s)ds]

dual burulma fonksiyonlarma sahiptir. 55 ve 7, Frenet egrileri ID? de sirasiyla,
72 4 = . sinh?|¢ [ Rods d ~ o~ -
—(?2 32)3/2? (_3) - —_—[Ko ]fr( c‘oth[ fngds]) = (5.3)

—R3

ve

o d (%) = LR (o [ [ Reds]) =@ (5.4)

~2 ~21\3/2 3
(H%—‘T%) /2 ds Ko
slant helis esitliklerini saglar.

Son olarak ¥, D? de %Q = ¢ olan timelike genel helis olsun. O zaman 7, i donér

egrisi  olan  J,,  Rj = Rocos [C [Fo(s)ds| dual eprilik  ve

75 = —Rosin [€ [ Ro(s)ds] dual burulma fonksiyonlaria sahiptir. 5 Frenet egrisi,
__,,g d (75) _ — cos? ¢ [ Rods d o &

(72 5+n2)3/2d“( ) - ®o &5 (—tan[ [ h’ods]) = (5.5)

slant egitligini saglar.
Bir slant helis esitliginin degeri, slant helis sabiti olarak adlandirilir.

Onerme 5.175, D} de %y suf dual olmayan dual egrilik fonksiyonu, 7, dual bu-
rulma fonksiyonu ile verilen bir null olmayan genel helis ve 7, 7o n asli donor

—

egrisi olsun. O halde 7, %g slant helis sabiti ile verilen bir null olmayan slant
helistir.

Onceki boliimde diizlemsel egriler vardimiyla D? de genel helisler insa edildi.
Yukarida D$ de genel helisler yardimiyla slant helisin insas1 fikri verildi. Simdi

dérdtincii boliimdeki metot kullamularak D? deki genel helislerden slant helisler

elde edilecek.

Teorem 5.2. %, D3 de % surf dual olmayan egrilik fonksiyonu ve 7 dual burulma
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fonksiyonu ile spacelike dual asli normale sahip spacelike slant helis ve ¢ = ¢+ £c*,

7 nin slant helis sabiti olsun.

a) Eger k> |7| ve || < 1ise 7,

o) = - (-
-— [Ef?l ] S [ mf?l (8)] B E‘sinh[‘é‘fel(s)]sin[mf{'l(s)]‘

) Vi-e " (5.6)
cosh [El?l (3)(3)] sin [m}’?g (s)(s)]
+Esinh[a?l ()] cos[ VIR (s)] ) s

b

e
esitlii ile ifade edilir. Burada K;(s) = [ V&2 — 72d5 dir.
b) Eger k > |7| ve |¢| > 1 ise 7,

As) = —f (sinh [Z]?l(s)] sinh {\/ﬁf&(ﬂ]

- EtFROLA TR b [oRy (5)] cosh [VE=TR:(5)]  (5.7)
2cosh[EK1(s)] sinh[VEZ=1R1 (s)] cosh[eK1(s)] |
- V-1 eyl KCC

esitligi ile ifade edilir. Burada K, (s) = [ V&2 — 72d5 dir.
c) Eger k < |7| ise 7,

(s) = _f (sinh [?j%z(s)} cosh [\/1.1_—’52]?2(3)}

Zcosh[éRa(s)] sinh[VI+E2 Ka (s . 2 e

__ Beosh[eRa( )]/14:6[2 S )], sinh l:CI{Q(S):l cosh [\/l + 62[\;2(3)] (5.8)
Ccosh [E'f\'z (q)} sinh [-\/ THe2 Ky (.s)] cosh [Ef\"ﬂ

B Viver » —vrE )4

esitligi elde edilir. Burada Ky(s) = [ /7 — 22d3 dir.

ispat. D$ de 7,, 7 mn spacelike asli dogrultu egrisi olsun. 7, genel helis oldugun-
dan %}1 = ¢ dir. Burada ¢ dual sabitdir. O zaman,

a) Eger k > |7| ve |¢| < 1 ise (4.4) esitliginden,

| to(s) = = (@ sin [V1=2 [Ro(s)ds]

—cos [V1 = [ Ro(s)ds])

§ fo(s) = (0, cos [VI—2 [Ro(s)d5] , sin [V1 — 2 [Ro(s)ds]) (5.9)
Eg(s) = \/1—1_? (1, —€sin {Jl——?f?fo(s)d?] .

| ¢cos [V1 =22 [ FRo(s)ds])

elde edilir. Diger taraftan, (3.3) esitliginden
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t = — cosh [f To(s)ds] 7ig + sinh [ [ Fo(s )ds] o

ve (5.9) gbz dniine alinirsa,

_ (sinh [ To(s)ds

-2

o)

—iendh [f ?Q(S)dg] — [ T2 EZIEQ(S) S] N camh[fro(s d§] ixn[\/l c‘zfno(s)d.’s“]

V1-22
— cosh [ [ #o(s)ds] sin [vI— 2 [ Ro(s)d5] + =t/ To<s)ﬁ]jfi§ﬁfhn(s>ﬁ])

b, B8] = / RodS = [ /& —7d5 ve Ri(s) = [Fola)ds esitlikleri

kullanilirsa,

E\ . (sinh Eﬁ-l(&)

Vi—&2

— cosh [Ef?l(s)] Cos (\/1_—&“21?1 (8)) Esinh[ER, (8)\]/511:1;/1 ZR( s)) (5.10)
— cosh [Ef‘f'l (3)] sin [ﬁfl _ 521?1(3)} 4 csmh[cKl(s\]/?fa[;/jgm(s)})

a5 (s)

olur. = = esithgi gz oniine alimr ve (5.10) esitliginin her iki tarafimin 5

ya gore integrali alinirsa (5.6) esitligi elde edilir.
(b) Eger k > |7| ve |¢| > 1 ise (4.5) esitliginden,
4
to(s) = 5= (cosh [V —1 [Ro(s)d3],
sinh [v/& — 1 [Ry(s)ds] , ©)
. fo(s) = (sinh [VE —1 [Fo(s)ds], cosh [vVE — 1 [Ro(s s)ds], 0)  (5.11)
bo(s) = ﬁ (—Ccosh [V =1 [ Ro(s)ds] ,
{ Csinh [v/¢? — 1 [Ro(s)ds] ,1)

elde edilir. Diger taraftan, (3.3) esitliginden

—~

t = — cosh [‘]'?g(s)dék] fig + sinh [ [ ?g(&)d?] Do
ve (5.11) gbz dniine alimirsa,

t = (— sinh [\/c~ 1 [ Ro(s)ds] cosh [f To(s)ds]|

_Sal S)a?]‘c/——iﬂz_ =k ds}, — cosh U? (s) ] cosh [f_j Ko(s) a’s]
_I_Es'mh[ J Fo(s)ds] sinh[ V@1 [ Ro(s)ds] sinh[f Fo(s)ds ])

NG * =

bulunur. K;(s) = /Egd? = [VR* —7%d5 ve Ef?l(s) = [To(s)d5 esitlikleri

kullanilirsa,
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V1i-g2

- [a?l (S)} cosh [ =1 fi;1 (S)} ES Esinh[am(s)l;:;li_{l\/eﬂ—lm(s)], (5.12)
sinh[’EI?l (s) )

t = (— sinh [\/ETIE'I (3)] cosh [’c‘f?l(s)] - ESinh[EKl(s)]mS}l[ - _”{1(3)],

N

aﬁ ve (5.12) esitliginin her iki tarafinin 5 ya

olur. =

gore int.egrah almirsa (5.7) esitligi elde edilir.
c) Eger k < |7] ise (4.10) esitliginden,

(&l = (sinh [m / ;»:(,s)dg] ,
cosh {m/’ﬁ(s)dﬁe\] . —E)

< fo(s) = (cosh [v1+¢2 [Ro(s)ds], sinh [V1+E [Fo(s)d5] , 0) (5:13)
bo(s) = k= (~Csinh [VI+ 2 [ Ro(s)ds],
I ¢eosh [V1+E [Ro(s)d3] 1)
elde edilir. Diger taraftan, (3.3) esitliginden
t = sinh [ 7(s)d8] 7ig + cosh [ [ Fo(s)d3] bo
(5.13) gbz Oniine alimrsa,
(smh de] cosh [\/—14-—&2 f Ko s)dS] = ECOShU?U(S)dg]j;TE[«:/@IEO(S)E],

sinh [ [ 7o(s) ds] sinh [m S Ro(s)ds] + Scosh[[ Fo(s )dAJ\C/ZTE[;/H_CEI Ro(s) ‘if']
cosh f?g(s)cf‘?)

V1+e?

bulunur. I?g(s) = /-Eods [ V7 —R%d5 ve ch = [7o(s)ds esitlikleri

kullamlirsa,

t = (smh [cfxg )J cosh [mho } Beods[prealol i) T ) |

Vv1+e2 H
sinh {d{g(s)] sinh [\/1 + E"foz(s)] cosh[ER(s) kloizgx/ ”31{0(3)] (5.14)
cosh CI(Q (s)
14¢
olur. t = % esitligi goz oniine almr ve (5.14) esitliginin her iki tarafinin §

ya gore integrali alinirsa (5.8) esitligi elde edilir.

Teorem 5.3. 7, I} de % pure dual olmayan egrilik fonksiyonu ve 7 dual burulma

fonksiyonu ile timelike dual asli normale sahip spacelike slant helis ve & = ¢ + £¢*,
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7 nin slant helis sabiti olsun.

(a) Eger |c| > 1 ise 7,

”?(S) _ f Qsin ei3(s) ,

2—1

n[eRs (s)] cos[ VE—1Rs(s)] — cos |[eR3(s } oty [ o - 11%3(5)} : (5:15)

csi

V-1

2sin[2is (s)] 2n£\/Tlc —1K3(s)| 1+ cos {ch(s — [\/’C‘Z—_11?3(5)D ds
=5

VR + 7245 dir.

esitligi ile ifade edilir. Burada K 3(
(b) Eger |¢| < 1ise 7,

(s) f cos cK3 Jsmh \/1— Kg(s]
S Gt g G

Vi-
Tsin [cK:;(s)] smh[\/1 — Kg(s)] sm[ch ]
T V1-¢2 T V12 ds

esitligi ile ifade edilir. Burada K3(s) = [ V&2 + 72d3 dir.

Ispat. D32 de 7, ¥ nin timelike asli dogrultu egrisi olsun. o, genel helis oldugun-
dan % = ¢ dir. Burada ¢ dual sabitdir. O zaman,
(a) Eger |¢| > 1 ise (4.11) esitliginden,
to(s) = ﬁ (@, sm{ [hO(S ds]
—cos [V@ — 1 [ Ro(s)ds])
{ 7g(s) = (0, cos [\/c - fﬁ]g s) s] , sin [Ve? — 1 [Ro(s)ds]) (5.17)
bo(s) = (ﬁ — 1, ¢sin [V& — 1 [ Ro(s)ds]
—Ccos [\/'c“2 — 1 [ Ro(s)ds])

elde edilir. Diger taraftan, (3.3) esitliginden

t = cos [ To(s)ds] fig — sin [ [ 7o(s)d5] bo

ve (5.17) goz oniine alimirsa,

(sm [ To(s)ds

vee—1
CcoSs [f O(S)Cfg} cos [\/ZTIIEO(S)dEj _ Esin[f?o 5] Sllllf_fho(s)dé‘]

Vvéi-1
cos [ [ ?o(S)d:S\] sin [\/Erlfﬁo(s)dé‘] + esin[f 7o(s) dﬁ];‘;[fz_f""(*‘)ﬂ)

bulunur. 1?3(3) /?C ds = [VE 2+ 725 ve CI\.3 = [To(s)ds esitlikleri
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kullanilirsa,
T _ (sma’<‘3(s)

VET
Tsin [ch (s)} sin [v‘ Z_1Ks (3)]

cos eK(s) cos [\/62 1R3(s )} - o
cos (,K ) sin 1K5( - = e
[ y ] [\/— y ] Esin[eRs(s)](s) cas[\/c7_1( ( )])

NS

(5.18)

d’w‘()

ds

olur. ¢ = esgitligi goz onitine alimir ve (5.18) esitliginin her iki tarafinin &

ya gore integrali alinirsa (5.15) esitligi elde edilir.
(b) Eger |c|] < 1 ise (4.12) esitliginden,

[ fo(s) = iz (cosh [VI— [ Ro(s)ds],

sinh [V1 =2 [Ro(s)d3] , ©)

 Mo(s) = (sinh [V1—=2 [Ro(s)ds], cosh [vI—2 [Ro(s)ds],0)  (5.19)
bo(s) = —— (Ccosh [V1 =2 [Ro(s)ds],

\ —esinh [VI =2 [Ro(s)ds] , — 1)

elde edilir. Diger taraftan, (3.3) esitliginden

t = cos [/ To(s)ds] fig — sin [ [ To(s)d5] bo
ve (5.19) goz dniine ahnirsa,

7 = (COS [f ?O(S)dg] sinh [, I — fﬁo(s)dg] B @sin[ [ 7o(s)d3] Losh[\/ —cﬁfno(a)d"]

V1-&2
COS [fTo( ds] cosh [Mfﬁo(s)d’s‘] CS'“UTO(S)"*]f‘/’;h[;:ﬁffhn(?)ﬂ
sin fT(;(.s)dA)

Vi1-¢2
bulunur. f{;;(&) = / Fods = [VE 2 + 7235 ve cK3 = [To(s)d5 egitlikleri
kullanilirsa,

t = \/3_11!1“1 (COS {Cflg )] sinh ‘{\/ﬁhg(s)]

_ESE“[CKS("”)]\‘;‘;’Tg oy , €OS [E?Kg(s)] cosh [\/1——621:’3(3)} (5.20)

csm[cf(g S)]smh[\/ T2 Kals ] sin[Eﬁg(s)})

V1-22 ’ V1-¢2
~_ & ey e — - 0
oliur: ¢ = —'*—d%i esitligi goz oniine almr ve (5.18) egitliginin her iki tarafinin 3

ya gore integrali alimirsa (5.15) esitligi elde edilir.

Teorem 5.4. 5, D? de & suf dual olmayan egrilik fonksiyonu ve 7 dual burulma

fonksiyvonu ile timelike slant helis ve ¢ = ¢ + £¢*, 5 mn slant helis sabiti olsun.
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a) Eger k < |7| ve |¢| < 1 ise 7,
) = [ (ﬂ[\/;il cos (\/1——K2(5)) cosh [Ef?g(s)]
_ \/15__62 sin (mI{Q(S)) sinh [Eﬁ'g(s)] ,
n [m}%(s)} cosh [E‘f%g(s)]
+% cos [mf?g(s)} sinh [’c\ﬁg(s)]) ds
esitligi ile ifade edilir. Burada K (s = [ V7 — R%d5 dir.

(5.21)

b) Eger k < |7] ve |¢| > 1 ise 7,
) = f (cosh [GRa(s)] sinh [V~ TRa(s)] — ooV Tu0)],

Ccosh[ERa(s)] sinh|vE2—1Ra(s
sinh [eR(s)] cosh [/ = TRy(s)] — SoohiERa(elsinh| Ve~ TRa(o)| (5.22)

Viei—1 ?
cosh[cRa(s) )) A5
S Ve 5

esitligi ile ifade edilir. Burada Kg = [ V7% - R*d5 dir.

(¢) Eger k < |7] ise 7,
A(s) = J'(Cosh I;a?'l( )] cosh [\/1 +’?f?1 (S)]
TPl B EEROL cosh [eR ()] sinh [VIT @R (9)] (529

V1+m?2 1
csmh[ch 1 s)} co'-;h[\/ FEZRA(s) sinh[aﬁ (s}] .
B Vire , —vmE )

esitligi ile ifade edilir. Burada K;(s) = [ /&% — 72d5 dir.

Ispat. D? de 7,, ¥ nin spacelike asli dogrultu egrisi olsun. Yo, genel helis oldugun-

dan %—3 = ¢ dir. Burada ¢ dual sabitdir. O zaman,

(a) Eger & < |7| ve |c| < 1 ise (5.9) esitligi elde edilir. Diger taraftan, (3.3)
esitliginden
t = —sinh [ [ Fo(s)d5] fip + cosh [ [ Fo(s)d35] bo
ve (5.9) goz odniine alimirsa,
~ cosh f?u(s)dg
t = ( 7
. s Ccosh| [ Fo(s)ds| sin(v1-22 [Ro(s)ds
—sinh [ [ osd]cos[\/l—”zfng J—CCSU o(e) ]1_(83 JRo(e) ):

[ v
—Slllh[ R, (s } 5111 \/1——&]50 ) CCOShUTO(s)‘E]\E’iQ"]‘C f’“‘o(s)dg])

bulunur. Ko / Rods = [ V7' —Rd5 ve Ko (s = [To(s)ds esitlikleri

kullanilirsa,
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(‘osh ) (s

i

- smh [ K 2(s ] cos [ 1-— EZI?Q(S)] _ ECOSh[EKQ(S)\]/jiigz\/l—EQI{Q(s))’

—sinh [2Ry(s)| sin (VI=@Ra(s)) + bR T

(5.24)

olur. t = "%Sl esitligi goz oniine alimr ve (5.24) esitliginin her iki tarafinin 5

va gore integrali almirsa (5.21) esitligi elde edilir.

(0) Eger k < |7| ve || > 1 ise (5.11) esitligi elde edilir. Diger taraftan, (3.3)
esitliginden

o~

t = —sinh [f ?o(S)d’S\] ﬁo + cosh [f ?o(s)dﬂ BO

ve (5.9) goz oniine alimirsa,

t = (—sinh [[Fo(s) J sinh (V&2 — 1 [ Fo(s)ds)
St o VO LIRAE), _ i | Pv(oiTcosh (V=T J Bae)dE)

Vi-¢?
, Ecosh[[ 7o(s)ds] sinh(VEZ—1 [ 7o (s)d8) cosh[f Fo(s)ds]
: véei-1 Vel

bulunur. f{’g(s) = fﬁodg = f\/ﬂd@ ve Ef%g(s) = [To(s)ds esitlikleri
kullanilirsa,
t = (— sinh [’6[?2(8) sinh [\/E:T——Ifgg(s)d?]
—&0511[6]?2{3)]\;127\/82__”{2(3)], sinh [cfx; (s )] cosh (\/3“_2‘__11?2(5)) (5.25)
N Geosh[EKa (s)] sinh[VE—TKs(s)]  cosh[eRa(s)] )

Vei—1 ’ Vei—1

45 (s

olur. t = =

esitligi g6z oniine almir ve (5.25) esitliginin her iki tarafinin 5 ya

gore integrali alinirsa (5.22) esitligi elde edilir.
(c) Eger v < |7] ise (5.13) esitligi elde edilir. Diger taraftan, (3.3) esitliginden
t = cosh U To(s dé] Ny — sinh [f To(s ds] i

ve (5.13) goz oniine almirsa,

? == (C‘O‘Sh [f TO dS] cosh (,/1 _|_’c‘“2fﬁo(5)dz\) CSln[f .s]smh(\/ C'fh.o )dfs‘)

Vi1+E2
cosh [f ) } sinh (\/ 42 f KO A) csmh[[m{s b]f;lsi,(aj 22 [Ro(s) d.,.)’
—sinh ITG(s)dj )

bulunur. I\l(s) /K ds = [VE* =725 ve chl(a) = [To(s)d5 esitlikleri
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kullanilirsa,

- (cOsh 2R (5)] cosh (VIF TR (s)) + “H S GIEERO),

Vige?
cosh [Ef?l (S)] sinh ( 122 +E?l%1(s)) _ ’c‘sinh[‘c‘!ﬁ(s)]cosh(\/ 51\’1(5)), (5.26)

V1+e2
— sinh [k, (s) )

14c

d5(s

ds

—

olur. t = esitligi goz oniine alir ve (5.26) esitliginin her iki tarafinim §

ya gore integrali ahmrsa (5.23) esitligi elde edilir.

Teorem 4.11 de D} de baglantili egriye gore genel helisler karakterize edilmisti.

Benzer gekilde D? de slant helislerin karakterizasyonu asagidaki sekilde verilir:

Teorem 5.5. D} de bir null olmayan slant helis baz1 diizlemsel egrilerin ikinci

asli donor egrisidir.

D} de bir 7 Frenet egrisinin ikinci asli dogrultu egrisi D? de bir cember veya D?
de bir hiperbol ise 7 Frenet egrisi, sirasiyla dairesel slant helis veya hiperbolik

slant helis olarak adlandirilir. Bu egriler basit egriler olarak adlandirilir.

Not 5.6. D} de basit slant helis ifadesi diger slant helislerden daha yalimdr.
Ayrica, bu egriler genel ifadelere sahiptir. Gergekten f{"l(s), I?g(.s), f\f’g(s)
fonksiyonlari lineer fonksiyonlardir ve boylece (5.6)-(5.8), (5.15)-(5.16) ve (5.21)-
(5.23) esitlikleri genel olarak integrallenebilirdir.

Simdi D} de kapal basit slant helisler ¢ahsilacak. (5.6)-(5.8), (5.15)-(5.16) ve
(5.21)-(5.23) esitlikleri ve' Not 5.6 dan (5.6)-(5.8), (5.16) ve (5.21)-(5.23) esitlik-
lerini saglayan kapali basit slant helis yoktur. Fakat (5.15) esitligini saglayan

kapal basit slant helis vardir.

Not 5.7. 7, (5.15) denklemini saglayan bir spacelike dairesel slant helis olmak
lizere 7 nin birinci asli dogrultu egrisi 7, ve ikinci asli dogrultu egrisi 7,, sirasiyla
D? de J{‘D’—‘ = |c| > 1 esitligi ile bir helis ve 7 yarigaph bir cemberdir. 7, in dual
egriligi olan K; = £ oldug“;undan Eo = Tl,_\/_ seklinde verilir. Boylece (5.15) deki
K3 dual fonksiyonu I<s( = [ + 725 = [RodS = A—\/,.2= ile verilir. Boylece
basit bir integrasyon ile 5 kapalidir ancak ve ancak _c'J'Z_TT ifadesi rasyoneldir.

Benzer sekilde, diger basit slant helislerin kapah olmadig gériiliir.
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Ornek 5.8. (5.15) deki spacelike dairesel slant helis,

A(s) =(s) +&v*(s) (5.27)
dir. Burada
Ws) = —r(Leos| =],

(262 = 1) cos | 8] cos [2] + 2cv/F = Tsin 8] sin[2],

(2¢* — 1) cos |- gﬁ_l] sin [£] — 2¢v/c? = 1sin [T 3—1] cos [f])
ve
Y (s) = (’"C'C"J'c cos [T\/zﬁ_l] + C’"TC”(;’";)%’"—S 5111[ NG ]

(esr* (1 —c?) +c*sr (1 — 2¢?)) sin [
+ (rr_s + %%%) coS [——\/Z%—j] sin [—]
+ (r* — 2r*c? — 4cc*r) cos [rm} cos [£]

—e (CC*ijzil_r ) i [TJE‘SHJ sin [2],

(csr* (1 — %) + c*sr (1 — 2¢?)) sin | —% ] sin [£]
— (5= + %%) cos | =y | cos 2

+ (r* — 2r*c® — 4cc*r) cos L\ﬁ—_l] sin [£]

+2c (<48 Y in | g cos [2])

scklindedir. ¢ = 2—\3/2 olmak iizere € = ¢ + £¢* ve 7 = (1,0) ahmirsa T =3

-]
[—

kapali olma sart1 saglanir ve timelike dual asli normale sahip spacelike dairesel

slant helisin bir 6rnegi

;?1 (S) = (2\/5(':305[33]1 5 cos[3s] cos[s]i—i% sin[3s] sin[s] : 5cos(3s] sin[s];i? sin[3s] cos[s] )

+€C* (8(:0;[3.9] _ 6453&[1[3.9]’ —5s sin['i:s] cos|s] ) 12\/2‘5 i [38} S [S]
—3v/2 cos [3s] cos [s] — 9‘5""“’[235} gl o Si“[f"i sinlsl _ 124/2s cos [3s] cos [s]
—3+/2 cos [3s]sin [s] + B2 eld 238] coalé] )

seklinde ifade edilir.

¢ = 2 olmak tizere ¢ = ¢+ &¢* ve 7 = (1,0) alinirsa e i :% kapali olma gart
saglanmaz ve timelike dual asli normale sahip kapali olmayan spacelike dairesel

slant helisin bir 6rnegi,
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Fyls) = — (COSQ"—E , 7cos [s] cos [\/-] 4+/3 sin [\2/3-] sin [s]

7 cos [\2/5] sin [s] — 44/3sin [7} cos [s] ) +&c* ( 0s

—T7ssin [:“’/55] cos [s] + % cos [%] sin [s] — 8 cos [%

—J5sin 22] sin [.s] — 7ssin [%J sin [s] — 42 cos [2—2] cos [s]

~&en [27] sin [ sm [%] cos [s])
seklinde ifade edilir.

(2}
w(n

sin 233
5, i};‘l

COS

-
|

l_—'l

Teorem 5.9. D} de 7, kapali basit slant helis rasyonel \/% sarti saglayan
¢ = ¢+ &c* slant helis sabiti ve (5.27) denklemi ile verilen timelike dual asli

normale sahip spacelike dairesel slant helistir.
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6. DUAL LORENTZ UZAYINDA ASLi DOGRULTU REKTIFIYEN
EGRILER

Bu béliimde, I3 dual Lorentz uzaymda konum vektorii asli donor egrisinin rek-
tifiyen diizleminde bulunan asli dogrultu rektifiyen egriler incelendi. I? de asli
dogrultu rektifiyen egrinin asli dondr egrisinin causal karekterine gore R?
Minkowski 3—uzayda spacelike veya timelike regle yiizeye karsilik geldigi gos-
terildi.

Teorem 6.1. 7, D} dual Lorentz uzaymda pseudo-kiiresel Frenet egri ve 7, 7,

m asli donor egrisi olsun. O zaman, 7, asli dogrultu rektifiyen egridir.

Ispat. 7,, D? dual Lorentz uzaymnda pseudo-kiiresel Frenet egri ve 7, 5, m
asli donéor egrisi olsun. 7, mn konum vektorii ¥ min Frenet catisimin bilegenleri

yardimiyla
Fo(s) = A()E + Fils)7 + B(s)b (6.1)

seklinde yazihir. Burada X, i ve B dual fonksiyonlardir. %Q =ty oldugundan

5

BIS)

== (j—é - 5061?%12) t+ (EX +Z E}Eg?a) n+ (ﬁ? 4 ')’(;
dir. Boylece,

9 _ goe R =0

a5
RA+ %% — 5182?3 =1 (6.2)

o~ dB

ut + = =10
denklem sistemi olugur. Diger taraftan, 7, pseudo-kiiresel Frenet egri oldugundan
(6.1) esitliginden
on(5)? + £1i(s)? + e28(s)? = F7?
elde edilir. Elde edilen bu esitligin 5 va gore tiirevi alimrsa
E{]X%% + 81}7%’% + EzBi—g =0 (6.3)
olur. (6.2) ve (6.3) esitliklerinden 7i(s) = 0 oldugu goriiliir. Boylece (6.1) esitligi
ols) = X(a)?—l— B(s)/l; seklinde yazilir. O halde, 7(s) konum vektorii 7, m 7
asli donor egrisinin rektifiyen diizleminde bulunur. Dolayisiyla 7, asli dogrultu

rektifiyen egridir.
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Teorem 6.2. 7, k dual egrilik ve 7 dual burulma fonksiyonlarma sahip D? de
Frenet egri ve %, pseudo-kiiresel Frenet egrisi 5 mn asli dogrultu egrisi olsun.
O zaman 7,(s) konum vektorii .S, {ﬁ[),’g()} normal diizleminde bulunur ve ¢, ¢,

dual sabitler olmak iizere,

~ _ _ _Ei1(e181R+eaBT) ~ 81T +epe1®R 70
10(3) = i (sgﬁ2+sz?2))3/2 ng + & (510R2+£2?2))3/2 bo (6-4)

dir.

Ispat. 7, % dual egrilik ve 7 dual burulma fonksiyonlarina sahip ¢ de Frenet
egri ve 5, pseudo-kiiresel Frenet egri ¥ nmn asli dogrultu egrisi olsun. Teorem
6.1 den #,, ¥ mn rektifiyen diizleminde bulundugundan X ve B dual fonksiyonlar

olmak iizere

Fols) = X+ Bb (6.5)
seklinde yazilabilir. (6.5) egitliginin § ya gore tiirevi almr ve %‘l =ty =1

esitligi goz oniine alimirsa

=374 (R - 16,877 + b

elde edilir. Elde edilen bu esitlikten A = ¢ ve E = ¢y dual sabitler oldugu
goriiliir. Diger taraftan (6.5) esitliginde  ve b yerine (3.3) esitligindeki degerleri

yerlerine yazilirsa (6.4) elde edilir.

Sonug 6.3. 7, I} dual Lorentz uzaymda spacelike dual asli normale sahip space-
like bir Frenet egri olsun. 7 nin asli dogrultu rektifiyen egrisi R} Minkowski
J—uzaymda timelike regle yiizeye karsilik gelir.

Sonug 6.4. 7, D} dual Lorentz uzayinda timelike dual asli normale sahip spacelike
Frenet egri olsun. ¥ nm asli dogrultu rektifiyen egrisi R? Minkowski 3—uzayinda
spacelike regle yiizeye kargilik gelir.

Sonug 6.5. 5, I? dual Lorentz uzayinda timelike Frenet egrisi olsun. 5 nmn asli
dogrultu rektifiyen egrisi R Minkowski 3—uzaymda timelike regle yiizeye karsihk
gelir.
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