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OZET

KATUGAMPOLA KESIRLI INTEGRALI iLE
ELDE EDIiLEN BAZI BULGULAR

YAKUP TASDAN

Agr1 Ibrahim Cecen Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Mustafa GURBUZ

Bu tez dort ana boliimden olugsmaktadir. Bu boliimlerin birincisi giris bolimi olup
esitsizlik kavrami, konveks fonksiyonlar ve kesirli analizin tarihgesi detayli bir
sekilde arastirilmis ve gerekli bilgiler verilmistir. kinci boliimde literatiirde iyi
bilinen baz1 fonksiyon c¢esitleri, konveks fonksiyon smiflart ve kesirli analiz
konusunda baz1 farkli yaklasimlara yer verilmistir. Uglincii béliimde, ¢alismalarda
sikca kullanilan Hermite-Hadamard ve Ostrowski esitsizlikleri ile bazi lemma ve
esitsizlikler verilmistir. Bulgular bolimii olan dordiincii boliimde ise Riemann-
Liouville kesirli integral operatorii kullanilarak elde edilen bazi lemmalar
genellestirilerek Katugampola kesirli integral operatorii iceren lemmalar elde
edilmistir. Elde edilen bu lemmalar kullanilarak p - konveks fonksiyon sinifi i¢in
Hermite-Hadamard ve Ostrowski tipli yeni esitsizlikler bulunmustur.

2019, 45 sayfa

Anahtar Kelimeler: Hermite-Hadamard esitsizligi, Ostrowski esitsizligi, Konveks

fonksiyon, p - konveks fonksiyon, Riemenn—Liouville kesirli integrali, Katugampola
kesirli integrali



ABSTRACT
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This thesis consists of four main parts.

The first of these chapters is the introductory chapter, in which the notion of
inequality, convex functions, and the history of fractional analysis are explored in
detail and necessary information is given. In the second part, some types of
functions, convex function classes and some different approaches on fractional
analysis well-known in the literature are given. In the third chapter, Hermite-
Hadamard and Ostrowski inequalities and some lemma and inequalities which are
frequently used in studies are given. In the fourth section which is finding section,
lemmas containing Katugampola fractional integral operator have been obtained by
using Riemann-Liouville fractional integral operator. Using these lemmas, new
inequalities of Hermite-Hadamard and Ostrowski type were found for p - convex
function class.
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1. GIRIS

Matematigin biitiin alanlarinda 6nemli bir rol alan ve aktif bir arastirma
alanina sahip olan Esitsizlik kavrami, bir¢cok arastirmacinin ilgi odagi haline
gelmistir. Ozellikle 19. yiizyildan sonra matematikte dnemli bir alana sahip olmaya
baslamistir. Hardy et al. (1952) tarafindan yazilan Inequalities adli kitap bu alanda
yapilan ilk temel ¢calismadir. Fizik, miihendislik gibi alanlarda ¢esitli bilim dallarinda
uygulamalari olan esitsizlik teorisi 6zellikle bir¢cok arastirmaci tarafindan yogun bir
calisma alan1 olmustur. Yillar icerisinde esitsizlik teorisi ile ilgili Inequalities (Hardy
et al. 1952), Classical and New Inequalities in Analysis (Mitrinovic et al. 1993),
Analytic Inequalities (Mitrinovic and Vasic 1970), Convex Functions Partial
Orderings and Statistical Applications (Pecari¢ and Tong, 1992), Mathematical
Inequalities (Pachpate, 2005), Selected Topics on Hermite — Hadamard Inequalities
Applications (Dragomir and Pearce, 2000) isimli kitaplar yazilmis olup ¢esitli
arastirmacilar tarafindan giinimiizde de yeni kitaplar yazilmaktadir. Konveks
fonksiyonlar esitsizlik teorisinin gelismesinde Onemli rol oynayan kavramlardan

biridir.

Baslangici M.O. 250 yilinda Archimedes’in iinlii = degerini hesaplamasina
dayanan Konveks fonksiyonlarin baglangici 19. yiizyilin sonu olarak belirtilmektedir.
1881 yilinda Hermite tarafindan bulunan bir sonucun, Mathesis isimli dergide
yayinlanmasiyla konvekslik kavrami ilk kez ortaya ¢ikmugtir. 1893 yilinda
Hadamard’in ¢alismalarinda da konvekslik kavramina rastlansa da J.L.W.V. Jensen
tarafindan 1905-1906 yillarinda yapilan ¢alismalarda konveks fonksiyonlarla ilgili

sistematik olarak ilk ¢alismalara rastlanmaktadir.

Matematiksel esitsizliklerin amaci degeri bilinmeyen bazi fonksiyonlari
degerini bildigimiz bazi fonksiyonlarla alttan ve lstten sinirlamaktir. Boylece bu

fonksiyonlarin istenilen noktalardaki yaklasik degerinin bulunmasi saglanir.

Bu calismada kullanilacak olan bir baska konuda kesirli hesaptir. Matematik
analizin hem eski hem de modern bir arastirma konusu olan kesirli analizin
baslangic1 diferansiyellenme teorisinin ortaya ¢ikisina dayanmaktadir. Klasik

analizin bir genellemesidir. ~ Fakat klasik analiz gibi yorumlanamamasi ve



yapisindaki karmasikliktan dolayr bu alandaki g¢alismalari ertelenmistir. Kesirli
analizin yerel ve noktasal bir biiyiikliikle ilgilenmemesi kesirli analizin dikkat ¢ekici
bir konu haline gelmesini saglamistir. Doganin gergekligini daha iyi ifade eder.
Doganin daha iyi yorumlanmasi ve ifade edilebilmesi i¢in bu konunun bilim ve

miihendislikte 6n plana ¢ikarilmasi gerekir.

Kesirli analiz kavrami ilk kez Leibniz’e L’Hospital tarafindan 1965 yilinda

. dan 1. . -
yazilan bir mektupta d—xi notasyonunun n = 5 i¢in ne olacagini sormus bunun

tizerine Leibniz “Bunun bir paradoksa yol agacagini, ama birglin mutlaka énemli
sonuglar verecegini” ifade etmistir. Bu yazismalarla beraber kesirli analiz

baslamistir.

Kesirli analiz i¢in ¢alismalar Leibniz ve L’Hospital’in ilk ¢alismalarindan
sonra devam etmistir. Fourier, Abel, Euler, Laplace Lacroix, Riemann, Liouville,
Griinwald, Letnikov gibi oncili birgok matematik¢i kesirli analiz ve matematiksel

sonuclariyla ilgilenmislerdir.

L’Hospital’in sorusundan motive olarak, kesirli tiirev ve kesirli integral
kavramimi ilk ortaya atan matematik¢i olarak Liouville gosterilir. 1819 yilinda
Lacroix tarafindan kesirli tiirev diisiincesi ile ilgili ilk makale yayimlanmistir. Daha
sonra Euler, kesirli tiirevi yeniden tanimlamistir. 17. yiizyilldan itibaren birgok
matematik¢inin kesirli tlirev ve kesirli integrasyon kavramlarini genellestirmesiyle

bu konuda genis bir calisma sahas1 agilmustir.

Gecmiste tamsayr mertebeden modellerin kullanilmasinin nedeni kesirli
diferansiyel denklemlerin ¢ézlimlerinin bulunmamasiydi. Fakat artik kesirli tiirev ve
integrallerin dahil oldugu problemleri ¢6zmek icin genis ¢apta ¢alismalar yapilmastir.
Kesirli mertebeden tiirev, tamsayr mertebeli diferansiyel denklemlerin bazi fiziksel
olaylar1 agiklamadaki eksik kalan yanlarini kapatmakla beraber fiziksel olaylarin
karakterinin anlasilmasinda da biiyiik rol sahibidir. Yapilan aragtirmalar neticesinde
keyfi mertebeli tiirev ve integral kavraminin gercek diinyada karsimiza ¢ikan bir
cismi veya modeli tanimlamakta tamsay1 modellere gore daha dogru sonuglar verdigi

tespit edilmistir. Kesirli tlirevlerin bu avantaji, nesnelerin elektriksel ve mekanik



ozelliklerinin matematiksel modellemelerinde, elektro — analitik kimya, akigkanlar

teorisi, elektrik devreleri, gibi bir¢cok alanda kullanilmaktadir.

Bu alanda calisma yapan yazarlar genelde kendi 6zel gosterim ve kavramlari
kullanmiglardir. Kesirli analizde fazlaca kavram ve tamimlar elde edilmistir.
Riemann-Liouville kesirli integral, Uyumlu kesirli integral, Katugampola kesirli

integral bu kavramlarda en ¢ok bilinenlerdir.

Giliniimiizde kesirli analiz sayisal analiz, 1s1 iletimi, elektrik bilimi, mekanik,

fraktallar gibi pek ¢ok alanda uygulamalara sahiptir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Genel Kavramlar

Bu bolimde g¢alismamiz esnasinda bize yol gosterecek bazi tanimlara yer

verilecektir.
Tanim 2.1.1. Konveks Kiime:

L bir lineer uzay A € L, x ve y, A kiimesinin keyfi elemanlar1 olmak tizere
B={zel.z=ax+(1—-a)y, 0<a<1}cA

oluyorsa A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € Bise ax+ (1—a)y
esitligindeki x ve y’nin katsayilari i¢cin @+ (1 —a) =1 bagmtisi her zaman
gegerlidir. Bu nedenle konveks kiime tanimindaki a@ + (1 — a) = 1 bagmtis1 yerine
a+ f =1 esitligini saglayan ve negatif degerler olmayan «, B reel sayilari
yazilabilir. Geometrik olarak yorumladigimizda bir kiimeden alinan herhangi iki
eleman1 ug¢ noktalar1 kabul eden dogru pargasi bu kiimenin i¢inde kaliyorsa konveks

kiime denir (Bayraktar, 2000).

Sekil 1 Konveks kiime



Sekil 2 Konveks olmayan kiime

Tamm 2.1.2. X?(a, b) Uzay :

XP(a,b) uzay1 (c ER, 1 <p < ) karmasik degerli Lebesque degerli f

fonksiyonu [a, b] araliginda olsun. ||f||xF < oo normunun tanimi

1

b d o
fllx? — <f |tcf(t)|th>p < o

seklindedir. Burada 1 < p < oo,c € R ve p = o i¢in

Ifllx¢ = ess sup [¢°]f(E)]] (ceR)

astsb

seklindedir (Kilbas, 2001).

Tamim 2.1.3. Gamma Fonksiyonu:

Euler’e gore gamma fonksiyonu

n > 0 i¢in

o)

I'(n) =f e “u™ldu
0

seklinde ifade edilir (Kannappan, 2009).



Bu integral n > 0 igin yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun en Onemli

Ozelliklerinden birin >0 ven =0,1,2, ... ... igin
I'n+1) =nl'(n) =n!
seklindedir (Samko et al. 1993).

Tamm 2.1.4. Beta Fonksiyonu:

Beta fonksiyonu,

1

Bx,y) = f t*71(1 - t)Ydt, x,y>0
0

seklindedir (Dragomir et al. 2000).

Bu esitlik Euler tipli Beta fonksiyonu ya da birinci ¢esit Euler integrali olarak

adlandirilir.
Gamma ve Beta fonksiyonlar1 arasinda bulunan

_Tm)I'(n)

T I(m+n) m,n >0

B(m,n)

iliskisi literatiirde sikg¢a kullanilmaktadir (Rainville, 1973).
Tamm 2.1.5. Tamamlanmamis Beta Fonksiyonu:

mn>0ve0<x<1icin

1
ﬁ (mr n)

Bx(mn) = B(x;m,n) = fxtm‘l(l — )" tdt
0

Seklinde tanimlanan £ fonksiyonuna tamamlanmamis Beta fonksiyonu denir
(Majumder and Bhattcharjee, 1973).

Erdélyi et al. (1981), Whittaker’in tanimladigi hipergeometrik fonksiyonu
Tanim 2.1.6°daki gibi ifade etti:



Tamm 2.1.6. Hipergeometrik Fonksiyon:

2F1 (a' b; Cr Z)
1 1
=——— | P11 -0) P11 —zt)"%dt, c>b>0, |z|]<1
rer )RR (LD g
seklinde tanimlanir (Erdélyi et al. 1981).

Tamim 2.1.7. Diizenlenmis Hipergeometrik Fonksiyon:

[al, ey Qp; by, ..., bq; Z]
I'(by) ...T(bg)

F,
qu [al, ...,ap; bl’ ...,bq;Z] = P a

seklinde tanimlanir (Shiba and Takayanagi, 2014).

2.2 Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflari

Bu boliimde literatiirde iyi bilinen bazi konveks fonksiyon siniflarinin

tanimlar verilecektir.
Tamm 2.2.1. Konveks Fonksiyon:

I,R’de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon olmak {izere her x,y € I ve

a € [0,1] igin,
flax+ (1 =a)y) < af () + (1 = ) f (y)
sartin1 saglayan fonksiyona konveks fonksiyon denir (Pecari¢ and Tong 1992).

Konveks fonksiyonun geometrik ifadesi Sekil 3’te gosterilmistir.



tfixc) + (1 — ) f{y)
JAY) T :
fltx + (1—t) yv) |

.ﬁ-x) _____________ :

x tx +(I—Dy v

Sekil 3 Konveks fonksiyon

Sekil 3’e gore konveks fonksiyonun tanim kiimesinden (R’de bir aralik) segilen
herhangi iki elemanin lineer bilesiminin goriintiisii, bu iki elemanin goriintiilerinin

lineer bilesiminden kiigiik veya esit olmak zorundadir.

Teorem 2.2.1. f, (a, b) araliginda tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun
(a,b) araliginda konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart f' fonksiyonunun artan
olmasidir (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.2.2. f fonksiyonunun [ acik arahiginda ikinci tiirevi varsa, f

fonksiyonunun bu aralik iizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € [ igin
f'(x) =0
olmasidir (Mitrinovic and Vasic, 1970).

Tamm 2.2.2. ] — Konveks Fonksiyon:

I, R’de bir aralik olmak iizere her x,y € I i¢in

f(x;ry) Sf(x) erf(y)

sartin1 saglayan fonksiyona J — konveks fonksiyon denir (Mitrinovic and Vasic,

1970).



Tamm 2.2.3. Quasi Konveks Fonksiyon:

f:S = R bir fonksiyon ve S c R bostan farkli konveks kiime olsun. Vx,y €
ve A € [0,1] igin

fQx + (1 = Dy) < max{f(x), f(y)}

oluyorsa f fonksiyonuna quasi — konveks fonksiyon denir (Dragomir, 1998).

Tamm 2.2.4. m — Konveks Fonksiyon:

f:[0,1] » Rve b > 0 olsun. Her x,y € [0,b], t € [0,1] ve m € [0,1] igin

fltx +m(1 - 0)y) < tf(x) + m(1 - )f ()

sartin1 saglayan f fonksiyonuna m — konveks fonksiyon denir (Toader, 1984).

f(0) < 0 icin [0, b] araliginda tanimli tim m — konveks fonksiyonlarin sinifi
K,,(b) ile gosterilir. Eger m = 1 alinirsa [0, b] tizerinde f fonksiyonu konveks

fonksiyon tanimina doniisiir.
Tamm 2.2.5. (a, m) — Konveks Fonksiyon:

f:[0,b] > Rve b >0 olsun. Her x,y € [0,b],t € [0,1] ve (a, m)e[0,1]?

i¢in
fx+m(1—-0y) <t*f(x) + m1 —t*)f(y)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna (a, m) —konveks fonksiyon denir (Mihesan, 1993).

f(0) < 0 igin [0, b] araliginda tanimlh tiim (@, m) — konveks fonksiyonlarin

smifit K (b) ile gosterilir.
Tanmim 2.2.6. Godunova-Levin Fonksiyonu:

f:1 = R negatif olmayan bir fonksiyon x,y € I, 1 € (0,1) olmak {izere



s+ -y <192, 1O)

esitsizligi saglanmiyorsa f fonksiyonuna Godunova — Levin fonksiyonu denir.

Godunova — Levin fonksiyonu Q (1) ile gosterilir (Gudunova and Levin, 1985).
Tamim 2.2.7. Birinci Anlamda s — Konveks Fonksiyon:

a,f =0, a®*+ f°=1ves e (01] olmak lizere u,v € R, i¢in f: R, - R

fonksiyonu

flau+pv) s a*f(w) + B°f(v)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s — konveks fonksiyon denir.
Bu fonksiyonlar K} ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonu birinci

anlamda s — konkav fonksiyon olur (Albrycht and Orlicz, 1962).
Tanim 2.2.8. Ikinci Anlamda s — Konveks Fonksiyon:

a,f =0, a+ B =1 ves e (0,1] olmak tizere tim u,v € R, i¢in f: R, —

R fonksiyonu

flau+pv) < a*f(w) + B°f (V)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s — konveks fonksiyon denir.
Bu fonksiyonlarin simifi K2 ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirdigi taktirde f

fonksiyonuna ikinci anlamda s — konkav fonksiyon denir (Breckner, 1978).
Tamim 2.2.9. P — Fonksiyonu:
f:1 = R negatif olmayan bir fonksiyon, x,y € I ve t € [0,1] igin

feax+ A -)y) < f(x)+f)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna P — fonksiyonu veya P(I) smifina aittir denir
(Dragomir et al. 1995).
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Tamim 2.2.10. p — Konveks Fonksiyon:

I c (0,0) ve p € R\{0}, f:1 » R bir fonksiyon olsun. Her x,y €1 ve
t € [0,1] i¢in

1
£(1ex? + (1= 0yPP) < e () + (1 = OF )

esitsizligi saglaniyorsa f — fonksiyonuna p — konveks fonksiyon denir (Iscan, 2016).

P — fonksiyonla p — konveks fonksiyon karistirilmamalidir. Burada p —
konveksligin p = 1 igin pozitif bir kiimede tanimli konveks fonksiyon tanimina,
p = —1 icin pozitif bir kiimede tanimli harmonik konveks fonksiyon tanimina

indirgendigi kolayca goriiliir.
Tamim 2.2.11. h - Konveks Fonksiyon:

h:] - R negatif degerler almayan bir fonksiyon ve h # 0 olmak iizere.

f:1 = R negatif olmayan fonksiyonu her x,y € I ve a € (0,1) i¢in

flax+ (1 —a)y) < h(a)f(x) + h(1 —a)f(y)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna h - konveks fonksiyon veya SX(h, I) siifina aittir
denir (Varosanec, 2007).

Tamim 2.2.12. Logaritmik Konveks Fonksiyon:

I,R’ de bir aralik f:I — [0,00) bir fonksiyon olsun. Her x,y €I ve a €
[0,1] i¢in,

flax+ (1 - a)y) < [fOI*[f O]

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonuna log — konvekstir denir. f = exp(logf)
oldugundan log — konveks fonksiyon konvekstir. Fakat tersi her zaman dogru
degildir (Pecari¢ and Tong, 1992).
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Tamm 2.2.13. Geometrik Konveks Fonksiyon:

f:l1 € Ry - R, fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y €1 ve

t € [0,1] igin

fOYTO) < FOIFDIT

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang, et
al. 2012).

2.3 Kesirli Analize Farkh Yaklasimlar

Bu boliimde kesirli analiz alaninda ¢alisma yapmis iinlii matematikg¢ilerin

calismalar1 hakkinda bilgi verilmistir.
Tamim 2.3.1. (Abel’e Gore Integral Tanim)

Kesirli operatorlerin ilk kullanimi 1823 yilinda Abel tarafindan verilmistir.
Abel Tautochrone probleminin formiilasyonundan ortaya ¢ikan bir integral

denkleminin ¢6ziimiinde kesirli hesaplamalart uygulamistir.

Bu problem siirtiinmesiz bir egri ilizerinde kayan bir cismin inig siiresinin o

cismin baglangi¢ noktasindan bagimsiz oldugunu belirtir.

Abel’in birinci ve n. tip integral denklemleri sirasiyla

= L g
fx Bl o Vx —t
ve
B * u(t)
ulx) = f(x)+fO mdt

seklinde ifade edilir. Burada f(x) siirekli bir fonksiyon ve T sabit olmak {izere
0 < x,t <T dir. Bununla birlikte Abel’in 0 < a < 1 olmak iizere genellestirilmis

birinci ve n. tip integral denklemleri sirasiyla

12



ve

w) = FGO + f s “(”

seklinde ifade edilir. Bu genellestirilmis denklemler ise kesirli integral olarak goz

Oniine aliabilir (Ross, 1977).

Tamm 2.3.2. (Liouville’ye Gore Kesirli integral Tanimi)

Kesirli analiz konusunda ilk calismalar1 yapan Liouville’dir. iki tanim

lizerinden gitmistir:

l.tanim baz1 y lar i¢in yakinsak olmasi gereken sonsuz serileri igermektedir. Bu
tanimda Liouville keyfi y mertebeden tiirevleri yorumlamis fakat serilerin yakinsak

olmasi kosulu bu tanimi kisitlamistir.

2.tanim da ise Liouville, gamma integralinden yararlanarak x ve a sayilarinin pozitif

olmasi kosulu ile x~* fonksiyonunun kesirli tiirevini almay1 basarmigtir. Bu tanimda

[oe]
f u %e *Udu
0

integralinde t = xu degisken doniisiimii yapildiginda

o A | 1(*
j u~%eXUdy = J (—) et—dt=— | t*letdt
0 0

a
x x x® J,

integrali elde edilir. I'(a) integrali uyarinca bu denklem

ae—xudu

=——| u
@),
seklinde yazilabilir (EI-Nabulsi and Torres, 2007).
Tanmim 2.3.3. (Cauchy’e Gore Kesirli integral Tanim)

Cauchy’nin kesirli integral tanimi1
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@ _ -t 1 C ova-
= [ ro s —dr = e [ =0 G

seklindedir (Baeumer and Meerschaert, 2001).

Tamm 2.3.4. (Weyl’e Gore Kesirli integral Tanim)

Weyl’in kesirli integral tanimlar1 ise ileriye dogru ve geriye dogru

integrasyon olmak tizere sirasiyla

W = (L&) f(x)

ves f (1 — 0% f(w)du

ve

—oWi& = (L) f (%)
1 7 4
= m_j (x —w)* ' f(w)du

seklinde tanimlanir (Miller, 1975).

Tamim 2.3.5. (Riemann — Liouville Kesirli integrali)

f € Li[a,b] olmak sartiyla J$,f ve J§_f  Riemann-Liouville Kesirli

integrallerinin « > 0 ve a > 0 igin tanimlari sirasiyla

a — 1 ¥ a—-1 d
Jif = i | 0Ot x>a
ve
a 1 g a-—1
Jof = F(a)fx (t — x)*1f(£)dt, x<b

dir. Burada I'(a) = foooe_tu“_ldu

Ja+f () = f(x)
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ve

p-f(x) = f(x)
esitlikleri gecerlidir (Kilbas et al. 2006).

Ornek 2.3.1 > 1 olmak iizere f(t) = t* fonksiyonu igin

_ v—1
0t = o [ (- 9 peeras

1t B
=@fo<t—5) ghde

v—1 pt v—-1
~iey), (1-4) e

SOACHIEE

Fzﬂ;j( —y)¥ 1

FUHH

=3 f (1= )" @) dy

_ TWT(u+ DtV tT(v+p+1)
ST+ p+ D) J, T+ 1)

(1—-y)*'ytdy

_ Te+1)
T T(v+p+1)

v+

esitligi gecerli olur (Miller, 2003).

Tamm 2.3.6. (Uyumlu (Conformable) Kesirli integral)

a€nn+1],n=0,1,2,.... ,B=a—m ab€R ve a<b

f € L[a, b] olsun. @ > 0 i¢in a. mertebeden sol uyumlu kesirli integral

1 t
UH® =~ f ¢ -0 "x - a)f f@dx,  t>a

15
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seklinde ve a. mertebeden sag uyumlu kesirli integral

1 b
("L, H(©® =mf (x — O™ — x)P 1 f(x)dx, t<b

seklinde tanimlanir (Abdeljawad, 2015).

Tamim 2.3.7. (Caputo Kesirli Tiirev)

n sayist a dan bliyiik en kiigiik tamsay1 olmak iizere

f™@
I'(n-— a),f(t T)atl-n

GDEF() =

dt, (n—1<a<n)

ifadesi Caputo’nun kesirli tiirev tanimidir (Caputo, 1967).

Tamm 2.3.8. (Local Kesirli Integraller)

f(x) € Cy(a,b) olmak iizere f(x) fonksiyonunun a. mertebeden [a,b]

araliginda local kesirli integrali

1 b
9F () = —— j F(O(d0) =

ra+0), Zf(t)mt)a

F(l + ) At %o

seklindedir (Yang, 2011).

Tamim 2.3.9. (Ustel Cekirdekli Kesirli integraller)

a,b€R, a<b ve f€lLlab] olsun. « € (0,1) i¢in a. mertebeden sol ve

sag uistel ¢cekirdekli integralleri sirasiyla

Ig‘f(x)zéjjexp{— _a(x—s)}f(s)ds, x>a

ve

b

IFf(x) = %f exp {— a(s —x)}f(s)ds, x<b

X

seklinde tanimlanir (Kirane and Torabek, 2016).
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Tamm 2.3.10. (Hadamard Kesirli Integrali)

Hadamard kesirli integralinin @ € R* i¢in sag ve sol tarafli tanimlar1 sirasiyla

J5.0 = ! fx 40 @ x>a>0
a+(p - F(C() a (Inz)l—a t )
t
~a 1 (° () adt
Sp-P = Ta 0<x<bh.
I'(a) J, (InE) t
%

seklindedir. Burada I' gamma fonksiyonudur (Kilbas et al. 2006).

Tamm 2.3.11. (Katugampola Kesirli integrali)

[a,b] R sonlu aralik, @ >0 ve f € X?(a,b) olsun. Sag ve sol tarafli

Katugampola kesirli integral operatorleri a < x < b ve p > 0 i¢in sirastyla

-1

. _-pl—a x tP
"1 () = Fos | gy

ve

1-a ,b p—1
1160 = Ty | Gy F O

seklindedir (Katugampola, 2011; Katugampola, 2014).
Katugampola, 2014°te yapmis oldugu ¢alismasinda Teorem 2.3.1°i elde etti.

Teorem 2.3.1. a > 0ve p > 0ise x > a i¢in,
})i_r)ri p1g+f(x) =Ja+f ()
lim PIGf(x) = 3§ f (%)

benzer sonuglar sag tarafli operatorler iginde gecerlidir (Katugampola, 2014).
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Bu tanimlar, yineli integral yaklasimlari, diferansiyel denklem yaklasimi, karmasik
degisken yaklagimi ve Weyl doniisiimii ile gesitli sekillerde tiiretilmistir. (Miller et
al. 1993).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde, calismamizda kullanilacak olan bazi teoremler, lemmalar, sonug

ve esitsizlikler verilecektir.

3.1. Literatiirde Mevcut Baz Esitsizlikler

Teorem 3.1.1. Hermite — Hadamard Esitsizligi:

I,R’de bir aralik, a,b € I ve a < b olmak iizere f:1 € R — R bir konveks

fonksiyon olsun. Bu sartlar altinda

f(a+b)Sbiaja”f(x)dng(a);f(b)

2

esitsizligi literatiirde Hermite — Hadamard esitsizligi olarak bilinir (Pecari¢ and Tong
1992).
Teorem 3.1.2. Ostrowski Esitsizligi:

f:1 SR> R, I’ da tiirevlenebilir bir fonksiyon, f’ € L[a, b] olacak sekilde

I siirli olsun. |f'(x)| < M ise a < b ve a,b € I igin,

(-5

! [ dul < M(b !
£ 5= | fdu| < M0 - 0) |7+ =7

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Ostrowski esitsizligi denir. Burada % bilinen en iyi

sabittir (Ostrowski, 1938).

Teorem 3.1.3. Integraller icin Hélder Esitsizligi:

p>1ve % + é = 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda taniml: reel fonksiyonlar,
|f1P ve |g|9, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

1 1

b b D b
[irglax <{ [ir@irax | | [lg@iax

19



esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al. 1993).

Holder esitsizligi

1 1
f)g(x) = fr(x) fa(x)g(x)
7(x) s(x)

seklinde secilen r ve s fonksiyonlarina uygulanirsa Sonug 3.1.1 elde edilir.

Sonug¢ 3.1.1. Power Mean Esitsizligi:

q =1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimli reel fonksiyonlar |f| ve

|g19, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

1 1
1-= =
q q

b b b
[irwgeoiar < [ireotax ) | [ir@lg@iax
a a a
esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al. 1993).

Teorem 3.1.4. Uggen Esitsizligi:

Herhangi x, y reel sayilari igin
Ix +yl < |x| +yl,
[Ix| = Iyl| < Ix —yl,
|lxl = Iyl] < |x + yl
ve tiimevarim yontemiyle
loeg 4 -+ x| < Deg | + o+ x|
esitsizlikleri gecerlidir (Mitrinovic et al. 1993).

Teorem 3.1.5. Integraller icin Ucgen Esitsizligi:

f, [a, b] araliginda reel degerli siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

b b
f F)dz| < f fGldx  (a<b)
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esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al. 1993).

3.2. Literatiirde Mevcut Bazi Lemmalar ve Bu Lemmalar Yardimyla Elde
Edilen Esitsizlikler

Alomari et al. 2010 yapmis olduklar1 ¢aligmalarda Ostrowski tipli sonuglar
veren Lemma 3.2.1°1 elde etmislerdir.

Lemma 3.2.1. f:Ic R-> R, I’ iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b € I ve

a < bolsun. f" € L[a,b] ise x € [a, b] igin

1 b
£ - 5= | feodx

_ (x—a)?
"~ b—a

(b — x)?

jo tf'(tx + (1 — t)a)dt — ﬁfo tf'(tx + (1 —t)b)dt

esitligi gecerlidir (Alomari et al. 2010).

Set, 2012 de yaptig1 calismada Ostrowski tipli sonuglar veren Lemma 3.2.2’yi

elde etmistir.

Lemma 3.2.2. f:[a,b] » R, (a,b) lizerinde tiirevlenebilir fonksiyon ve a < b

olsun. Eger f' € L[a, b] ise her x € [a,b] ve @ > 0 igin

f(x) a a F(O( + 1) a a
g L~ = (b —0)7] —ﬁ[]x—f(a) + J5F ()]

esitligi gecerlidir (Set, 2012).

Teorem 3.2.1. f:[a,b] € [0,0) » R, (a,b) flizerinde tiirevlenebilir fonksiyon,
a<b ve f'"€L[a,b]olsun. Eger [a,b] araliginda s € (0,1] i¢in |f’| fonksiyonu
ikinci anlamda s - konveks fonksiyon, |f'(x)| <M, x € [a,b] ve a > 0 olmak

sartiyla asagidaki esitsizlik gecerlidir:
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= )f()—rm+ M&f()+]aﬂ®”

<(x —a)*+ (b —x)*

< M 1 F(a+ DI(s+ D\ [(x — a)** + (b — x)**?
_b—a< + MNa+s+1) >l a+s+1 l

Burada I' Euler’in gamma fonksiyonudur (Set, 2012).

Teorem 3.2.2. f:[a,b] € [0,0) = R, (a,b) lzerinde tiirevlenebilir fonksiyon,
a < b ve f' € L[a, b] olsun. Eger [a, b] araliginda s € (0,1] i¢in |f'|? fonksiyonu
ikinci anlamda s - konveks fonksiyon, |f'(x)| <M, x € [a,b], q=1 ve a>0

olmak sartiyla siradaki esitsizlik gecerlidir:

I'(a+
)f()— Uxf()+]+f@ﬂ‘

(x—a)*+ (b —x)*
( b—a

-1

1
<) G
- 1+« a+s+1

INa+ DI'(s+1) %
X<1+ Ma+s+1) >

x — a)a+1 + (b _ x)a+1
b—a

Burada I' Euler’in gamma fonksiyonudur (Set, 2012).

Kavurmaci et al. (2011) yapmis olduklar1 ¢alismada Lemma 3.2.3’1 elde

etmislerdir.

Lemma 3.23. f:Ic R - R, I’ iizerinde tiirevlenebilir fonksiyon, a,b €l vea < b

olsun. Eger f' € L[a, b] ise her x € [a, b] i¢in

(x—a)f(a) + (b—x)f(b)
b—a

1 b
—b_aJ f(x)dx

_ 2
= x-a) j(t—l)f(tx+(1—t)a)dt
_ 2
(b )J(l—t)f(tx+(1—t)b)dt

esitligi gegerlidir (Kavurmaci et al., 2011).
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Ozdemir et al. 2012 yapmus olduklar1 calismada Lemma 3.2.4”ii buldular.

Lemma 3.24. f:IcR->R,I ° lizerinde tiirevlenebilir fonksiyon, a,b €1 ve a <

b olsun. Eger f' € L[a, b] ise her x € [a,b] ve a > 0 igin

x-—a)f(@+ b-x)b) TI(a+1)
b—a b—

Uxf()+1+fwﬂ

_ a+l 1
= %f *—1Df'(tx+ (1 —t)a)dt
0

_ a+1l 1
+%f (1 —t9f'(tx + (1 —t)b)dt
0

esitligi gecerlidir (Ozdemir et al., 2012).

Teorem 3.2.3. f:1 c [0,0) - R, I’ {izerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon, f' €
Lla,b], a,b €1 ve a < b olsun. Eger [a,b] kapali araliginda s € (0,1] igin |f’|
fonksiyonu ikinci anlamda s — konveks fonksiyon oluyorsa her x € [a, b] ve @ > 0

icin siradaki esitsizlik gecerlidir:

(x—a)*f(@+ B -x)*f(b) F(a +1)
b—a

Uxf()+]+f@ﬂ‘

- a (X _ a)a+1 + (b _ x)a+1
T G+ D(a+s+1) b—a

llf 9]

1 Tla+ DI+ D[ =a)* f (@] + (b —)*"f'(b)]
s+1 F(a+s+2) b—a '

Burada I' gamma fonksiyonudur (Ozdemir et al., 2012).
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4. BULGULAR

Bu bolumde, Bolim 3’te verilen lemmalar baz alinarak 6nce Ostrowski ve
Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler veren lemmalar bulunmustur. Ardindan bu
lemmalar kullanilarak yeni teoremler olusturulmustur. Calisma boyunca bize

kolaylik saglayacak ifadeler asagida verilmistir.

¥y pia k) = 2 [ 0oy 4 07— 20)e]

p*Hr(a+ 1)

[ I f@ + I D) ]

1y pr0,%,) = 2L [0 — a)efa) + (08 — x2)5f (b

Pp*t T (o + 1)

Y T [PIE f(a) + P1Z,F(b) |

4.1. Ostrowski Tipli Lemma ve Esitsizlikler

Lemma 4.1.1. f:1 c (0,0) - R, I’ lizerinde tiirevlenebilir fonksiyon, a,b € I ve
a < b olsun. Eger f' € L[a,b], @ > 0 ve p > 0 ise x € [a, b] i¢in asagidaki esitlik

gecerlidir.
1

(xP — aP)et? fl tef’ ([txp +(1- t)aP]E>
0

dt
b—a

Ye(a,p;a,x,b) = I
(txP + (1 —t)ar) »,

t.

1
(bP — xP)a+1 (1 tef’ ([txp +(1- t)bp]5>
_ J d
b—a 0

(txP + (1 — t)bp)l‘%

Ispat. Kismi integrasyon yardimiyla

. 1tf’ ([txp +(1- t)ap]%) .

t
1
O (txP +(1—t)ar) P
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(4.1)

pf (x) ap (' .- 1
T xP—aP xP— apfo e <[txp - t)ap]p> dt

1
bulunur. [tx? + (1 — t)aP]e = u degisken degistirmesi yapilirsa

I = pf(x)  ap f"(u”—a”)“_l pu’ fwdu

_xP—aP xP — aP xP — aqP xP — aP
_ pf( L .
x ap’T'(a
M@ @@
xP — qP (xp — ap)a+1p1 a
_pf) pT@+ D),
(42) - xP — aP - (xp _ ap)a+1 Ix—f(a)
bulunur.
Benzer sekilde kismi integrasyon yardimiyla
1
Ltaf ([txp +(1- t)bp]ﬁ)
12 :j- 1 dt
O (txP +(1—1)bP) P

I _ _ap | 1t“_1f'([txp+(1—t)bp]%>dt
0

T xP —pP  xP — pP

1
bulunur. [tx? + (1 — t)aP]? = u degisken degistirmesi yapilirsa

p= 0w fb (B 22)1 L pyn
=_ bf;f_(xx)p + o _“i’;)aﬂ fxb - Zp;:)l_a f(wdu
- bppf—(xazp (bP _“iil)"ii?pl_a "L f ()
@ = T D v
2 (bP—x)a+1

_ a+1
bulunur. (4.2) ifadesi (praT ve (4.3) ifadesi — carpilir ve taraf tarafa

toplanirsa

t

(x? — apya+t fl o (Iexe + (1 - t)ap]%) )
0

= 1
b-a (txP + (1 —t)ar)' P
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(bP — xP)a+1 fl t*f’ ([txp +(1- t)bﬂ%) "

_ _1
b-a (txP + (1 — t)bP)' P

_ pf0)(xP —aP)” p® (e + 1) PIE f(a)
B b—a b—a
+ pf(x)(bP — xP)“ 3 p® (e + 1) 1%, £ (b)
b—a b—a
elde edilir. ifade diizenlenirse

% R e L b—r—fa; 2718 f(@) + 718, £B) ]

t

Y (xP b__a;;)aﬂ j: t*f’ ([txp +(1- t)ap]%) ;

1
(txP + (1 — t)ar)' »

dt

1
(bP — xP)a+1 (1 o ([txp +(1- t)bp]5>
- j -

L (> R R
elde edilir. Bulunan bu ifadeyle ispat tamamlanmis olur.

Hatirlatma 4.1.1. Lemma 4.1.1°de p = 1 alinirsa, Set’in (2012) elde ettigi Lemma
3.2.2’ye ulaglir.

Hatirlatma 4.1.2. Lemma 4.1.1’de p=1 ve a =1 alinirsa, Alomari et al.
(2010)’nin elde ettigi Lemma 3.2.1°¢ ulasilir.

Teorem 4.1.1. f:1 c (0,0) - R,I° {izerinde tiirevlenebilir fonksiyon, a,b € I,
a < b ve f' € L[a,b] olsun. I iizerinde |f’| fonksiyonu p —konveks fonksiyon ve

|f'(x)| < M ise her x € I i¢in siradaki esitsizlik yazilir.

|Y¢ (@, p; a, x, b)|
(xp_ap)a+1 (bp_xp)a+1
< MT{R(CL) + S(a)} + MT{R(b) + S(b)}
Burada
Al-p p—1 xP
R = F 2 ; 11— —
W =ik (a+2, a3 )
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p—1 xP
2P (a +2) ,F; <a+1, p ;a+2;1——)

S(1) = A
()_(a+1)(a+2)l

p—1 . pr

ve p > 0,a > 0 reel sayilaridir.

Ispat. Lemma 4.1.1 ve integraller i¢in iiggen esitsizligi kullanilarak

dt

(xP — aP)+l fl t? ‘f’ ([txp +(1- t)aﬂ%)
0

Y (a, p; a,x,b)| < —

(txP + (1 — t)ap)l_%

£ ([txp +(1- t)bp]%>

dt

pP — xP)a+1l 1t*
+( ) J
0

b — 1
v (txP + (1 — )bP) P

bulunur.

|f'| fonksiyonunun p — konveksligi kullanilirsa

|Yf(a,p; a,x, b)| < dt

(xP —aP)*H! flt“[tlf'(X)I + 1 -0lf' (@]
0

~ 1
b-a (txP + (1 — t)ar)" P

dt

(bP — xP) (e[l f ()l + (1= O)If ()]
* b—a f 1
O (txP+(1—1t)bp) P
3 (xp _ ap)a+1
a b—a
£ QO f, e (txP + (1 — t)ap)%_l dt

FIF @ [1(6% = t%41) (exP + (1 — Da?) dt

(bp _ xp)a+1
b—a

|f’(x)| fol ta+1(txp + (1 _ t)bp)%—l dt
FIF I fy (€ = e (exP + (1 - Dby dt
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elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

(xp _ ap)a+1

Y7 (e, p; @, x,b)| < =g U IR@ +If (@Is(@}

(bP — xp)a+1

— U GIIR®) + If (B)IS(B)}

b
|f'(x)| < M ifadesi kullanilirsa
Y (a, p; a,x, b)|
< MW%W{R(@ b s@y+m T b_fil)aﬂ {R(b) + S(b)}.

Bulunan bu ifade ile ispat tamamlanmis olur.

Hatirlatma 4.1.3. Teorem 4.1.1°de p =1 ve Set (2012)’in elde ettigi Teorem
3.2.1°de s = 1 alindiginda ayn1 esitsizlikler elde edilir.

Teorem 4.1.2. f:1 c (0,0) - R,I’ iizerinde tiirevlenebilir fonksiyon, a,b € I,
a < b ve f' € L[a,b] olsun. I lizerinde |f'|? fonksiyonu p —konveks fonksiyon ve
|f'(x)| < M ise her x € I igin siradaki esitsizlik yazilabilir.

M

|Yf(a,p; a,x,b)| < E(

1
aq+1

)P — a?)** 1k (@) + (b — xP) <+ K7 (b)].
Burada

p(Ax)™PT(—APTXPT 4 JPTxPFT)

A T Y ) [T

vep>0,a'>0,r>1,%+%=1.

Ispat. Lemma 4.1.1 ve integraller igin iicgen esitsizligi kullanilirsa

1t%

f' ([txp +(1- t)ap]%>

|Yf(a,p; a,x,b)| S( dt

xP — ap)a+1f
b—a 0

(txP + (1 — t)ap)l_%
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£ ([txp +(1- t)bp]%>

dt

pP — yxP)a+1 1t%
+( ) f
0

b 1
. (txP + (1 —£)bP)' P

bulunur. Holder esitsizligi kullanilirsa

Y (a, p; a, x, b)|

1

(xP — aP)ett < Yo, 14\ >7
< 40 1-tar d
< fo ((tx + (1= t)ar)? ) ¢

b—a
1

1 q q
><<f ted dt>
0
1
.

+M<f01 ((txp +(1- t)bp)%_1> dt)r

b—a
1

1 q a7
X ( f ted dt)
0

elde edilir. | f'| fonksiyonu [ tizerinde p — konveks oldugundan

f' ([txp +(1- t)ap]%>

f' ([txp +(1- t)bp]%>

Y (a, p; a, x, b))

(xp _ ap)a+1 1
= TKT(Q)

1

1 1 q
x ( f (A £1 ()9 + f £ (1 - t)If’(a)I"dt>
0 0

(bp _ xp)a+1 1
—3-a k)

1

x ( f " et () de + f et - t)If’(b)qut>q
0

0

elde edilir. |f'(x)| < M ifadesi kullanilirsa
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xP —aP)tt 1 1 1 q
Y (@, p; a,x,b)| < %KF(CL) (Mq + M1 )

b aq + 2 (aqg + 1) (aq + 2)
1
(bP — xP)*+1 1 1 1 q
+———— K7(b qu + M1 )
b—a r(b) aq + 2 (aq + 1) (aq +2)

(o e -t 00—

bulunur. Bulunan bu sonugla ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.3. f:1 c (0,0) - R,I” iizerinde tiirevlenebilir fonksiyon, a,b € I,
a < b ve f' € L[a,b] olsun. I iizerinde |f’|? fonksiyonu p —konveks fonksiyon ve

|f'(x)| < M ise her x € I igin siradaki esitsizlik yazilabilir.

|Y;(a, p; a,x,b)| < (xP — ap)““Ll_%(a)(R(a) + S(a))%

b—a

M 1-2 7
+———(bP — xP) 1L Ta(h) (R(b) + S(b))4.

b—a
Burada
R = 2 g (+2p_1 +3;1 ﬂ)
o+ \*Te p T
1-p (a+2),F <a+1,p ;a+2;1——)
S = g ”
_(a+1)(a+2)[ ( p—1 x”)J
—(a+1) ,F + 2, ;a+3;1——
=22k Pt x
W=y ah e+, P at21-3;)
vep>0,a>04q=>1, ,F (.,.;.;.) hipergeometrik fonsiyondur.

Ispat. Lemma 4.1.1 ve integraller igin iicgen esitsizligi kullanilirsa

Y (a, p; a, x, b))
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f' ([txp +(1- t)ap]%>

dt

a
xP — gP)a+1 1t
L
0

< .
@ (txP + (1 — t)ar)' P

1t%

f! ([tx” +(1- t)bf’]%)

dt

pP — xP)a+1
+( x?) f
b—a 0

1
(txP + (1 —t)bP)' 7P
bulunur. Power — Mean esitsizligi kullanilirsa

|Y; (a, p; @, x, b)|

1

1 1 1 q
(f £ (txP + (1 — t)ap)ﬁ_ldt>
0

(xP — qP)a+t
- b—a

1

q q
dt)

g (fl to(ex? + (1 - ar) |f' ([txp +(1- t)ap]%>
0

1

1 1 1 q
<f % (txP + (1 — t)bp)ﬁ_ldt>
0

(bP — xp)a+1
b—a

1

T \a
)

X (fl t*(txP + (1 — t)bp)%—l |f’ ([txp +(1- t)bp]%>
0

bulunur.|f’|? fonksiyonunun p — konveksligi kullanilirsa

Y (a, p; a, x,b)|

1
(xP — aP)*1L " 4(a)
o b—a

QR

fol t*tt (txP + (1 — t)ap)%_1|f’(x)|th

R = ) (e + (1 D@ I (@)1

1
(bP — xP)*+1L "4(b)
b—a
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QR

1
[+ (txP + (1= )bP)e | (x)|9de
1

[ — £ (exP + (1 — )b (b)7d

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

1
(xP — aP)** L' "a(a

1
Y (@, p; a,x,b)| < = ( )(If'(x)l"R(a) +1f'(@]75(a))

1
L= xP)**1L'7a(p)

— (If COIIRE) + If (B)IS (D)7

elde edilir. |f'(x)| < M oldugundan

1
(xP — aP)*1L ()
b—a

|Y;(a,p;a,x,b)| < M (R(a) + S(a))%

_ a+1 1_1
vic xz)_ aL “®) (R + sB))7

bulunur. Bu sonug ile ispat tamamlanmis olur.

Hatirlatma 4.1.4. Teorem 4.1.3’te p =1 ve Set (2012)’in elde ettigi Teorem

3.2.2°de s = 1 alinirsa ayni esitsizliklere ulasilir
4.2. Hermite-Hadamard Tipli Lemma ve Esitsizlikler

Lemma 4.2.1. f:1 c (0,00) » R, I’ iizerinde tiirevlenebilir fonksiyon, a,b € I ve
a < b olsun. Eger f' € L[a,b] ve @« >0, p > 0 isex € [a, b] i¢gin siradaki esitlik

gecerlidir.

t

_apya+r 1 (EF =D f"([texP + (1 — t)ap]%
Tf(a,p; a,x,b) = (xf —af) f ( )d
0

b— 1
@ (txP + (1 —t)ar)' P
1

(bP — xP)a+1 (1 1 -tHf' ([txp +(1- t)bp]ﬁ)
G f

P dt.

(txP + (1 — t)bP)l_%

Ispat. Kismi integrasyon yardimiyla
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1

. fol (t* - 1)f’([txp 41— t)ap]5>

dt
1
(txP + (1 —t)ar)' P

_pfl@  ap
_xp—ap xP — aP

fol te1f ([txp +(1- t)ap]%> dt

1
bulunur. [tx? + (1 — t)a”]? = u degisken degistirmesi yapilirsa

pf(a) ap [ uP —aP\*t purt
Il:xp—ap_xp—apfa (xp_ap) xp_apf(u)du
pf(a) apz X uP~-1
- xP —af (xP — ap)a+1fa (uP — qp)1l-a fw)du
pf(a) ap®T(a)

— p
- xP — aP - (xp il ap)a+1p1—a I,?_f(a)

_pf@  pT@+ D),

(4.4) =@ P —ar)er

I7_f(a)

bulunur. Benzer sekilde

1 (1= to)f’ ([txp +(1- t)bp]%>
P = L dt

(txP + (1 — t)bp)l‘%

_p(1—t%)
27 xp—pr

1

f ([txp +(1- t)bp]%)

0

ap J-l t“‘lf ([txp +(1- t)bp]%> dt
0

xP — bP

pf (b) ap (.- 1
TP —xP  xP— bpjo e ([txp - t)bp]p> dt.

1
[txP + (1 — t)bP]r = u degisken degistirmesi yapilirsa

pf(b) ap X P — pP\*T puP1
12=bP—xP_bP—xPJb (xp_bp> p_bpf(U)du
pf(b) ap? b el
“bP—xP  (bP — xp)a+1fx (P — up)l_af(u)du
_ pf) ap?T(a) .
T pp—xP  (bP —xP)atipl-a PIE f (b)
asy =B pTEED g

TP —xP  (bP — xP)at
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(xp_ap)a+1 (bp_xp)a+1

— ——— ifadeleri ile

bulunur. (4.4) ve (4.5) esitlikleri sirastyla

carpilir ve taraf tarafa toplanirsa

1

(xP — aP)e*t? fl t* - Df' ([txp +(1- t)a"]ﬁ)

Py 1 dt
(txP+ (1 —=t)ar) »,

dt

1
_ooyatt 11—t ([txP + (1 — t)bP]P
o pe )
0

b 1
@ (txP + (1 —t)bP) P

_pf@xP —af)® p'T(a+1)°IEf(a)
B b—a B b—a
pf(b)(bP —xP)*  p* T (a+ 1) "I f(b)
+ E_
b—a b—a

elde edilir. ifade diizenlenirse

Te(a,p; a,x,b) = t

1
(xP — aP)@+1 (1 (t* - 1Df' ([txp +(1- t)ap]5>
| d
b—a 0

(txP + (1 — t)aP)l_%

1
_ooyatt 1 (1=t ([txP + (1 = t)bP]P
0

bh — _1
¢ (txP + (1 — )bP) P

elde edilir. Bulunan bu ifade ile ispat tamamlanmuis olur.

Hatirlatma 4.2.1. Lemma 4.2.1°de verilen ifadede p = 1 almirsa, Ozdemir et al.
(2012)’nin calismasinda elde ettikleri Lemma 3.2.4 elde edilir.

Hatirlatma 4.2.2. Lemma 4.2.1°de verilen ifadede p=1 ve a =1 alinirsa,
Kavurmaci et al. (2011)’nin ¢alismasinda elde ettikleri Lemma 3.2.3 elde edilir.
Teorem 4.2.1. f:1 c (0,00) - R, I’ iizerinde tiirevlenebilir fonksiyon, a,b € I,a <
b ve f' € L[a,b] olsun. [a,b] lizerinde |f'| fonksiyonu p —konveks fonksiyon,
a > 0vep > 0iseherx € [a,b]icin siradaki esitsizlik yazilabilir.

(xp _ ap)a+1

——— {1 @IP@) + I (@IT@)}

(bp _ xp)a+1

+—————A{If @IP®) + If' B)IT(H)}:

|Tf(a',p; a,x,b)| <

Burada
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p(x¥*P —tP(—tp + x + px))

PO =" e — ey
—t1"Pr2 + a) ,F, (2 + a,p ; 1;3 +a;1-— G)p>
[
N

2

o (5w (fo ) (58

p(xP —tP)?

+

g,1+a;2+a;1—(£)p)

+r(p_1) _1F2( p t
p 1+a

\F, (ijl,z ta3+al- (%)p)>]|
+ 2+a

Ispat. Lemma 4.2.1 ve integraller igin iiggen esitsizligi kullanilirsa
1

L(1— ) |f ([txp +(1- t)ap]ﬁ)

dt

(xp _ ap)a+1
|T; (2, p; a,x,b)| < j
0

b — _1
@ (txP + (1 —t)ar) P

1

L(1 -t |f ([txp +(1- t)bﬂ]ﬁ)

dt

(txP + (1 — t)bp)l_%

elde edilir. | f'| fonksiyonunun p — konveksligi kullanilirsa

bP — pya+1
+( xP) j
b—a 0
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|Tf(a,p; a,x, b)|

- dt

(txP + (1 —t)ar)' P
+f1(1—t—t“+t“+1)|f (a)l
o ‘|

(txP + (1 —t)ar) P

_ &P —ar) fl (t= e DIf @)
b—a 0

—dt

(txP + (1 —t)bP)' 7P
+f1(1—t—t“+t“+1)|f Ol }
O  (txP+(1—t)bP) P

(bF —xP)* Yt (-t D' ()]
* b—a ,[;

bulunur. Integraller hesaplanirsa

( o _ p)a+1

= {f')IP(a) + If'(@)|T(a)}

( bP — p)a+1

= {f'COIP(b) + If'(D)IT (D)}

elde edilir. Bulunan bu ifade ile ispat tamamlanmis olur.

|Tf(a,p; a, x, b)|

Hatirlatma 4.2.3. Teorem 4.2.1°de p = 1 ve Ozdemir et al. (2012)’nin ¢alismasinda

elde edilen Teorem 3.2.3’te s = 1 alinirsa ayni esitsizliklere ulasilir.

Teorem 4.2.2. f:1c (0,0) > R, I’ iizerinde tiirevlenebilir fonksiyon, a,b €

I,a < bve f' € Lla,b] olsun. [a, b] tizerinde |f'|? fonksiyonu p —konveks ise her
€ [a,bl,a>0,p>0,r>1,q > 1vel+l= 1 i¢in

(xP — P)Of+1 1
- Mr(a)(If"(Ol9Ny + |f (a)Iqu)q

(bp p)a+1
4'———7;———————

Tr(a, p;a,x,b) <

Mr(b)(lf COITNy + |f (b)Iqu)q

esitsizligi gecerlidir. Burada
p(tx)—pr(_tp+rxpr + tprxp+r)

MO = a D NP — @)

ra + )r(2 + 9

1=

2F(1+q+§)
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:F(1+q) 2F(1+é) B F(1+§)
i 2 F(1+q+%) I‘(1+q+§).

Ispat. Lemma 4.2.1 ve integraller igin iiggen esitsizligi kullanilirsa

1
11—t |f ([txp +(1- t)ap]5>

(txP + (1 — t)aP)l_%

dt

(xP — ap)a+1
|Tf(a,p; a,x, b)| < .[;

b—a

1
11—t |f ([txp +(1- t)bP]5>

dt

1

_ a+1
+ (b? =~ x7) f
0 (txP + (1 —t)bP)' P

b—a

elde edilir. Holder esitsizligi kullanilirsa
1

_gP)atl /1 N
|Tf(a,p;a,x,b)| < M([ ((txp+(1—t)ap)%_1> dt)
0

b—a
1

1 4 \g
X <f0 (1-t%)1 dt)q
1

WD 4 b_fl;)aﬂ Ul ((txp +(1- t)bp)%_1>r dt)F
0

1

£ ([txp +(1- t)ap]ﬁ)

1

T \a
)

1 1
x (f (1—t*)d |f’ ([txp +(1- t)bp]5>
0
bulunur. |f|9 fonksiyonunun p — konveksligi kullanilirsa

|Tf(a,p; a,x, b)|
1

< %( J 1 ((txp 41— t)ap)%_l)r dt>?
0

X(] (1 = t9)9t|f'(x)|%dt + J (1—t“)q(1—t)|f'(a)lth>q
0 0

_ a+1 1 T
+%([ ((txp +(1- t)bp)%_l) dt)
0

x ( f (1= oyl oo lade + f (1= 101 = D (@) l7de )q
0 0

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa
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p a+1
(b—)Mr(a)(lf COION, + 1 @9V

(bP — p)a+1 1
P M) COI9Ny + |f (b)Iqu)q

bulunur. Béylece ispat tamamlanmis olur.

|Tf(a,p; a,x, b)| <

Teorem 4.2.3. f:1 c (0,0) — R, I iizerinde tiirevlenebilir fonksiyon, a,b € I,a <
b, ve f' € L[a,b] olsun. [a,b] iizerinde |f'|? fonksiyonu p —konveks fonksiyon

ise her x € [a,b], « >0, p>0,q = 1igin

(xP — p)a+1 1

P J A @f @)17P(a) + I (a)qu(a))q

(bp _ p)a+1

+b—] q(b)(|f ()|1P(b) + |f’ (b)qu(b))q

|T;(a, p; a,x,b)| <

esitsizligi gecerlidir. Burada

e (1) g e

J(@®) = —y
_p(x™P —tP(—tp + x + px))
PO =T e — vy
—t'P T'(a + 2) 4F, (2+a:p;1;3+a,1—()—t()p)
[ X 1
1-p |tP(1—%)T(—=
e el

— - (p;l)l xP — tP
o (e (e Gn))r (-2
p(xP —tP)?

ooy et e )
1+4+a

2+ a

Fr (L2 b a3 da - (;)"))}

ve a>0,p>0,q=>1 esitlikleri gegerlidir. I.(p,q) tamamlanmamis beta

fonksiyonudur.
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Ispat. Lemma 4.2.1 ve integraller igin iiggen esitsizligi kullanilirsa

£ ([txp +(1- t)ap]%)

|T; (@, p; a,x,b)| < —

1

(xP — gP)@+l fl (1-1t%
0 (txP + (1 —t)ar)' 7P

£ ([txp +(1- t)bp]%)

(txP + (1 — t)bp)l_%

(bP — xp)a+1 1(1—1t%
; J
b—a 0

elde edilir. Power — Mean esitsizligi kullanilirsa

T:(a, p;a,x,b)| <
f

-dt

b-a (txP + (1 - t)ar)" P

X(fol(lta)

f' ([ txP + (1 — t)ap

(txP + (1 — t)ap)l_P

I,
)

N (bp r xp)a+1 J«l 1—t@
b—a 0

X(Ll(l—t“)

elde edilir. |f'|? fonksiyonunun p — konveksligi kullanilirsa

(txP + (1= t)bP)" -

QR

f ([txp +(1- t)bp

(txP + (1 — t)bp) p

o)
)
-

-1
q

T:(a,p; a,x,b)| <
f

(xp _ ap)a+1 J1 1—t%
0

P Tdt

(txP + (1 —t)ar)' »

P19 [ = e ) (ex? + (1 - DaP) dt

dt

dt

(xp _ ap)a+1 .l-l 1—t% q
0

1
q

HF @ [y =t =t + e (P + (1 Darye dt

1
1—=
q

(bp _ xp)a+1 1 1—t“*
L i
b—a 0

(txP + (1 — t)bp)l_%
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G [ = ) (ex? + (1= )b) dt
HF' (B f, (1=t —t% + £+ ) (ExP + (1 — Dby dt

bulunur. Gerekli hesaplamalar yapilirsa
(xP — p)a+1 1

P J 4@ ()IP(a) + | (a)l"T(a))q

(bP — xp)a+1 1

P J TG @17PB) + | (b)IqT(b))q

bulunur. Bu ifade ile ispat tamamlanmls olur.

|Tf(a,p; a,x, b)| <
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde Rieman-Liouville kesirli integrali kullanilarak elde edilen
lemmalardan faydalanarak Katugampola kesirli integrali iceren yeni lemmalar elde
edilmistir. Daha sonra bu lemmalara p-konvekslik sinifi uygulanarak Hermite-

Hadamard ve Ostrowski tipli sonuglar ihtiva eden esitsizlikler elde edilmistir.

Bulunan bu lemma ve esitsizliklerde bazi degiskenlerin 6zel durumlar
sonucunda Riemann-Liouville kesirli integraline donistiigii alanyazin tarafindan

desteklenmistir

Bu konuyla ilgili calisma yapacak olan arastirmacilar tarafindan Hermite-
Hadamard ve Ostrowski tipli sonuglar verecek yeni lemmalar elde edilebilir veya bu
calismada elde edilen lemmalar yardimiyla farkli konveks fonksiyon siniflari igin
Hermite-Hadamard veya Ostrowski tipli farkli esitsizlikler bulunabilir. Ote yandan
elde edilen esitsizlikler yardimiyla baz1 6zel ortalamalar arasinda yeni iliskiler ortaya

konulabilir.
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